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Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ðåàëèçàöèåé äèíàìè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ â çàäà÷àõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáõîäà ìåãàïîëèñîâ, îñëîæíåí-

íîé óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ è âíóòðåííèìè ðàáîòàìè, îñóùåñòâëÿåìûìè

â ïðåäåëàõ ìåãàïîëèñîâ. Ïðåäëîæåíà ñõåìà ïîñòðîåíèÿ óñå÷åííîãî (íåïîëíîãî)

ìàññèâà çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà, èñïîëüçóþùàÿ ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëå-

íèÿ è íå ïðîèãðûâàþùàÿ â êà÷åñòâå. Ïðåäëàãàåìàÿ ïðîöåäóðà ðåàëèçîâàíà íà

ìíîãîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå; ðàñïàðàëëåëèâàíèå ðåàëèçóåòñÿ

íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ñëîåâ ôóíêöèè Áåëëìàíà.

1. Ââåäåíèå

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè ñ îãðàíè-
÷åíèÿìè â âèäå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ïîñëåäíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîç-
íèêàþò â ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ìîðñêèìè è àâèàöèîííûìè ïåðåâîçêàìè, òåõ-
íîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ýëåìåíòû óïîìÿíóòîé ìàðøðóòèçà-
öèè ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ àòîìíîé ýíåðãåòèêè (â ÷àñòíîñòè,
ýòî êàñàåòñÿ âîïðîñîâ ðàäèàöèîííîé áåçîïàñíîñòè â ñâÿçè ñ ïåðåìåùåíèåì ìåæäó
ïîìåùåíèÿìè ÀÝÑ è âíóòðè ïîìåùåíèé ïðè âûïîëíåíèè êîìïëåêñà ðàáîò îäíèì
èñïîëíèòåëåì).

Â èäåéíîì îòíîøåíèè çàäà÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ íèæå, âîñõîäèò ê èçâåñòíîé NP-
ïîëíîé çàäà÷å êîììèâîÿæåðà (ÇÊ), ñì. â ýòîé ñâÿçè [1�3]. Îñîáî îòìåòèì âàðèàíò
ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÌÄÏ) äëÿ ðåøåíèÿ ÇÊ, ïðåäëîæåííûé
â [4,5]. Â îáçîðå [1�3] îòìå÷åí òàêæå öåëûé ðÿä çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè, ïîäîáíûõ ÇÊ
â èäåéíîì îòíîøåíèè, íî ñîäåðæàùèõ òå èëè èíûå îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïðè-
ëîæåíèÿìè. Ñðåäè òàêèõ çàäà÷ îòìåòèì ÇÊ ñ âûáîðîì è çàäà÷ó êóðüåðà (ñì. [1]).

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ 10-08-00484-à, 10-01-96020-ð-óðàë-à, ïðîãðàììîé Ïðåçèäèóìà ÓðÎ
ÐÀÍ (ïðîåêò 09-Ï-1-1014)
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Â ïåðâîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ïîñåùåíèè êëàñòåðîâ, �ñîñòàâëåííûõ� èç ãîðîäîâ (òåð-
ìèíîëîãèÿ, èñïîëüçóåìàÿ â ðàáîòàõ ïî ðåøåíèþ ÇÊ), à âî âòîðîì � èìåþòñÿ â âèäó
óïîìÿíóòûå óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî îáå äàííûå îñîáåííîñòè ïðè-
ñóòñòâóþò â ïîñòàíîâêå, ðàññìàòðèâàåìîé íèæå. Êðîìå òîãî, îòìåòèì åñòåñòâåííîå
ðàçâèòèå ÇÊ, ñâÿçàííîå ñ îáõîäîì ìåãàïîëèñîâ è ðàçëè÷íûå �äèíàìè÷åñêèå� àíàëîãè
äàííîé çàäà÷è (ñì., â ÷àñòíîñòè, [6]).

Â ÷èñëå íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÇÊ îòìåòèì èçâåñòíûé ìåòîä
âåòâåé è ãðàíèö (ñì., â ÷àñòíîñòè, [7] è áèáëèîãðàôèþ â [7], à òàêæå [6]). Íàñòî-
ÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ [8�12], ïîñâÿùåííûå èçó÷åíèþ îáîáùåííîé
çàäà÷è êóðüåðà ñ âíóòðåííèìè ðàáîòàìè (â ñâîþ î÷åðåäü, [8�12] ïðîäîëæàþò áîëåå
ðàííèå ðàáîòû [13�16], ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáõîäà
ìíîæåñòâ). Îäíèì èç âàæíûõ ìîìåíòîâ, îòðàæåííûõ â [8�12], ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå
�óñå÷åííîé� âåðñèè ÌÄÏ äëÿ ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è êóðüåðà ñ âíóòðåííè-
ìè ðàáîòàìè. Ðå÷ü èäåò î òîì, ÷òîáû áåç ïîòåðè êà÷åñòâà ðåàëèçîâàòü ïðîöåäóðó
ÌÄÏ áåç íàñ÷èòûâàíèÿ âñåãî ìàññèâà çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà. Ýòîò ïðèåì
ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷, äîïóñêàþùèõ ýôôåêòèâíûå
âû÷èñëåíèÿ (ñì. ïðèìåðû çàäà÷, ðåøåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÏÝÂÌ, â [10,11]).

Âûøåóïîìÿíóòûå êîíñòðóêöèè ðàáîò [8�11] äîïóñêàþò â ïðèíöèïå ðåàëèçàöèþ
íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ (ÌÂÑ); îäíàêî äàííîå íàïðàâëå-
íèå òðåáóåò ðàçðàáîòêè öåëîãî ðÿäà òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðåàëè-
çàöèåé ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé â íàèáîëåå òðóäíîé ÷àñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ,
à èìåííî ïðè ïîñòðîåíèè (íåïîëíîãî) ìàññèâà çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà. Ðå÷ü
èäåò çäåñü î ðàñïàðàëëåëèâàíèè äîñòàòî÷íî òðóäíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ îï-
òèìèçàöèè, ñâÿçàííûõ èäåéíî ñ óðàâíåíèåì Áåëëìàíà; ñàìà ïî ñåáå ëîãèêà ÌÄÏ
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé, ò.ê. ðå÷ü èäåò î íàñ÷èòûâàíèè îäíîãî çà äðóãèì ñëî-
åâ ôóíêöèè Áåëëìàíà (îïðåäåëåíèå ñëîåâ ñì. â [8�12]). Ïî ýòîé ïðè÷èíå òðåáóåòñÿ
èçó÷åíèå ñàìèõ ýòèõ ñëîåâ íà ïðåäìåò ðåêóðñèâíîé èõ ðåàëèçàöèè ñ ìàêñèìàëüíîé
â èçâåñòíîé ñòåïåíè (ýòî ïîêàçàíî â ñòàòüå) ýêîíîìèåé â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ò.í.
ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ çàäàíèé. Ýòî ïîñòðîåíèå, ðåàëèçîâàííîå â íàñòîÿùåé ðàáî-
òå, áàçèðóåòñÿ ïðåæäå âñåãî íà èäåå ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ óñëîâèé ïðåä-
øåñòâîâàíèÿ äëÿ ñíèæåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïðîöåäóðû áåç ïîòåðè åå
îïòèìàëüíîñòè.

Â ñòàòüå èìååòñÿ ðàçäåë, â êîòîðîì äàíû íåêîòîðûå îöåíêè ýêîíîìèè âû÷èñëå-
íèé. Ïðèâåäåíû òàêæå ïðèìåðû ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è íà ÌÂÑ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì èçëàãàåìûõ â ðàáîòå òåîðåòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé (äàííûå òåîðåòè÷åñêèå ïîñòðî-
åíèÿ òðåáóþò ïðèâëå÷åíèÿ îáùåìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé, èçëîæåííûõ â [17, 18]; â
ñòàòüå ïðèâåäåíà íåîáõîäèìàÿ ñâîäêà ýòèõ ïîíÿòèé).

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíÿåìûå ìåòîäû îòðàæåíû â öåëîì ðÿäå ðàáîò, ïîñâÿùåí-
íûõ ïðèëîæåíèÿì â îáëàñòè àòîìíîé ýíåðãåòèêè (ñì. [19�21]); îíè îðèåíòèðîâàíû
íà èñïîëüçîâàíèå ïðè ðåøåíèè èíæåíåðíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè äîçîâîé íàãðóçêè
ïåðñîíàëà ÀÝÑ ïðè âûïîëíåíèè êîìïëåêñà ðàáîò è çàäà÷è î äåìîíòàæå ýíåðãîáëî-
êà, âûâåäåííîãî èç ýêñïëóàòàöèè.
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2. Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ x
è y ÷åðåç {x; y} îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x, y è íå ñîäåðæàùåå íèêàêèõ
äðóãèõ îáúåêòîâ (ñì. [17]). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî îáúåêòà z ïîëó÷àåì â âèäå {z} ,
{z; z} (çäåñü è íèæå , � ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ) îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî,
ñîäåðæàùåå z. Òîãäà â ñîãëàñèè ñ [17] ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ êàæäûõ äâóõ îáúåêòîâ a è
b (a, b) , {{a}; {a; b}}. Äëÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû h = (a, b) óñëîâèìñÿ ÷åðåç pr1(h) è
pr2(h) îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû h : pr1(h) = a, pr2(h) =
b. Óñëîâèìñÿ, ÷òî N = {1; 2; . . .} è N0 , {0} ∪ N. Ïðè k ∈ N0 è l ∈ N0

k, l , {i ∈ N0 | (k ≤ i)&(i ≤ l)}.

×åðåç R îáîçíà÷àåì âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ, [0,∞[, {ξ ∈ R | 0 ≤ ξ}. Äëÿ êàæäîãî
ìíîæåñòâà S ÷åðåç Fin(S) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ïîäìíî-
æåñòâ (ï/ì) S; ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî R+[S] åñòü ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ
âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà S: R+[S] = {S → [0,∞[}.

Êàê îáû÷íî, [18, ñ. 87] ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà S íàçûâàåì âñÿêóþ áèåêöèþ
α [18, ñ. 86] ìíîæåñòâà S íà ñåáÿ; ñîîòâåòñòâóþùóþ îáðàòíóþ ïåðåñòàíîâêó îáîçíà-
÷àåì ÷åðåç α−1.

Åñëè K � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç |K| ∈ N îáîçíà÷àåì ìîù-
íîñòü K; ÷åðåç (bi)[K] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé ¾îòðåçêà¿ 1, |K| íà K
(ñì. [18, ñ. 86]). Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî |∅| , 0.

Ñïåöèàëüíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Âñþäó â äàëüíåéøåì ôèêñèðóåì ÷èñëî
N ∈ N, òàêîå, ÷òî 2 ≤ N ; N îïðåäåëÿåò íèæå êîëè÷åñòâî ìåãàïîëèñîâ, ïîäëåæàùèõ
ïîñåùåíèþ. ×åðåç P îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê â 1, N , èìåíóåìûõ
(ïîëíûìè) ìàðøðóòàìè. Ïîëàãàåì çàäàííûì ìíîæåñòâî K,K ⊂ 1, N × 1, N (ñëó-
÷àé K = ∅ íå èñêëþ÷àåòñÿ). Ýëåìåíòû K (à ýòî � óïîðÿäî÷åííûå ïàðû èíäåêñîâ)
èìåíóåì àäðåñíûìè ïàðàìè, ïîëàãàÿ, ÷òî ïåðâûé ýëåìåíò êàæäîé òàêîé ïàðû åñòü
îòïðàâèòåëü, à âòîðîé � ïîëó÷àòåëü (ãðóçà, ñîîáùåíèÿ è ò.ï.). Òîãäà

A , {α ∈ P | α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K} (1)

åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ìàðøðóòîâ, äîïóñòèìûõ ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ, ò.å. ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ ìàðøðóòîâ, äëÿ êîòîðûõ ¾ïîñåùåíèå¿ êàæäîé àäðåñíîé ïàðû ðåàëèçó-
åòñÿ â íàïðàâëåíèè îò îòïðàâèòåëÿ ê ïîëó÷àòåëþ. Êàê è â [8�11], ïîëàãàåì âñþäó
â äàëüíåéøåì âûïîëíåííûì ñëåäóþùåå

Óñëîâèå 1. Äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà K0,K0 ⊂ K, ∃z ∈ K0 : pr1(z) 6=
pr2(z̃) ∀z̃ ∈ K0.

Òîãäà (ïðè óïîìÿíóòîì óñëîâèè 1) A 6= ∅, ÷òî ïîêàçàíî â [12, ðàçäåë 2.3].
Âñþäó â äàëüíåéøåì ôèêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî X, êîðòåæ

(Mi)i∈1,N : 1, N → Fin(X)
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ìíîæåñòâ M1, . . . ,MN , èìåíóåìûõ öåëåâûìè, à òàêæå òî÷êó x
0 ∈ X, èñïîëíÿþùóþ

ðîëü íà÷àëüíîãî ïóíêòà èëè áàçû. Ïîëàãàåì äàëåå, ÷òî

(x0 /∈Mj ∀j ∈ 1, N) & (Mk ∩Ml = ∅ ∀k ∈ 1, N ∀l ∈ 1, N \ {k}).

Êðîìå òîãî, ôèêñèðóåì c ∈ R+[X ×X], êîðòåæ

(ci)i∈1,N : 1, N → R+[X ×X],

à òàêæå f ∈ R+[X]; c, c1, . . . , cN � ôóíêöèè ñòîèìîñòè, èíòåðïðåòèðóåìûå ñîäåðæà-
òåëüíî êàê ïîòåðè (çàòðàòû) ïðè âûïîëíåíèè ïåðåìåùåíèé è (âíóòðåííèõ) ðàáîò,
ôóíêöèÿ f îöåíèâàåò ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå. Ýòè ôóíêöèè ìû ïîëàãàåì â ìåòîäè÷å-
ñêèõ öåëÿõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûìè (ñì. â ýòîé ñâÿçè [8, ðàçäåë 2]). ×åðåç N
îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ 1, N .

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà îñóùåñòâëåíèÿ ïåðåìåùåíèé

x0 → (z1 ∈Mα(1) ×Mα(1))→ . . .→ (zN ∈Mα(N) ×Mα(N)), (2)

õàðàêòåðèçóþùàÿ çàäà÷ó âåðõíåãî óðîâíÿ (ìàêðîóðîâíÿ), ãäå ñàì ôàêò ïðîâåäåíèÿ
âíóòðåííèõ ðàáîò ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäîå ïîñåùåíèå öåëåâîãî ìíîæåñòâà
¾ðàçáèòî¿ íà äâà ïóíêòà: ïîðò ïðèáûòèÿ è ïîðò îòïðàâëåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, z1 â
(2) åñòü ïàðà ãîðîäîâ (òåðìèíîëîãèÿ ÇÊ): z1 = (z

(1)
1 , z

(2)
1 ), ãäå z

(1)
1 � ïîðò ïðèáûòèÿ,

à z
(2)
1 � ïîðò îòïðàâëåíèÿ. Âûïîëíÿåìûå ïðè ýòîì íà ìíîæåñòâå Mα(1) ðàáîòû îöå-

íèâàþòñÿ çíà÷åíèåì cα(1)(z1) = cα(1)(z
(1)
1 , z

(2)
1 ) ∈ [0,∞[. Ìîæíî ïîëàãàòü ïðè ýòîì

(ïîäðîáíåå ñì. â [10]), ÷òî cα(1)(z1) åñòü íà ñàìîì äåëå ýêñòðåìóì çàòðàò â çàäà÷å

íèæíåãî óðîâíÿ, õàðàêòåðèçóåìîé ïàðàìåòðàìè z
(1)
1 è z

(2)
1 . Ýòà îñîáåííîñòü ñâÿçà-

íà ñ òåì, ÷òî äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî àääèòèâíîå àãðåãèðîâàíèå çàòðàò, à
ýòî ïîçâîëÿåò â âîïðîñàõ îïòèìèçàöèè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ðåæèìîâ, äëÿ
êîòîðûõ âíóòðåííèå ðàáîòû âûïîëíÿþòñÿ îïòèìàëüíî ïðè çàäàííîé ñèñòåìå âíåø-
íèõ ïåðåìåùåíèé (íà ñàìîì äåëå â ñèñòåìó âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé âñòðàèâàþòñÿ
ðåàëüíûå ðàáîòû, íî ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ó÷åòîì èõ îïòèìàëüíûõ ðåæèìîâ, íå
ïðîèãðûâàÿ â êà÷åñòâå).

Ñ ó÷åòîì óïîìÿíóòûõ îáñòîÿòåëüñòâ ïîëàãàåì, ÷òî ïðè α ∈ P ζ[α] åñòü ìíîæå-
ñòâî âñåõ êîðòåæåé

(zi)i∈0,N : 0, N → X ×X, (3)

äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ z0 = (x0, x0) è

zj ∈Mα(j) ×Mα(j) ∀j ∈ 1, N. (4)

Ýëåìåíòû ζ[α] (à ýòî êîðòåæè âèäà (3), (4)) ñóòü òðàññû, ñîãëàñîâàííûå ñ ìàðøðó-
òîì α (äëÿ íàøèõ öåëåé äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ñóùåñòâåííà ïðè α ∈ A; ñàìî ζ[α] åñòü
âñÿêèé ðàç íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîëàãàåì, ÷òî (ñì. [8�11])

S , {(α, (zi)i∈0,N) ∈ A× XN | (zi)i∈0,N ∈ ζ[α]}, (5)

ãäå XN îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé (hi)i∈0,N : 0, N → X ×X. Òîãäà
èìååì ñâîéñòâî S 6= ∅ (ò.ê. A 6= ∅). Áîëåå òî÷íî: S åñòü íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî;
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ýëåìåíòû S � ïàðû ìàðøðóò-òðàññà � ñóòü äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è.

Ôóíêöèè ñòîèìîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ó íàñ çàäàíû ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

c : X ×X → [0,∞[, c1 : X ×X → [0,∞[, . . . ,

cN : X ×X → [0,∞[, f : X → [0,∞[. (6)

Ôóíêöèÿ c èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé, ôóíêöèè c1, . . . , cN �
äëÿ îöåíèâàíèÿ âíóòðåííèõ ðàáîò, à ôóíêöèÿ f � äëÿ îöåíèâàíèÿ òåðìèíàëüíûõ
ñîñòîÿíèé (pr2(zN) â (2)). Ïóñòü

Cα[(zi)i∈0,N ] ,
N−1∑
i=0

c(pr2(zi), pr1(zi+1)) +
N∑
i=1

cα(i)(zi) + f(pr2(zN)) (7)

∀α ∈ P ∀(zi)i∈0,N ∈ ζ[α].

Ìû ïðèìåíÿåì (7) äëÿ îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé èç ìíîæåñòâà S (5). Òîãäà

V , min
(α,(zi)i∈0,N )∈S

Cα[(zi)i∈0,N ] = min
α∈A

min
(zi)i∈0,N∈ζ[α]

Cα[(zi)i∈0,N ] ∈ [0,∞[ (8)

åñòü çíà÷åíèå (ýêñòðåìóì) çàäà÷è

Cα[(zi)i∈0,N ]→ min, (α, (zi)i∈0,N) ∈ S. (9)

Äàëåå ìû íàçûâàåì (9) îñíîâíîé çàäà÷åé ìàðøðóòèçàöèè (ÎÇÌ); åå îïòèìàëüíû-
ìè ðåøåíèÿìè íàçûâàåì âñåâîçìîæíûå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû (α0, (z0i )i∈0,N) ∈ S, äëÿ
êîòîðûõ Cα0 [(z0i )i∈0,N ] = V . Óñëîâèìñÿ î íåêîòîðûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Îïåðàòîð I îïðå-
äåëÿåì â ñîãëàñèè ñ [8�11]: åñëè K ∈ N, ãäå N åñòü ïî îïðåäåëåíèþ ñåìåéñòâî âñåõ
íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ 1, N , òî ïîëàãàåì, ÷òî

Ξ[K] , {l ∈ K | (pr1(l) ∈ K) & (pr2(l) ∈ K)} (10)

è, êðîìå òîãî,

I(K) , K \ {pr2(l) : l ∈ Ξ[K]}. (11)

Ïðè ýòîì I : N→ N, à òîãäà

I(K) 6= ∅ ∀K ∈ N. (12)

3. Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

(óñå÷åííàÿ âåðñèÿ)

Ìû èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ íà îñíîâå ÌÄÏ, ïîäðîáíî èçëîæåííóþ â [8�11] (èñ-
ïîëüçóåì òàêæå ïîñòðîåíèÿ [12, ðàçäåë 4.9]). Ñåé÷àñ ìû åå ðàññìàòðèâàåì ïðåäåëüíî
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êðàòêî, èìåÿ ñâîåé öåëüþ ïðåîáðàçîâàíèå äàííîé êîíñòðóêöèè ê âàðèàíòó, äîïóñ-
êàþùåìó ðàñïàðàëëåëèâàíèå. Íàïîìíèì, ÷òî (ñì. [8�12])

G , {K ∈ N | ∀z ∈ K (pr1(z) ∈ K)⇒ (pr2(z) ∈ K)} =

{K ∈ N | ∀z ∈ K (pr1(z) /∈ K) ∨ (pr2(z) ∈ K)}. (13)

Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì, ÷òî Gs = {K ∈ G | s = |K|} ∀s ∈ 1, N . Ìíîæåñòâà èç ñåìåéñòâ
Gs, s ∈ 1, N , áóäåì íàçûâàòü ñóùåñòâåííûìè ñïèñêàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ìîùíîñòè.
Ïîëàãàÿ

K1 , {pr1(z) : z ∈ K},

èìååì, â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî

G1 = {{t} : t ∈ 1, N \K1}. (14)

Êðîìå òîãî, íàïîìíèì, ÷òî (ñì. [8�11]) ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî:

K \ {k} ∈ Gs−1 ∀s ∈ 2, N ∀K ∈ Gs ∀k ∈ I(K). (15)

Â (14), (15) èìååì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ. Ïóñòü, êðîìå òîãî,
M åñòü ïî îïðåäåëåíèþ îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâMi, i ∈ 1, N \K1; M ∈ Fin(X).
Â òåðìèíàõ M îïðåäåëÿåì ñëîé

D0 , M× {∅} = {(x, ∅) : x ∈M}. (16)

Êðîìå òîãî, ñëåäóÿ [8�12], ïîëàãàåì, ÷òî DN , {(x0, 1, N)} (îäíîýëåìåíòíîå ìíîæå-
ñòâî). Åñëè æå s ∈ 1, N − 1 è K ∈ Gs, òî ïîëàãàåì, ÷òî

Js(K) , {i ∈ 1, N \K | {i} ∪K ∈ Gs+1}. (17)

Â òåðìèíàõ ìíîæåñòâ (17) êîíñòðóèðóþòñÿ ¾ðåãóëÿðíûå¿ ñëîè ôóíêöèè Áåëëìàíà.
Â îñíîâå ýòîãî ïîñòðîåíèÿ íàõîäÿòñÿ ñïåöèàëüíûå êëåòêè ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé.
Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ ââåäåì ñíà÷àëà ìíîæåñòâà

Ms[K] ,
⋃

i∈Js(K)

Mi ∀s ∈ 1, N − 1 ∀K ∈ Gs. (18)

Ïîëàãàåì, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî (18) ïðèñîåäèíåíî ê ñïèñêó, åãî îïðåäåëÿþùåìó:
åñëè s ∈ 1, N − 1 è K ∈ Gs, òî ìíîæåñòâî Ms[K] ¾íàâåøèâàåòñÿ¿ íà ñïèñîê K
¾ñëåâà¿, îáðàçóÿ íàáîð ñîñòîÿíèé, êîòîðûå òîëüêî è áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ñâÿçè
ñî ñïèñêîì K. Òåïåðü îïðåäåëèì êëåòêè:

Ds[K] , {(x,K) : x ∈Ms[K]} ∀s ∈ 1, N − 1 ∀K ∈ Gs. (19)

Íàêîíåö, ïîñðåäñòâîì îáúåäèíåíèÿ êëåòîê (19) êîíñòðóèðóþòñÿ ¾ðåãóëÿðíûå¿ ñëîè
ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé

Ds ,
⋃
K∈Gs

Ds[K] ∀s ∈ 1, N − 1. (20)
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Êîíñòðóêöèÿ (18)�(20) ñîîòâåòñòâóåò [8�11]. Â òåðìèíàõ ñëîåâ Ds, s ∈ 0, N , îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñëîåâ ôóíêöèè Áåëëìàíà (ñì. [8�11]), îïðåäåëÿåìûõ â âèäå
ôóíêöèé

V0 : D0 → [0,∞[, V1 : D1 → [0,∞[, . . . ,VN : DN → [0,∞[.

Ôóíêöèÿ V0 îïðåäåëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî: ïîëàãàåì, ÷òî

V0(x, ∅) , f(x) ∀x ∈M. (21)

Äàëåå ïðåîáðàçîâàíèå Vs−1 → Vs, ãäå s ∈ 1, N , îïðåäåëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ñïîñî-
áîì, ó÷èòûâàþùèì, ÷òî (ñì. [8�12])

(y,K \ {j}) ∈ Ds−1 ∀s ∈ 1, N ∀(x,K) ∈ Ds ∀j ∈ I(K) ∀y ∈Mj. (22)

Èòàê, ñëåäóÿ [8�11], ïîëàãàåì, ÷òî ïðè s ∈ 1, N ôóíêöèÿ Vs (ñëîé ôóíêöèè
Áåëëìàíà ñ íîìåðîì s) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∀(x,K) ∈ Ds

Vs(x,K) = min
j∈I(K)

min
z∈Mj×Mj

[c(x, pr1(z)) + cj(z) + Vs−1(pr2(z), K \ {j})]. (23)

Â ñâÿçè ñ (23) óìåñòíî ââåñòè òàêæå êëåòêè ôóíêöèè Áåëëìàíà: ðå÷ü èäåò ïðè
s ∈ 1, N − 1 è K ∈ Gs î ìàññèâàõ çíà÷åíèé

Vs(x,K), x ∈Ms[K]; (24)

ìû äîïóñêàåì ïðè ýòîì ïóñòûå ìàññèâû òàêîãî ðîäà. Êàæäàÿ êëåòêà (24) ìîæåò âû-
äåëÿòüñÿ ïðîöåññîðó äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé. Çàòåì êàæäàÿ
ôóíêöèÿ Vs, s ∈ 1, N , ïîëó÷àåòñÿ ñêëåèâàíèåì ñâîèõ êëåòîê (24). Çàìåòèì, ÷òî

V = VN(x0, 1, N). (25)

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà K,K ⊂ K, íåïðåìåííî ∃z ∈
K : pr1(z̃) 6= pr2(z) ∀z̃ ∈ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå K = ∅ äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïîýòîìó
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì K 6= ∅. Ïóñòü n , |K|; òîãäà n ∈ N. ×åðåç P ′(K) îáîçíà÷èì
ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ K; ïóñòü

Mk , {K ∈ P ′(K) | |K| = k} ∀k ∈ 1, n.

Òîãäà P ′(K) åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ Mk, k ∈ 1, n. Ïóñòü R ∈M1. Òîãäà R ∈ P ′(K) è
|R| = 1. Ïîýòîìó R = {ρ}, ãäå ρ ∈ K; â ñèëó óñëîâèÿ 1 èìååì äëÿ íåêîòîðîãî z′ ∈ R
ñâîéñòâî

pr1(z
′) 6= pr2(z̃) ∀z̃ ∈ R.

Â ñèëó îäíîýëåìåíòíîñòèR ïîëó÷àåì, ÷òî pr1(ρ) 6= pr2(ρ). Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî

∃z ∈ R : pr1(z̃) 6= pr2(z) ∀z̃ ∈ R.



108 Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì Ò.18, �3 (2011)

Ïîñêîëüêó âûáîð R áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

∀K ∈M1 ∃z ∈ K : pr1(z̃) 6= pr2(z) ∀z̃ ∈ K. (26)

Ïóñòü âîîáùå m ∈ 1, n− 1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì

∀K ∈Mm ∃z ∈ K : pr1(z̃) 6= pr2(z) ∀z̃ ∈ K. (27)

Òîãäà m + 1 ∈ 2, n. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî K ∈ Mm+1. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, K �
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî K, à ïîòîìó ñîãëàñíî óñëîâèþ 1 äëÿ íåêîòîðîãî z∗ ∈ K
èìååì ñâîéñòâî

pr1(z∗) 6= pr2(z̃) ∀z̃ ∈ K. (28)

Ïðè ýòîì Q , K \ {z∗} ∈Mm è (ñì. (27)) äëÿ íåêîòîðîãî z∗ ∈ Q âåðíî

pr1(z̃) 6= pr2(z
∗) ∀z̃ ∈ Q. (29)

Çäåñü z∗ ∈ K, à òîãäà èç (28) ñëåäóåò, ÷òî

pr1(z∗) 6= pr2(z
∗). (30)

Ïîñêîëüêó K = Q ∪ {z∗}, òî èç (29) è (30) ñëåäóåò, ÷òî

pr1(z̃) 6= pr2(z
∗) ∀z̃ ∈ K. (31)

Ïîýòîìó z∗ ∈ K (ò.ê. z∗ ∈ Q è Q ⊂ K) òàêîâî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî (31).
Ïîñêîëüêó âûáîð K áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ∀K ∈Mm+1 ∃z ∈ K:

pr1(z̃) 6= pr2(z) ∀z̃ ∈ K.

Èòàê, óñòàíîâëåíî (ñì. (27)), ÷òî èñòèííà èìïëèêàöèÿ

(∀K ∈Mm ∃z ∈ K : pr1(z̃) 6= pr2(z) ∀z̃ ∈ K)⇒
(∀K ∈Mm+1 ∃z ∈ K : pr1(z̃) 6= pr2(z) ∀z̃ ∈ K).

Òàê êàê âûáîð m áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ∀s ∈ 1, n− 1 (∀K ∈Ms ∃z ∈
K : pr1(z̃) 6= pr2(z) ∀z̃ ∈ K)⇒ (∀K ∈Ms+1 ∃z ∈ K : pr1(z̃) 6= pr2(z) ∀z̃ ∈ K).

Ñ ó÷åòîì (26) ïîëó÷àåì òåïåðü, ÷òî ∀k ∈ 1, n ∀K ∈ Mk ∃z ∈ K : pr1(z̃) 6=
pr2(z) ∀z̃ ∈ K. Â èòîãå ∀K ∈ P ′(K) ∃z ∈ K : pr1(z̃) 6= pr2(z) ∀z̃ ∈ K. Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè s ∈ 1, N − 1 è K ∈ Gs, òî ∃j ∈ Js(K) : j ∈ I({j} ∪K).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó s < N , òî 1, N \ K 6= ∅, òî åñòü 1, N \ K ∈ N. Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî Ξ[1, N \K]. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ:

(Ξ[1, N \K] = ∅) ∨ (Ξ[1, N \K] 6= ∅). (32)

Îáà ñëó÷àÿ â (32) ðàññìîòðèì îòäåëüíî.
1) Ïóñòü Ξ[1, N \ K] = ∅. Òîãäà âûáèðàåì ïðîèçâîëüíî p ∈ 1, N \ K. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî {p} ∪K ∈ N, |{p} ∪K| = s+ 1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî z∗ ∈ K. Òîãäà

(pr1(z∗) ∈ {p} ∪K) ∨ (pr1(z∗) /∈ {p} ∪K). (33)
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Âòîðîé ñëó÷àé â (33) íàñ ¾óñòðàèâàåò¿ (ñì. (13)). Ïóñòü pr1(z∗) ∈ {p} ∪K, òî åñòü

(pr1(z∗) = p) ∨ (pr1(z∗) ∈ K). (34)

Òîãäà, êîëü ñêîðî K ∈ G, òî èìååì

(pr1(z∗) ∈ K)⇒ (pr2(z∗) ∈ K). (35)

Åñëè æå pr1(z∗) = p, òî èñòèííà èìïëèêàöèÿ

(pr2(z∗) ∈ 1, N \K)⇒ (z∗ ∈ Ξ[1, N \K]). (36)

Ïîñêîëüêó Ξ[1, N \K] = ∅, òî èìååì èç (36), ÷òî pr2(z∗) /∈ 1, N \K, òî åñòü pr2(z∗) ∈
K è, â ÷àñòíîñòè, pr2(z∗) ∈ {p} ∪K. Èòàê,

(pr1(z∗) = p)⇒ (pr2(z∗) ∈ {p} ∪K]). (37)

Èç (34), (35) è (37) èìååì âî âñåõ âîçìîæíûõ (ïðè pr1(z∗) ∈ {p} ∪ K) ñëó÷àÿõ
âêëþ÷åíèå pr2(z∗) ∈ {p} ∪K. Èòàê, èñòèííà ñëåäóþùàÿ èìïëèêàöèÿ

(pr1(z∗) ∈ {p} ∪K)⇒ (pr2(z∗) ∈ {p} ∪K). (38)

Èç (33) è (38) âûòåêàåò, êîíå÷íî, ÷òî (pr1(z∗) /∈ {p} ∪ K) ∨ (pr2(z∗) ∈ {p} ∪ K).
Ïîñêîëüêó âûáîð z∗ áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ∀z ∈ K

(pr1(z) /∈ {p} ∪K) ∨ (pr2(z) ∈ {p} ∪K). (39)

Òîãäà, ñîãëàñíî (13) {p} ∪K ∈ G è, ñëåäîâàòåëüíî,

{p} ∪K ∈ Gs+1. (40)

Èòàê, p ∈ 1, N \K : {p} ∪K ∈ Gs+1. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (17)),

p ∈ Js(K). (41)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

Ξ[{p} ∪K] = {z ∈ K | (pr1(z) ∈ {p} ∪K) & (pr2(z) ∈ {p} ∪K)}, (42)

I({p} ∪K) = ({p} ∪K) \ {pr2(z) : z ∈ Ξ[{p} ∪K]}. (43)

Åñëè p 6= pr2(z) ∀z ∈ Ξ[{p} ∪K], òî p ∈ I({p} ∪K). Èòàê,

(p 6= pr2(z) ∀z ∈ Ξ[{p} ∪K])⇒ (p ∈ I({p} ∪K)). (44)

Äîïóñòèì, ÷òî ∃z ∈ Ξ[{p} ∪K] : p = pr2(z). Ïóñòü

z0 ∈ Ξ[{p} ∪K] : p = pr2(z0) (45)

Òîãäà ñîãëàñíî (42) èìååì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(pr1(z0) ∈ {p} ∪K) & (p = pr2(z0) ∈ {p} ∪K). (46)
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Ïðè ýòîì (ñì. (42)) z0 ∈ K. Ïîñêîëüêó Ξ[1, N \K] = ∅, òî z0 /∈ Ξ[1, N \K], à òîãäà
(ñì. (10))

(pr1(z0) /∈ 1, N \K) ∨ (pr2(z0) /∈ 1, N \K). (47)

Ñîãëàñíî (45) èìååì ïî âûáîðó p, ÷òî pr2(z0) ∈ 1, N\K. Òîãäà ñîãëàñíî (47) pr1(z0) /∈
1, N \K, à ïîòîìó pr1(z0) ∈ 1, N \ (1, N \K), òî åñòü

pr1(z0) ∈ K. (48)

Íàïîìíèì, ÷òî K ∈ G è z0 ∈ K, ïîýòîìó ñîãëàñíî (13) (pr1(z0) /∈ K) ∨ (pr2(z0) ∈ K).
Ñ ó÷åòîì (48) ïîëó÷àåì òåïåðü, ÷òî pr2(z0) ∈ K. Ñ ó÷åòîì (45) èìååì òåïåðü, ÷òî
p ∈ K, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê p ∈ 1, N \K. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò,
÷òî íà ñàìîì äåëå p 6= pr2(z) ∀z ∈ Ξ[{p}∪K] è ñîãëàñíî (44) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
p ∈ I({p} ∪ K). Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (41) èìååì, ÷òî p ∈ Js(K) : p ∈ I({p} ∪ K).
Èòàê (ïðè óñëîâèè Ξ[1, N \K] = ∅), óñòàíîâëåíî, ÷òî ∃j ∈ Js(K) : j ∈ I({j} ∪K).
Ñëåäîâàòåëüíî, èñòèííà èìïëèêàöèÿ

(Ξ[1, N \K] = ∅)⇒ (∃j ∈ Js(K) : j ∈ I({j} ∪K)). (49)

2) Ïóñòü òåïåðü Ξ[1, N \K] 6= ∅. Òîãäà Ξ[1, N \K] åñòü íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî K, à
ïîòîìó ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 íàéäåòñÿ

ρ = Ξ[1, N \K], (50)

äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî ñâîéñòâî

pr1(z̃) 6= pr2(ρ) ∀z̃ ∈ Ξ[1, N \K]. (51)

Òîãäà (ñì. (10), (50)) ïîëó÷àåì, ÷òî ρ ∈ K è ïðè ýòîì

(pr1(ρ) ∈ 1, N \K) & (pr2(ρ) ∈ 1, N \K). (52)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî

K , {pr2(ρ)} ∪K ∈ N, (53)

äëÿ êîòîðîãî |K| = s+ 1 â ñèëó (52). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî

λ ∈ K. (54)

Òîãäà pr1(λ) ∈ 1, N è pr2(λ) ∈ 1, N . Ïðè ýòîì

(pr1(λ) /∈ K) ∨ (pr1(λ) ∈ K). (55)

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Èòàê, ïóñòü

pr1(λ) ∈ K. (56)

Òîãäà ñîãëàñíî (53) èìååì, ÷òî

(pr1(λ) = pr2(ρ)) ∨ (pr1(λ) ∈ K). (57)
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Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà pr1(λ) = pr2(ρ) è pr2(λ) ∈ 1, N \K, èìååì (ïîñêîëüêó
pr2(ρ) ∈ 1, N \ K â ñèëó (52)), ÷òî (pr1(λ) ∈ 1, N \ K) & (pr2(λ) ∈ 1, N \ K) è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (10) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå λ ∈ Ξ[1, N \K], ÷òî ïðèâîäèò
â ñèëó (51) ê ñâîéñòâó pr1(λ) 6= pr2(ρ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó
ïðè óñëîâèè pr1(λ) = pr2(ρ) íåïðåìåííî pr2(λ) ∈ K è, â ÷àñòíîñòè, pr2(λ) ∈ K (ñì.
(53)). Èòàê, èñòèííà èìïëèêàöèÿ

(pr1(λ) = pr2(ρ))⇒ (pr2(λ) ∈ K). (58)

Åñëè æå pr1(λ) ∈ K, òî ïî âûáîðó K èìååì (ñì. (13)), ÷òî pr2(λ) ∈ K è, â ÷àñòíîñòè
(ñì. (53)), pr2(λ) ∈ K. Èòàê, óñòàíîâëåíà èìïëèêàöèÿ

(pr1(λ) ∈ K)⇒ (pr2(λ) ∈ K). (59)

Èç (57)�(59) âûòåêàåò (ïðè óñëîâèè (56)), ÷òî âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ pr2(λ) ∈
K. Èòàê, óñòàíîâëåíî, ÷òî

(pr1(λ) ∈ K)⇒ (pr2(λ) ∈ K). (60)

Èç (55), (60) èìååì òåïåðü, ÷òî (pr1(λ) /∈ K)∨ (pr2(λ) ∈ K). Ïîñêîëüêó âûáîð λ (54)
áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ∀z ∈ K

(pr1(z) /∈ K) ∨ (pr2(z) ∈ K).

Èç (13), (53) âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî

K ∈ Gs+1. (61)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Ξ[K] è I(K);

Ξ[K] = {l ∈ K | (pr1(l) ∈ K) & (pr2(l) ∈ K)}, (62)

I(K) = K \ {pr2(l) : l ∈ Ξ[K]}. (63)

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (51) pr1(ρ) 6= pr2(ρ), òî åñòü pr1(ρ) /∈ {pr2(ρ)}. Ïðè ýòîì
ñîãëàñíî (52) pr1(ρ) /∈ K, à òîãäà pr1(ρ) /∈ {pr2(ρ)} ∪K, òî åñòü pr1(ρ) /∈ K ñîãëàñíî
(53). Â èòîãå, ñîãëàñíî (62),

ρ /∈ Ξ[K]. (64)

Ïîýòîìó pr2(ρ) /∈ {pr2(l) : l ∈ Ξ[K]}. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì ïðîòèâíîå: äëÿ íåêî-
òîðîé ïàðû l∗ ∈ Ξ[K]

pr2(ρ) = pr2(l∗). (65)

Ïðè ýòîì pr1(l∗) 6= pr2(l∗) â ñèëó óñëîâèÿ 1, òàê êàê l∗ ∈ K ñîãëàñíî (62). Äàëåå, ïî
âûáîðó l∗ èìååì, ÷òî (pr1(l∗) ∈ K) & (pr2(l∗) ∈ K), à òîãäà pr1(l∗) ∈ K \ {pr2(l∗)},
òî åñòü pr1(l∗) ∈ K \ {pr2(ρ)}. Ñ ó÷åòîì (53) ïîëó÷àåì, ÷òî pr1(l∗) ∈ K, à òîãäà ïî
âûáîðó K (ó íàñ K ∈ G) pr2(l∗) ∈ K, òî åñòü pr2(ρ) ∈ K, ÷òî íåâîçìîæíî (ñì. (52)).
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî pr2(ρ) 6= pr2(l) ∀l ∈ Ξ[K], òî åñòü (ñì.
(65)) pr2(ρ) /∈ {pr2(l) : l ∈ Ξ[K]}. Ñ ó÷åòîì (53) è (63) ïîëó÷àåì, ÷òî pr2(ρ) ∈ I(K).
Çàìåòèì çäåñü æå , ÷òî ñîãëàñíî (52),(53) è (61) pr2(ρ) ∈ 1, N\K : {pr2(ρ)}∪K ∈ Gs+1.
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Òîãäà ñîãëàñíî (17) pr2(ρ) ∈ Js(K) : pr2(ρ) ∈ I({pr2(ρ)} ∪ K). Ïîýòîìó è â ñëó÷àå
Ξ[1, N \ K] 6= ∅ ó íàñ ∃j ∈ Js(K) : j ∈ I({j} ∪ K). Èòàê, óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ
èìïëèêàöèÿ:

(Ξ[1, N \K] 6= ∅)⇒ (∃j ∈ Js(K) : j ∈ I({j} ∪K)). (66)

Èç (32), (49) è (66) ïîëó÷àåì, ÷òî âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ ∃j ∈ Js(K) : j ∈
I({j} ∪K). 2

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî Ns , {K ∈ N | s = |K|} ∀s ∈ 0, N. Òîãäà
(ñì. (13)) èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ:

Gs = {K ∈ G | s = |K|} = G ∩Ns ∀s ∈ 1, N. (67)

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè s ∈ 2, N , òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Gs−1 = {K̃ ∈ Ns−1 | ∃K ∈ Gs ∃j ∈ I(K) : K̃ = K \ {j}}. (68)

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç K îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî â ïðàâîé ÷àñòè (68). Ñðàâíèì
Gs−1 è K. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî Q ∈ K. Òîãäà Q ∈ Ns−1 è äëÿ íåêîòîðûõ K

′ ∈ Gs è
j′ ∈ I(K ′) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Q = K ′ \ {j′}. Òîãäà ñîãëàñíî (15) ïîëó÷àåì, ÷òî
Q ∈ Gs−1. Ñëåäîâàòåëüíî, óñòàíîâëåíî âëîæåíèå

K ⊂ Gs−1. (69)

Ïóñòü T ∈ Gs−1. Ïîñêîëüêó s − 1 ∈ 1, N − 1, òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2 äëÿ íåêî-
òîðîãî ν ∈ Js−1(T )

ν ∈ I({ν} ∪ T ). (70)

Â ñèëó (17) èìååì, ÷òî ν ∈ 1, N \ T è ïðè ýòîì {ν} ∪ T ∈ Gs. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó
ν /∈ T , òî

({ν} ∪ T ) \ {ν} = T. (71)

(åñëè t ∈ T , òî, â ÷àñòíîñòè, t ∈ {ν}∪T è t 6= ν, òàê êàê ν /∈ T ; êàê ñëåäñòâèå èìååì,
÷òî t /∈ {ν}). Òîãäà T ∈ Ns−1 (ñì. (67)) è ïðè ýòîì (ñì. (70)) {ν} ∪ T ∈ Gs, à òàêæå
(ñì. (70)) ν ∈ I({ν}∪T ) ðåàëèçóþò ðàâåíñòâî (71), òî åñòü ∃K ∈ Gs ∃j ∈ I(K) : T =
K \ {j}. Òîãäà T ∈ K, ÷åì è çàâåðøàåòñÿ ïðîâåðêà âëîæåíèÿ Gs−1 ⊂ K, ÷òî ñ ó÷åòîì
(69) îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü òðåáóåìîãî ðàâåíñòâà Gs−1 = K. 2

Çàìåòèì, ÷òî NN = {1, N}, à òîãäà ïî âûáîðó K èìååì, ÷òî 1, N ∈ G (ñì.
îïðåäåëåíèå K è (13)), à ïîòîìó 1, N ∈ GN è, ñëåäîâàòåëüíî, {1, N} ⊂ GN . Åñëè æå
K ∈ GN , òî, â ÷àñòíîñòè (ñì. (67)), K ∈ NN , à òîãäà K = 1, N . Ïîýòîìó GN ⊂ {1, N}
è, ñëåäîâàòåëüíî,

GN = {1, N}. (72)

Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 3 è (72) èìååì ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó

(GN = {1, N}) &

(Gs−1 = {K̃ ∈ Ns−1 | ∃K ∈ Gs ∃j ∈ I(K) : K̃ = K \ {j}} ∀s ∈ 2, N); (73)
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íàïîìíèì â ýòîé ñâÿçè (14).

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè s ∈ 1, N − 1 è K ∈ Gs, òî

Js(K) = {i ∈ Js(K) | i ∈ I(K ∪ {i})}. (74)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî â ïðàâîé ÷àñòè (74). Òîãäà

Ω ⊂ Js(K). (75)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ
n ∈ Js(K). (76)

Òîãäà ñîãëàñíî (17) ïîëó÷àåì, ÷òî n ∈ 1, N \K è, êðîìå òîãî,

{n} ∪K ∈ Gs+1. (77)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî {n} ∪K ∈ Ns+1 è ïðè ýòîì {n} ∪K ∈ G (ñì. (67)). Âìåñòå ñ òåì
èç (13),(77) èìååì, ÷òî

∀z ∈ K (pr1(z) /∈ {n} ∪K) ∨ (pr2(z) ∈ {n} ∪K). (78)

Êðîìå òîãî, ïî âûáîðó K ìû èìååì, ÷òî K ∈ Ns è K ∈ G, à òîãäà

∀z ∈ K (pr1(z) /∈ K) ∨ (pr2(z) ∈ K). (79)

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (10) èìååì ðàâåíñòâî

Ξ[{n} ∪K] = {l ∈ K | (pr1(l) ∈ {n} ∪K) & (pr2(l) ∈ {n} ∪K)}. (80)

Òîãäà èç (11) âûòåêàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

I({n} ∪K) = ({n} ∪K) \ {pr2(l) : l ∈ Ξ[{n} ∪K]}. (81)

Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, èìååì, ÷òî n ∈ {n}, à òîãäà

n ∈ {n} ∪K. (82)

Ïîêàæåì, ÷òî n /∈ {pr2(l) : l ∈ Ξ[{n} ∪K]}. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì ïðîòèâíîå:

n ∈ {pr2(l) : l ∈ Ξ[{n} ∪K]}. (83)

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû λ ∈ Ξ[{n} ∪ K] ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî
n = pr2(λ). Ïîýòîìó (ñì. (80))

(pr1(λ) ∈ {n} ∪K) & (n ∈ {n} ∪K). (84)

Òîãäà (pr1(λ) = n) ∨ (pr1(λ) ∈ K). Ïðè ýòîì λ ∈ K, à òîãäà (ñì. (78))

(pr1(λ) /∈ {n} ∪K) ∨ (pr2(λ) ∈ {n} ∪K).
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Â ñèëó óñëîâèÿ 1 pr1(λ) 6= pr2(λ), à òîãäà, ïîñêîëüêó n = pr2(λ), pr1(λ) 6= n, è (ñì.
(84)) pr1(λ) ∈ K. Êîëü ñêîðî λ ∈ K, èìååì èç (79), ÷òî (pr1(λ) /∈ K) ∨ (pr2(λ) ∈ K).
Ïîýòîìó pr2(λ) ∈ K. Íî òîãäà n ∈ K, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê n ∈ 1, N \ K.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî (83) íåâîçìîæíî è, ñëåäîâàòåëüíî,

n /∈ {pr2(l) : l ∈ Ξ[{n} ∪K]}. (85)

Èç (82), (85) ïîëó÷àåì (ñì. (81)), ÷òî

n ∈ I({n} ∪K). (86)

Èç (76) è (86) èìååì òåïåðü, ÷òî n ∈ Ω. Èòàê (ñì. (76)) Js(K) ⊂ Ω, à ïîòîìó (ñì.
(75)) Js(K) = Ω. 2

Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 âûòåêàåò, ÷òî

j ∈ I(K ∪ {j}) ∀s ∈ 1, N − 1 ∀K ∈ Gs ∀j ∈ Js(K). (87)

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè s ∈ 1, N − 1 è K ∈ Gs, òî Js(K) 6= ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè s ∈ 1, N − 1 è
K ∈ Gs Js(K) åñòü íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà 1, N \ K. Êàê ñëåäñòâèå èç
(18) èìååì, ÷òî ïðè s ∈ 1, N − 1 è K ∈ Gs Ms[K] åñòü íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî X;
îíî êîíå÷íî, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ èç Fin(X). Êàæ-
äûé ìàññèâ (24) ñâîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ê ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà íåïóñòîì
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå: ïðè s ∈ 1, N − 1 è K ∈ Gs ïîëàãàåì, ÷òî îòîáðàæåíèå

Ṽs[K] :Ms[K]→ [0,∞[ (88)

îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì:

Ṽs[K](x) , Vs(x,K) ∀x ∈Ms[K]. (89)

Îòîáðàæåíèÿ (88), (89) áóäåì äàëåå íàçûâàòü êëåòêàìè ôóíêöèè Áåëëìàíà. Ñîîò-
íîøåíèå (23) ìîæíî òåïåðü ïðèìåíÿòü ñ ó÷åòîì (19), (20) äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé
(89).

4. Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Áåëëìàíà

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì, ðàçâèâàåìûì â [8�12], äëÿ íàõîæäåíèÿ V è îïòèìàëüíûõ
ðåøåíèé çàäà÷è (9), ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëîè ôóíêöèè Áåëëìàíà V0,V1, · · · ,VN . Â
ýòîé ñâÿçè íàïîìíèì (21), (25) è òî, ÷òî (ñîãëàñíî (24), (25))

V = min
j∈I(1,N)

min
z∈Mj×Mj

[c(x0, pr1(z)) + cj(z) + VN−1(pr2(z), 1, N \ {j})]. (90)

Â ñâÿçè ñ (90) çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (15) èìååì (ïîñêîëüêó 2 ≤ N), ÷òî

1, N \ {j} ∈ GN−1 ∀j ∈ I(1, N). (91)
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Ïðè ýòîì N − 1 ∈ 1, N − 1. Ñ ó÷åòîì (88) èìååì ïîýòîìó, ÷òî ïðè j ∈ I(1, N)

ṼN−1[1, N \ {j}] :MN−1[1, N \ {j}]→ [0,∞[,

ãäå â âèäå

MN−1[1, N \ {j}] =
⋃

k∈JN−1(1,N\{j})

Mk (92)

èìååì íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Êàê óæå óñòàíîâëåíî, ïðè j ∈ I(1, N) â âèäå
JN−1(1, N \ {j}) èìååì íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî 1, N \ (1, N \ {j}) = {j}, à òîãäà
JN−1(1, N \ {j}) = {j} è ñîãëàñíî (92)

MN−1[1, N \ {j}] = Mj.

Çäåñü æå ìû çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (22)

(y, 1, N \ {j}) ∈ DN−1 ∀j ∈ I(1, N) ∀y ∈Mj. (93)

Â ÷àñòíîñòè, èìååì î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå

(pr2(z), 1, N \ {j}) ∈ DN−1 ∀j ∈ I(1, N) ∀z ∈Mj ×Mj. (94)

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (20) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

DN−1 =
⋃

K∈GN−1

DN−1[K]. (95)

Ñ ó÷åòîì (19) ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà ðàâåíñòâ DN−1[K] = {(x,K) : x ∈
MN−1[K]} ∀K ∈ GN−1. Âîçâðàùàÿñü ê (94), (95) îòìåòèì, ÷òî ∀j ∈ I(1, N) ∀z ∈
Mj × Mj ∃K ∈ GN−1: (pr2(z), 1, N \ {j}) ∈ DN−1[K]. Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíî-
øåíèé è (91) âûòåêàåò, ÷òî ïðè j ∈ I(1, N) è z ∈ Mj × Mj ìíîæåñòâî 1, N \ {j}
íåïðåìåííî îáëàäàåò ñâîéñòâîì pr2(z) ∈MN−1[1, N \{j}], à ïîòîìó îïðåäåëåíî çíà-
÷åíèå ṼN−1[1, N \ {j}](pr2(z)) ∈ [0,∞[ è, êðîìå òîãî, ñîãëàñíî (89), (91) ṼN−1[1, N \
{j}](pr2(z)) = VN−1(pr2(z), 1, N \ {j}). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (ñì. (90)) ñïðàâåäëèâî ñëå-
äóþùåå ðàâåíñòâî

V = min
j∈I(1,N)

min
z∈Mj×Mj

[c(x0, pr1(z)) + cj(z) + ṼN−1[1, N \ {j}](pr2(z))]. (96)

Â (96) îõàðàêòåðèçîâàí ôèíàëüíûé ýòàï ïîñòðîåíèÿ ñëîåâ ôóíêöèè Áåëëìàíà, à
èìåííî ýòàï îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìà çàäà÷è ïî ðàíåå ïîñòðîåííûì êëåòêàì óïîìÿ-
íóòîé ôóíêöèè. Ïî àíàëîãèè ñ ôèíàëüíûì ýòàïîì ñëåäóåò íàñ÷èòûâàòü ôðàãìåí-
òû ìàññèâà çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà, îòâå÷àþùèå êëåòêàì. Ìû îðèåíòèðóåìñÿ
çäåñü íà èñïîëüçîâàíèå îáùåé ïàìÿòè.

Ïðåäïîëàãàåìàÿ ñõåìà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ìîæåò áûòü ñëåäóþùåé. Ìû, ðàñïî-
ëàãàÿ n ïðîöåññîðàìè, ãäå n ∈ N è n ≥ 2, îðãàíèçóåì ïðè ëþáîì s ∈ 1, N − 1
ðàçáèåíèå ñåìåéñòâà Gs â ñóììó n äèçúþíêòíûõ ïîäñåìåéñòâ, äîïóñêàÿ â ïðèíöèïå
âîçìîæíîñòü ïóñòîòû òîãî èëè èíîãî ïîäñåìåéñòâà. Ñåé÷àñ, îäíàêî, áóäåì èñêëþ-
÷àòü òàêóþ âîçìîæíîñòü. Èòàê, ïîëàãàåì, ÷òî ïðè ëþáîì s ∈ 1, N − 1 ó íàñ èìååòñÿ
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êîðòåæ ìíîæåñòâ (G(s)i )i∈1,n : 1,n→ Fin(Gs), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà: (

Gs =
n⋃
i=1

G(s)i

)
&
(
G(s)i1
∩ G(s)i2

= ∅ ∀i1 ∈ 1,n ∀i2 ∈ 1,n \ {i1}
)
.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà s-ì øàãå âñå ñïèñêè èç G(s)1 áóäóò ïåðåäàíû ïðîöåññîðó

Π1, âñå ñïèñêè èç G(s)2 áóäóò ïåðåäàíû ïðîöåññîðó Π2 è òàê äàëåå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

Π1 îáñëóæèâàåò êëåòêè Ds[K], K ∈ G(s)1 , Π2 � êëåòêè Ds[K̃], K̃ ∈ G(s)2 è òàê äàëåå.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû Π1 ðåàëèçóþòñÿ êëåòêè Ṽs[K], K ∈ G(s)1 , â ðåçóëüòàòå ðàáîòû

Π2 � êëåòêè Ṽs[K̃], K̃ ∈ G(s)2 è òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ âñåõ òàêèõ êëå-
òîê ïîëó÷àåòñÿ ñëîé Vs ôóíêöèè Áåëëìàíà. Ìîæíî, îäíàêî, ñ÷èòàòü, ÷òî â îáùóþ
ïàìÿòü ïåðåäàþòñÿ âñå æå ñàìè êëåòêè Ṽs[K], K ∈ Gs, ïîñëå ÷åãî ïðè s < N − 1

íà (s + 1)-ì øàãå ïðîöåññîðû Π1, . . . ,Πn äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëåòîê Ṽs+1[K], K ∈ Gs+1,

èçâëåêàþò èç ðàíåå ðàññ÷èòàííûõ çíà÷åíèé â êëåòêàõ Ṽs[K], K ∈ Gs íóæíûå äëÿ
íàñ÷èòûâàíèÿ ñëîÿ Vs+1. Ïðè ýòîì Π1 îñóùåñòâëÿåò ¾âûçîâ¿ ðàíåå íàñ÷èòàííûõ

çíà÷åíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëåòîê Ṽs+1[K], K ∈ G(s)1 , Π2 îñóùåñòâëÿåò àíàëîãè÷íûé

¾âûçîâ¿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ Ṽs+1[K], K ∈ G(s)2 è òàê äàëåå.

5. Îöåíêè ñíèæåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè

â óñëîâèÿõ ïðåäøåñòâîâàíèÿ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ýêîíîìèè ïðè èñïîëü-
çîâàíèè óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ (1) äëÿ ñîêðàùåíèÿ ìíîæåñòâà ðàññ÷èòûâàåìûõ
çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â ÌÄÏ,
êîòîðîå óäàåòñÿ ñýêîíîìèòü ïðè ó÷åòå îäíîé àäðåñíîé ïàðû. Äëÿ íàãëÿäíîñòè èç-
ëîæåíèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî îáõîäà ¾ãîðîäîâ¿, íå êàñàÿñü îáîá-
ùåííîé ïîñòàíîâêè, ñâÿçàííîé ñ îáõîäîì ¾ìåãàïîëèñîâ¿.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíûé ìàðøðóò îáõîäà N ¾ãîðîäîâ¿ ñî ñòàðòîì
èç ¾áàçû¿ x0, íå ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòâó ïîñåùàåìûõ ãîðîäîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ,
â òåðìèíàõ ôîðìàëüíî ïîñòàâëåííîé â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ çàäà÷è èìååì X =
0, N, x0 = 0, ∀i ∈ 1, N ∀z ∈ X × X (Mi = {i}) & (ci(z) = 0). Ïóñòü, êðîìå òîãî,
K = ∅ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò îãîâîðåíî ïðîòèâíîå. Ïðè ðåøåíèè òàêîé çàäà-
÷è êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ òðåáóåòñÿ ðåêóðñèâíî
ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Áåëëìàíà

v(x,K) = min
y∈K

[c(x, y) + v(y,K \ {y}] (97)

íà ñëîÿõ:

D0 = {(x, ∅) : x ∈ 1, N},
Ds = {(x,K) ∈ X ×Ns | x ∈ 1, N \K} ∀s ∈ 1, N − 1, (98)

DN = {(0, 1, N)},
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ãäå, êàê ïðåæäå, Ns = {K ∈ N | s = |K|}. Èñïîëüçîâàíèå ðåêóðñèâíîãî ñîîòíîøå-
íèÿ (97) ïîäðàçóìåâàåò âû÷èñëåíèå âñåõ çíà÷åíèé (97) íà i-ì ñëîå äî ïåðåõîäà ê
îáðàáîòêå (i+ 1)-ãî.

Îöåíèì êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, ïðîèçâîäèìûõ â õîäå ðàñ÷åòà ôóíêöèè (97) íà
ìíîæåñòâàõ (98). Âòîðîé êîìïîíåíò óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (x,K) ìîæíî âûáðàòü
ïðîèçâîëüíûì ìíîæåñòâîì K,K ⊂ 1, N . Åñëè çàôèêñèðîâàòü ìîùíîñòü |K| = i, òî
ïåðâûé êîìïîíåíò ìîæíî âûáðàòü îäíèì èç N − i ñïîñîáîâ (òàê êàê x ∈ 1, N \K;
çäåñü ìû ïðåíåáðåãàåì îäíîýëåìåíòíûì ñëîåì DN èç (98)). Èòîãî ðàçëè÷íûõ ïàð
âîçìîæíî

N∑
i=0

[
(N − i) · N !

(N − i)! · i!

]
. (99)

Äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Áåëëìàíà íà ôèêñèðîâàííîé ïàðå (x,K) ñîãëàñíî
(97) òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ìèíèìóì, çàòðàòèâ |K| îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå
êîëè÷åñòâî òðåáóåìûõ îïåðàöèé ñîñòàâèò

N∑
i=0

[
i · (N − i) · N !

(N − i)! · i!

]
. (100)

Ïðåîáðàçóåì ñóììó (100), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ â íåé ìîæíî çàìå-
íèòü íà 1 ≤ i ≤ N − 1 (äåéñòâèòåëüíî, ñëîåì DN ìû ïðåíåáðåãëè ðàíåå, à íà ñëîå
D0 ôóíêöèÿ Áåëëìàíà ïðåäïîëàãàåòñÿ òîæäåñòâåííîé íóëþ: îãðàíè÷èìñÿ ñåé÷àñ
ñëó÷àåì, êîãäà f òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ):

N−1∑
i=1

[
i · (N − i) ·N !

(N − i)! · i!

]
j,i−1

= N(N − 1)
N−2∑
j=0

(N − 2)!

(N − 2− j)! · j!
= N(N − 1)2N−2. (101)

Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ íà êîëè÷åñòâî îïåðàöèé
(ñì. (101)), òðåáóþùèõñÿ â õîäå ïðèìåíåíèÿ ÌÄÏ ê ñôîðìóëèðîâàííîé â íà÷à-
ëå ðàçäåëà òðàíñïîðòíîé çàäà÷å. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû çàäàíà îäíà àäðåñíàÿ ïàðà
(a, b) ∈ K, òî åñòü â ðåçóëüòèðóþùåì îïòèìàëüíîì ìàðøðóòå ýëåìåíò a äîëæåí
áûòü ïîñåùåí ïðåæäå ýëåìåíòà b.

Îïåðàòîð I, îïðåäåëåííûé â (11) è îòâå÷àþùèé çà îãðàíè÷åíèå ìíîæåñòâà âû-
÷èñëÿåìûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà, ïî ñóùåñòâó âûáðàñûâàåò èç ðàñ÷åòà ïî
îáùåé ñõåìå (97) ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

∀K ∈ Fin(1, N), a, b ∈ K, ∀x ∈ 1, N \K
c(x, b) + v(b,K \ {b}), (102)

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîäåðæàòåëüíî ¾âõîäó â ìíîæåñòâî K¿, êîòîðîå ñîäåðæèò ¾îò-
ïðàâèòåëÿ¿, ¾÷åðåç ïîëó÷àòåëÿ¿, è, òàêèì îáðàçîì, ãàðàíòèðîâàííî íàðóøàþùèå
óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ðàíåå â ðàáîòàõ [8�11] ïîäðîáíî ïîêàçàíà êîððåêòíîñòü
ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà I â ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè
ìàðøðóòíîé çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Çäåñü ìû íå ñòàíåì íà ýòîì
îñòàíàâëèâàòüñÿ.
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Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îòáðàñûâàíèÿ êîíñòðóêöèé òèïà (102) ÿâëÿåòñÿ a, b ∈ K,
ïîýòîìó ìû ìîæåì îäíîçíà÷íî çàïèñàòü âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî K èç (102) â âèäå
K = K ′ ∪ {a} ∪ {b}, ãäå K ′ ⊂ 1, N \ {a, b}. Ìîùíîñòü K ′ ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ îò 0
äî N − 2. Äëÿ âñÿêîãî i = 0, N − 2 âûïèøåì êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ
K ′ ⊂ 1, N \ {a, b} : |K ′| = i

Ci
N−2 =

(N − 2)!

(N − 2− i)! · i!
. (103)

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî âñÿêîé òàêîé ïàðå (b,K \ {b}) = (b,K ′ ∪ {a}) èç (102) ñîîò-
âåòñòâóåò |1, N \ (K ′∪{a}∪{b})| = N−2− i âîçìîæíûõ çíà÷åíèé x. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäîìó èç ïîäìíîæåñòâ, ïåðå÷èñëåííûõ â (103), ñîîòâåòñòâóåò N − i − 2 çíà÷å-
íèé x. Ñóììèðóÿ ïî i, îêîí÷àòåëüíî èìååì ñëåäóþùåå êîëè÷åñòâî âûáðàñûâàåìûõ
â óñëîâèè (102) ôðàãìåíòîâ âèäà c(x, b) + v(b,K \ {b}) :

N−2∑
i=0

[
(N − 2− i) · (N − 2)!

(N − 2− i)! · i!

]
. (104)

Ðàñïèñûâàÿ ñóììó (104), ñêëàäûâàÿ k-é è (N − k)-é ÷ëåíû è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
Ck
N = CN−k

N , èìååì:[
(N − 2)(N − 2)!

(N − 2)! · 0!
+

0 · (N − 2)!

0! · (N − 2)!

]
+

[
(N − 3)(N − 2)!

(N − 3)! · 1!
+

1 · (N − 2)!

1! · (N − 3)!

]
+ . . . ; (105)

¾ðàñïðåäåëÿÿ (N−2) ïîðîâíó¿ ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñëàãàåìûìè âíóòðè êàæäîé
êâàäðàòíîé ñêîáêè, ñóììó (105) ìîæíî çàïèñàòü êàê

N − 2

2

[
(N − 2)!

(N − 2)! · 0!
+

(N − 2)!

0! · (N − 2)!

]
+
N − 2

2

[
(N − 2)!

(N − 3)! · 1!
+

(N − 2)!

1! · (N − 3)!

]
+ . . .

èëè
N−2∑
i=0

[
N − 2

2
· (N − 2)!

(N − 2− i)! · i!

]
=
N − 2

2
· 2N−2.

Åñëè óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ çàäàíû áîëåå ÷åì îäíîé àäðåñíîé ïàðîé, òî ïðè
íåêîòîðûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ âëèÿíèÿ êàæäîé àäðåñíîé ïàðû íà óìåíüøåíèå îáëà-
ñòè ðàññ÷èòûâàåìûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ. Îòìåòèì
áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî åñëè äâå àäðåñíûå ïàðû îòëè÷àþòñÿ êàê ìèíèìóì âòîðûìè
êîìïîíåíòàìè, òî êàæäàÿ èç ýòèõ àäðåñíûõ ïàð âëå÷åò óìåíüøåíèå îáëàñòè ðàñ÷å-
òîâ íà âåëè÷èíó N−2

2
· 2N−2. Èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ôóíêöèè Áåëëìàíà â ñëó÷àå

ñëîæíûõ ïåðåêðûòèé àäðåñíûõ ïàð ñòàíåò ïðåäìåòîì áóäóùåé ðàáîòû.
Ïîëó÷åííûå îöåíêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îòâåòà íà ðàçëè÷íûå âîïðîñû ïðè-

êëàäíîãî õàðàêòåðà. Íàïðèìåð, ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â äâà ðàçà ìîæíî äîáèòüñÿ
ââåäåíèåì x àäðåñíûõ ïàð, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âòîðîé êîìïîíåíòå, ãäå

N · (N − 1) · 2N−2

2
= x · N − 2

2
· 2N−2 ⇒ x =

N(N − 1)

N − 2
≈ N.
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Çàìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî äëÿ ïðèêëàäíûõ öåëåé îòáðàñûâàíèå çíà÷åíèé
âèäà (102) ýêâèâàëåíòíî ïî ñóòè ñëåäóþùåìó èçìåíåíèþ â ïðîöåññå ðàñ÷åòà ìíî-
æåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà

v(x,K) =

{
M åñëè x = b, a ∈ K,
min
y∈K
{c(x, y) + v(y,K \ {y}} èíà÷å, (106)

ãäå M � íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, íàïðèìåð M =
∑

i,j∈1,N |d(i, j)|. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â (106) ìû, êàê è â (102), íå ó÷èòûâàåì (çà ñ÷åò øòðàôà M) ñîñòîÿíèÿ,
äëÿ êîòîðûõ ¾âõîä â¿ ìíîæåñòâî K, ñîäåðæàùåå a, ïðîèñõîäèò ¾÷åðåç¿ b.

6. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå êîíêðåòíûõ âàðèàíòîâ çàäà÷è ìàðø-
ðóòèçàöèè íà ïëîñêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÂÑ "Óðàí". Èòàê, â êà÷åñòâå ìíîæå-
ñòâà X ðàçäåëà 2 çäåñü áóäåì èñïîëüçîâàòü ïëîñêîñòü: X = R × R. Â êà÷åñòâå x0

èñïîëüçóåì ïëîñêèé âåêòîð: x0 = (5.69479,37.94233). Ôóíêöèþ c â (6) îïðåäåëÿåì
ïîñðåäñòâîì åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ íà ïëîñêîñòè R × R, ôóíêöèþ f ïîëàãàåì òîæ-
äåñòâåííî ðàâíîé íóëþ. Ôóíêöèè c1, . . . , cN îïðåäåëÿåì çäåñü ïîäîáíî [8], à èìåííî:
ïðè çàäàííûõ íîìåðå i, òî÷êàõ x′ ∈ Mi è x

′′ ∈ Mi çíà÷åíèå ci(x
′, x′′) îïðåäåëÿåì â

âèäå ñóììû äâóõ åâêëèäîâûõ ðàññòîÿíèé:

ci(x
′, x′′) , c(x′, a(i)) + c(x′′, a(i)), (107)

ãäå a(i) ∈ R × R åñòü íåêîòîðàÿ òî÷êà, ïðèñîåäèíåííàÿ ê Mi (íå òðåáóåòñÿ, îäíàêî,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå ai ∈ Mi). Èòàê, ê ìíîæåñòâó M1 äîáàâëÿåòñÿ òî÷êà
a(1), ê ìíîæåñòâó M2 � òî÷êà a(2) è ò.ä. Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë òàêîãî îïðåäåëå-
íèÿ ci ìîæåò ñîñòîÿòü â ñëåäóþùåì (i ∈ 1, N); òî÷êè Mi îïðåäåëÿþò âõîäû-âûõîäû
â íåêîòîðîå ïîìåùåíèå, â êîòîðîì èñïîëíèòåëþ òðåáóåòñÿ äîáðàòüñÿ äî íåêîòîðî-
ãî óïðàâëÿþùåãî óñòðîéñòâà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå a(i) = (a

(i)
1 , a

(i)
2 ); åìó òðåáóåòñÿ

óñòàíîâèòü òîò èëè èíîé ðåæèì ðàáîòû ýòîãî óñòðîéñòâà è ïðîäîëæèòü ñâîå äâè-
æåíèå äàëåå (èñïîëíèòåëü âõîäèò â ïîìåùåíèå ÷åðåç "ïîðò ïðèáûòèÿ" x′ ∈ Mi,
ïåðåìåùàåòñÿ èç x′ â a(i), âûïîëíÿåò òðåáóåìóþ îïåðàöèþ, íàõîäÿñü â òî÷êå a(i), à
çàòåì ïîêèäàåò ïîìåùåíèå ÷åðåç "ïîðò îòïðàâëåíèÿ" x′′). Áóäåì ïîëàãàòü â äàííîì
ðàçäåëå N=27. Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì, ÷òî âñå ìíîæåñòâà Mi èìåþò îäíî è òî æå êî-
ëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ (êîëè÷åñòâî âõîäîâ-âûõîäîâ), à èìåííî ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì
|Mi|=30. Òî÷êè a(i), i ∈ 1, 27, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a1 = (46.00918, 87.46002), a2 = (94.12513, 66.74764), a3 = (44.50211, 83.67816),
a4 = (21.34087, 67.88701), a5 = (21.45435, 84.98424), a6 = (90.33001, 99.36852),
a7 = (19.12136, 8.54338), a8 = (12.86872, 95.88475), a9 = (43.21641, 11.49531),
a10 = (7.96647, 46.77153), a11 = (10.73506, 56.39213), a12 = (51.51652, 17.36506),
a13 = (16.69707, 87.68238), a14 = (18.63115, 28.03969), a15 = (7.19177, 97.33971),
a16 = (39.74461, 53.20094), a17 = (84.79972, 33.86974), a18 = (19.94858, 29.30183),
a19 = (17.54791, 41.28945), a20 = (97.18882, 39.00224), a21 = (26.27369, 87.51884),
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a22 = (38.37076, 45.39505), a23 = (96.06221, 51.23948), a24 = (41.27981, 39.77867),
a25 = (62.73479, 49.24628), a26 = (86.05015, 73.46985), a27 = (69.25482, 93.54151).
Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà âàðèàíòà K: 1) K = ∅ (îòñóòñòâóþò óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâà-

íèÿ); 2) K � äåñÿòèýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî (èìååòñÿ â âèäó ñëó÷àé äåñÿòè àäðåñíûõ
ïàð).

Ñ öåëüþ ïðàêòè÷åñêîé ïðîâåðêè òåîðåòè÷åñêîé ðàáîòû áûëà íàïèñàíà ïðîãðàì-
ìà äëÿ ÌÂÑ "Óðàí" íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++. Ïðîãðàììà ðàáîòàåò â ñðå-
äå 64-ðàçðÿäíîé îïåðàöèîííîé ñèñòåìû ñåìåéñòâà Linux. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïå-
ðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà ñóïåðâû÷èñëèòåëå �Óðàí� ñ ïðîöåññîðíîé ìîùíîñòüþ 1664
âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäðà è 3584 Ãáàéò îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Íà äàííîì ÌÂÑ èñïîëü-
çóþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå ìîäóëè íà îñíîâå äâóõïðîöåññîðíûõ áëåéä-ñåðâåðîâ HP
ProLiant BL460c CTO Blade ñî ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè:

• äâà 4-ÿäåðíûõ ïðîöåññîðà Intel R© Xeon R© E5450 (3.0 GHz, 1333 FSB,80W);
• êýø-ïàìÿòü 2 x 6 MB Level 2 cache (5400 Sequence);
• îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü 2 GB PC2-5300, Registered DDR2-667 íà ÿäðî;
• ñåòåâîé àäàïòåð Dual 1GbE NC326i additional 10/100 NIC dedicated to iLO 2;
• êîíòðîëëåð äèñêîâ Embedded SATA;
• æåñòêèå äèñêè HDD 90GB Non-Hot Plug SFF SATA.

Â íàøåì ýêñïåðèìåíòå áûëî èñïîëüçîâàíî 8 âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð ñ îáùåé îïå-
ðàòèâíîé ïàìÿòüþ 16 Ãáàéò.

1) Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ïëîñêîé çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè áåç óñëîâèé ïðåäøåñòâî-
âàíèÿ: ïîëàãàåì â äàííîì ïóíêòåK = ∅. ×òî êàñàåòñÿ ïîñòðîåíèÿ öåëåâûõ ìíîæåñòâ
M1, . . . ,M27, òî èõ òî÷êè ôîðìèðîâàëèñü âñÿêèé ðàç ñëó÷àéíûì îáðàçîì â ïðåäå-
ëàõ êîëüöà, îïðåäåëÿåìîãî äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè (ðàäèóñû 1 è 3) ñ öåíòðîì â òî÷êàõ
a(1), . . . , a(27) ñîîòâåòñòâåííî (íàïîìíèì, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâMi, i ∈ 1, 27, òðèä-
öàòèýëåìåíòíî).

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé áûë íàéäåí ìàðøðóò: (i1 = 10, i2 = 11, i3 = 4, i4 =
19, i5 = 18, i6 = 14, i7 = 7, i8 = 9, i9 = 12, i10 = 24, i11 = 22, i12 = 16, i13 = 25, i14 =
17, i15 = 20, i16 = 23, i17 = 2, i18 = 26, i19 = 6, i20 = 27, i21 = 1, i22 = 3, i23 = 21, i24 =
5, i25 = 13, i26 = 8, i27 = 15).

Ïî ñîîáðàæåíèÿì îáúåìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðòîâ ïðèáûòèÿ è îòïðàâëåíèÿ
íå ïðèâîäèòñÿ (ñì. ðèñ. 1).

Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: V=392.152501 (ýêñòðåìóì çàäà÷è), âðå-
ìÿ ñ÷åòà 3258 ñåêóíä.

2) Ðàññìîòðèì ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è â ñëó÷àå äåñÿòèýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà K, îïðåäåëÿþùåãî óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå àäðåñíûå ïà-
ðû èìåþò âèä: (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1,7), (2,8), (2,9), (2,10), (2,11), (2,12). Ìíî-
æåñòâà M1, . . . ,M27 ôîðìèðîâàëèñü òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â ñëó÷àå 1).

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ìàðøðóò: (j1 = 19, j2 =
24, j3 = 22, j4 = 16, j5 = 1, j6 = 3, j7 = 27, j8 = 6, j9 = 26, j10 = 2, j11 = 23, j12 =
20, j13 = 17, j14 = 25, j15 = 12, j16 = 9, j17 = 7, j18 = 14, j19 = 18, j20 = 10, j21 =
11, j22 = 4, j23 = 21, j24 = 5, j25 = 13, j26 = 8, j27 = 15.

Êîíêðåòíûé âèä ïîëó÷åííîé òðàññû ïîñåùåíèÿ ìíîæåñòâ ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.
Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: V=426,56746, âðåìÿ ñ÷åòà 2574 ñåêóíä.
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Ðèñ. 1.

Ðèñ. 2.
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Çàìåòèì, êðîìå òîãî, ÷òî ïîñåùåíèå "îòïðàâèòåëåé" è "ïîëó÷àòåëåé" àäðåñ-
íûõ ïàð ïðîèñõîäèëî ñëåäóþùèì îáðàçîì: (1, 3) = (j5, j10), (1, 4) = (j5, j22), (1, 5) =
(j5, j24), (1, 6) = (j5, j8), (1, 7) = (j5, j17), (2, 8) = (j10, j26), (2, 9) = (j10, j16), (2, 10) =
(j10, j20), (2, 11) = (j10, j21), (2, 12) = (j10, j15).
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Dynamic Programming in a Generalized Courier Problem with
Inner Tasks: Elements of a Parallel Structure

Grigoriev A.Ì., Ivanko E.E., Chentsov A.G.
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In the article we concern the questions connected with the realization of a dynamic
programming method in problems of consequent visiting of megapolises. The realiza-
tion is complicated by precedence conditions and works inside the megapolises. The
scheme for constructing a reduced (partial) array of Bellman function values using par-
allel computing without loss in accuracy is suggested. This procedure is realized on
a multiprocessor computing system; parallelizing is performed at the stage of Bellman
function layers construction.
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