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Изучается локальная динамика нелинейного комплексного дифференци-
ального уравнения с большим запаздыванием в окрестности нулевого решения.
При анализе задачи используется метод квазинормальных форм. Показано,
что роль нормальных форм в критических случаях бесконечной размерности
играют параболические уравнения Гинзбурга–Ландау.

1. Постановка задачи

Рассматривается модельная задача управления поведением некоторой динами-
ческой системы в окрестности ее нулевого решения с помощью запаздывающей об-
ратной связи. Объектом изучения является комплексное уравнение

dz

ds
= (ν + iω)z −Ke−iϕ

[
z − z(s−h)

]
+ F (z), (1)

где нелинейность F (z) имеет вид

F (z) = F2(z) + F3(z) + . . . = c20z
2 + c11|z|2 + c02z̄

2+

+c30z
3 + c21|z|2z + c12|z|2z̄ + c03z̄

3 + . . . ,

комплексные коэффициенты
ckl = akl + ibkl,

величины K и ϕ трактуются как управляющие параметры. В отсутствие слагаемого
с запаздыванием при K=0 нулевое решение задачи (1) является фокусом, устойчи-
вость которого определяется знаком величины ν. Отметим, что параметры K≥0

1Работа выполнена при финансовой поддержке целевой программы «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России» (государственный контракт № 02.740.11.0197).
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и −ϕ можно рассматривать как модуль и аргумент комплексного коэффициента
Ke−iϕ.

Уравнение (1) описывает локальную динамику некоторой системы в окрестности
состояния равновесия. В [1] в качестве такой исходной задачи рассматривается мо-
дель сдвоенного лазера с распределенной оптической обратной связью от внешнего
эталона Фабри–Перо. Параметр ϕ в этом случае определяет сдвиг по оптической
фазе отраженного излучения. Линейная часть квазинормальной формы, получен-
ной в [2] для модели Ланга–Кобаяши, также имеет вид (1) без учета нелинейных
слагаемых.

Устойчивость нулевого решения задачи (1) определяется расположением на ком-
плексной плоскости корней характеристического уравнения

Λ = ν + iω −Ke−iϕ
(
1−e−Λh

)
. (2)

Зависимость максимальной из вещественных частей комплексных корней уравне-
ния (2) от величины h в случаях ϕ=0 и ϕ=π, показана на рис. 1.

Отметим, что в случае асимптотически больших значений параметра h удобно
выполнить следующие замены:

h =
1

ε
, t = εs, Λ = ελ.

В результате задача (1) примет вид

ε
dz

dt
= (ν + iω)z −Ke−iϕ

[
z − z(t−1)

]
+ F (z), (3)

а уравнение (2) запишется в форме

ελ = ν + iω −Ke−iϕ
(
1−e−λ

)
. (4)

Комплексное уравнение (1) обобщает вещественную систему уравнений, изучав-
шуюся в работах [3, 4]:





dx

ds
= νx− ωy −K

[
x− x(s−h)

]
,

dy

ds
= ωx + νy −K

[
y − y(s−h)

]
.

(5)

Чтобы получить из (1) систему (5), нужно выполнить замену z=x+iy и перейти
при ϕ=0 или ϕ=π к уравнениям для вещественной и мнимой частей. Отсутствие
нелинейных слагаемых в данном случае объясняется сужением задачи исследования
локальной динамики системы в окрестности нуля к изучению устойчивости нулевого
решения.

Существенное предположение, сделанное в работах [3, 4], заключается в том, что
нулевое состояние равновесия динамической системы в отсутствие управляющего
воздействия K=0 является неустойчивым фокусом, то есть ω 6=0, а ν>0.

Установлено [3], что в случае

K ≥ ν/2 ≥ 0 (6)
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Рис. 1. График зависимости максимальной из вещественных частей комплексных
корней уравнения (2) от величины запаздывания h. Значения параметров (ν, ϕ)
на рисунках следующие: (a) – (0.5, 0); (b) – (0.5, π); (c) – (−0.5, 0); (d) – (−0.5, π).
Штрих-пунктирная линия соответствует K=0.1, пунктирная — K=0.2 , сплош-
ная — K=0.35

при подходящем выборе величины запаздывания, близкой к оптимальным значени-
ям

h = (2m+1)π/ω, m ∈ N ∪ {0},
нулевое решение становится устойчивым в первом приближении. Наибольшая об-
ласть устойчивости в плоскости параметров K,h соответствует значению m=0 (см.
рис. 1-a).

Однако при увеличении величины h эффект от обратной связи становится все
менее значительным. В случае асимптотически большого запаздывания h=1/ε [4]
нулевое состояние равновесия удается стабилизировать лишь при выполнении усло-
вия ν=ε2ν0=O(ε2). Необходимое условие устойчивости нулевого решения в этом слу-
чае задается неравенством [4]

K <
π2

2ν0

=
π2

2νh2
. (7)

В настоящей работе ставится задача исследования локальной динамики систе-
мы (1) в окрестности нулевого решения на основе метода нормальных форм. Рас-
сматривается ситуация асимптотически большого запаздывания h=O(1/ε). При изу-
чении окрестности нулевого состояния равновесия особый интерес будет представ-
лять случай ν<0.
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2. Линейный анализ

В силу известных теорем об устойчивости по первому приближению решений си-
стем с запаздыванием, приводимых, например, в [5], справедливы следующие утвер-
ждения.

Утверждение 1. Если все корни характеристического уравнения (2) имеют
отрицательную вещественную часть, то соответствующее решение задачи (1)
устойчиво.

Утверждение 2. Если существует корень характеристического уравнения (2) с
положительной вещественной частью, то соответствующее решение
задачи (1) неустойчиво.

Устойчивость нулевого решения задачи (1), таким образом, определяется распо-
ложением корней характеристического уравнения (2) на комплексной плоскости.

Теорема 1. Пусть ν>0, ϕ 6=π+2πn, n∈Z, тогда при

0 ≤ K <
ν

1 + cos ϕ
(8)

нулевое решение задачи (1) неустойчиво. Пусть ν<0, ϕ 6=2πn, n∈Z, тогда при

0 ≤ K < K0 =
−ν

1− cos ϕ
(9)

нулевое решение задачи (1) устойчиво.

Доказательство.
Рассмотрим уравнение (2). Границы области устойчивости нулевого решения

уравнения (1) находятся из условия Λ=iΩ. В этом случае вещественная и мнимая
части (2) преобразуются к виду

{
K[cos ϕ− cos(ϕ+Ωh)] = ν,

Ω−K[sin ϕ− sin(ϕ+Ωh)] = ω.
(10)

Из первого уравнения (10) получаем, что

K =
−ν

cos(ϕ+Ωh)− cos ϕ
. (11)

Заметим, что при ϕ=0 знаменатель в правой части (11) неположителен, поэтому
при ν<0 значений K≥0, удовлетворяющих (11), не существует.

Перепишем систему (10) в форме
{

K cos ϕ− ν = K cos(ϕ+Ωh),

K sin ϕ−∆ = K sin(ϕ+Ωh),
(12)
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где ∆=Ω−ω. Перейдем далее от системы (12) к уравнению

(K cos ϕ− ν)2 + (K sin ϕ−∆)2 = K2,

которое является квадратным по ∆ и допускает запись в виде

∆2 − 2K sin ϕ ∆ + ν2 − 2νK cos ϕ = 0. (13)

Отметим, что при ϕ=0 уравнение (13) сводится к элементарной задаче

∆2 = 2νK − ν2,

которая при условии ν<0 вещественных решений не имеет. Таким образом, подтвер-
ждается вывод, сделанный из соотношения (11), о том, что при ϕ=0 и ν<0 (равно
как и при ϕ=π и ν>0) характеристическое уравнение (2) не может иметь корней на
мнимой оси.

В общем случае уравнение (13) имеет вещественные решения ∆1 и ∆2, если его
дискриминант неотрицателен, то есть справедливо неравенство

(K sin ϕ)2 + (2νK cos ϕ− ν2) ≥ 0.

Полученное квадратное неравенство решается проще, если его рассматривать как
неравенство относительно параметра ν, а не K. Тогда его решением являются со-
отношения

ν ≥ ν1 = K(cos ϕ+1) ≥ 0 или ν ≤ ν2 = K(cos ϕ−1) ≤ 0.

Используя этот результат, а также условие K≥0, в зависимости от знака ν получаем
различные границы области устойчивости нулевого решения задачи (1).

В случае ν>0 получаем, что при

K ≥ ν

1 + cos ϕ
> 0, (14)

уравнение (13) может иметь вещественные решения и, следовательно, у (2) могут
быть чисто мнимые корни, а в противном случае – нет. В силу непрерывной зависи-
мости решений Λ=Λ(K) уравнения (2) от параметра K и Λ(0)=ν это означает, что
при ν>0 и выполнении неравенства (8), противоположного к (14), нулевое решение
задачи (1) неустойчиво. Таким образом, соотношение (14), обобщающее условие (6)
на случай ϕ6=0 (с точностью до 2π), является необходимым условием устойчивости
нулевого решения задачи (1) при ν>0.

В интересующей нас ситуации ν<0 получаем, что при

K ≥ K0 =
−ν

1− cos ϕ
> 0 (15)

уравнение (13) может иметь вещественные решения и, следовательно, у (2) могут
быть чисто мнимые корни, а в противном случае – нет. В силу непрерывной зависи-
мости решений Λ=Λ(K) уравнения (2) от параметра K и Λ(0)=ν это означает, что
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при ν<0 и выполнении неравенства (9), противоположного к (15), нулевое реше-
ние задачи (1) устойчиво. Таким образом, соотношение (15) является необходимым
условием неустойчивости нулевого решения задачи (1) при ν<0. Отметим, что (15)
уточняет оценку (11).

Иными словами, (11) переходит в (15) при K=K0 или cos(ϕ+Ωh)=1. При этом,
очевидно, sin(ϕ+Ωh)=0 и из второго уравнения системы (10) получаем

Ω0 = ω + K0 sin ϕ. (16)

Далее, пользуясь полученными результатами, построим при h=1/ε асимптотику
тех корней Λ(ε) характеристического уравнения (2), у которых вещественная часть
стремится к нулю при ε→0. Параметр K в этом случае имеет надкритичность по-
рядка ε2, то есть K=K0+ε2K1.

С учетом изложенного асимптотика указанных корней уравнения (2) (а так-
же (4)) имеет вид

Λn(ε) = ελn(ε) = iΩ0 + ελn0 + ε2λn1 + ε3λn2 + . . . , (17)

где
λn0 = i(Ω1 + 2πn),

а величина 0≤Ω1< 2π определяется из соотношения

Ω0

ε
+ ϕ + Ω1 = 0 mod 2π, n ∈ Z.

Подставляя (17) в (2) и используя разложение в ряд по малому параметру экс-
поненциального слагаемого

e−λn(ε) = eiϕ
[
1− ελn1 − ε2λn2 +

1

2
ε2λ2

n1 + O(ε3)
]
,

получим, что

λn0 = i(Ω1+2πn), n ∈ Z, λn1 = −λn0

K0

= −i
Ω1+2πn

K0

,

λn2 =
K1

K0

(1− e−iϕ)− λn1

K0

+
1

2
λ2

n1 =
1

K2
0

[
K0K1(1− e−iϕ) + λn0 + λ2

n0/2
]
.

Представляя величину λn2 как полином от λn0

λn2 = −d2(2πn)2 + id12πn + d0,

определим коэффициенты при различных степенях i2πn:

d2 =
1

2K2
0

, d1 =
1+iΩ1

K2
0

, d0 =
K0K1(1− e−iϕ)+iΩ1−Ω2

1/2

K2
0

.

Отметим, что в силу d2>0

max
n∈Z

(
Reλn2

)
=

2K1K0(1− cos ϕ)−min[ Ω2
1, (2π−Ω1)

2]

2K2
0

.
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Здесь первый аргумент функции min получается при n=0, а второй — при n=1
или n=−1. Очевидно, при K=K0 характеристическое уравнение (2) имеет корни на
мнимой оси лишь при условии Ω1=0, когда соотношение (11) переходит в (15). В
общем случае для этого требуется, чтобы

K1 =

(
min[ Ω1, 2π−Ω1]

)2

2K0(1− cos ϕ)
.

Отметим, что в случае ϕ=0 задача об устойчивости нулевого состояния равно-
весия системы (5) при асимптотически большом запаздывании, поставленная в [4],
сводится к оценке знака величины

max
n∈Z

(
Reλn2

)
=

2Kν0 −min[ Ω2
1, (2π−Ω1)

2]

2K2
.

Таким образом, необходимое условие устойчивости нулевого решения (1) при ϕ=0
и ν>0 сводится к отмеченному в [4] неравенству вида

√
2Kν0 < min[ Ω1, 2π−Ω1 ]. (18)

Отметим, что (7) является частным случаем (18) и имеет место при Ω1=π, когда
правая часть (18) максимальна. Получить более содержательные результаты о ло-
кальной динамике системы (1) в окрестности нуля без учета нелинейных слагаемых,
по-видимому, нельзя. Для дальнейшего анализа воспользуемся аппаратом метода
квазинормальных форм [6, 7, 8, 9].

3. Построение квазинормальной формы

Наряду с (1) рассмотрим линейное уравнение

∂v(s, t)

∂s
= Πv(s, t), (19)

где оператор Π определяется следующим образом:

Πv(s, t) = (ν+iω)v(s, t)−K0e
−iϕ

[
v(s, t)− v(s−ε−1, t−1)

]
.

Отметим, что для таких решений (19), которые удовлетворяют условию

v(s−ε−1, t−1) = eiϕv(s, t),

действие оператора Π ничем не отличается от умножения на комплексное число
(ν+iω) + K0(1−e−iϕ).

Собственные функции линейного оператора Π имеют вид

vn(s, t) = eiΩ0sei(Ω1+2πn)t.

Решение задачи (1) представим в виде асимптотического ряда по степеням ма-
лого параметра

z(t, ε) = εz1 + ε2z2 + ε3z3 + . . . , (20)
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где
zj = zj(s, r, τ), s = t/ε, r = σ(ε) t = (1+εσ1) t, τ = ε2t,

первое слагаемое имеет вид

z1 = z1(s, r, τ) = eiΩ0seiΩ1ru(τ, r), (21)

функция u представима в виде

u(τ, r) =
∞∑

n=−∞
ξn(τ) ei2πnr так, что u(τ, r+1) = u(τ, r).

Выполняя подстановку (20) в (1) и собирая слагаемые одного порядка малости,
будем последовательно получать задачи следующего вида:

∂zj

∂s
= Πzj + fj, (22)

где fj – неоднородность дифференциального уравнения. Задача (22) разрешима в
классе периодических функций, если выполняется соотношение fj=0.

Поскольку f1≡0, то на первом шаге при ε1 все условия удовлетворяются авто-
матически, и с учетом (21) мы получаем тождественное равенство.

Собрав слагаемые порядка ε2, потребуем выполнения соотношения f2=0. Это
означает, что имеет место соотношение

iΩ1z1 + eiΩ0seiΩ1r ∂u

∂r
= −K0e

−iϕ

[
iΩ1σ1e

iϕz1 + σ1e
iΩ0seiΩ1reiϕ ∂u

∂r

]
+

+ [c20z
2
1 + c11|z1|2 + c02z̄

2
1 ] .

(23)

Отсюда находим, что

σ1 = − 1

K0

.

В этом случае частное решение неоднородной задачи для z2 не содержит резонанс-
ных слагаемых, которые, вообще говоря, могли бы иметь место в силу вида (21)
общего решения однородной задачи для zj. Таким образом, частное решение неод-
нородной задачи для z2 содержит только нерезонансные слагаемые

z2 = z20z
2
1 + z21|z1|2 + z22z̄

2
1 ,

где z1 определяется соотношением (21), а коэффициенты zkl находятся подстановкой
частного решения в (22). Соответствующие уравнения имеют вид

i2Ω0z20 = iΩ0z20 + c20,

0 = iΩ0z21 + c11,

−i2Ω0z22 = iΩ0z22 + c02.

Окончательно получаем

z20 = −ic20

Ω0

, z21 =
ic11

Ω0

, z22 =
ic02

3Ω0

.
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На следующем шаге алгоритма, собирая слагаемые порядка ε3, по аналогии с (23)
получим следующее соотношение для коэффициентов при ε3eiΩ0seiΩ1r:

iΩ1σ1 u + σ1
∂u

∂r
= −K0

[
∂u

∂τ
− 1

2
σ2

1

∂2u

∂r2
− iΩ1σ

2
1

∂u

∂r
+

1

2
Ω2

1σ
2
1u

]
+ K1(1−e−iϕ)u+

+c21|u|2u + 2[c20z21 + c02z̄22 + c11(z̄21+z20)]|u|2u.

(24)

Выполнив несложные преобразования, из соотношения (24) в качестве нормаль-
ной формы получаем параболическое уравнение типа Гинзбурга–Ландау

∂u

∂τ
= d2

∂2u

∂r2
+ d1

∂u

∂r
+ d0u + d |u|2u, (25)

с периодическими краевыми условиями

u(τ, r+1) = u(τ, r) , (26)

где

d2 =
1

2
σ2

1 =
1

2K2
0

, d1 =
1

K0

[
iΩ1K0σ

2
1 − σ1

]
=

1+iΩ1

K2
0

,

d0 =
K1

K0

(1−e−iϕ) +
1

K0

[
−1

2
Ω2

1Kσ2
1 + iΩ1σ1

]
=

K0K1(1− e−iϕ)+iΩ1−Ω2
1/2

K2
0

,

d =
1

K0

[
c21 − 2i

Ω0

(
|c11|2+1

3
|c02|2

)]
.

Отметим, что в случае F (z)=c21|z|2z, когда все остальные коэффициенты при
нелинейных слагаемых равны нулю, параметр d определяется проще: d=c21/K0.
Теорема 2. Пусть краевая задача (25)–(26) имеет решение u=u∗(τ, r). Тогда урав-
нение (3) имеет быстро осциллирующее асимптотическое по невязке решение

z∗(t) = εei[Ω0ε−1+Ω1σ(ε)]tu∗
(
ε2t, σ(ε)t

)
+ o(ε). (27)

Отметим, что в случае ϕ=0 задачу (3) можно рассмотреть в следующей поста-
новке:

ε
dz

dt
= (ε2ν0 + iω)z −K

[
z − z(t−1)

]
+ F (z). (28)

В качестве бифуркационного параметра, изменения которого существенно влияют
на устойчивость нулевого решения, здесь выступает ν, а не K, как ранее, поскольку
K0→∞ при ϕ→0. При любом фиксированном значении K>0 критическим значе-
нием параметра ν является значение ν=0. Рассматривается ситуация ν=0+ε2ν0.
Линейный анализ при ν0>0 был выполнен в [4]. Его результаты уже были отра-
жены в соотношениях (7) и (18). Отметим, что по аналогии с изученной задачей
в случае (28) в качестве нормальной формы также получаем уравнение (25) ти-
па Гинзбурга–Ландау с периодическими краевыми условиями (26), коэффициенты
которого имеют вид:

d2 =
1

2
σ2

1 =
1

2K2
, d1 =

1+iΩ1

K2
, d0 =

ν0K+iΩ1−Ω2
1/2

K2
,

d =
1

K

[
c21 − 2i

ω

(
|c11|2+1

3
|c02|2

)]
.
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4. Заключение

В заключение укажем на некоторые особенности воздействия большого запаз-
дывания на динамику исследуемой нелинейной задачи.

Локальная динамика уравнения (1) в некоторой окрестности нулевого решения
при асимптотически больших значениях запаздывания в соответствии с форму-
лой (20) или (27) определяется решениями краевой задачи (25)–(26). Их динамика
богата и сложна. Заметим, что параметры полученной краевой задачи зависят от
величины Ω1, которая, в свою очередь, существенно зависит от малого парамет-
ра ε. При ε→0 величина Ω1 бесконечно много раз «пробегает» промежуток [0, 2π),
оказывая таким образом влияние на решения u(τ, r) задачи (25)–(26), и, следова-
тельно, на решения исходного уравнения (1). Таким образом, наличие параметра
Ω1 в построенной квазинормальной форме позволяет говорить о высокой чувстви-
тельности динамики уравнения (1) даже к малым изменениям значения величины
запаздывания h.

Асимптотические формулы, полученные в работе, позволяют без труда нахо-
дить характеристики близких к нулю локальных режимов исходной задачи, а также
определять области параметров и начальных условий, в которых возможно возник-
новение заданного режима.

Автор выражает благодарность Кащенко С.А. за постановку задачи и внимание
к работе, а также Глызину С.Д. за ценные замечания.
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Local dynamics of an equation with long delay feedback
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We study the local dynamics of a nonlinear complex DDE with large delay in the
vicinity of the zero solution. The quasinormal forms method is used for the problem
analysis. We show that parabolic type GL-equations act as normal forms in critical
cases of the infinite dimension.
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