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Аннотация

Рассмотрены понятия, связанные с вычислением эйлеровой характеристики изображений, постро-
енных на основе гексагональной решетки. Получены необходимые условия того, чтобы шестнадца-
тимерный вектор с неотрицательными целыми компонентами был характеристическим набором для
некоторого изображения.

В настоящей работе рассматриваются некоторые вопросы, связанные с изображениями, построенными
на основе гексагональной решетки [1, 2, 3, 4]. В ней приводятся результаты, касающиеся такого рода
структур, аналогичные тем, которые получены в работах [5, 6, 7] для изображений, построенных на
основе традиционной прямоугольной решетки. Гексагональную решетчатую структуру, представленную
на рис. 1, будем интерпретировать как условный экран, составленный из пикселов в форме правильных
шестиугольников. Естественным образом изображение на этом экране можно задавать матрицей A = (aij)
размера m × n со значениями элементов либо 0, либо 1, что соответствует белой или черной цветности
пиксела.

Рис. 1.

Под гексагональным фрагментом S размера 2× 2 изображения A будем понимать совокупность четы-
рех примыкающих пикселов aij , ai+1j , aij+1, ai+1j+1, для нечетных i, а для четных i такая совокупность
состоит из пикселов aij , aij+1, ai+1j+1, ai+1j+2. Символика S ⊆ A означает, что S является фрагментом
размера 2 × 2 изображения A. Всего существует 16 типов такого рода фрагментов, геометрически они
представлены на рис. 2.

Под характеристическим набором коэффициентов изображения A, построенным по системе фрагмен-
тов Sk, k = 0, 1, . . . , 15, будем понимать шестнадцатимерный вектор g = {gk : k = 0, 1, . . . , 15}, компонента-
ми которого является соответствующее число фрагментов типа Sk содержащихся в изображении A. Этот
набор представлен в третьей строке таблицы на рис. 3.

Для изображений, построенных на основе гексагональной решетки, верна [8] теорема о том, что суще-
ствует функция F (S), определенная на гексагональных фрагментах, такая, что эйлерова характеристика
изображения A может быть вычислена по формуле

χ(A) =
∑

S⊆A

F (S). (1)

Положим для удобства F (Sk) = γk, k = 0, 1, . . . , 15, и выпишем соотношение (1) для изображений,
порожденных шестнадцатью типами гексагональных фрагментов, тогда получится система:
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Рис. 2.

Рис. 3.
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γ0 = 0
γ1 + γ2 + γ3 + γ4 = 1
γ1 + γ2 + γ3 + γ4 + γ5 + γ6 = 1
γ1 + γ2 + γ3 + γ4 + γ7 + γ8 = 1
2γ1 + γ2 + γ3 + 2γ4 + γ9 = 1
γ1 + 2γ2 + 2γ3 + γ4 + γ10 = 2
γ1 + γ2 + γ3 + 2γ4 + γ5 + γ7 + γ11 = 1
γ1 + γ2 + 2γ3 + γ4 + γ5 + γ8 + γ12 = 1
γ1 + 2γ2 + γ3 + γ4 + γ6 + γ7 + γ13 = 1
2γ1 + γ2 + γ3 + γ4 + γ6 + γ8 + γ14 = 1
γ1 + γ2 + γ3 + γ4 + γ5 + γ6 + γ7 + γ8 + γ15 = 1

Общим решением этой системы будет пятипараметрическое семейство функций F (S) :

γ0 = F (S0) = 0, γ6 = F (S6) = −d, γ11 = F (S11) = a + b + c− d− e− 1,
γ1 = F (S1) = a, γ7 = F (S7) = e, γ12 = F (S12) = e− c− d,
γ2 = F (S2) = b, γ8 = F (S8) = −e, γ13 = F (S13) = d− b− e,
γ3 = F (S3) = c, γ9 = F (S9) = b + c− 1, γ14 = F (S14) = d + e− a,
γ4 = F (S4) = 1− a− b− c, γ10 = F (S10) = 1− b− c, γ15 = F (S15) = 0,
γ5 = F (S5) = d,

где a, b, c, d, e — произвольные действительные параметры.
Обозначая значения соответствующих пикселов через p1, p2, p3, p4 (рис. 4) и интерполируя c помо-

щью многочлена значения таблично заданной функции F (Sk), k = 0, 1, . . . , 15, получаем аналогично [6]
функцию F (S) в виде полинома

F (p1, p2, p3, p4) = ap1 + bp2 + cp3 + (1− a− b− c)p4 + (d− a− b)p1p2+
+ (e− a− c)p1p3 − p2p3 + (a + c− e− 1)p2p4 + (a + b− d− 1)p3p4 + p1p2p3 + p2p3p4.
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Рис. 4.

Применение соотношения (1) дает возможность строить стандартным способом [6] полиномы, вычис-
ляющие эйлерову характеристику изображений, построенных на основе гексагональной решетки.

Используя полученное пятипараметрическое семейство выражений γk = F (Sk), k = 0, 1, . . . , 15, можно
вывести необходимые условия того, чтобы упорядоченный набор из шестнадцати неотрицательных це-
лых чисел мог быть характеристическим набором для некоторого черно-белого цифрового изображения,
построенного на основе гексагональной решетки, а именно верно
Утверждение. Для любого характеристического набора g = {gk : k = 0, 1, ...15} верны соотношения
1. g1 − g4 + g11 − g14 = 0,
2. g2 − g4 + g9 − g10 + g11 − g13 = 0,
3. g3 − g4 + g9 − g10 + g11 − g12 = 0,
4. g5 − g6 − g11 − g12 + g13 + g14 = 0,
5. g7 − g8 − g11 + g12 − g13 + g14 = 0.

Доказательство. Так как [8]

χ(A) =
∑

S⊆A

F (S) =
15∑

k=0

gkγk =

= (g4 − g9 + g10 − g11) + (g1 − g4 + g11 − g14) ∗ a + (g2 − g4 + g9 − g10 + g11 − g13) ∗ b+
+(g3 − g4 + g9 − g10 + g11 − g12) ∗ c + (g5 − g6 − g11 − g12 + g13 + g14) ∗ d+
+(g7 − g8 − g11 + g12 − g13 + g14) ∗ e

и χ(A) = const, а a, b, c, d, e — произвольные действительные числа, то коэффициенты при этих параметрах
равны 0. Отсюда следует Утверждение.
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On the Characteristic Set of Black and White Digital Image Coefficients
Constructed in the Basis of a Hexagonal Lattice

Kapliy I.A., Parfenov P.G.

The concepts associated with the calculation of Euler’s characteristics of images constructed on
the basis of hexagonal lattices are considered. The necessary conditions for a sixteen-dimensional
vector with non-negative integer components to be a characteristic set of some image are obtained.


