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Аннотация. Рассматривается модель распределенных носителей информации в виде устойчи-
вых пространственно-неоднородных структур в системах оптической и волоконно-оптической свя-
зи. Изучаются условия возникновения таких устойчивых пространственно-неоднородных структур
световой волны генератора оптического излучения. Образование неоднородных структур, которые
возникают в плоскости, ортогональной направлению распространения волны, обеспечивается тон-
ким слоем нелинейной среды и контуром двумерной запаздывающей обратной связи с оператором
поворота пространственных координат световой волны в плоскости излучения оптического гене-
ратора. В пространстве основных параметров генератора (управляющий параметр, угол поворота
пространственных координат, величина запаздывания) построены области генерации устойчивых
пространственно-неоднородных структур, был проведен анализ механизмов их возникновения.
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Введение
В работе [1] приведены экспериментальные результаты образования пространственно-
неоднородных волн в лазерных пучках генератора оптического излучения со специ-
альным контуром обратной связи и предложена математическая модель для опи-
сания этого явления, а также результаты ее численного анализа. Математическая
модель представляет собой начально-краевую задачу для нелинейного дифференци-
ального уравнения параболического типа с оператором поворота пространственного
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аргумента, которое рассматривается в области, определяемой апертурой светового
излучения. Эта начально-краевая задача и различные ее обобщения изучались в
большом количестве работ (см., например, [2–7]), где различными аналитически-
ми и численными методами строятся пространственно-неоднородные решения. Мо-
дель работы [1] не учитывает фактор временного запаздывания в контуре нели-
нейной обратной связи. Учет временного запаздывания рассмотрен в работе [8],
где для математической модели с запаздывающим аргументом в тонкой кольцевой
области показана возможность бифуркации из однородного состояния равновесия
пространственно-неоднородных бегущих волн. В настоящей работе рассматривается
математическая модель работы [1] в круговой области с оператором поворота про-
странственного аргумента и временным запаздыванием в контуре обратной связи,
для которой исследуются условия и характер потери устойчивости однородных со-
стояний равновесия в зависимости от величины запаздывания, возможные бифурка-
ции при потере устойчивости, а также устойчивость пространственно-неоднородных
решений. Такие решения могут быть использованы как носители информации в оп-
тической и волоконно-оптической связи.

1. Математическая постановка задачи

В круге 𝐾𝑅 = {(𝜌, 𝜑) : 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑅, 0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋} рассматривается начально-краевая
задача вида

𝑢𝑡 + 𝑢 = 𝐷∆𝜌𝜑𝑢 + 𝐾(1 + 𝛾 cos 𝑢𝜃𝑇 ), 𝑢𝜌(𝑅, 𝜑, 𝑡) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡) = 𝑢(𝜌, 𝜑 + 2𝜋, 𝑡) (1)

относительно функции 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡+ 𝑠), 𝑡 ≥ 0,−𝑇 ≤ 𝑠 ≤ 0, где 𝑇 > 0 величина запазды-
вания аргумента, с начальным условием 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡+𝑠)|𝑡=0 = 𝑢0(𝜌, 𝜑, 𝑠) ∈ 𝐻(𝐾𝑅;−𝑇, 0).
Пространство начальных условий 𝐻(𝐾𝑅;−𝑇, 0) = {𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠) : 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠) ∈ 𝐶(𝐾𝑅 ⊗

[−𝑇, 0]), при каждом 𝑠 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠) ∈
∘

𝑊 1
2 (𝐾𝑅), 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠) = 𝑢(𝜌, 𝜑 + 2𝜋, 𝑠)}, где про-

странство функций
∘

𝑊 1
2 (𝐾𝑅) получено замыканием множества функций 𝑢(𝜌, 𝜑) ∈

𝐶1(𝐾𝑅), 𝑢𝜌(𝑅, 𝜑) = 0 в метрике пространства функций 𝑊 1
2 (𝐾𝑅). В (1) ∆𝜌𝜑 – оператор

Лапласа в полярных координатах, который считаем симметрично расширенным на

пространство
∘

𝑊 1
2 (𝐾𝑅), 𝑢𝜃𝑇 (𝜌, 𝜑, 𝑡) ≡ 𝑢(𝜌, 𝜑+𝜃, 𝑡−𝑇 )(0 ≤ 𝜃 < 2𝜋) – оператор поворота

пространственного аргумента и временного запаздывания, 𝐷,𝐾 – положительные
постоянные 0 < 𝛾 < 1.

Однородные состояния равновесия 𝑢* = 𝑢*(𝐾, 𝛾) начально-краевой задачи (1)
определяются как решения уравнения

𝑢 = 𝐾(1 + 𝛾𝑐𝑜𝑠𝑢). (2)

Уравнение (2) в зависимости от 𝐾 и 𝛾 может иметь несколько решений, в том
числе кратные. Ниже исследуются условия потери устойчивости состояний равнове-
сия 𝑢*(𝐾, 𝛾) и обусловленные ею возможные бифуркации пространственно-неодно-
родных автоколебательных решений начально-краевой задачи (1).
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2. Анализ устойчивости состояний равновесия
начально-краевой задачи (1)

Выберем одно из решений 𝑢*(𝐾, 𝛾) (не кратное) уравнения (2) и запишем начально-
краевую задачу(1) в его окрестности, заменив 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡) → 𝑢*(𝐾, 𝛾) + 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡). В
результате получим начально-краевую задачу

𝑢𝑡 +𝑢 = 𝐷∆𝜌𝜑𝑢−𝑏𝑢𝜃𝑇 +𝑏2𝑢
2
𝜃𝑇 +𝑏𝑢3

𝜃𝑇/6+ . . . , 𝑢𝜌(𝑅, 𝜑, 𝑡) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡) = 𝑢(𝜌, 𝜑+2𝜋, 𝑡),

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡 + 𝑠)|𝑡=0 = 𝑢0(𝜌, 𝜑, 𝑠), (3)

𝑏 = 𝐾𝛾 sin 𝑢*(𝐾, 𝛾), (4)

где точками обозначены слагаемые, имеющие по 𝑢𝜃𝑇 более высокий порядок ма-
лости, 𝑏 = 𝐾𝛾 sin 𝑢*(𝐾, 𝛾), 𝑏2 = −𝐾𝛾 cos 𝑢*(𝐾, 𝛾)/2.

Рассмотрим линейную часть начально-краевой задачи (3)

𝑢𝑡 + 𝑢 = 𝐷∆𝜌𝜑𝑢− 𝑏𝑢𝜃𝑇 , 𝑢𝜌(𝑅, 𝜑, 𝑡) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡) = 𝑢(𝜌, 𝜑 + 2𝜋, 𝑡),

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡 + 𝑠)|𝑡=0 = 𝑢0(𝜌, 𝜑, 𝑠). (5)

Определяя решения (5) вида 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡) = 𝑣(𝜌, 𝜑)𝑒𝜆𝑡, 𝜆 ∈ 𝐶 получим пучок опера-
торов

𝑃 (𝜆) ≡ 𝜆𝑣(𝜌, 𝜑) + 𝑣(𝜌, 𝜑) −𝐷∆𝜌,𝜑𝑣(𝜌, 𝜑) + 𝑏𝑣(𝜌, 𝜑 + 𝜃)𝑒−𝜆𝑇 , (6)

действующий в 𝐿2(𝐾𝑅) с областью определения
∘

𝑊 1
2 (𝐾𝑅), спектр которого определя-

ет устойчивость (неустойчивость) решений начально-краевой задачи (5). Определяя
𝑣(𝜌, 𝜑) в виде

𝑣(𝜌, 𝜑) = 𝑣0 +

∞∑︁
𝑗=1

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑅𝑛𝑗(𝜌)(𝑣𝑛𝑗𝑒
𝑖𝑛𝜑 + 𝑤𝑛𝑗𝑒

−𝑖𝑛𝜑),

𝑖 =
√
−1, 𝑣0 ∈ R, 𝑣𝑛𝑗, 𝑤𝑛𝑗 ∈ C, 𝑣−𝑛𝑗 = 𝑣𝑛𝑗, 𝑤−𝑛𝑗 = �̄�𝑛𝑗, 𝑣0𝑗 = �̄�0𝑗,

𝑅𝑛𝑗(𝜌) =

√︀
(2)/𝑅𝐽𝑛(𝛾𝑛𝑗𝜌/𝑅)

(1 − 𝑛2/𝛾2
𝑗𝑛)1/2𝐽1

𝑛(𝛾𝑛𝑗)
, (𝑅𝑛𝑗(𝜌), 𝑅𝑛𝑝(𝜌)) =

∫︁ 𝑅

0

𝜌𝑅𝑛𝑗(𝜌)𝑅𝑛𝑝(𝜌)𝑑𝜌 = 𝛿𝑗𝑝,

где 𝐽𝑛(𝜌) функции Бесселя первого рода 𝑛-го порядка, 𝛾𝑛𝑗 𝑗-й положительный ноль
функции 𝐽 ′

𝑛(𝜌), а 𝛿𝑗𝑝 – символ Кронекера, получим последовательность уравнений

(𝜆 + 1 + 𝐷𝛾2
𝑛𝑗 + 𝑏𝑒𝑖𝑛𝜃−𝜆𝑇 )𝑣𝑛𝑗 = 0, (𝜆 + 1 + 𝐷𝛾2

𝑛𝑗 + 𝑏𝑒−𝑖𝑛𝜃−𝜆𝑇 )𝑤𝑛𝑗 = 0, (7)

из которых определяются точки спектра пучка операторов (6), отвечающие за устой-
чивость решений (5), и ненулевые 𝑣0, 𝑣𝑛𝑗, 𝑤𝑛𝑗, 𝑛 = 0, 1, 2, . . ., 𝑗 = 1, 2, . . .

Для построения границ областей устойчивости в пространстве параметров 𝐷, 𝑏, 𝑇, 𝜃
воспользуемся методом 𝐷-разбиений [9,10]. Для этого положим в (7) 𝜆 = 𝑖𝜔, 𝜔 ≥ 0
и приравняем нулю вещественную и мнимую части выражений в круглых скобках.
В результате получим уравнения

1 + 𝐷𝛾2
𝑛𝑗 + 𝑏 cos(−𝑛𝜃 + 𝜔𝑇 ) = 0, 𝜔 − 𝑏 sin(−𝑛𝜃 + 𝜔𝑇 ) = 0,

1 + 𝐷𝛾2
𝑛𝑗 + 𝑏 cos(𝑛𝜃 + 𝜔𝑇 ) = 0, 𝜔 − 𝑏 sin(𝑛𝜃 + 𝜔𝑇 ) = 0.

(8)
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Эти уравнения позволяют выразить

𝑏 = 𝑏(𝐷,𝑇, 𝑛, 𝜔) = (−1)𝑘+1(1 + 𝐷𝛾2
𝑛𝑗)/ cos(arctg(𝜔/(1 + 𝐷𝛾2

𝑛𝑗))),

𝜃+ = 𝜃+(𝐷,𝑇, 𝑛, 𝜔) = (𝑇𝜔 + arctg(𝜔/(1 + 𝐷𝛾2
𝑛𝑗)) + 𝜋𝑘)/𝑛,

𝜃− = 𝜃−(𝐷,𝑇, 𝑛, 𝜔) = (−𝑇𝜔 − arctg(𝜔/(1 + 𝐷𝛾2
𝑛𝑗)) + 𝜋𝑘)/𝑛,

при 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑘 = 1, 2, ..., 2𝑛− 1, 𝑗 = 1, 2, ..., и

𝑏 = 𝑏(𝜔) = (−1)𝑘+1/ cos(arctg(𝜔)), 𝑇 = 𝑇 (𝜔) = 𝜔−1(𝜋𝑘 − arctg(𝜔)), 𝑘 = 1, 2, ...,

при 𝑛 = 0.
Изменяя теперь 0 ≤ 𝜔 < ∞ для различных значений 𝐷,𝑇, 𝑛, построим границы

перехода точек спектра пучка операторов (5) из левой комплексной полуплоскости
в правую и тем самым получим границу области устойчивости, а также исследуем
характер потери устойчивости решений начально-краевой задачи (4).

a) b)

Рис. 1: 𝐷-разбиение плоскости параметров (𝜃, 𝑏):
a) D=0.05, T=1.0; b) D=0.05, T=0.5

Fig. 1: 𝐷-partition of the parameter plane (𝜃, 𝑏):
a) D=0.05, T=1.0; b) D=0.05, T=0.5

На рисунке 1 для двух значений параметров 𝐷 и 𝑇 приведена картина 𝐷-
разбиения плоскости (𝜃, 𝑏). На рисунках через 𝐷𝑗 обозначены области, при значении
параметров из которых пучок операторов имеет 𝑗 точек спектра, принадлежащих
правой комплексной полуплоскости, а границы этих областей соответствуют точ-
кам спектра, лежащим на мнимой оси. Из рисунков видно, что имеются значения
параметров на границе области устойчивости, при которых в правую полуплоскость
может переходить одновременно две пары комплексно сопряженных корней, а так-
же есть на границе области устойчивости значения параметров, соответствующие
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двухкратным нулевым точкам спектра пучка операторов (5). Отметим, что граница,
соответствующая однородной форме (𝑛 = 0) потери устойчивости (прямая линия),
поднимается вверх при 𝑇 → 0 и опускается вниз при 𝑇 → ∞. В связи с этим,
при больших значения 𝑇 невозможна бифуркация пространственно-неоднородных
автоколебательных решений.

3. Бифуркация пространственно-неоднородных
решений начально-краевой задачи (4)

Выберем параметры 𝑄*, 𝑏*, 𝐷*, 𝑇* таким образом, чтобы они соответствовали точке
границы области устойчивости начально-краевой задачи (4) и при этом пучок опе-
раторов (5) имел одну пару комплексно сопряженных точек спектра с нулевой веще-
ственной частью. Пусть для определенности они удовлетворяют первой паре систе-
мы уравнений (8). На рисунке 1 это может быть, например, точка, отмеченная *. По
𝑏* выберем 𝑘*, 𝛾* и 𝑢* = 𝑢(𝐾*, 𝛾*), удовлетворяющие равенствам (2) и (4). Отметим,
что такой выбор может быть неоднозначным. Положим теперь 𝐾 = 𝐾*(1 + 𝜀), где 𝜀
– малый параметр, и исследуем возможность бифуркации из состояния равновесия

𝑢*(𝜀) = 𝑢*(𝐾*(1 + 𝜀), 𝛾*) = 𝑢* + 𝜀𝑢*1 + ..., 𝑢*1 = 𝑢*/(1 − 𝑏*)

пространственно-неоднородных решений начально-краевой задачи (3) при измене-
нии параметра 𝜀. Для анализа воспользуемся методом инвариантных (центральных)
многообразий [11] и теорией нормальных форм обыкновенных дифференциальных
уравнений [12].

Отметим, что теперь в (3)

𝑏 = 𝑏(𝜀) = 𝐾*(1 + 𝜀)𝛾* sin 𝑢*(𝜀) = 𝑏* + 𝜀𝑏1 + ..., 𝑏1 = −𝑏* + 𝑢*(𝐾* − 𝑢*)/(1 − 𝑏*),

𝑏2 = 𝑏2(𝜀) = −𝐾*(1 + 𝜀)𝛾* cos 𝑢*(𝜀)/2

пучок операторов 𝑃 (𝜆) ≡ 𝑃 (𝜆; 𝜀), а также, что 𝑏* = 1 возможно лишь для кратного
корня 𝑢* уравнения (2). Обозначим через 𝜆(𝜀) = 𝑖𝜔* + 𝜀𝜆1 + ..., 𝜆(0) = 𝑖𝜔* точку
спектра оператора 𝑃 (𝜆; 𝜀), 𝜆(𝜀) аналитически зависит от 𝜀.

Начально-краевая задача (4) имеет двумерное пространство решений, которое
можно записать в следующей форме:

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧, 𝑧; 𝜀) = 𝑅𝑛1(𝜌)(𝑒𝑖𝑛𝜑+𝜆(𝜀)𝑠𝑧 + 𝑒−𝑖𝑛𝜑+�̄�(𝜀)𝑠𝑧),

�̇� = 𝜆(𝜀)𝑧, 𝑧 = 𝑧(𝑡) ∈ C.
(9)

Остальные решения начально-краевой задачи (4) экспоненциально затухают при
𝑡 → ∞.

Начально-краевая задача (3) в окрестности нулевого состояния равновесия имеет
локальное экспоненциально устойчивое инвариантное многообразие (центральное
многообразие), поведение решений на котором определяется поведением решений
двумерной системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

Для построения центрального многообразия и системы дифференциальных урав-
нений на нем воспользуемся подходом работы [13] и перейдем от (3) к эквивалентной
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начально-краевой задаче в области (0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑅, 0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋,−𝑇* ≤ 𝑠 ≤ 0), 𝑡 ≥ 0,
положив 𝑤(𝜌, 𝜑, 𝑠, 𝑡) = 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡 + 𝑠):

𝑤𝑡 = 𝑤𝑠

𝑤𝑠(𝜌, 𝜑, 0, 𝑡) = −𝑤(𝜌, 𝜑, 0, 𝑡) + 𝐷*∆𝜌𝜑𝑤(𝜌, 𝜑, 0, 𝑡) − 𝑏(𝜀)𝑤(𝜌, 𝜑 + 𝜃*,−𝑇*)+

+𝑏2(𝜀)𝑤
2(𝜌, 𝜑 + 𝜃*,−𝑇*, 𝑡) + 𝑏(𝜀)𝑤3(𝜌, 𝜑 + 𝜃*,−𝑇*, 𝑡)/6 + ...,

(10)

𝑤𝜌(𝑅, 𝜑, 𝑠, 𝑡) = 0, 𝑤(𝜌, 𝜑, 𝑠, 𝑡) = 𝑤(𝜌, 𝜑 + 2𝜋, 𝑠, 𝑡), (11)

𝑤(𝜌, 𝜑, 𝑠, 0) = 𝑤0(𝜌, 𝜑, 𝑠) ∈ 𝐻(𝐾𝑅; [−𝑇*, 0]). (12)

Будем строить центральное многообразие и дифференциальные уравнения тра-
екторий на нем в виде разложения по

𝑊 (𝜌, 𝜑, 𝑠, 𝑧, 𝑧; 𝜀) = 𝑅𝑛1(𝜌)(𝑒𝑖𝑛𝜑+𝜆(𝜀)𝑠𝑧 + 𝑒−𝑖𝑛𝜑+�̄�(𝜀)𝑠𝑧) + 𝑤20(.) + 𝑤11(.)𝑧𝑧+

+𝑤02(.)𝑧
2 + 𝑤30(.)𝑧

3 + 𝑤21(.)𝑧
2𝑧 + 𝑤12(.)𝑧

2𝑧 + 𝑤03𝑧
3 + . . . ,

𝑤𝑗𝑘(.) = �̄�𝑗𝑘(.), 𝑤𝑗𝑘(.) = 𝑤𝑗𝑘(𝜌, 𝜑, 𝑠; 𝜀),

(13)

�̇� = 𝜆(𝜀)𝑧 + 𝑑21(𝜀)𝑧
2𝑧 + ... = 𝑍(𝑧, 𝑧, 𝜀). (14)

В (13) точками обозначены слагаемые, имеющие более высокий порядок мало-
сти по 𝑧, 𝑧. Дифференциальное уравнение для 𝑧 получается простым сопряжением
уравнения для 𝑧.

Условие принадлежности траекторий уравнения (14) в силу (13) начально-краевой
задаче (10)-(12) дает тождество

𝑊𝑡(.) = 𝑊𝑧(.)𝑍(𝑧, 𝑧; 𝜀) + 𝑊𝑧(.)𝑍(𝑧, 𝑧; 𝜀) ≡ 𝑊𝑠(.), (15)

𝑊𝑠(𝜌, 𝜑, 0, 𝑧, 𝑧; 𝜀) ≡ −𝑊 (𝜌, 𝜑, 0, 𝑧, 𝑧; 𝜀) + 𝐷*∆𝜌𝜑𝑊 (𝜌, 𝜑, 0, 𝑧, 𝑧; 𝜀)−
−𝑏(𝜀)𝑊 (𝜌, 𝜑 + 𝜃*,−𝑇*, 𝑧, 𝑧; 𝜀) + 𝑏2(𝜀)𝑊

2(𝜌, 𝜑 + 𝜃*,−𝑇*, 𝑧, 𝑧; 𝜀)+

+𝑏3(𝜀)𝑊
3(𝜌, 𝜑 + 𝜃*,−𝑇*, 𝑧, 𝑧; 𝜀)/6 + . . . ,

(16)

𝑊𝜌(𝑅, 𝜑, 𝑠, 𝑧, 𝑧; 𝜀) = 0, 𝑊 (𝜌, 𝜑, 𝑠, 𝑧, 𝑧; 𝜀) = 𝑊 (𝜌, 𝜑 + 2𝜋, 𝑠, 𝑧, 𝑧; 𝜀), (17)

по переменным 𝑧, 𝑧. При первых степенях оно выполняется в силу (9). Приравня-
ем теперь слева и справа в (15)-(17) коэффициенты при 𝑧2. В результате получим
краевую задачу для определения 𝑤20(.) вида

2𝜆(𝜀)𝑤20(.) = 𝑤20𝑠(.)

𝑤20𝑠(𝜌, 𝜑, 0; 𝜀) = −𝑤20(𝜌, 𝜑, 0; 𝜀) + 𝐷*∆𝜌𝜑𝑤20(𝜌, 𝜑, 0; 𝜀)−

−𝑏(𝜀)𝑤20(𝜌, 𝜑 + 𝜃*,−𝑇*; 𝜀) + 𝑏2(𝜀)𝑅
2
𝑛1(𝜌)𝑒𝑖(2𝑛𝜑+2𝜃*)𝑒−2𝜆(𝜀)𝑇* ,

𝑤20𝜌(𝑅, 𝜑, 𝑠; 𝜀) = 0.
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Определяя решение 𝑤20(.) в виде 𝑤20(𝜌, 𝜑, 𝑠, 𝜀) = 𝑣20(𝜌, 𝜀)𝑒
𝑖2𝑛𝜑+2𝜆(𝜀)𝑠 имеем

𝑝𝑗(𝜀) = 𝑏2(𝜀)𝑒
𝑖2−𝜆(𝜀)𝑇*(𝑅2

𝑛1(𝜌), 𝑅2𝑛𝑗(𝜌))/(2𝜆(𝜀) + 1 + 𝐷*𝛾
2
2𝑛𝑗 + 𝑏(𝜀)𝑒𝑖2𝑛𝜃*−2𝜆(𝜀)𝑇*),

используя разложение

𝑣20(𝜌, 𝜀) =

∞∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗(𝜀)𝑅2𝑛𝑗(𝜌).

Аналогичным образом определяются коэффициенты в разложении при 𝑧𝑧, 𝑧2. В
результате будем иметь:

𝑤11(𝜌, 𝜑, 𝑠; 𝜀) ≡ 𝑤11(𝜌; 𝜀) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑝𝑗(𝜀)𝑅0𝑗(𝜀),

𝑝𝑗(𝜀) = 2𝑏2(𝜀)(𝑅
2
𝑛1(𝜌), 𝑅0𝑗(𝜌))/(1 + 𝐷*𝛾

2
0𝑗 + 𝑏(𝜀)),

𝑤02(𝜌, 𝜑, 𝑠; 𝜀) = �̄�20(𝜌, 𝜑, 𝑠; 𝜀).

Рассмотрим определение коэффициента при 𝑧2𝑧. Из (15)-(17) имеем краевую
задачу

𝑅𝑛1(𝜌)𝑒𝑖𝑛𝜑+𝜆(𝜀)𝑠𝑑21(𝜀) + 𝜆(𝜀)𝑤21(.) = 𝑤21𝑠(.),

𝑤21𝑠(𝜌, 𝜑, 0, 𝜀) = −𝑤21(𝜌, 𝜑, 0, 𝜀) + 𝐷*∆𝜌𝜑𝑤21(𝜌, 𝜑, 0; 𝜀)−

−𝑏(𝜀)𝑤21(𝜌, 𝜑 + 𝜃*,−𝑇*; 𝜀) + [𝑏2(𝜀)(2𝑣20(𝜌; 𝜀) + 2𝑣11(𝜌; 𝜀))𝑅𝑛1(𝜌)+

+𝑏(𝜀)𝑅3
𝑛1(𝜌)/2]𝑒𝑖𝑛𝜃*−𝜆(𝜀)𝑇*𝑒𝑖𝑛𝜑,

𝑤21𝜌(𝑅, 𝜑, 𝑠; 𝜀) = 0, 𝑤21(𝜌, 𝜑, 𝑠; 𝜀) = 𝑤21(𝜌, 𝜑 + 2𝜋, 𝑠; 𝜀).

Определяя 𝑤21(𝜌, 𝜑, 𝑠; 𝜀) = (𝑣21(𝜌; 𝜀) + 𝑠𝑑21(𝜀))𝑒
𝑖𝑛𝜑+𝜆(𝜀)𝑠, 𝑣21(𝜌, 𝜀) =

∞∑︀
𝑗=2

𝑝𝑗(𝜀)𝑅𝑛𝑗(𝜌),

получим, что при 𝑗=1 краевая задача неразрешима. Разрешимости добиваемся вы-
бором 𝑑21(𝜀). В результате имеем:

𝑑21(𝜀) = 𝑒𝑖𝑛𝜃*−𝜆(𝜀)𝑇*/(1 − 𝑇*𝑏(𝜀)𝑒
𝑖𝑛𝜃*−𝜆(𝜀)𝑇*),

(2𝑏2(𝜀)(𝑣20(𝜌; 𝜀) + 𝑣11(𝜌; 𝜀))𝑅𝑛1(𝜌) + 𝑏(𝜀)𝑅3
𝑛1(𝜌)/2, 𝑅𝑛1(𝜌)).

Коэффициенты 𝑝𝑗(𝜀) определяются однозначно. Коэффициент 𝑤30(.) определяется
аналогично квадратичным слагаемым и при этом 𝑤12(.) = 𝑤21(.), 𝑤03(.) = 𝑤30(.).
Отметим, что на границе области устойчивости выполняются неравенства 𝑅𝑒𝜆1 >
0, 𝑅𝑒𝑑21(0) < 0. В связи с этим уравнение (14) имеет ассимптотически устойчивое
периодическое решение:

𝑧(𝑡; 𝜀) = 𝜀1/2𝜌*𝑒
𝑖𝜏 + 𝑂(𝜀),

𝜌* = (−𝑅𝑒𝜆1/𝑅𝑒𝑑21(0))1/2,

𝜏 = 𝜔*(𝜀) = 𝜔* + 𝜀𝐼𝑚𝜆1 + 𝑂(𝜀2).

(18)
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Этому решению в начально-краевой задаче (3) соответствует согласно (13)-(14)
ассимптотической устойчивости периодическое решение, которое имеет вид

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝜏 ; 𝜀) = 𝜀1/22𝑅𝑛1(𝜌)𝜌*𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜑 + 𝜏) + 𝑂(𝜀),

где 𝜏 определено в (18). Указанное решение аналитически зависит от параметра
𝜀1/2 и является бегущей волной, вращающейся по часовой стрелке с частотой 𝜔*(𝜀)
(спиральной волной).
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and the diagrams of Vyšnegradskii and Nyquist”, Dokl. Akad. Nauk USSR, 60 (1948),
1503–1506.

[11] Марсден Дж., Мак-Кракен М., “Бифуркация рождения цикла и ее приложения”, Мир;
[Marsden J. E., McCracken M., “The Hopf bifurcation and its applications”, 1948 ]

[12] Брюно А.Д., “Локальный метод нелинейного анализа дифференциальных уравне-
ний”, Наука, 1979; [Bryuno A.D., “Lokal’nyj metod nelinejnogo analiza differencial’nyh
uravnenij”, Naika, 1979, (in Russian).]

[13] Kubyshkin E. P., Moriakova A.R., “Features of Bifurcations of Periodic Solutions of the
Ikeda Equation. Russian Journal of Nonlinear Dynamics”, Dokl. Akad. Nauk USSR, 14:3
(2018), 301–324.

Kubyshkin E. P., Kulikov V.A., "Analysis of the Conditions for the Emergence of
Spatially Inhomogeneous Structures of Light Waves in Optical Information Transmission
Systems", Modeling and Analysis of Information Systems, 26:2 (2019), 297–305.

DOI: 10.18255/1818-1015-2019-2-297-305

Abstract. Amodel of distributed information carriers in the form of stable spatially inhomogeneous
structures in optical and fiber-optic communication systems is considered. We study the conditions for
the occurrence of such stable spatially inhomogeneous structures of the light wave of the generator of
optical radiation. The formation of inhomogeneous structures that occur in a plane orthogonal to the
direction of wave propagation is provided by a thin layer of nonlinear medium and a two-dimensional
lagging feedback loop with the rotation operator of the spatial coordinates of the light wave in the
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parameter, the angle of rotation of the spatial coordinates, the magnitude of the delay), the areas
of generation of stable spatially inhomogeneous structures are constructed, the mechanisms of their
occurrence are analyzed.
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