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В статье доказывается приводимость пространстваM ref
P3 (2;−1, 4, 2) модулей

стабильных рефлексивных пучков ранга 2 с классами Черна c1 = −1, c2 = 4,
c3 = 2 на P3. Это первый пример приводимого пространства в серии про-
странств модулей стабильных рефлексивных пучков ранга 2 с c1 = −1, c2 = 4,
c3 = 2m, m = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8. Найдены две неприводимые компоненты этого
пространства, имеющие ожидаемую размерность 27, и дается их геометриче-
ское описание посредством конструкции Серра.

1. Введение
Пространство модулей M ref

P3 (2;−1, n, k) стабильных рефлексивных пучков ранга 2
с классами Черна c1 = −1, c2 = n ≥ 1, c3 = k > 0, k ≡ c1c2(mod2) на P3 яв-
ляется открытым по Зарискому подмножеством схемы модулей Гизекера–Маруямы
MP3(2;−1, n, k) стабильных пучков ранга 2 без кручения с теми же классами Черна.

География и геометрия пространствM ref
P3 (2;−1, n, k) достаточно хорошо изучена

только для минимальных возможных значений второго класса Черна c2 = 2 и c2 = 3
(см. [2]). Р. Хартсхорн в работе [1] доказал непустоту пространств M ref

P3 (2;−1, 4, k)
с c1 = −1, c2 = 4 и k = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 16. Однако вопрос о неприводимости про-
странств M ref

P3 (2;−1, 4, k) для этих значений k оставался открытым. В настоящей
статье дается ответ на этот вопрос для k = 2. А именно, мы доказываем, что про-
странство M ref

P3 (2;−1, 4, 2) как схема приводимо и содержит по крайней мере две
неприводимые гладкие в общей точке компоненты M1 и M2, имеющие ожидаемую
размерность 27. Первая из этих компонентM1 содержит в качестве открытого плот-
ного подмножества семейство, построенное Хартсхорном в [1, Example 4.2.4]. При
этом для общего пучка E из M1 выполняются условия h0(E(1)) = 0, h0(E(2)) 6= 0.

1Работа поддержана Министерством образования и науки Российской Федерации.
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Свойства компонентыM1 изучаются в §2 статьи, и основной результат, касающийся
M1, описан в теореме 1. Вторая компонента M2 отличается от M1 тем, что общий
пучок E из M2 удовлетворяет условиям h0(E(1)) 6= 0. Свойствам компоненты M2,
в частности, построению пучков из M2 по конструкциии Серра с помощью коник с
двойной структурой посвящен §3. Результаты этого параграфа сформулированы в
теореме 2. Всюду в статье основное поле считается алгебраически замкнутым полем
характеристики 0.

2. Компонента M1 пространства MP3(2;−1, 4, 2)

В [1, Example 4.2.4] Хартсхорн рассматривает рефлексивные пучки E из
M ref

P3 (2;−1, 4, 2), определяемые как расширения вида

0→ OP3(−2)→ E → IZ(1)→ 0, (1)

где Z := C1 tC2 – дизъюнктное объединение двух скрученных кубик в P3. Обозна-
чим через M ′

1 множество всех классов изоморфизма пучков вида (1). Согласно [1,
Example 4.2.4]

dimM ′
1 = 27. (2)

Пусть M̃1 – какая-либо неприводимая компонента схемы M ref
P3 (2;−1, 4, 2), содержа-

щая M ′
1, и M1 := M̃1 ∩M ref

P3 (2;−1, 4, 2). По определению M ′
1 ⊂ M1. В этом парагра-

фе мы доказываем, что компонента M̃1 схемы M ref
P3 (2;−1, 4, 2) определена условием

M ′
1 ⊂ M̃1 однозначно, и M ′

1 – плотное открытое подмножество в M1. Более точно,
имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Существует единственная гладкая в общей точке 27-мерная непри-
водимая компонента M1 схемы M ref

P3 (2;−1, 4, 2) такая, что ее общая точка [E] за-
дается как расширение (14) и, тем самым, удовлетворяет условиям h0(E(1)) = 0,
h0(E(2)) 6= 0.

Доказательство. Сначала покажем, что

Exti(OP3(−2), E) = 0, i = 1, 2, Ext2(OP3(−1), E) = 0. (3)

Рассмотрим стандартные комплексы K ·i : 0 → 2OP3(−3) → 3OP3(−2) → 0, дающие
резольвенты пучков ICi

, i = 1, 2. Так как Z = C1 t C2 – дизъюнктное объединение,
то IZ ' IC1⊗IC2 . Поэтому тотальный комплекс K · = tot(K ·1⊗K ·2) дает резольвенту
пучка IZ . Подкручивая эту резольвенту на OP3(3), получаем точную последователь-
ность

0→ 4OP3(−3)→ 12OP3(−2)→ 9OP3(−1)→ IZ(3)→ 0. (4)

Из этой последовательности и ее подкрутки на OP3(−1) находим: H i(IZ(3)) = 0, i =
1, 2, H2(IZ(2)) = 0. Отсюда и из точной тройки (1), подкрученной на OP3(i), i = 1, 2,
следуют равенства

H2(E(1)) = 0, H1(E(2)) = 0, H2(E(2)) = 0. (5)
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Далее, пользуясь [5, Ch. III, Proposition 6.3(c)], имеем Exti(OP3(−2), E) = H i(E(2)),
i = 1, 2, Ext2(OP3(−1), E) = H2(E(1)). Отсюда и из (5) вытекают равенства (3).

Теперь покажем, что
Ext2(IC1(1), E) = 0. (6)

Для этого к точной тройке 0 → 2OP3(−2) → 3OP3(−1) → IC1(1) → 0 приме-
ним функтор Ext(−, E); получим точную последовательность: Ext1(2OP3(−2), E)→
Ext2(IC1(1), E)→ Ext2(3OP3(−1), E). Отсюда и из (3) вытекает равенство (6).

Далее, покажем, что
Ext3(OC2(1), E) = 0. (7)

Применим к точной тройке 0→ IC2(1)→ OP3(1)→ OC2(1)→ 0 функтор Ext(−, E);
получим точную последовательность

Ext2(IC1(1), E)→ Ext3(OC2(1), E)→ Ext3(OP3(1), E). (8)

Далее, с учетом двойственности Серра–Гротендика, рефлексивности пучка E и
изоморфизма E∨ ' E(1) имеем изоморфизмы Ext3(OP3(1), E)∨ ' Ext0(E,OP3(−3)) '
H0(E∨(−3)) ' H0(E(−2)). С другой стороны, тройка (1), подкрученная наOP3(−2)),
дает H0(E(−2)) = 0. Тем самым, Ext3(OP3(1), E) = 0. Отсюда и из (6) и (8) следует
(7).

Вычислим теперь Ext2(IZ(1), E). Для этого к точной тройке 0 → IZ(1) →
IC1(1) → OC2(1) → 0 применим функтор Ext(−, E); получим точную последова-
тельность: Ext2(IC1(1), E) → Ext2(IZ(1), E) → Ext3(OC2(1), E). Из нее и равенств
(6) и (7) получаем

Ext2(IZ(1), E) = 0. (9)
Далее, применяя к точной тройке (1) функтор Ext(−, E), получим точную после-
довательность: Ext2(IZ(1), E)→ Ext2(E,E)→ Ext2(OP3(−2), E). Из нее и равенств
(3) и (9) заключаем, что

Ext2(E,E) = 0. (10)
Так как E – стабильный пучок, то dim Ext0(E,E) = 1 и, соответственно,
Ext0(E,E(−4)) = 0, откуда по двойственности Серра–Гротендика Ext3(E,E) =
Ext0(E,E(−4))∨ = 0. Последние равенства в совокупности с (10) и теоремой Римана–
Роха дают

dim Ext1(E,E) = 27. (11)
Равенства (10), (11) и теория деформации [1, Remark 3.4.1] показывают, что схема
MP3(2;−1, 4, 2) неособа и имеет размерность 27 в точке [E] ∈ M ′

1. Тем самым, ком-
понента M̃1 схемы MP3(2;−1, 4, 2) также неособа в точке [E], а значит, определена
однозначно. При этом dim M̃1 = dimM1 = 27. Отсюда и из (2) и вложения M ′

1 ⊂M1

следует, что M ′
1 – плотное открытое множество в M1.

3. Компонента M2 пространства MP3(2;−1, 4, 2)

Пусть C – гладкая коника в P3. Для k ∈ Z через OC(kpt) будем обозначать образ
пучка OP1(k) при изоморфизме C ' P1. Введем на C схемную двойную структуру
C̄ посредством эпиморфизма
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ε : OC(−2pt)⊕OC(−4pt) ' N∨C/P3 � OC(3pt). (12)

Отсюда вытекает точная тройка

0→ OC(3pt)→ OC̄ → OC → 0. (13)

Рассмотрим расширение

0→ OP3(−1)→ E → IC̄ → 0. (14)

Всякое такое расширение задается элементом ξ из группы Ext1(IC̄ ,OP3(−1)). Стан-
дартное вычисление (см. [4, Ch. I, §5.1.1]) дает изоморфизмы

Ext1(IC ,OP3(−1)) ' H0(Ext2(OC ,OP3(−1))), (15)

Ext1(IC̄ ,OP3(−1)) ' H0(Ext2(OC̄ ,OP3(−1))).

Кроме того, ввиду (13) имеем точную тройку 0 → Ext2(OC ,OP3(−1)) →
Ext2(OC̄ ,OP3(−1)) → Ext2(OC(3pt),OP3(−1)) → 0. Отсюда, учитывая изоморфиз-
мы

Ext2(OC ,OP3(−1)) ' OC(2), Ext2(OC(3pt),OP3(−1)) ' OC(pt), (16)

получаем точную тройку

0→ Ext1(IC ,OP3(−1))
j→ Ext1(IC̄ ,OP3(−1))

e→ H0(OC(pt))→ 0. (17)

Возьмем ненулевой элемент ξ0 ∈ Ext1(IC ,OP3(−1)) и элемент ξ1 ∈
Ext1(IC̄ ,OP3(−1)) такой, что

e(ξ1) 6= 0. (18)

Тогда пучок Et, задаваемый элементом ξt := j(ξ0) + tξ1 как расширение (14), стаби-
лен при всех t ∈ A1, и его классы Черна равны c1(Et) = −1, c2(Et) = 4, c3(Et) = 2.
Более того, из условия (18) следует, что Et рефлексивен при t ∈ A1 \ {0}. Нетрудно
видеть, что семейство пучков {Et}t∈A1 – плоское над A1, то есть определен пучок E
на P3 × A1, плоский над A1, такой, что Et = E|P3×{t}, t ∈ A1. Тем самым, получаем
морфизм ϕ : A1 →MP3(2;−1, 4, 2), t 7→ [Et] такой, что

ϕ(A1 \ {0}) ⊂M ref
P3 (2;−1, 4, 2). (19)

Кроме того, по построению имеет место точная тройка

0→ OP3(−1) �OA1 → E→ IC̄ �OA1 → 0. (20)

Заметим, что из определения пучка E0 следует, что он включается в точную
тройку пучков

0→ E0 → E → OC(3pt)→ 0, (21)

где пучок E определяется как расширение

0→ OP3(−1)→ E → IC → 0 (22)

элементом ξ0 ∈ Ext1(IC ,OP3(−1)). Из тройки (22) и условия ξ0 6= 0 следует, что E –
стабильный рефлексивный пучок с классами Черна c1(E) = −1, c2(E) = 2, c3(E) = 4.
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Лемма 1. H2(Hom(E , E)) = 0.

Доказательство. Сначала покажем, что

Ext2(E , E) = 0. (23)

Для этого заметим, что из (22) и точной тройки 0→ OP3(−3)→ OP3(−1)⊕OP3(−2)→
IC → 0 вытекает точная тройка

0→ OP3(−3)→ 2OP3(−1)⊕OP3(−2)→ E → 0. (24)

Применяя к этой тройке функтор Exti(−, E), получаем точную тройку

Ext1(OP3(−3), E)→ Ext2(E , E)→ Ext2(2OP3(−1), E)⊕ Ext2(OP3(−2), E). (25)

Простое вычисление с тройкой (22) дает H1(E(3)) = H2(E(1)) = H2(E(2)) =
0. Из этих равенств, стандартных изоморфизмов Ext1(OP3(−3), E) ' H1(E(3)),
Ext2(OP3(−1), E) ' H2(E(1)), Ext2(OP3(−2), E) ' H1(E(2)) и тройки (25) получа-
ем (23).

Теперь заметим, что поскольку E – рефлексивный пучок, то пучок Ext1(E , E) –
артинов, поэтому

H i(Ext1(E , E)) = 0, i = 1, 2. (26)

Кроме того, пучок E имеет гомологическую размерность 1, то есть локально свобод-
ную резольвенту длины 1. Применяя к этой резольвенте функтор Exti(−, E) = 0, на-
ходим Ext2(E , E) = 0 и, тем самым, H0(Ext2(E , E)) = 0. Подставляя (26) и последнее
равенство в спектральную последовательность Ep,q

2 = Hp(Extq(E , E)) ⇒ Ext.(E , E),
получаем равенство

Ext2(E , E) = H2(Hom(E , E)). (27)

Отсюда и из (23) вытекает утверждение леммы.

Замечание 1. Построенные выше пучки Et, t ∈ A1 \ {0}, рефлексивны, поэтому
по аналогии с (27) имеем равенства

Ext2(Et, Et) = H2(Hom(Et, Et)), t ∈ A1 \ {0}. (28)

Так как IC |C ' OC(−1) ⊕ OC(−2), то ограничивая точную тройку (22) на C,
получаем E|C ' OC(−1)⊕OC(−2)⊕ T , где T – артинов пучок с носителем в SingE .
Кроме того, ввиду рефлексивности пучка E имеем E∨ ' E(1). Отсюда

E∨ ⊗OC(3pt) ' OC(pt)⊕OC(3pt)⊕ T, (29)

так что образ естественного гомоморфизма γ : E∨ ⊗ OC(3pt) → Hom(E ,OC(3pt))
есть

im(γ) ' OC(pt)⊕OC(3pt). (30)

Применяя к тройке (24) функтор Exti(−,OP3), получаем точную тройку 0→ E∨ →
2OP3(1) ⊕ OP3(2) → OP3(3). Сравнивая результат подкручивания этой тройки на E
с точной тройкой, полученной применением к (24) функтора Exti(−, E), получаем
изоморфизм α : Hom(E , E) ' E∨ ⊗ E . С другой стороны, применяя к тройке (21)
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функторы E∨ ⊗ (−) и Hom(E ,−), получаем эпиморфизм β : E∨ ⊗E � E∨ ⊗OC(3pt)
и точную тройку

0→ Hom(E , E0)→ Hom(E , E)
δ→ Hom(E ,OC(3pt)). (31)

Гомоморфизм δ в этой тройке по построению разлагается в композицию δ :

Hom(E , E)
α→
∼
E∨ ⊗ E

β
� E∨ ⊗ OC(3pt)

γ→ Hom(E ,OC(3pt)). Отсюда и из (30) и (31)

вытекает точная тройка 0→ Hom(E , E0)→ Hom(E , E)
δ→ OC(pt)⊕OC(3pt)→ 0. Из

этой тройки и леммы 1 получаем

H2(Hom(E , E0)) = 0. (32)

Применим теперь к тройке (21) функторы Exti(−, E0) и Exti(OC(3pt),−). Получим
точные тройки

0→ Hom(E , E0)→ Hom(E0, E0)→ Ext1(OC(3pt), E0), (33)

0→ OC → Ext1(OC(3pt), E0)→ Ext1(OC(3pt), E), (34)

так как E – рефлексивный пучок, то dim SuppExt1(OC(3pt), E) ≤ 0. Тем самым,
в силу (34) размерность пучка Ext1(OC(3pt), E0) не превосходит 1, а значит, для
любого подпучка F пучка Ext1(OC(3pt), E0) имеем H2(F ) = 0. Отсюда и из (32) и
(33) следует равенство

H2(Hom(E0, E0)) = 0. (35)

Далее, из тройки (20) легко следует, что Hom(E,E) – плоский над A1 пучок,
причем Hom(E,E) ' Hom(Et, Et), t ∈ A1. Отсюда и из (35) по полунепрерывности
[5, Ch. III, Thm 12.8] получаем, что существует плотное открытое подмножество U
в A1 такое, что H2(Hom(Et, Et)) = 0, t ∈ U . Поэтому в силу (28) получаем

Ext2(Et, Et) = 0, t ∈ U \ {0}. (36)

Пусть M̃2 – какая-либо неприводимая компонента схемы MP3(2;−1, 4, 2), содер-
жащая ϕ(A1), и M2 := M̃2 ∩M ref

P3 (2;−1, 4, 2) – ee плотное открытое подмножество,
состоящее из рефлексивных пучков. Из (36) и теоремы Римана–Роха по аналогии
с (11) получаем, что dim Ext1(E,E) = 27 в общей точке [E] ∈ M2, и по теории де-
формации [1, Remark 3.4.1] схема MP3(2;−1, 4, 2) неособа и имеет размерность 27 в
общей точке компоненты M̃2. В частности, MP3(2;−1, 4, 2) неособа вдоль ϕ(U), так
что компонента M̃2 определена однозначно.

Теорема 2. Существует единственная гладкая в общей точке 27-мерная непри-
водимая компонента M2 схемы M ref

P3 (2;−1, 4, 2) такая, что ее общая точка [E] за-
дается как расширение (14) и, тем самым, удовлетворяет условию h0(E(1)) 6= 0.

Доказательство. Пусть M ′
2 := {[E] ∈M ref

P3 (2;−1, 4, 2) | E задается как расширение
(14)}. Из вышесказанного следует, что M ′

2 ⊂ M2. Поэтому ввиду неприводимости
M2 и равенства dimM2 = 27 достаточно проверить, что dimM ′

2 = 27. Для этого
рассмотрим пучок E из M ′

2. Стандартное вычисление (ср. [3, §4]) показывает, что
размерность схемы M ′

2, вычисленная в точке [E], равна

dimM ′
2 = dimW + dim Ext1(IC̄ ,OP3(−1))− h0(E(1)),
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где W – база семейства гладких коник в P3 с двойной структурой (13). Рассмотрим
естественную проекцию π : W → W0, C̄ 7→ C = C̄red, где W0 – база семейства
гладких коник в P3, dimW0 = 8. Из (12) следует, что слой π−1(C) проекции π есть
плотное открытое подмножество проективного пространства P (Hom(OC(−2pt) ⊕
OC(−4pt),OC(3pt))) ' P (H0(OC(5pt) ⊕ OC(7pt))) ' P13. Отсюда dimW = 21. Да-
лее, из (15)-(17) находим dim Ext1(IC̄ ,OP3(−1)) = 7. Кроме того, из (14) имеем
h0(E(1)) = 1. Отсюда dimM ′

2 = 27, что и требовалось.
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Reducibility of the Moduli Space of Stable Rank 2 Reflexive
Sheaves with Chern Classes c1 = −1, c2 = 4, c3 = 2 on Projective
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We prove the reducibility of the moduli space M ref
P3 (2;−1, 4, 2) of stable rank 2 re-

flexive sheaves with Chern classes c1 = −1, c2 = 4, c3 = 2 on projective space P3. This
gives the first example of a reducible space in the series of moduli spaces of stable rank 2
reflexive sheaves with Chern classes c1 = −1, c2 = 4, c3 = 2m, m = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8. We
find two components of the expected dimension 27 of this space and give their geometric
description via the Serre construction.
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