
Модел. и анализ информ. систем. Т.19, №6 (2012) 101–106
c©Антонов А.И., Бондаренко В.А., 2012

УДК 519.1

Полиэдральные графы задач
РАЗБИЕНИЕ НА ТРЕУГОЛЬНИКИ

и ПОЛНЫЙ ДВУДОЛЬНЫЙ ПОДГРАФ

Антонов А.И., Бондаренко В.А.1

Ярославский государственный университет им. П.Г. Демидова

e-mail: anatoly.i.antonov@gmail.com, bond@bond.edu.yar.ru

получена 17 сентября 2012

Ключевые слова: многогранники комбинаторных задач, смежность вершин,
кликовое число графа многогранника

Приводится эффективное описание графов многогранников задач РАЗБИ-
ЕНИЕ НА ТРЕУГОЛЬНИКИ и ПОЛНЫЙ ДВУДОЛЬНЫЙ ПОДГРАФ. Для
каждого из них устанавливается, что плотность графа, то есть его кликовое
число, растет экспоненциально по размерности пространства.

1. Введение
В последние годы появилось большое количество работ, в которых устанавливает-
ся, что вычислительную сложность задач комбинаторной оптимизации отражают
некоторые свойства графов многогранников, порождаемых этими задачами. В част-
ности, заметную роль играет плотность графов многогранников, которая служит
нижней границей временной трудоемкости алгоритмов из широкого класса, вклю-
чающего большинство известных методов [1].

Многие задачи комбинаторной оптимизации являются задачами на графах и
допускают следующую постановку.

Задан полный реберно-взвешенный граф G = (V,E) и некоторое множество X̃
его подграфов. Требуется найти элемент из X̃, имеющий минимальную (или макси-
мальную) суммарную длину ребер. Так, в задаче КОММИВОЯЖЕР роль X̃ играет
множество всех гамильтоновых циклов в графе G, а в задаче МИНИМАЛЬНОЕ
ОСТОВНОЕ ДЕРЕВО — множество всех остовных деревьев графа. К указанному
типу относятся и рассматриваемые ниже задачи. В первой из них — задаче РАЗ-
БИЕНИЕ НА ТРЕУГОЛЬНИКИ — количество вершин V исходного полного графа

1Paбота выполнена при финансовой поддержке гранта Правительства РФ по постановлению
№ 220, договор № 11.G34.31.0053.
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G кратно трем: |V | = 3k, а множество X̃ состоит из всех подграфов, состоящих из
k треугольников, не имеющих общих вершин. В другой задаче — ПОЛНЫЙ ДВУ-
ДОЛЬНЫЙ ПОДГРАФ — роль множества X̃ выполняет совокупность всех полных
двудольных подграфов графа G, суммарное количество вершин которых равно за-
данному числу k ≤ n.

Замечание 1. Задачи РАЗБИЕНИЕ НА ТРЕУГОЛЬНИКИ и ПОЛНЫЙ ДВУ-
ДОЛЬНЫЙ ПОДГРАФ в форме задач распознавания являются NP-полными (см.
[ 2 ] ).

Замечание 2. Задача ПОЛНЫЙ ДВУДОЛЬНЫЙ ПОДГРАФ при k = n превра-
щается в задачу МАКСИМАЛЬНЫЙ РАЗРЕЗ [ 2 ].

2. Многогранник задачи
Обратимся к упомянутой выше общей задаче на графе G = G(V, E) с множеством
X̃ его подграфов. Пусть |V | = n, тогда в силу полноты графа G m = |E| = n(n−1)

2
.

Рассмотрим пространство Rm, координаты точек в котором будем ассоциировать с
ребрами графа G. Для каждого подграфа x̃ из X̃ определим его характеристиче-
ский вектор x ∈ Rm, полагая равными единице значения тех координат, которые
соответствуют ребрам, принадлежащим подграфу x̃, значения остальных коорди-
нат положим равными нулю. Совокупность характеристических векторов всех x̃ из
X̃ обозначим через X. Рассмотрим еще один вектор: c = (c(e), e ∈ E) ∈ Rm, со-
ставленный из весов ребер графа G. Тогда наша задача приобретает вид задачи
оптимизации линейной функции (c, x) на конечном множестве X.

Обозначим через M = M(X) многогранник нашей задачи: M(X) = convX. Как
обычно, графом многогранника M , или его полиэдральным графом, является граф,
множеством вершин которого служит множество геометрических вершин (в нашем
случае это X), а множеством ребер — совокупность геометрических ребер, то есть
множество его одномерных граней. Для описания полиэдрального графа часто бы-
вают полезными следующие утверждения.

Лемма 1. Две вершины x и y многогранника M смежны тогда и только тогда,
когда они строго отделяются от множества остальных его вершин.

Из леммы 1 следует

Лемма 2. Две вершины x и y многогранника M являются несмежными тогда и
только тогда, когда их некоторая выпуклая комбинация совпадает с некоторой
выпуклой комбинацией остальных вершин; другими словами, если существуют
такие α ≥ 0, β ≥ 0, λz ≥ 0, что

αx + βy =
∑

λzz,

где α + β = 1,
∑

λz = 1 и суммирование проводится по всем вершинам z из M ,
отличным от x и y.
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3. Задача РАЗБИЕНИЕ НА ТРЕУГОЛЬНИКИ

Рассмотрим комбинаторную задачу на графах следующего вида.
Задан полный граф G с множеством вершин Nn = {1, . . . , n}, где n = 3k, k —

любое натуральное число, для каждого ребра (t, s) (t < s) которого задана его
длина cts. Требуется разбить множество вершин Nn на k троек так, чтобы сумма
периметров соответствующих треугольников была минимальной.

Под периметром треугольника i, j, l понимается сумма cij+cil+cjl длин его ребер.
Сужением данной задачи служит известная задача РАЗБИЕНИЕНА ТРЕУГОЛЬ-

НИКИ [2]. Приведем ее описание.
Задан граф G = (V,E), число вершин которого |V | делится на три, т.е. |V | = 3k

для некоторого целого числа k. Требуется проверить, существует ли такое разбиение
V на k непересекающихся подмножеств V1, V2, . . . , Vk (содержащих по 3 элемента),
что для каждого Vi = {vi1 , vi2 , vi3} три соответствующих ребра {vi1 , vi2}, {vi1 , vi3} и
{vi2 , vi3} принадлежат E.

Для данной задачи не найден решающий ее полиномиальный алгоритм. Более
того, рассматриваемая задача, следуя классификации задач по сложности С. Кука
и Р. Карпа, принадлежит классу NP-полных задач [2].

Пусть множество ∆ — это набор подграфов δ, соответствующих всевозможным
разбиениям на тройки, с множеством вершин исходного графа G и множествами
ребер всех треугольников, получающихся при разбиении. Для каждого подграфа δ
будем строить характеристический вектор в пространстве Rm, где m равно количе-
ству ребер графа G, то есть m = n(n − 1)/2. Каждая компонента характеристиче-
ского вектора либо равна 1, если соответствующее ребро входит в рассматриваемый
подграф δ, либо равна 0, если оно не входит в данный подграф.

Через X обозначим совокупность всех характеристических векторов подграфов
δ ∈ ∆. Тогда сформулированная задача РАЗБИЕНИЕ НА ТРЕУГОЛЬНИКИ при-
обретает вид [X, c], а ее многогранником M является выпуклая оболочка множества
X, т.е. M = convX.

Ввиду описанной выше важности такой характеристики, как смежность вер-
шин многогранника при изучении сложности самой задачи, рассмотрим критерий
смежности вершин нашего многогранника convX = M задачи РАЗБИЕНИЕ НА
ТРЕУГОЛЬНИКИ.

Теорема 1. Вершины x1 и x2 (xi = x(δi)) многогранника M будут смежны в том
и только том случае, когда множество вершин исходного графа G, получающееся
после отбрасывания общих для δ1 и δ2 троек, нельзя разбить на два подмноже-
ства, каждое из которых распадается на тройки для δ1 и для δ2.

С помощью теоремы о смежности вершин многогранника M устанавливается
экспоненциальная нижняя оценка плотности его графа.

Теорема 2. Максимальное количество p попарно смежных вершин многогранника
M удовлетворяет неравенству

p(X) ≥ 2
√

k/2−2.



104 Моделирование и анализ информационных систем Т.19, №6 (2012)

Таким образом, данная теорема демонстрирует экспоненциальную нижнюю оцен-
ку кликового числа графа многогранника задачи РАЗБИЕНИЕ НА ТРЕУГОЛЬ-
НИКИ.

4. Задача ПОЛНЫЙ ДВУДОЛЬНЫЙ ПОДГРАФ

Рассмотрим еще одну широко известную NP-полную задачу комбинаторной опти-
мизации ПОЛНЫЙ ДВУДОЛЬНЫЙ ПОДГРАФ. Сформулируем ее в оптимизаци-
онной форме.

Задан полный граф Gn с множеством вершин Nn = {1, . . . , n} и натуральное
число k, 1 ≤ k ≤ n, в котором для каждого ребра (t, s) (t < s) задана его длина cts.
Требуется найти полный двудольный подграф графа Gn с общим числом вершин,
равным k, суммарный вес ребер которого максимален.

Стоит отметить, что частным случаем сформулированной задачи при k = n яв-
ляется хорошо известная задача МАКСИМАЛЬНЫЙ РАЗРЕЗ. Положим m равным
количеству ребер графа Gn, т.е. m = n(n − 1)/2 и рассмотрим Rm — вещественное
евклидово пространство. Для каждого полного двудольного подграфа α исходного
графа Gn, суммарное число вершин которого равно k, построим его характеристи-
ческий вектор x = x(α), x ∈ Rm по следующему правилу:

– i-я координата равна 1, если соответствующее ребро графа Gn входит в рас-
сматриваемый двудольный подграф;

– i-я координата равна 0, если соответствующее ребро графа Gn не входит в
рассматриваемый двудольный подграф.

Пусть X — множество всех таких характеристических векторов x. В этих обо-
значениях сформулированная выше задача ПОЛНЫЙ ДВУДОЛЬНЫЙ ПОДГРАФ
с вектором c длин ребер превращается в задачу оптимизации на множестве X ли-
нейной функции (c, x).

Обозначим через M = M(X) выпуклую оболочку множества X: M(X) = convX.
X — конечное множество, следовательно, M(X) является многогранником, который
назовем многогранником задачи ПОЛНЫЙДВУДОЛЬНЫЙПОДГРАФ. Очевидно,
что X — множество вершин многогранника M .

Попробуем получить оценку кликового числа графа многогранника M(X). Для
этого рассмотрим следующий критерий смежности вершин многогранника задачи
ПОЛНЫЙ ДВУДОЛЬНЫЙ ПОДГРАФ.

Теорема 3. Вершины x1 и x2 (xi = x(αi), где i = 1, 2) многогранника M являются
несмежными в том и только том случае, когда соответствующие двудольные
подграфы α1 и α2 имеют по одной одинаковой доле, а вторые их доли отличаются
по меньшей мере на две вершины.

Для доказательства теоремы 3 можно воспользоваться следующим утверждени-
ем: x1 = x(α1) и x2 = x(α2) не смежны в том и только том случае, когда можно по-
строить такое разбиение α, что для его характеристического вектора x(α) = x ∈ X,
x 6= x1, x 6= x2 выполняется неравенство x ≤ x1 + x2 (переформулировка критерия
несмежности вершин многогранника).
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С помощью теоремы о смежности вершин устанавливается экспоненциальная
нижняя оценка кликового числа графа многогранника M задачи ПОЛНЫЙ ДВУ-
ДОЛЬНЫЙ ПОДГРАФ.

Теорема 4. Максимальное количество p(X) попарно смежных вершин многогран-
ника M удовлетворяет неравенству

p(X) ≥ [n/k](2k−1 − 1).

Идея доказательства основывается на разбиении множества вершин исходного
графа Gn на [n/k] попарно непересекающихся подмножеств, каждое из которых
содержит ровно k вершин, и для каждого из них рассматриваются всевозможные
двудольные подграфы. Смежность вершин многогранника M , соответствующих та-
ким подграфам, следует из теоремы 3.

Таким образом, в теореме 4 получена экспоненциальная нижняя оценка клико-
вого числа графа многогранника задачи ПОЛНЫЙ ДВУДОЛЬНЫЙ ПОДГРАФ.
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Polyhedral Graphs of GRAPH PARTITIONING and
COMPLETE BIPARTITE SUBGRAPH Problems

Antonov A.I., Bondarenko V.A.

Keywords: polyhedra of combinatorial problems, adjacency of vertices, clique
number of graph of polyhedron

We provide an effective description of graphs of polyhedra for GRAPH PARTITION-
ING and COMPLETE BIPARTITE SUBGRAPH problems. We establish the fact, that
the clique number for each of this problems increases exponentially with the dimension
of the space.
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