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Дано новое доказательство формулы Эйлера для замкнутого выпуклого
многогранника, расположенного в трехмерном евклидовом пространстве R3.

Здесь дано новое доказательство формулы Эйлера [1] для замкнутого выпуклого
многогранника, расположенного в трехмерном евклидовом пространстве R3. Авто-
ры известных доказательств прибегают не только к комбинаторно-топологическим
методам, но и к метрическим. В случае центрального проектирования многогранни-
ка из внутренней точки на окружающую сферу применяется внутренняя метрика
сферы S2. В случае ортогонального проектирования многогранника на плоскость
применяется внутренняя метрика плоскости R2. Ниже многогранник будем проек-
тировать на прямую и при этом будем применять не столько внутреннюю метрику
прямой R1, сколько привнесенную извне меру угла на ней: сонаправленные отрез-
ки составляют угол 0, а противоположно направленные отрезки составляют угол
π. Тут нет полной уверенности, что этого доказательства нет в необъятном круге
публикаций на эту тему. Быть может, это новое есть хорошо забытое старое.

Пусть в R3 задан любой замкнутый выпуклый многогранник, у которого V вер-
шин, E ребер и F граней. Тогда имеет место общеизвестная формула Эйлера:

V − E + F = 2. (1)

Дадим доказательство этой формулы, опирающееся на другую общеизвестную фор-
мулу, с помощью которой вычисляется сумма углов выпуклого многоугольника

α1 + α2 + . . .+ αn = (n− 2)π. (2)

Прежде всего, придадим формуле (2) необычную интерпретацию. А именно,
возьмем произвольный замкнутый выпуклый плоский многоугольник m, располо-
женный в двумерной плоскости R2, и выберем в ней некоторую фиксированную

1Работа поддержана грантом Правительства РФ по постановлению №220, договор
№11.G34.31.0053, программой “Ведущие научные школы” – проект НШ-4995.2012.1 и грантом
РФФИ – проект 11-01-00633.
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прямую `, занимающую общее положение относительно m в том смысле, что ор-
тогональные проекции разных вершин многоугольника m на ` являются разными.
(Такая прямая существует. В самом деле, с центром в фиксированной точке O ∈ R2

построим пучок прямых, ортогональных сторонам и диагоналям многоугольникаm.
Этот пучок содержит лишь конечное число прямых. Значит, существует точка L,
которая не принадлежит ни одной из них. Через точки O и L проходит искомая пря-
мая `.) Опорная прямая к многоугольнику m, ортогональная прямой `, пересекает
многоугольник m в одной вершине. Обе стороны многоугольника m, примыкающие
к этой вершине, расположены по одну сторону от этой опорной прямой. Значит,
плоский угол многоугольника m в этой вершине проектируется2 на прямую ` в угол
0. Если же вершина многоугольникаm не лежит в опорной прямой, то плоский угол
многоугольника m в этой вершине проектируется на прямую ` в угол π.

Выпуклый многоугольник m имеет только две опорные прямые, ортогональные
прямой `. Значит, только два плоских угла многоугольника m проектируются на
прямую ` в угол 0. Любой другой плоский угол многоугольника m проектируется
на прямую ` в угол π. Пусть, далее, многоугольник m имеет n вершин. Тогда сумма
проекций плоских углов многоугольника m на прямую ` равна (n − 2)π. Следо-
вательно, формула (2) приобретает следующую наглядную интерпретацию: сумма
плоских углов выпуклого многоугольника равна сумме их проекций на прямую об-
щего положения относительно многоугольника. Запишем ее формулой∑

α =
∑

pr`α. (3)

Эта формула имеет место и в более общем случае ` ⊂ R3, ` 6⊂ R2 ⊃ m, см. ниже.
Теперь покажем, что формула (3) верна не только для замкнутого выпуклого

многоугольника m ⊂ R2, но и для замкнутого выпуклого многогранника M ⊂ R3.
В самом деле, возьмем прямую `, которая занимает общее положение относитель-

но многогранника M в том смысле, что ортогональные проекции разных вершин
многогранника M на прямую ` являются разными. Здесь ` ⊂ R3 и M ⊂ R3. Прямая
`, как упомянуто выше, занимает общее положение относительно каждой грани.
А именно, с центром в фиксированной точке O ∈ R3 построим пучок плоскостей,
ортогональных ребрам, диагоналям граней и диагоналям многогранника M . Этот
пучок содержит лишь конечное число плоскостей. Значит, в R3 существует точка
L, которая не принадлежит ни одной из них. Через O и L проходит прямая `.

Для i-й грани запишем свою формулу (2). Просуммируем левые и правые части
этих формул по i от 1 до F . В итоге мы приходим к следующему заключению:
сумма плоских углов произвольного замкнутого выпуклого многогранника равна
сумме их проекций на прямую общего положения, т.е.

∑
(M) α =

∑
(M) pr`α.

Формула (3) верна также для замкнутого выпуклого многогранника M ⊂ Rd

при d > 3. Ниже выразим левую и правую суммы в (3) через V , E, F при d = 3.
Сначала вычислим сумму проекций плоских углов для j-й вершины, мы обо-

значим ее через vj, а затем эти частичные суммы просуммируем по j от 1 до V .
Многогранник M имеет лишь две опорные плоскости, ортогональные к прямой `

2Под проекцией угла на прямую ` понимается угол между проекциями его сторон в R2 ⊃ `.
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общего положения относительно M . Следовательно, только в двух вершинах мно-
гогранника M каждый плоский угол проектируется на прямую ` в угол 0.

Если A − любая другая вершина, то проведем через A плоскость P , ортогональ-
ную прямой `. Пересечение P ∩M есть выпуклый многоугольник. Две его стороны,
примыкающие к вершине A, расположены внутри двух разных плоских углов мно-
гогранника M с вершиной A. Оба плоских угла проектируются на прямую ` в угол
π. Любой другой плоский угол с вершиной A проектируется на ` в угол 0.

Так как M имеет V вершин, то сумма проекций всех плоских углов многогран-
ника M на прямую ` равна (V − 2)2π. Следовательно, в (3) сумма справа равна

∑
(M)

pr`α =
V∑

j=1

∑
vj

pr`α = (V − 2)2π. (4)

Теперь в (3) слева сначала вычислим сумму плоских углов для каждой грани, а
затем полученные частичные суммы сложим по всем граням многогранника M

∑
(M)

α =
F∑

i=1

(ni − 2)π = 2Eπ − 2πF. (5)

Здесь во второй сумме после раскрытия скобок сначала были просуммированы пер-
вые слагаемые (со знаком + ; по ребру смежны две грани; число сторон грани равно
числу вершин), а затем вторые слагаемые (со знаком − ; все они равны).

Подставляя выражения (4) и (5) в (3), получаем формулу (1).
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