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В работе излагается новая математическая модель параллельных программ, на базе которой можно в частности
верифицировать параллельные программы, представленные на некотором подмножестве программного интер-
фейса параллельного программирования MPI. Данная модель основана на понятиях последовательного и распре-
деленного процесса. Параллельная программа моделируется распределенным процессом, в котором последова-
тельные процессы взаимодействуют путем асинхронной передачи и приема сообщений через каналы. Главным
преимуществом изложенной модели является возможность моделирования и верификации параллельных про-
грамм, порождающих неопределенное число последовательных процессов. Изложенная модель проиллюстриро-
вана применением к верификации MPI программы перемножения матриц.
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1. Введение
Параллельные программы – это программы, предназначенные для исполнения на много-

процессорных вычислительных системах (МПВС). Проблема разработки корректных и безопасных
параллельных программ представляет в настоящее время исключительно высокую актуальность.
Формальное обоснование свойств корректности и безопасности параллельных программ (называ-
емое также верификацией параллельных программ) является сложной математической задачей.
Существующие методы решения данной задачи пригодны лишь для достаточно ограниченного
класса параллельных программ.

Одним из наиболее широко используемых средств для описания параллельных программ яв-
ляется программный интерфейс MPI (Message Passing Interface). В настоящей работе вводится новая
математическая модель параллельных программ, на основе которой можно решать задачи вери-
фикации параллельных программ, представленных на некотором подмножестве MPI. Введенная
модель иллюстрируется применением к решению задачи верификации MPI-программы умноже-
ния матриц. Наиболее близким из существующих в настоящее время подходов к моделированию
параллельных программ к тому подходу, который излагается в настоящей работе, является форма-
лизм расширенных конечных автоматов (Extended Finite State Machine – EFSM) [1].

Наиболее важной особенностью предлагаемого подхода является возможность его применения
для верификации параллельных программ, которые могут порождать неопределенное число про-
цессов. Среди других подходов к моделированию и верификации таких программ следует отметить
подход в [2]. В этой работе представлен инструмент ParTypes для моделирования и верификации
параллельных программ, порождающих неопределенное число процессов. К сожалению, данный
инструмент не работает для параллельных программ со свойством wildcard receives, которое имеет
следующий смысл: в параллельной программе допускается использование действий приема со-
общений от произвольного процесса (т.е. при выполнении действия такого типа номер процесса,
от коротого принимается сообщение, можно определить лишь после выполнения этого действия).
В частности, при помощи подхода, лежащего в основе данного инструмента, невозможно вери-
фицировать MPI-программу для умножения матриц, рассматриваемую в настоящей статье. Среди
работ, посвященных верификацииMPI-программ, следует также отметить работу [3], в которой рас-
сматривается пример верификации MPI-программы, основанный на применении аппарата машин
абстрактных состояний (ASM) [4]. Существуют и другие подходы с использованием символьного
исполнения и проверки модели, см. например [5—12], однако все эти подходы пригодны лишь для
анализа параллельных программ, порождающих заранее заданное количество процессов.

Внастоящейработе рассматривается решение задачи верификацииконкретнойMPI-программы,
вычисляющей произведение двух матриц. Отметим, что верифицируется лишь модель данной
программы, в которой умножение чисел предполагается не приближенным, а точным. Подход к
верификации, представленный в работе, связан с преобразованием MPI-программы в распределен-
ный процесс. В работе не описывается общий метод верификации, пригодный для верификации
достаточно широкого класса MPI-программ, и нет описания перспектив его автоматизации. Тем
не менее, преимуществом данной работы является пример решения задачи верификации такой
MPI-программы, которую невозможно верифицировать на основе использования других извест-
ных моделей параллельных программ.

2. Необходимые сведения по MPI

2.1. MPI-программы

MPI (Message Passing Interface) представляет собой набор функций, типов и констант, позво-
ляющих создавать программы (называемыеMPI-программами) для МПВС.
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Выполнение MPI-программы на МПВС заключается в том, что на каждом из узлов, входящих
в эту систему, порождается вычислительный процесс, соответствующей этой MPI-программе. Все
процессы, порожденные MPI-программой на узлах МПВС, функционируют параллельно, и могут
обмениваться информацией друг с другом посредством передачи сообщений. Совокупность всех
процессов, порожденных MPI-программой, обозначается записью MPI_COMM_WORLD.

Каждый из процессов, порожденных MPI-программой, имеет номер (называемый рангом), яв-
ляющийся числом из множества {0,… , m − 1}, где m – количество процессов, порожденных MPI-
программой.

MPI содержит функции MPI_Comm_rank и MPI_Comm_size, позволяющие каждому из процессов,
порождаемых MPI-программой, узнать свой ранг и количество запущенных процессов, порожден-
ных этой MPI-программой, соответственно. Эти функции имеют следующий формат.

• int rank;
MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD, &rank);
После выполнения данной функции значение переменной rank будет равно рангу процесса,
вызвавшего эту функцию.

• int nprocs;
MPI_Comm_size (MPI_COMM_WORLD, &nprocs);
После выполнения данной функции значение переменной nprocs будет равно количеству
процессов, порожденных MPI-программой.

Процессы, порожденные какой-либо MPI-программой, могут выполняться по-разному из-за
того, что результаты вызова MPI_Comm_rank в этих процессах будут различными.

2.2. MPI-функции передачи сообщений

Под сообщением вMPI понимается массив данных определенного типа, а подпередачей сооб-
щения (ПС) – действие, в результате которого сообщение одного процесса пересылается другому
процессу. В настоящем тексте мы будем рассматривать лишь асинхронный режим ПС, который
заключается в том, что процесс, пославший сообщение, после посылки сообщения не приостанавли-
вает свою работу (переходя в режим ожидания доставки этого сообщения), а посланное сообщение
помещается в очередь, из которой оно затем будет взято процессом-получателем.

Мы будем рассматривать MPI-функции ПС следующих двух видов.
• Функции попарной ПС (ППС).
В ППС участвуют только два процесса, один из них является отправителем сообщения, а
другой – получателем этого сообщения.

• Функция коллективной ПС (КПС).
В рассматриваемой функции КПС участвуют все процессы, порожденные MPI-программой,
процесс с рангом 0 является отправителем сообщения, а остальные процессы являются полу-
чателями.
Сообщения, посылаемые функциями КПС, не могут быть получены функциями ППС, и на-
оборот.

НижемыприводимописаниянекоторыхMPI-функцийПС. В объяснениях смысла этихфункций
после имени каждого аргумента мы указываем в скобках его тип.

1. Посылка сообщения (ППС):

MPI_Send (p, n, � ,

r , l, MPI_COMM_WORLD); (1)

Выполнение данной функции заключается в посылке сообщения процессу с рангом r (int).
Посылаемое сообщениепредставляет собоймассивизn (int) элементов типа � (MPI_Datatype),
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начало которого находится по адресу p (void *). К посылаемому сообщению присоединяется
тег (т.е. метка) l (int).

2. Получение сообщения (ППС):

MPI_Recv (p, n, � ,

MPI_ANY_SOURCE, MPI_ANY_TAG,
MPI_COMM_WORLD, q);

(2)

Выполнение данной функции заключается в получении сообщения, которое должно быть
размещено в участке памяти по адресу p. Предполагается, что получаемое сообщение пред-
ставляет собой массив из не более n элементов типа � .
q (MPI_Status *) – адрес структуры, в которой должна быть размещена информация о при-
нятом сообщении. Эта структура содержит поля: MPI_SOURCE (в нем должен быть размещен
ранг отправителя), MPI_TAG (в нем должен быть размещен тег принятого сообщения), и другие
поля.

3. Рассылка сообщения из процесса с рангом 0 остальным процессам (КПС):

MPI_Bcast (p, n, � ,

0, MPI_COMM_WORLD); (3)

Эта функция выполняется следующим образом.
• В процессе с рангом 0 происходит посылка всем остальным процессам сообщения, ко-
торое представляет собой массив из n (int) элементов типа � (MPI_Datatype), начало
которого находится по адресу p (void *).

• В остальных процессах происходит получение от процесса с рангом 0 сообщения, которое
представляет собой массив из n элементов типа � , и должно быть размещено в участке
памяти по адресу p.

3. MPI-программа умножения матриц
В этом пункте мы излагаем пример MPI-программы умножения матриц. Задача умножения

матриц заключается в том, чтобы по заданным матрицам A и B вычислить их произведение C = AB.
Данный пример используется ниже для иллюстрации применения излагаемой в настоящей работе
модели параллельных программ для решения задачи верификации MPI-программ.

3.1. Неформальное описание MPI-программы умножения матриц

Неформально работу излагаемой в этом пункте MPI-программы для умножения матриц A и B

можно описать следующим образом. Мы будем называть процесс с рангом 0менеджером, а осталь-
ные процессы – работниками. Работа менеджера состоит из следующих действий:

• рассылка второй матрицы (B) всем работникам,
• назначение задач работникам, и
• прием результатов от работников.

Каждая задача работнику заключается в вычислении одной строки матрицы C = AB. Менеджер
назначает эту задачу путем посылки работнику сообщения, содержащего одну строку матрицы A.
Тег этого сообщения равен номеру посылаемой строки.

Как только менеджер получает от работника результат (т.е. сообщение с вычисленной строкой
произведения, его тег равен номеру этой строки), он посылает этому работнику

• новую задачу (если еще есть неназначенные задачи), или
• сообщение с тегом 0 (если неназначенных задач нет).
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3.2. MPI-программа умножения матриц

Излагаемая ниже MPI-программа для умножения матриц использует вспомогательную функ-
цию vecmat умножения строки vector[L] на матрицу matrix[L][M] и записи результата в массив
result[M]. Данная функция имеет следующий вид:

void vecmat (double vector[L],
double matrix[L][M],
double result[M])

{ int j, k;
for (j = 0; j < M; j++)

for (k = 0, result[j] = 0.0; k < L; k++)
result[j] += vector[k]*matrix[k][j];

}

ВизлагаемойнижеMPI-программе будемиспользовать следующие обозначения: input(a,b);и
output(c); являются сокращенными записями операторов чтения из файла матриц-сомножителей
и записи в файл матрицы-произведения соответственно.

MPI-программа умножения матриц A и B имеет следующий вид (в этой программе слева от
каждой строки мы указываем ее номер, это необходимо для описания соответствия между компо-
нентами данной программы и компонентами модели, соответствующей этой программе):

01 #define comm MPI_COMM_WORLD
02
03 int main(int argc, char *argv[])
04 { int rank, nprocs, i, j;
05 MPI_Status status;
06
07 MPI_Init(&argc, &argv);
08 MPI_Comm_size(comm, &nprocs);
09 MPI_Comm_rank(comm, &rank);
10
11 if (rank == 0)
12 { int count;
13 double a[N][L], b[L][M], c[N][M], tmp[M];
14
15 input(a, b);
16 MPI_Bcast(b, L*M, MPI_DOUBLE,
17 0, comm);
18 for (count = 0;
19 count < nprocs-1 && count < N;
20 count++)
21 MPI_Send(&a[count][0], L, MPI_DOUBLE,
22 count+1, count+1, comm);
23 for (i = 0; i < N; i++)
24 { MPI_Recv(tmp, M, MPI_DOUBLE,
25 MPI_ANY_SOURCE, MPI_ANY_TAG,
26 comm, &status );
27 for (j = 0; j < M; j++)
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28 c[status.MPI_TAG-1][j] = tmp[j];
29 if (count < N)
30 { MPI_Send(&a[count][0], L, MPI_DOUBLE,
31 status.MPI_SOURCE, count+1, comm);
32 count++;
33 }
34 }
35 for (i = 1; i < nprocs; i++)
36 MPI_Send(NULL, 0, MPI_INT,
37 i, 0, comm);
38 output (c);
39 }
40
41 else
42 { double b[L][M], in[L], out[M];
43
44 MPI_Bcast(b, L*M, MPI_DOUBLE,
45 0, comm);
46 while (1)
47 { MPI_Recv(in, L, MPI_DOUBLE,
48 0, MPI_ANY_TAG,
49 comm, &status);
50 if (status.MPI_TAG == 0) break;
51 vecmat(in, b, out);
52 MPI_Send(out, M, MPI_DOUBLE,
53 0, status.MPI_TAG, comm);
54 }
55 }
56
57 MPI_Finalize();
58 return 0;
59 }

3.3. Вспомогательные обозначения

Для удобства моделирования и анализа данной программы мы введем специальные обозначе-
ния для некоторых используемых в ней объектов:

• массивы a[N][L], b[L][M], c[N][M] будем обозначать символами A, B, C и интерпретировать
их как соответствующие матрицы,

• сообщение, пересылаемое функциями MPI_Send в строках 21, 22 и 30, 31 программы, будем по-
нимать как соответствующую строку матрицыA, и обозначать ее записьюAi , где i = count + 1,

• массив c[status.MPI_TAG-1][M], в который копируется сообщение, принятое функцией
MPI_Recv в строках 24, 25, 26, будем понимать как соответствующую строку матрицы C , и
обозначать ее записью Cl , где l =status.MPI_TAG,

• из определения функции vecmat следует, что массив out, вычисляемый в результате выпол-
нения функции vecmat в строке 51, соответствует произведению строки Y , соответствующей
массиву in, на матрицу B, будем обозначать в модели MPI-программы данный массив out
записью YB.
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3.4. Спецификация программы умножения матриц

Спецификация изложенной выше MPI-программы умножения матриц представляет собой сле-
дующее утверждение: после завершения выполнения этой программы должно быть верно утвер-
ждение C = AB, которое эквивалентно утверждению

∀ i = 1,… , N Ci = AiB. (4)

4. Модель параллельных программ
В этом пункте мыизлагаеммодель параллельных программ. Даннаямодель позволяет формаль-

но представлять MPI-программы, в которых используются описанные выше операторы пересылки
сообщений.

Основными понятиями данной модели являются понятия последовательного и распределенно-
го процессов. Последовательный процесс является моделью вычислительного процесса, порожда-
емого параллельной программой на каком-либо узле МПВС, а распределенный процесс является
моделью всей параллельной программы. Предложенная модель является теоретической основой
для решения задач верификации параллельных программ.

4.1. Вспомогательные понятия

4.1.1. Типы, переменные, функциональные символы, значения, термы, формулы,
связывания

Предполагаем, что заданы множества  ,  и  , элементы которых называются типами, пере-
менными, ифункциональнымисимволами (ФС), соответственно. Каждому элементу x множеств
 и  сопоставлен некоторый тип �x ∈  . ∀ f ∈  �f имеет вид

(�1,… , �n)→ � , где �1,… , �n, � ∈  . (5)

∀ � ∈  задано множество� значений типа � . Символ обозначает множество значений всех
типов.

 содержит следующие типы:
• B (булевский тип), B = {0, 1},
• N (натуральный тип), N = {0, 1,…},
• C, значения этого типа называются каналами.
Множество  термов определяется индуктивно. Каждому терму e сопоставлен тип �e ∈  .

Определение терма имеет следующий вид:
• ∀ � ∈  каждое значение типа � является термом типа � ,
• каждая переменная x ∈  является термом типа �x ,
• если f ∈  , e1,… , en – термы, и �f = (�e1 ,… , �en

)→ � , то запись f (e1,… , en) является термом типа
� .

∀ f ∈  , если �f имеет вид (5), то этомуФС сопоставлена функция (обозначаемая темже символом
f ) вида �1

× … ×�n
→ � .

Если e ∈  и e = ∅, то с e связано значение value(e) ∈ �e
, которое определяется индуктивно:

• если e ∈ �e
, то value(e) = e, и

• если e = f (e1,… , en), то value(e) = f (value(e1),… , value(en)).
Ниже, как правило, будем обозначать значения термов без переменных теми же записями,

которыми обозначаются сами эти термы.
Будем считать, что
• ∀ n ≥ 1  содержит ФС tuplen, позволяющий строить кортежи: для каждого списка термов
e1,… , en множество  содержит терм tuplen(e1,… , en) ∈  , который будем обозначать (e1,… , en)

и интерпретировать как кортеж термов e1,… , en,
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•  содержит ФС cℎannel типа N → C, ∀ i ≥ 0 канал cℎannel(i) будем называть i–м каналом,
терм вида cℎannel(e) будем обозначать записью ce ,

• C содержит канал ◦, который будем называть широковещательным каналом, он отлича-
ется от всех каналов вида ci .

Будем использовать следующие обозначения:
•  и  обозначают множества B и C соответственно, термы из  называются формулами,
• ∀ e ∈  e = {x ∈  ∣ x входит в e},
• ∀X ⊆  (X ) = {e ∈  ∣ e ⊆ X}, (X ) = (X ) ∩ ,
• ∀ E ⊆  ∀ � ∈  E� = {e ∈ E ∣ �e = �}.
Ниже для каждой рассматриваемой функции вида f ∶ E → E

′, где E, E′ ⊆  , будем предполагать,
что ∀ e ∈ E �f (e) = �e .

Запись ∗ обозначает совокупность всех кортежей вида (d1,… , dn), где n ≥ 0 и d1,… , dn ∈ , в
случае n = 0 соответствующий кортеж называется пустым и обозначается символом ". Элементы
∗ будем называть очередями. ∀D = (d1,… , dn) ∈ ∗ запись |D| обозначает число компонентов в D
(т.е. n). Если D = (d1,… , dn) ∈ ∗ и 1 ≤ i ≤ n, то запись Di обозначает i-компоненту этого кортежа
(т.е. di). ∀M ⊆ ∗, ∀ i ≥ 1 запись Mi обозначает множество i-х компонентов кортежей из M . Если
кортеж D = (d1,… , dn) ∈ ∗ непуст, то записи ℎead(D) и tail(D) обозначают значение d1 ∈  и кортеж
(d2,… , dn) ∈ ∗ соответственно.

4.1.2. Связывания

Связыванием называется произвольная функция � ∶  →  .
Будем использовать следующие обозначения:
• множество всех связываний обозначается символом Θ,
• ∀X ⊆  Θ(X ) = {� ∈ Θ ∣ ∀ x ∈  ⧵ X �(x) = x},

• ∀ � ∈ Θ, ∀ e ∈  запись e
� обозначает терм, получаемый из e заменой ∀ x ∈ e каждого

вхождения x в e на терм �(x),
• ∀ �, � ′ ∈ Θ запись �� ′ обозначает связывание, определяемое следующим образом:
∀ x ∈  (��

′
)(x) = (x

�
)
�
′ .

4.2. Последовательные процессы

В этом пункте определяется понятие последовательного процесса. Данное понятие является
моделью вычислительного процесса, порождаемого параллельной программой на каком-либо узле
МПВС.

4.2.1. Действия

Элементарные действия (ЭД) – это записи следующих видов:

c!e, c?e, e ∶= e
′
, [[']], где c ∈ , e, e′ ∈  , �e = �e′ , ' ∈ ,

которые называются посылкой сообщения e в канал c, приемом сообщения e из канала c, присва-
иванием и условным переходом соответственно.

Действие – это конечная последовательность ЭД, в которой имеется не более одной посылки
или приема. Действие называется посылкой или приемом, если одно из входящих в него ЭД –
посылка или прием, соответственно. Действие, не являющееся посылкой или приемом, называется
внутренним действием. Каждое ЭДможно рассматривать как действие, состоящее из одного этого
ЭД.

Множество всех действий обозначается символом . ∀ � ∈  множество всех переменных,
входящих в � , обозначается записью � .

Если � ∈ Θ и � ∈ , то запись �
� обозначает действие, получаемое из � заменой каждой

переменной x в � на терм x
� .
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4.2.2. Понятие последовательного процесса

Последовательный процесс (ПП) – это тройка (P, X , '), компоненты которой имеют следую-
щий смысл:

• P – граф с выделенной вершиной P
0 (называемой начальной вершиной), каждому ребру

которого сопоставлена метка � ∈ ,
• X ⊆  – множество входных переменных ПП P , и
• ' ∈  – начальное условие ПП P .
Для каждого ПП (P, X , ')

• данный ПП может сокращенно обозначаться тем же символом P , что и соответствующий ему
граф, множество вершин графа P также обозначается символом P ,

• XP и 'P обозначают вторую и третью компоненту P соответственно, P обозначает множество
всех переменных, входящих в P ,

• X̂P обозначает множество P ⧵ XP внутренних переменных,
• P обозначает совокупность меток всех ребер графа P ,
• Pv→v

′ обозначает произвольное ребро графа P из v в v′.
ПП является формальным описанием поведения динамической системы, работа которой заклю-

чается в последовательном выполнении действий, связанных с посылкой сообщений в каналы или
приемом сообщений из каналов, а также c изменением значений внутренних переменных.

Будем предполагать, что для каждого ПП P

• каждая вершина графа P является элементом множества ,
• P содержит внутреннюю переменную atP , и для каждого ребра графа P , если v и v

′ – начало
и конец соответственно этого ребра, то первое ЭД в метке этого ребра имеет вид [[atP = v]],
а последнее – atP ∶= v′, эти ЭД не будут указываться явно.

4.2.3. Состояние последовательного процесса

Состояние ПП P – это пара
s = (�

s
, {[c]

s
∣ c ∈ C}), (6)

компоненты которой интерпретируются следующим образом:
• � s ∈ Θ(P ) – связывание в s, причем ∀ x ∈ P 

x
�
s = ∅,

• ∀ c ∈ C [c]
s
∈ ∗ – очередь непрочитанных значений в канале c в состоянии s ([c]s называется

содержимым канала c в s).
Множество всех состояний ПП P обозначается записью ΣP .
Для каждого состояния s ∈ ΣP и каждого терма e ∈ (P ) будем обозначать значение e� s запи-

сью e
s .

Состояние ПП P называется начальным (и обозначается 0P ), если оно имеет вид (�, {" ∣ c ∈ C}),
где '�

P
= 1 и ats

P
= P

0.
Состояние ПП P называется терминальным, если из вершины at

s

P
не выходит ни одного ребра.

4.2.4. Переходы в последовательных процессах

В этом пункте мы определяем понятие перехода в ПП P , соответствующего какому-либо дей-
ствию � ∈ P . Этот переход понимается как пара s, s′ состояний из ΣP , связь между которыми
можно понимать следующим образом: если ПП P в текущий момент времени находился в состоя-
нии s, то после последовательного выполнения ЭД, входящих в � , новым состоянием ПП P является
состояние s′.

Будем обозначать записью s

�

→ s
′ утверждение о том, что пара s, s′ является переходом, соответ-

ствующим действию � , и определим это утверждение следующим образом: если действие � ∈ P
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является последовательностью ЭД вида �1… �n, то утверждение s �

→ s
′ верно, если

∃ s1,… , sn−1 ∈ ΣP ∶ s

�1

⟶ s1, s1

�2

⟶ s2, … , sn−1

�n

⟶ s
′
,

где утверждение s �

→ s
′ в том случае, когда � – ЭД, определяется отдельно для каждого возможного

вида ЭД � (после формального определения данного утверждения для каждого конкретного вида �
мы неформально интерпретируем изменение состояния в результате этого перехода):
(a) если � = c!e, то � s′ = � s , и

[c
s
]
s
′

= ([c
s
]
s
, e
s
), ∀ c

′
∈ C ⧵ {c

s
} [c

′
]
s
′

= [c
′
]
s
,

в данном случае P посылает в канал cs значение es , после чего
– связывание переменных ПП P не изменилось, и содержимое всех каналов, кроме канала
c
s , также не изменилось,

– содержимое канала cs увеличилось путем добавления к очереди [cs]s значения es ,
(b) если � = c?e, то [cs]s ≠ ∅ и

∃ � ∈ Θ(X̂P ) ∶ (e
�
)
s
= ℎead([c

s
]
s
), �

s
′

= ��
s
,

[c
s
]
s
′

= tail([c
s
]
s
), ∀ c

′
∈ C ⧵ {c

s
} [c

′
]
s
′

= [c
′
]
s

в данном случае P принимает из канала cs значение ℎead([cs]s)иизменяет текущее связывание
так, чтобы значение терма e при новом связывании совпадало с принятым значением, после
чего

– содержимое канала cs стало tail([cs]s),
– содержимое остальных каналов не изменилось,

(c) если � = (e ∶= e′), то
∃ � ∈ Θ(X̂P ) ∶ (e

�
)
s
= (e

′
)
s
, �

s
′

= ��
s
,

∀ c ∈ C [c]
s
′

= [c]
s
,

(7)

в данном случае P изменяет текущее связывание так, чтобы значение терма e при новом
связывании совпадало бы со значением терма e′ при старом связывании, содержимое каналов
не изменяется,

(d) если � = [[']], то 's = 1, � s′ = � s , и верно (7),
в данном случае связывание и содержимое каналов не изменяется.

Пустымпереходом вПП P называется произвольная пара состояний s, s′ ∈ ΣP , такая, что � s = � s
′ .

Пустые переходы обозначаются записями вида s → s
′.

Если пара s, s′ является переходом в ПП, то s называется началом этого перехода, а s′ – его
концом.

4.2.5. Редукция графов последовательных процессов

Пусть заданы ПП P и вершина v ∈ P , не являющаяся начальной. Если множества всех ребер в P
с концом в v и с началом в v имеют вид

{vi

�i

⟶ v ∣ i = 1,… , n} и {v

�
′

i

⟶ v
′

i
∣ i = 1,… , n

′
},

соответственно, где v отличается от всех вершин vi и v
′

i
, и либо все действия �1,… , �n внутренние,

либо все действия � ′
1
,… , �

′

n
′ внутренние, то к данному графуможноприменить операциюредукции,

которая заключается в преобразовании данного графа путем
• удаления вершины v и связанных с нею ребер, и

• добавления ребер вида vi
�i�

′

i
′

⟶ v
′

i
′ , где i = 1,… , n, i

′
= 1,… , n

′, и �i�
′

i
′ – конкатенация последо-

вательностей �i и � ′i′ .
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4.2.6. Переименования

Переименованием называется произвольная инъективная функция вида � ∶ X → X
′, где

X, X
′
⊆  .

Для каждого переименования � ∶ X → X
′, каждого e ∈  и каждого ПП P записи e

� и P
�

обозначают термилиПП соответственно, получаемыеиз e или P заменой ∀ x ∈ X каждого вхождения
x на �(x).

Если P – ПП, и � – переименование вида � ∶ X̂P →  ⧵ XP , то будем рассматривать ПП P и P� как
равные.

4.3. Распределенные процессы

В этом пункте вводится понятие распределенного процесса, которое можно использовать для
моделирования параллельных программ.

4.3.1. Понятие распределенного процесса

Распределенный процесс (РП) – это семейство ПП

 = {Pi ∣ i ∈ I}, (8)

где компоненты семейства {X̂Pi ∣ i ∈ I} дизъюнктны и не пересекаются с множеством X
def
= ⋃

i∈I
XPi

(если это условие не выполняется, то заменим каждый ПП Pi на равный ему, в смысле, указанном в
конце пункта 4.2.6, так, чтобы это условие выполнялось). Ниже будем считать, что данное условие
всегда выполнено, даже если внутренние переменные в ПП Pi и Pi′ из , где i ≠ i′, имеют одинаковые
обозначения

Запись  обозначает множество всех переменных, входящих в  .

4.3.2. Понятие состояния распределенного процесса

Состоянием РП  = {Pi ∣ i ∈ I} называется пара

s = (�
s
, {c

s
∣ c ∈ C}), (9)

где � s ∈ Θ( ), и ∀ i ∈ I
si

def
= (�

s

i
, {c

s
∣ c ∈ C}) ∈ ΣPi

где � s
i
∈ Θ(Pi

), ∀ x ∈ Pi
x
�
s

i = x
�
s .

Множество всех состояний РП  обозначается записью Σ .
∀ s ∈ Σ , ∀ e ∈ e ∈ ( ) будем обозначать значение e� s записью e

s .
Состояние s ∈ Σ называется
• начальным (и обозначается 0 ), если ∀ i ∈ I si = 0Pi

,
• терминальным, если ∀ i ∈ I состояние si терминально,
• тупиковым, если оно нетерминально, и ∀ i ∈ I не существует непустого перехода ПП Pi с
началом si .

4.3.3. Переходы в распределенных процессах

Пусть заданы РП  = {Pi ∣ i ∈ I}, индекс i ∈ I и действие � ∈ Pi
.

Переходом в РП  , соответствующим действию � ПП Pi , называется произвольная пара состоя-
ний s, s′ ∈ Σ , такая, что

si

�

→ s
′

i
, ∀ i

′
∈ I ⧵ {i} si′ → s

′

i
′ . (10)

Будем обозначать свойство (10) записью P
v→v

′

i
∶ s → s

′, где v, v′ – начало и конец соответственно
ребра графа Pi с меткой � . Если пара s, s′ является переходом в РП , то будем обозначать это записью
s → s

′.
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Связь между состояниями s, s′ ∈ Σ , удовлетворяющими свойству (10), можно интерпретировать
следующим образом: если РП  в текущий момент времени находился в состоянии s, и, начиная
с этого момента, ПП Pi последовательно выполнял ЭД, входящие в � , а остальные ПП из  в
течение всего этого времени не выполняли никаких действий, то после завершения выполнения
последовательности ЭД, входящих в � , новым состоянием РП  является состояние s′.

Множество Σ можно рассматривать как граф, в котором существует ребро из s в s′ с меткой �Pi
тогда и только тогда, когда верно (10).

Выполнение РП  представляет собой последовательность состояний s0, s1,… такой, что s0 = 0 ,
и каждая пара si , si+1 соседних состояний в этой последовательности является переходом в  .

Состояние s РП называется достижимым, если существует путь из 0 в s. Ниже Σ обозначает
множество достижимых состояний  .

4.4. Метод построения модели MPI-программы в виде распределенного процесса

Будем рассматривать только такие MPI-программы, которые содержат
• операторы присваивания, условного перехода, цикла,
• посылки и приема сообщений, определенные в пункте 2.2, и
• служебные MPI-функции (MPI_Init и т.п.), упомянутые в программе из пункта 3.2.
Если с MPI-программой Π связаны множество XΠ входных переменных и начальное условие

'Π ∈ , то РП Π, являющийся моделью данной программы, имеет вид

Π = {Pi ∣ i = 0, 1,…}, (11)

где ∀ i = 0, 1,… ПП Pi строится следующим образом.
• Множество Pi

состоит из переменных, входящих в XΠ, и i-х копий внутренних переменных,
входящих в Π, XPi = XΠ, 'Pi = 'Π.

• Граф Pi строится путем
– заменывпрограммеΠпеременной, являющейся вторымаргументомфункцииMPI_Comm_rank

(в MPI-программе, приведенной в пункте 3.2, это переменная rank) на константу i,
– удаления неисполняемых частей получившейся программы, и
– преобразования получившейся программы в графовую форму, аналогично тому, как по

программе в операторной форме строится представление этой программы в виде блок-
схемы (с тем отличием, что в блок-схемах действия связаны с вершинами, а в нашей
модели они связаны с ребрами).
Присваивания, условные операторы, операторы цикла преобразуются в действия ПП
Pi стандартным образом, эти преобразования м.б. поняты из рассматриваемого ниже
примера построения модели MPI-программы из пункта 3.2.

Используемые в Π функции передачи сообщений представляются в графе Pi следующими дей-
ствиями:

• функция (1) представляется действием cr !(e, i, l), где
– e – терм, значение которого должно быть равно содержимому участка памяти, пересы-

лаемому этой функцией,
– r и l – соответствующие аргументыфункции (1) (номер получателя и тег, соответственно),

• функция (2) представляется в Pi действием ci?(e, s, l), где
– e – терм, значение которого после выполнения данного действия должно быть равно

принятому сообщению,
– s и l – новые переменные,

и если последний аргумент в функции (2) имеет имя q, то выражения в Pi вида q.MPI_SOURCE
и q.MPI_TAG заменяются на s и l, соответственно,
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• представление функции (3) зависит от i:
– при i = 0 функция (3) представляется действием ◦!e, где e – терм, значение которого

должно быть равно содержимому участка памяти, пересылаемому этой функцией,
– при i ≠ 0функция (3) представляется действием ◦?e, где e – терм, значение которого после

выполнения данного действия должно быть равно принятому сообщению.
К построенному графу Pi можно применить операцию редукции, описанную в пункте 4.2.5.

4.5. Вспомогательные переменные

Для облегчения анализа РП Π можно добавить к действиям ПП, входящим в этот РП, присваи-
вания вида � ∶= e, в которых

• � – новая переменная (называемая вспомогательной переменной),
• e ∈ (Π ⊔ ), где  – множество вспомогательных переменных.
Присваивания указанного выше вида � ∶= e не являются реально выполняемыми действиями,

они предназначены лишь для выражения зависимостей между значениями переменных во вре-
мя выполнения РП. В некоторых случаях использование вспомогательных переменных позволяет
компактно выразить свойства анализируемого РП и существенно упростить процедуру его анализа.

Последовательные процессы, получаемые из тех ПП, которые входят в РП Π, добавлением
присваиваний вида � ∶= e, где � – вспомогательная переменная, будем называть дополненными
ПП.

5. Моделирование и верификация MPI-программы умножения матриц
В этом пункте мы рассмотрим пример применения описанных выше понятий для моделирова-

ния и верификации MPI-программы умножения матриц, представленной в пункте 3.1.

5.1. Построение модели MPI-программы умножения матриц

В этом пункте мы определяем РП Π = {Pi ∣ i = 0, 1,…}, моделирующий MPI-программу Π

умножения матриц в пункте 3.1. Входными переменнымиΠ являютсяA, B (матрицы-сомножители),
N (число строк в A), nprocs.

5.1.1. Упрощения

∀ i ≥ 0 при построении ПП Pi используются следующие упрощения:
• оператор ввода матриц-сомножителей input(a, b) в строке 15 выполняется один раз в на-
чальный момент выполнения процесса с рангом 0, поэтому в модели ПП P0 можно опустить
действия, соответствующие этому оператору, считая, что XP0

содержит переменные A и B,
значения которых равны матрицам-сомножителям,

• операторы КПС в P0 в строках 16-17 и в Pi (∀ i ≥ 1) в строках 44-45 выполняются один раз, в
начальныймомент выполнения этихПП,поэтомуможно заменить соответствующиедействия
вида ◦!e и ◦?e на предположение о том, что B входит в XPi (∀ i ≥ 1).

Для сокращения обозначений в излагаемых ниже ПП вместо входной переменной nprocs будем
использовать входную переменную n, значение которой равно nprocs − 1.

5.1.2. Последовательный процесс P0
Для построения ПП P0 используется только часть MPI-программы, расположенная в строках

12-39.
В ПП P0 A и C являются именами массивов, компоненты которых являются строками соответ-

ствующих матриц и индексированы числами 1,… , N , i–е компоненты этих массивов обозначаются
Ai и Ci .

P0 имеет следующие переменные:

XP0
= {A, B, N , n}, X̂P0

= {C, i, j, k, l, p}.
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Начальное условие: 'P0
= (N ≥ 1) ∧ (i = 1) ∧ (k = 0) ∧ (l = 1).

ПП P0 имеет вид

����2

����1

����0

����3
����4

?

?

6

- -

�
��

6� �
[[ l > n]]

[[ i > min(n, N )]]

[[k ≥ N ]]

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

[[ i ≤ min(n, N )]]

ci!(Ai , 0, i)

i ∶= i + 1

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

[[ l ≤ n]]

cl !(∗, 0, 0)

l ∶= l + 1

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

[[ k < N ]]

c0?(Cj , p, j)

k ∶= k + 1

[[ i > N ]]

�

�

�

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

[[ i ≤ N ]]

cp!(Ai , 0, i)

i ∶= i + 1

(12)

В ПП (12)
• – ребро P0→0

0
соответствует циклу в строках 18-22 программы, переменная i в метке этого

ребра соответствует выражению count + 1 в программе,
– сообщение, посылаемое функцией MPI_Send в строках 21-22 программы, представлено

тройкой (Ai , 0, i), третья компонента которой – тег этого сообщения (т.е. номер соответ-
ствующей строки в матрице A),

– ребро P0→1

0
соответствует выходу из этого цикла,

• – рёбра P1→2

0
и P2→1

0
соответствуют циклу в строках 23-34 программы,

– переменная k соответствует переменной i в этом цикле,
– оператор MPI_Recv в строках 24-26 и цикл в строках 27-28 программы заменены на единое

действие: прием сообщения и его запись в соответствующую строку матрицы C ,
– ребро P1→3

0
соответствует выходу из этого цикла,

• – ребра P3→3

0
и P3→4

0
соответствуют циклу в строках 35-37,

– символ ∗ в метке ребра P3→3

0
изображает пустую строку.

5.1.3. Последовательный процесс Pi для i > 0

Для построения ПП Pi , где i ≥ 1, используется только часть MPI-программы, расположенная в
строках 42-55.

Pi имеет следующие переменные: XPi = {B}, X̂Pi
= {Yi , ji}, где значением B является вторая

матрица-сомножитель, и значениями Yi – строки действительных чисел. ПП Pi имеет следующий
вид:

����0
����1

����2-
� -

ci?(Yi , 0, ji) [[ ji = 0]]

{

[[ ji ≠ 0]]

c0!(YiB, i, ji)

(13)

5.2. Верификация распределенного процесса, моделирующего MPI-программу
умножения матриц

5.2.1. Вспомогательные переменные

Для доказательства утверждения о том, что определенный в пункте 5.1 РП Π, моделирующий
MPI-программуΠ умноженияматриц в пункте 3.1, удовлетворяет своей спецификации, выражаемой
свойством (4), мы введем вспомогательные переменные � , � ,  (и связанные с ними действия, не
влияющие на выполнение РП), значения которых будут иметь следующий смысл: ∀ s ∈ ΣΠ
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• � s ⊆ {1,… , n}, � s состоит из номеров каналов из {c1,… , cn} с непустым содержимым в состоя-
нии s,

• �s ⊆ {1,… , N}, �s состоит из номеров строк матрицыA, для которых в состоянии s вычисляется
их произведение на B,

•  s ⊆ {1,… , N},  s равно множеству номеров всех строк, которые P0 записал в C до момента
прихода РП Π в состояние s.

Начальные значения � , � и  равны ∅.
Дополненный ПП P0 имеет вид

����2

����1

����0

����3
����4

?

?

6

- -

�
��

6� �
[[ l > n]]

[[ i > min(n, N )]]

[[k ≥ N ]]

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

[[ i ≤ min(n, N )]]

ci!(Ai , 0, i)

� ∶= � ⊔ {i}, i ∶= i + 1

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

[[ l ≤ n]]

cl !(∗, 0, 0)

l ∶= l + 1

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

[[ k < N ]]

c0?(Cj , p, j)

 ∶=  ⊔ {j}

k ∶= k + 1

[[ i > N ]]

�

�

�

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

[[ i ≤ N ]]

cp!(Ai , 0, i)

� ∶= � ⊔ {p}, i ∶= i + 1

(14)

∀ i = 1,… , n дополненный ПП Pi имеет вид

����0
����1

����2-
� -

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

ci?(Yi , 0, ji)

� ∶= � ⊔ {ji}

� ∶= � ⧵ {i} [[ ji = 0]]

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

[[ ji ≠ 0]]

c0!(YiB, i, ji)

� ∶= � ⧵ {ji}

(15)

Использование в (14) и (15) символа ⊔ для операций объединения множеств выражает утвер-
ждение (вытекающего из нижеследующей теоремы 1) о том, что всякий раз при выполнении этих
операций их аргументы в действительности являются дизъюнктными множествами.

5.2.2. Теоремы, обосновывающие корректность Π
Теорема 1.
∀ s ∈ ΣΠ , если atsP0 ≠ 3, 4, то верны следующие утверждения:
1. � s ⊆ {1,… , i

s
− 1},

2. is − 1 ≤ N
3. | s | = ks ≤ N ,
4. если ats

P0
= 1 и ks < N , то ks < is − 1,

5. [c0]s2 ∩ � s = ∅,
6. ∀ i = 1,… , n

(a) |[ci]
s
| =

{

1, если i ∈ � s , и
0 иначе,

(b) ats
Pi
= 1 ⇒ (i ∉ �

s
) ∧ (j

s

i
∉ 

s
)

7. ats
P0
= 2 ⇒ p

s
∉ �

s , ps ∈ {1,… , i
s
− 1},
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8. [c1]s3 ⊔… ⊔ [cn]
s

3
⊔ �

s
⊔ [c0]

s

3
⊔ 

s
= {1,… , i

s
− 1},

9. ∀ p ∈ � s [cp]s имеет вид {(Ai , 0, i)}, где i ∈ {1,… , N},
10. каждый элемент [c0]s имеет вид (AiB, p, i), где i ∈ {1,… , N},
11. ∀ j ∈  s Cj = AjB,
12. ks = N ⇒ 

s
= {1,… , N}.

Доказательство.
Истинность всех вышеперечисленных утверждений обосновывается индуктивно: все они верны

в начальном состоянии 0Π , и сохраняют свою истинность после каждого перехода s → s
′ РП Π,

где ats′
P0
≠ 3, 4.

Теорема 2.
В ΣΠ нет тупиковых состояний.

Доказательство.
Пусть ΣΠ содержит тупиковое состояние s. Нетрудно доказать, что ats

P0
не м.б. равно 0, 2, 3, и

∀ i = 1,… , n at
s

Pi
не м.б. равно 1. Таким образом, для ats

P0
есть два возможных значения: 1 и 4.

1. Пусть ats
P0
= 1. Из тупиковости s следует, что ks < N , откуда опять используя тупиковость s

получаем: [c0]s = ∅.
Из утверждения 4 в теореме 1 следует, что k

s
< i

s
− 1, откуда на основании утверждения 8

теоремы 1 и равенства [c0]s = ∅ получаем:

[c1]
s

3
⊔… ⊔ [cn]

s

3
⊔ �

s
≠ ∅. (16)

Если ∃ i ∈ {1,… , n}: [ci]s ≠ ∅, то из тупиковости s следует, что ats
Pi
≠ 0, поэтому ats

Pi
= 2, откуда

нетрудно получить, что ats
P0
= 4. Однако это возможно лишь в случае ks ≥ N , что противоречит

установленному выше неравенству ks < N .
Поэтому ∀ i ∈ {1,… , n} [ci]

s
= ∅, и из (16) следует, что � ≠ ∅. Однако анализом ПП Pi (i =

0,… , n) нетрудно установить, что это возможно только если ∃ i ∈ {1,… , n}: ats
Pi
= 2. Как было

установлено в предыдущем абзаце, данное равенство невозможно.
2. Пусть ats

P0
= 4. Тогда ks ≥ N , откуда следует, что |

s
| = k

s
= N .

Пусть s′ – первое состояние на пути � из 0Π в s, такое, что k
s
′

= N . Нетрудно видеть, что
at

s
′

P0
= 2. Из утверждений 2 и 8 теоремы 1 следует, что is′ − 1 = N и

[c0]
s
′

= [c1]
s
′

= … = [cn]
s
′

= �
s
′

= ∅,

at
s
′

P1
= 0,… , at

s
′

Pn
= 0.

Единственный переход из s′ соответствует действию [[i > N ]] и имеет вид P
2→1

0
∶ s

′
→ s

′′,
единственный переход из s′′ соответствует действию [[k ≥ N ]] и имеет вид P

1→3

0
∶ s

′′
→

s
′′′. Нетрудно видеть, что все состояния в хвосте пути � , начинающемся с s′′′, не являются
тупиковыми.

В обоих случаяхмыполучилипротиворечие, которое является следствиемпредположения о том,
что в ΣΠ содержит тупиковое состояние. Следовательно, в ΣΠ нет тупиковых состояний.

Теорема 3.
Любое выполнение определенного выше РП  завершается после конечного числа шагов.

Доказательство.
Пусть существует бесконечное выполнение � РП  .
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Докажем, что число переходов в � , соответствующих действиям ПП P0, конечно. Если бы число
таких переходов было бесконечным, то

• в � нет состояний s, обладающих свойством at
s

P0
= 3,

• существует состояние s1 ∈ � , такое, что ats1P0 = 1,
• каждый переход в � , начиная с s1, соответствующий какому-либо действию P0, имеет вид
либо P1→2

0
∶ s → s

′, либо P2→1

0
∶ s → s

′, и число переходов вида P1→2

0
∶ s → s

′ бесконечно,
что невозможно по причине того, что при каждом таком переходе увеличивается значение
переменной k, которое, согласно утверждению 3 теоремы 1, ограничено сверху значением N .

Пусть s′ ∈ � – состояние, начиная с которого � не содержит переходов, соответствующих дей-
ствиям P0, и � ′ – часть пути � , начинающаяся с s′. Нетрудно видеть, что

∃ i ∈ {1,… , n}: � ′ содержит бесконечно много
переходов вида P0→1

i
∶ s → s

′. (17)

Т. к. � ′ не содержит переходов, соответствующих действиям P0, то значение |[ci]s | не может увели-
чиваться, и согласно (17) оно бесконечно уменьшается, что невозможно.

Из доказанных теорем следует, что каждое выполнение РПΠ является конечными завершается
в некотором терминальном состоянии s. Из ats

P0
= 4 следует, что |

s
| = k

s
= N , откуда согласно

утверждениям 11 и 12 теоремы 1 следует, что РП Π удовлетворяет спецификации, изложенной
в пункте 3.4.

6. Заключение
В настоящей работе мы представили новую математическую модель параллельных программ,

предложили подход к верификации таких программ и рассмотрели пример верификации MPI-
программы умножения матриц на основе предложенной модели. Основное преимущество предло-
женного подхода – возможность его применения для программ, генерирующих неограниченный
набор последовательных процессов.

Проблемы для дальнейших исследований, связанных с предлагаемой моделью, могут быть
следующими:

• расширить предложенную модель, введя концепции для моделирования синхронной переда-
чи сообщений и другие механизмы для организации параллельного выполнения,

• ввести язык спецификации свойств распределенных процессов, на котором свойства парал-
лельных программ выражаются в терминах наблюдаемой эквивалентности, и разработать
алгоритм для распознавания наблюдаемой эквивалентности распределенных процессов.
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