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Получены некоторые точные неравенства между наилучшими приближе-
ниями периодических дифференцируемых функций тригонометрическими по-
линомами и обобщенными модулями непрерывности m-го порядка Ωm в про-
странстве L2[0, 2π]. Подобные усредненные характеристики гладкости функ-
ций в ходе исследования важных вопросов конструктивной теории функций
рассматривались ранее в работах К.В. Руновского, Э.А. Стороженко,
В.Г. Кротова, П. Освальда и многих других. Для некоторых классов функций,
определяемых указанными модулями непрерывности, r-тые производные ко-
торых мажорируются функциями, удовлетворяющими определенным ограни-
чениям, получены точные значения бернштейновского, гельфандовского, кол-
могоровского, линейного и проекционного n-поперечника. Приведен пример
мажоранты, для которой все сформулированные в статье требования выпол-
нены.

1. Основные понятия и обозначения
Пусть N – множество натуральных чисел; Z+ := N∪{0}; R+ – множество положи-

тельных чисел вещественной оси. Пусть L2 ≡ L2[0, 2π] – пространство измеримых
по Лебегу 2π-периодических функций, у которых норма

‖f‖ =

 1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

<∞,

а через L(r)
2 (r ∈ Z+;L0

2 ≡ L2) обозначим множество функций f ∈ L2, у которых
производные f (r−1) абсолютно непрерывны, а производные f (r) ∈ L2. Символом

En−1(f) := E(f,F2n−1)L2 = inf
{
‖f − Tn−1‖2 : Tn−1(x) ∈ F2n−1

}
90



Точные неравенства типа Джексона–Стечкина и значения поперечников в L2 91

обозначим наилучшее приближение функции f ∈ L2 подпространством F2n−1 три-
гонометрических полиномов порядка n − 1 в пространстве L2. Хорошо известно,
что

En−1(f) =
∥∥∥f − Sn−1(f)

∥∥∥
2

=

{
∞∑
k=n

ρ2k

}1/2

,

где ρ2k = a2k(f) + b2k(f), k ≥ n, ak(f), bk(f) – косинус- и синус-коэффициенты Фурье
формального разложения f(x) в ряд Фурье

f(x) ∼ a0(f)

2
+
∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) , (1.1)

а Sn−1(f) – частная сумма порядка n− 1 ряда (1.1). Равенством

ωm(f, t) := sup
{
‖∆m

h (f)‖ : |h| ≤ t
}

=

= sup

{∥∥∥∥∥
m∑
j=0

(−1)m−j
(
m

j

)
f(·+ jh)

∥∥∥∥∥ : |h| ≤ t

}
(1.2)

определим модуль непрерывности m-го порядка функции f ∈ L2.
При решении ряда экстремальных задач теории аппроксимации функций f ∈ L2

обычно используют различные модификации классического определения модуля
непрерывности (1.2) (см., например, [1] – [9] и приведенную там литературу). Ука-
занные модификации, как отмечается в [17], в большинство случаях связаны со спе-
цифическими условиями исследуемых задач и позволяют раскрыть их содержатель-
ную сущность. Во многих случаях, как правило, оператор сдвига Thf(x) = f(x+ h)
заменяют различными усредняющими операторами. Например, в работах [10], [11]
для оценки наилучших приближений 2π-периодических функций из L2, наряду с
(1.2), используют следующую усредненную характеристику гладкости

Ωm(f, t)p =

 1

tm

t∫
0

· · ·
t∫

0

∥∥∆m
h

(f)
∥∥p
Lp
dh1 · · · dhm


1/p

, 0 < p ≤ ∞, (1.3)

где t > 0; h = (h1, h2, ···, hm); ∆m
h

= ∆1
h1
◦∆1

h2
◦···◦∆1

hm
. Напомним, что в ходе реше-

ния ряда задач аппроксимации функций в метрическом пространстве Lp(0 < p < 1)
усредненная характеристика гладкости функции, подобная (1.3), рассматривалась
в [12] и [13]. Аналогичным образом в [14], исходя из функции Стеклова

Sh(f, x) =
1

2h

x+h∫
x−h

f(t)dt, f ∈ L2, h > 0,

введены в рассмотрение усредняющие операторы

Sh,i(f)
def
= Sh(Sh,i−1(f)), i ∈ N, Sh,0(f) ≡ f,
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полагая при этом в качестве разности первого порядка

∆̃1
h(f, x)

def
= Sh(f, x)− f(x) = (Sh − I)(f, x),

а разности m-го порядка равными

∆̃m
h (f, x)

def
= ∆̃1

h(∆̃
m−1
h (f), x) = (Sh − I)m(f, x) =

=
m∑
i=0

(−1)m−i
(
m

i

)
Sh,i(f, x),

где m = 2, 3, . . . и I – единичный оператор в пространстве L2. При этом равенством

Ω̃m(f, t)
def
= sup

{
‖∆̃m

h (f)‖ : 0 < h ≤ t
}

определяют специальный модуль непрерывности m-го порядка.
Среди экстремальных задач теории аппроксимации функций одной из наиболее

важных является задача вычисления точных констант в неравенствах типа Джек-
сона – Стечкина

En−1(f) ≤ χn−rUm
(
f (r), t/n

)
; r ∈ Z+, t > 0,

где Um – некоторая характеристика гладкости функций f ∈ L(r)
2 , например ωm, Ωm

или Ω̃m, χ – некоторая константа, не зависящая ни от f, ни от n, но зависящая от
m и r. В случае Um = ωm эту задачу в разное время исследовали Н.И. Черных [1],
В.И. Бердышев [2], Л.В. Тайков [3], А.А. Лигун [4], В.И. Иванов, О.И. Смирнов [5],
С.Б. Вакарчук [6], М.Ш. Шабозов [7] и другие; в случае Um = Ωm – С.Б. Вакар-
чук [10], М.Ш. Шабозов, С.Б. Вакарчук, В.И. Забутная [11], в случае Um = Ω̃m –
В.А. Абилов, Ф.В. Абилова [14], М.Ш. Шабозов [15], М.Ш. Шабозов, Г.А. Юсупов
[16], С.Б. Вакарчук, В.И. Забутная [17].

В работе [1] Н.И. Черных отметил, что для характеристики величины En−1(f)
более естественным является не джексоновский функционал ωm

(
f (r), h

)
, m, n ∈ N,

0 < h ≤ π/n, а усредненный с весом ϕ(t) > 0, 0 < t ≤ h функционал

Φm,n

(
f (r), h

)
=


h∫

0

ω2
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt

/ h∫
0

ϕ(t)dt


1/2

.

Учитывая эти соображения, А.А. Лигун [4] ввел в рассмотрение следующую экс-
тремальную характеристику:

Kn,r(ωm;ϕ, h) = sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

E2
n−1(f)

h∫
0

ω2
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt

,
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где m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < h ≤ π/n ϕ(t) ≥ 0 – суммируемая на [0, h] функция. Он
показал, что

{
Br,m
n,h (ϕ)

}−1 ≤ Kn,r(ωm;ϕ, h) ≤
{

inf
n≤k<∞

Br,m
k,h (ϕ)

}−1
,

где

Br,m
k,h (ϕ) := 2mk2r

h∫
0

(1− cos kt)mϕ(t)dt, k ≥ n.

2. Точная константа в неравенстве типа Джексона – Стечкина
С целью обобщения результатов [4] для различных характеристик гладкости Um

вводим в рассмотрение величины

Kn,r,p(Um;ϕ, h) = sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

En−1(f) h∫
0

Up
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt

1/p
, (2.1)

где m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n ϕ(t) ≥ 0 – суммируемая на отрезке
[0, h] не эквивалентная нулю функция.

Величина (2.1) для Um = ωm изучалась в [8], для Um = Ω̃m в [15], [16], а для
Um = Ωm в [10,11]. В [11] доказано, что для 0 < p ≤ 2 справедливы неравенства

{
Br,m
n,h,p(ϕ)

}−1 ≤ Kn,r,p(Ωm;ϕ, h) ≤
{

inf
n≤k<∞

Br,m
k,h,p(ϕ)

}−1
, (2.2)

где

Br,m
k,h,p(ϕ) := 2m/2

krp
h∫

0

(
1− sin kt

kt

)mp/2
ϕ(t)dt


1/p

, k ≥ n.

В этой же работе были найдены необходимые и достаточные условия, для того
чтобы выполнялось равенство Br,m

n,h,p(ϕ) = inf
n≤k<∞

Br,m
k,h,p(ϕ). Мы продолжим исследо-

вание вышеуказанных авторов в этом направлении. Имеет место следующая
Теорема 2.1. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ 2, r ∈ Z+, 0 < h ≤ 3π/4n, ϕ –

неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] не эквивалентная нулю функция.
Тогда имеет место следующее равенство:

Kn,r,p(Ωm;ϕ, h) =
{
Br,m
n,h,p(ϕ)

}−1
. (2.3)

Доказательство. Будем следовать схеме рассуждений [17], где доказано, что
при любых ν, α ∈ R+ и x ≥ 1 справедливо неравенство

xν
(

1− sinxy

xy

)α
≥
(

1− sin y

y

)α
. (2.4)
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При x = k/n, k, n ∈ N, k ≥ n и y = nt, 0 < t ≤ h, ν = rp, α = mp/2, m ∈ N из
неравенства (2.4) сразу получаем

krp
(

1− sin kt

kt

)mp/2
≥ nrp

(
1− sinnt

nt

)mp/2
. (2.5)

Умножив обе части неравенства (2.5) на положительную функцию ϕ(t), интегрируя
полученное выражение по переменному t в пределах от 0 до h и возведя в степень
1/p, для любого k ≥ n, k, n ∈ N запишем

Br,m
k,h,p(ϕ) ≥ Br,m

n,h,p(ϕ). (2.6)

Из неравенства (2.6) с учетом (2.2) получаем (2.3). Теорема 2.1 доказана. Из дока-
занной теоремы 2.1 вытекают такие следствия.

Следствие 2.1. Пусть ϕ(t) = 1, m, n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n.
Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nr−1/pEn−1(f)
h∫

0

Ωp
m

(
f (r), t

)
dt


1/p

=


nh∫
0

(
1− sin t

t

)mp/2
dt


−1/p

. (2.7)

В частности, при p = 2/m, m ∈ N, r ∈ Z+ из (2.7) следует, что

sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nr−m/2En−1(f)
h∫

0

Ω2/m
m

(
f (r), t

)
dt


m/2

=
1

(nh− Si(nh))m/2
, (2.8)

где Si(x) =

x∫
0

sin t

t
dt – интегральный синус. Отметим, что равенство (2.8) ранее

получено в [15].
Следствие 2.2. Пусть ϕ(t) = t, m, n,∈ N, p = 2/m, r ∈ Z+, 0 < h ≤ π/n.

Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2mnr−m/2En−1(f)
h∫

0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt


m/2

=
1{(

nh

2

)2

− sin2

(
nh

2

)}m/2
. (2.9)

Следующее утверждение является, с одной стороны, обобщением теоремы 2.1, а с
другой стороны – ее следствием.

Теорема 2.2. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, ϕ – неотрицательная
суммируемая на отрезке [0, h] не эквивалентная нулю функция. Тогда при любом
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k = 0, 1, . . . , r, r ∈ Z+ имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nkEn−1
(
f (r−k))

h∫
0

Ωp
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt


1/p

=

=


h∫

0

(
1− sinnt

nt

)mp/2
ϕ(t)dt


−1/p

. (2.10)

Доказательство. Очевидно, что если функция f ∈ L
(r)
2 , то ее производные

f (r−k) ∈ L2, k = 1, 2, . . . , r − 1. При доказательстве соотношения (2.10) восполь-
зуемся схемой рассуждений, приведенной в [17]. Из (2.3) для произвольной f ∈ L2

при r = 0 имеем

En−1(f) ≤ 1

2m/2



h∫
0

Ωp
m (f, t)ϕ(t)dt

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)mp/2
ϕ(t)dt



1/p

. (2.11)

Заметив, что, согласно определению класса L(r)
2 , производная f (r) ∈ L2, потому и

заменяя в (2.11) f на f (r), получаем

En−1
(
f (r)
)
≤ 1

2m/2



h∫
0

Ωp
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)mp/2
ϕ(t)dt



1/p

. (2.12)

С другой стороны, из того же равенства (2.3) для произвольной функции f ∈ L(r)
2

вытекает соотношение

En−1(f) ≤ 1

2m/2nr



h∫
0

Ωp
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)mp/2
ϕ(t)dt



1/p

. (2.13)

Известно [18, с. 122], что между наилучшими полиномиальными приближениями
последовательных производных f (r−k)(k = 0, 1, . . . r) произвольной функции f ∈ L(r)

2
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имеет место неравенство типа Колмогорова

En−1
(
f (r−k)) ≤ (En−1 (f (r)

))1−k/r · (En−1(f))k/r . (2.14)

Воспользуясь неравенствами (2.12) и (2.13) из (2.14) для произвольной функции
f ∈ L(r)

2 , получаем

2m/2nkEn−1
(
f (r−k))

h∫
0

Ωp
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt


1/p
≤


h∫

0

(
1− sinnt

nt

)mp/2
ϕ(t)dt


−1/p

. (2.15)

Для функции f0(x) = cosnx ∈ L(r)
2 , для которой легко вычислить, что

En−1

(
f
(r−k)
0

)
= nr−k, Ωm

(
f
(r)
0 , t

)
= 2m/2nr

(
1− sinnt

nt

)m/2
, 0 < t ≤ π/n,

мы имеем:

sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nkEn−1
(
f (r−k))

h∫
0

Ωp
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt


1/p
≥

≥
2m/2nkEn−1

(
f
(r−k)
0

)


h∫
0

Ωp
m

(
f
(r)
0 , t

)
ϕ(t)dt


1/p

=


h∫

0

(
1− sinnt

nt

)mp/2
ϕ(t)dt


−1/p

. (2.16)

Требуемое равенство (2.10) получаем из сравнения соотношения (2.15) и (2.16), чем
и завершаем доказательство теоремы 2.2. Заметим, что теорема 2.1 вытекает из
теоремы 2.2 при k = r, f (0) ≡ f. Далее, для m,n ∈ N, p = 2/m, r ∈ Z+, ϕ(t) ≡ 1
из (2.10) следует, что

sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nk−1/pEn−1
(
f (r−k))

h∫
0

Ω2/m
m

(
f (r), t

)
dt


m/2

=
1

(nh− Si(nh))m/2
(2.17)

а для m,n ∈ N, p = 2/m, r ∈ Z+, ϕ(t) = t, 0 ≤ t ≤ h, 0 ≤ h ≤ π/n получаем

sup
f∈L(r)

2

f(r) 6=const

2m/2nk−1/pEn−1
(
f (r−k))

h∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt


m/2

=
1{(

nh

2

)2

− sin2

(
nh

2

)}m/2
. (2.18)
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Равенства (2.8) и (2.9) соответственно вытекают из соотношений (2.17) и (2.18) при
k = r.

3. Точные значения поперечников классов периодических дифференци-
руемых функций

Для формулировки дальнейших результатов нам понадобятся некоторые опре-
деления и понятия.

Пусть S – единичный шар в L2; N – выпуклое центрально-симметричное под-
множество из L2; Λn ⊂ L2 – n-мерное подпространство; Λn ⊂ L2 – подпространство
коразмерности n; L : L2 → Λn – непрерывный линейный оператор, переводящий
элементы пространства L2 в Λn; L⊥ : L2 → Λn – непрерывный оператор линейного
проектирования пространства L2 на подпространства Λn.

Величины

bn(N, L2) = sup {sup {ε > 0; εS ∩ Λn+1 ⊂ N} : Λn+1 ⊂ L2} ,

dn(N, L2) = inf {sup {‖f‖2 : f ∈ N ∩ Λn} : Λn ⊂ L2} ,
dn(N, L2) = inf {sup {inf {‖f − g‖2 : g ∈ Λn} : f ∈ N} : Λn ⊂ L2} ,

δn(N, L2) = inf {inf {sup {‖f − Lf‖2 : f ∈ N} : LL2 ⊂ Λn} : Λn ⊂ L2} ,
πn(N, L2) = inf

{
inf
{

sup
{
‖f − L⊥f‖2 : f ∈ N

}
: L⊥L2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
называют соответственно бернштейновским, гельфандовским, колмогоровским, ли-
нейным и проекционным n-поперечниками.

Указанные n-поперечники связаны соотношениями [19], [20]:

bn(N, L2) ≤ dn(N, L2) ≤ dn(N, L2) = δn(N, L2) = πn(N, L2). (3.1)

Полагаем также
En−1(N) := sup {En−1(f) : f ∈ N} .

Пусть Φ(t), t ≥ 0 – произвольная непрерывная возрастающая функция, такая,
что Φ(0) = 0. Через W (r)

p (Ωm,Φ), m, r ∈ N, 0 < p ≤ 2 обозначим класс функций
f ∈ L(r)

2 , для которых при любых h ∈ R+ выполнено неравенство

1

h

h∫
0

Ωp
m

(
f (r), t

)
dt ≤ Φp(h).

Через W̃ (r)
p (Ωm; Φ) обозначим аналогичный класс функций f ∈ L

(r)
2 , при любых

h ∈ R+, удовлетворяющих условию

1

h2

h∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt ≤ Φp(h).

Обозначим через t∗ величину аргумента, при котором функция (sin t/t) на R+ при-
нимает свое наименьшее значение. При этом t∗ – минимальный положительный
корень уравнения t = tg t (4, 49 < t∗ < 4, 51). Полагаем(

1− sin t

t

)
∗

:=

{
1− sin t

t
, если 0 < t ≤ t∗; 1− sin t∗

t∗
, если t∗ ≤ t <∞

}
. (3.2)
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Теорема 3.1. Пусть m,n, r ∈ N, 1/r ≤ p ≤ 2 и функция Φ при любых h ∈ R+

удовлетворяет условию

(
Φ(h)

Φ(π/n)

)p
≥ π

nh

nh∫
0

(
1− sin t

t

)mp/2
∗

dt

π∫
0

(
1− sin t

t

)mp/2
dt

. (3.3)

Тогда справедливы равенства

γ2n
(
W (r)
p (Ωm,Φ);L2

)
= γ2n−1

(
W (r)
p (Ωm,Φ);L2

)
= En−1

(
W (r)
p (Ωm,Φ)

)
=

=
1

2m/2

 1

π

π∫
0

(
1− sin t

t

)mp/2
dt


−1/p

n−rΦ(π/n),

где γn(·) – любой из приведенных выше n-поперечников. При этом множество ма-
жорант, удовлетворяющих условию (3.3), не пусто. Этому условию удовлетво-
ряет, например, функция

Φ∗(t) := tα/p, α := π ·


π∫

0

(
1− sin t

t

)mp/2
dt


−1

− 1.

Из элементарного неравенства

1− t

π
<

sin t

t
< 1−

(
t

π

)2

, 0 ≤ t ≤ π, (3.4)

сразу получаем границы значений α : mp/2 < α ≤ mp.
Теорема 3.2. Пусть m,n, r ∈ N, 1/r ≤ p ≤ 2 и функция Φ при любых h ∈ R+

удовлетворяет условию

(
Φ(h)

Φ(π/n)

)p
≥
( π
nh

)2
nh∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
∗

dt

π∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
dt

. (3.5)

Тогда справедливы равенства

γ2n−1

(
W̃ (r)
p (Ωm,Φ);L2

)
= γ2n

(
W̃ (r)
p (Ωm,Φ);L2

)
= En−1

(
W̃ (r)
p (Ωm,Φ)

)
=

=
1

2m/2

 1

π2

π∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
dt


−1/p

n−rΦ(π/n), (3.6)
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где γn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников. Множество мажорант
Φ, для которых выполняется условие (3.5), не пусто.

Отметим, что доказательство теорем 3.1 и 3.2 проводится по одной и той же
схеме рассуждений, а потому, не умаляя общности, приводим

Доказательство теоремы 3.2. Полагая в неравенстве (2.13) h = π/n, ϕ(t) ≡ t,

для произвольной f ∈ L(r)
2 запишем

En−1(f) ≤ 1

2m/2nr

 1

π2

π∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
dt


−1/p

×

×

n2

π2

π/n∫
0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt


1/p

. (3.7)

Из (3.7), учитывая определение класса W̃ (r)
p (Ωm,Φ) и соотношения (3.1), получаем

оценку сверху для проекционного n-поперечника

γ2n

(
W̃ (r)
p (Ωm,Φ);L2

)
≤ γ2n−1

(
W̃ (r)
p (Ωm,Φ);L2

)
≤

≤ d2n−1

(
W̃ (r)
p (Ωm,Φ);L2

)
≤ En−1

(
W̃ (r)
p (Ωm,Φ)

)
≤

≤ 1

2m/2

 1

π2

π∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
dt

−1/p n−rΦ(π/n). (3.8)

Для получения оценки снизу рассматриваемых n-поперечников вводим в рассмот-
рение шар

S2n+1
def
=

Tn ∈ F2n+1 : ‖Tn‖ ≤
1

2m/2

 1

π2

π∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
dt

−1/p n−rΦ(π/n)


и покажем, что S2n+1 ⊂ W̃

(r)
p (Ωm,Φ). Воспользуемся неравенством [10]

Ωp
m

(
T (r)
n , t

)
≤ 2mp/2nrp

(
1− sinnt

nt

)mp/2
∗
‖Tn‖p. (3.9)

Теперь для произвольного полинома Tn ∈ S2n+1 с учетом неравенства (3.9) и условия
(3.5) для любого h ∈ R+ получаем

1

h2

h∫
0

tΩp
m

(
T (r)
n , t

)
dt ≤ 2mp/2 · nrp‖Tn‖p ·

1

h2

h∫
0

t

(
1− sinnt

nt

)mp/2
∗

dt ≤

≤

 1

π2

π∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
dt


−1

Φp(π/n) · 1

(nh)2

nh∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
∗

dt ≤ Φp(h),
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а это и значит, что S2n+1 ⊂ W̃
(r)
p (Ωm,Φ). Отсюда, используя определение бернштей-

новского n-поперечника и учитывая (3.1), имеем

γ2n

(
W̃ (r)
p (Ωm,Φ);L2

)
≥ b2n

(
W̃ (r)
p (Ωm,Φ);L2

)
≥ b2n(S2n+1;L2) ≥

≥ 1

2m/2

 1

π2

π∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
dt


−1/p

n−rΦ(π/n). (3.10)

Равенство (3.6) получаем из сопоставления оценки сверху (3.8) и оценки снизу (3.10)
вышеперечисленных n–поперечников.

Покажем, что функция Φ0(t) = tα/p, где

α :=
π2

π∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
dt

− 2, (3.11)

удовлетворяет условию (3.5). Легко заметить, что число α удовлетворяет неравен-
ства

mp/2 < α < mp. (3.12)

В самом деле, воспользуясь левой частью неравенства (3.4), имеем

α >
π2

π∫
0

t

(
t

π

)mp/2
dt

− 2 = mp/2.

Если же воспользоваться правой частью неравенства (3.4), то получаем

α <
π2

π∫
0

t

(
t

π

)mp
dt

− 2 = mp.

Подставляя функцию Φ0 в соотношение (3.5), приходим к следующему неравенству:

(
nh

π

)α+2

≥

nh∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
∗

dt

π∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
dt

. (3.13)
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Полагая в (3.13) u def
= nh, где u ∈ [0,∞), имеем

uα+2 ≥

πα+2

u∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
∗

dt

π∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
dt

. (3.14)

Рассмотрим вспомогательную функцию

ψ(u) = uα+2 −

πα+2

u∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
∗

dt

π∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
dt

,

которую с учетом равенства (3.11) запишем в виде

ψ(u) = uα+2 − πα(α + 2)

u∫
0

t

(
1− sin t

t

)mp/2
∗

dt. (3.15)

Очевидно, для доказательства (3.14) нам достаточно показать, что при всех u ∈
[0,∞) функция ψ(u) ≥ 0. Будем отдельно рассматривать три случая:
а) 0 ≤ u ≤ π; б) π ≤ u < t∗; в) t∗ ≤ u <∞.

Пусть сначала 0 ≤ u ≤ π. В этом случае, используя неравенство 1 − sin t

t
≤ t2

6
,

0 ≤ t ≤ π, из (3.15) получаем

ψ(u) ≥ uα+2

(
1− πα(α + 2)ump−α

(mp+ 1)(
√

6)mp

)
. (3.16)

Из неравенств (3.12) и (3.16) сразу следует, что при u → 0+ функция ψ(u) при-
нимает положительные значения и стремится к нулю. Покажем, что на интервале
(0, π) функция ψ сохраняет знак. Предположим, что это не так. Тогда существует
ξ ∈ [0, π], при переходе аргумента u через которую функция ψ меняет знак. Так как
ψ(0) = ψ(π) = 0, то в силу хорошо известной теоремы Ролля производная первого
порядка

ψ
′
(u) = πα(α + 2)u

{(u
π

)α
−
(

1− sin t

t

)mp/2}
:= πα(α + 2)uψ∗(u)

должна иметь на (0, π) не менее двух различных нулей. Функция ψ∗(u) =
(u
π

)α
−(

1− sin t

t

)mp/2
подробно исследована в работе [17]. Там же показано, что эта функ-

ция в случаях а) и б) не меняет знак, и так как функция πα(α+ 2)u в этих случаях
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монотонно возрастает и положительная, то функция ψ
′
(u) в указанных случаях

сохраняет знак, и неравенство (3.14) для этих случаев выполняется.
Приступая к рассмотрению случая в), функцию ψ(u) с учетом определения

функции (3.2) представим в виде

ψ(u) = uα+2 − πα+2−

−πα(α + 2)


t∗∫
π

t

(
1− sin t

t

)mp/2
+ t∗

(
1− sin t∗

t∗

)mp/2
(u− t∗)

 . (3.17)

Из (3.17) сразу получаем

ψ
′
(u) = πα(α + 2)

{
u

t∗

(u
π

)α
−
(

1− sin t∗
t∗

)mp/2}
. (3.18)

По условию α > mp/2, а потому

ψ
′
(t∗) = πα(α + 2)

{(
t∗
π

)α
−
(

1− sin t∗
t∗

)mp/2}
> 0. (3.19)

Из (3.18) и (3.19) следует, что производная ψ′(u) на множество значений t∗ ≤ u <∞
является положительной, монотонно возрастающей функцией, и так как ψ(t∗) ≥ 0,
то функция ψ неотрицательна на указанном множестве и неравенство (3.14) имеет
место.
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The Exact Inequalities of Jackson–Stechkin Type and the
Width Values for Some Classes of Functions in L2 Space
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In this paper, some exact inequalities between the best approximations of periodic
differentiable functions with trigonometric polynomials and generalized moduli of the
continuity Ωm of m-th order in L2[0, 2π] space are found. Similar averaged characteristics
of function smoothness in studying the important problems in the constructive theory of
functions were considered by K.V. Runovskiy, E.A. Strogenko, V.G. Krotov, P. Osvald
and many others. For some classes of functions defined by indicated moduli of continuity
where the r-th derivatives are bounded by functions which satisfy certain constraints
were obtained the exact values of Bernstein, Gelfand, Kolmogorov, linear and projection
n-widths. Here is given an example of a majorant for which all the stated claims are
fulfilled.
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