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МОДЕЛИРОВАНИЕ И АНАЛИЗ ИНФОРМАЦИОННЫХ СИСТЕМ, ТОМ 30, № 3, 2023
с а й т ж у р н а л а : w w w . m a i s - j o u r n a l . r u
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В статье рассматривается новый вид зависимостей в базах данных, являющийся обобщением зависимостей вклю-
чения. Традиционно такие зависимости на практике используются для обеспечения ссылочной целостности.
При этом, ограничение устанавливается только между парой отношений, первое из которых называется главным,
второе — внешним. На практике ссылочную целостность часто требуется установить для большего числа отно-
шений, где в одном ограничении участвуют несколько главных и несколько подчиненных отношений. Такая
структура соответствует ультраграфу. В работе приведено обоснование обобщенных зависимостей включения,
учитывающих наличие неопределенных значений во внешних отношениях. На основе исследования свойств ти-
пизированных зависимостей получена система аксиом, для которой доказана непротиворечивость (надежность)
и полнота.
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Введение
Ссылочная целостность в базах данных (referential integrity) является реализацией бизнес-правил

в прикладной области, то есть отражает логику функционирования информационной системы
с использованием структурной целостности базы данных (БД). В современных системах управления
базами данных (СУБД) такие ограничения поддерживается за счет связей (relationship) на схеме БД.

В теории ссылочная целостность была формализована в виде зависимостей включения. Пробле-
ма развития теории зависимостей включения до сих пор вызывает интерес со стороны исследова-
телей, прежде всего с точки зрения взаимодействия с другими видами зависимостей в БД. Кроме
того, на практике появляются новые виды ссылочных ограничений целостности, которые требуют
исследования и встраивания их в общую теорию проектирования БД.

Пример 1. Рассмотрим пример схемы БД, в котором требуется объединить одной связью несколько
отношений. Пусть у некоторой фирмы есть два типа клиентов: собственные сотрудники и внешние
(сторонние) клиенты. Эти два типа клиентов не целесообразно объединять в один класс объектов,
поскольку у них различные атрибуты и различные правила обслуживания. Допустим, что фирма
предоставляет два вида услуг для своих клиентов: создание (и сопровождение) накопительных
счетов клиентов и регистрация (и исполнение) заказов клиентов. В следующем фрагменте схемы
БД фирмы представлены соответствующие отношения:
𝑅1 = Внутренние клиенты (№ клиента, № сотрудника),
𝑅2 = Внешние клиенты (№ клиента, ФИО клиента, Адрес клиента),
𝑅3 = Счета клиентов (№ счета, № клиента, Остаток средств),
𝑅4 = Заказы клиентов (№ заказа, № клиента, Содержание заказа),
где полужирным шрифтом выделены ключевые атрибуты отношений.

В примере 1 атрибут «№ клиента» является первичным ключом в отношениях 𝑅1 и 𝑅2. В отно-
шениях 𝑅3 и 𝑅4 этот атрибут является внешним ключом. Для представленных отношений должны
быть установлены ссылочные ограничения целостности: в отношении 𝑅3 атрибут «№ клиента»
может принимать только те значения, которые есть либо в 𝑅1 либо в 𝑅2. Аналогичная ситуация
для отношения 𝑅4, в котором атрибут «№ клиента» может принимать только те значения, которые
есть либо в 𝑅1 либо в 𝑅2. В общем случае совпадающие значения атрибута «№ клиента» могут
быть как в отношениях 𝑅1 и 𝑅2, так и в отношениях 𝑅3 и 𝑅4. Таким образом, все четыре отношения
должны быть объединены одним ограничением целостности, в котором 𝑅1 и 𝑅2 являются главными
отношениями, а отношения 𝑅3 и 𝑅4 — внешними. По структуре такое объединение является ребром
ультраграфа, в котором 𝑅1 и 𝑅2 являются входящими узлами, а 𝑅3 и 𝑅4 исходящими узлами.

В технологиях БД значения внешних ключеймогут принимать неопределенные значения (Null),
если они не являются компонентами первичного ключа. Для рассмотренного примера 1 это озна-
чает, что в отношении 𝑅3 атрибут «№ клиента» может принять неопределенное значение, напри-
мер, для остатка невостребованных средств. В отношении 𝑅4 атрибут «№ клиента» может принять
неопределенное значение для предзаказа. Если появляется необходимость замены неопределен-
ного значения, то соответствующее определенное значение атрибута «№ клиента» должно быть
выбрано в отношениях 𝑅1 или 𝑅2. Формальная теория должна учитывать данную ситуацию.

Формализацией представленного вида ссылочных ограничений целостности будем считать
обобщенные зависимости включения. В данной работе предложена система аксиом, соответствую-
щая свойствам обобщенных зависимостей включения. Для этой системы доказана полнота и непро-
тиворечивость. Представленная система аксиом является обобщением теории типизированных за-
висимостей включения при наличии неопределенных значений.
1. Связанные работы

Классическая теория проектирования реляционных баз данных основывается на четырех видах
зависимостей: функциональные зависимости, многозначные зависимости, зависимости соедине-
ния [1, 2], и зависимости включения [3]. Обозначим все множество атрибутов 𝑈 = {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛},
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на которых определены все отношения (таблицы) 𝑅𝑖 в БД, [𝑅𝑖] — схема отношения 𝑅𝑖 (атрибу-
ты, на которых определено отношение 𝑅𝑖 ), [𝑅𝑖] ⊆ 𝑈 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 , R = (𝑅1, 𝑅2, . . . , 𝑅𝑘 ) — БД, 𝑆 =

{[𝑅1], [𝑅2], . . . , [𝑅𝑘 ]} — схема БД без учета ограничений ссылочной целостности. В работе [3] приве-
дено следующее определение зависимостей включения.

Определение 1. Пусть 𝑅𝑖 и 𝑅 𝑗 — два отношения БД (возможно 𝑖 = 𝑗 ), заданы два множества𝑉 ⊆ [𝑅𝑖]
и 𝑊 ⊆ [𝑅 𝑗 ], для которых |𝑉 | = |𝑊 |, тогда соотношение на множествах кортежей 𝑅𝑖 [𝑉 ] ⊆ 𝑅 𝑗 [𝑊 ]
называется зависимостью включения.

В определении 1 |𝑉 | — кардинальность множества 𝑉 , 𝑅𝑖 [𝑉 ] — проекция (столбцы) отношения
𝑅𝑖 , соответствующие атрибутам 𝑉 . Зависимость включения является типизированной (typed), если
выполнено равенство 𝑉 =𝑊 , иначе — нетипизированной.

В работе [3] представлена система из трех аксиом зависимостей включения: рефлексивность,
проецированиеиперестановка, транзитивность.Относительно этих аксиомдоказанаполнота (непро-
тиворечивость очевидна). Неоднократно исследователями осуществлялись попытки построить сов-
местную систему аксиом для функциональных зависимостей и зависимостей включения. В ре-
зультате было получено, что полная аксиоматизация существует по отдельности для этих видов
зависимостей, тогда как совместная аксиоматизация отсутствует [3—5]. В некоторых частных слу-
чаях полная аксиоматизация [6, 7] была получена.

Исследования зависимостей включения и их взаимодействие с функциональными зависимо-
стями были проанализированы в работах [7—9]. В результате были сформулированы условия суще-
ствования нормальнойформы зависимостей включения (IDNF), в основе которой лежит нормальная
форма Бойса-Кодда (BKNF), дополненная условием ацикличности. Интерпретация зависимостей
включения в виде ориентированного графа и полиномиальный алгоритм поиска избыточных за-
висимостей представлены в работе [10].

В работе [11] рассматривается проблема взаимодействия функциональных зависимостей и зави-
симостей включения с частным случаем многозначных зависимостей, компоненты базиса которых
названы в статье независимыми атомами. Основной результат заключается в том, что как конечные,
так и неограниченные задачи выводимости для комбинированного класса атомов независимости,
унарных функциональных зависимостей и унарных зависимостей включения аксиоматизируемы
и разрешимы за полиномиальное время.

Заметим, что полная аксиоматизация необходима для определения выводимости ранее установ-
ленной зависимости. Это является основой для построения не избыточного и непротиворечивого
проекта БД.

Значительный объем исследований посвящен разработке алгоритмов поиска зависимостей
включения в существующей БД. Различные алгоритмы поиска зависимостей включения пред-
ставлены в работах [12—14]. В качестве источников информации используются свойства схемы БД,
например, первичный ключ одного отношения может быть внешним ключом в другом отноше-
нии. Кроме того, используются трудоемкие алгоритмы анализа сохраненных данных в БД, и даже
обработка входящих запросов. Такие алгоритмы дают неточные результаты, требующие дополни-
тельной проверки обнаруженных зависимостей включения. Их достоинство в том, что частично
автоматизируется процесс поиска зависимостей включения.

Полная автоматизация поиска зависимостей включения в общем случае нереализуема, посколь-
ку специфика бизнес-правил в прикладной области требует ручной корректировки. Улучшить каче-
ство и полноту построения зависимостей позволяют алгоритмы, которые используют определения
пороговых значений качества [15, 16].

Значительные усилия в настоящее время уделяется направлению поиска и анализа зависимо-
стей включения. Для этого используются алгоритмы проверки и диагностики соблюдения правил
описания семантики данных на основе так называемых бизнес-данных, в том числе при модифи-
кации структуры хранения данных и наличии неточных данных [17—21].
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Особое направление исследований посвящено наличие неопределенных значений в БД. Про-
блема выводимости при наличии неопределенных значений рассматривается в работах [22—24].
При этом неопределенные значения учитываются совместно для функциональных зависимостей
и зависимостей включения. Полная и непротиворечивая система аксиом получена только для част-
ного случая. Причиной для невозможности получения результатов в общем случае является взаи-
модействие функциональных зависимостей и нетипизированных зависимостей включения.

В данной работе рассматривается новый вид зависимостей - обобщенные типизированные за-
висимости включения. В работе [25] показано, что решение семантических проблем на этапе про-
ектирования БД позволяет избавиться от нетипизированных зависимостей включения. С учетом
отсутствия взаимодействия типизированных зависимостей включения с функциональными зави-
симостями появляется возможность построения неизбыточного и непротиворечивого проекта БД
в общем случае.
2. Предварительные сведения

В примере 1 общий атрибут «№ клиента» дублируется в качестве первичного ключа в отно-
шениях 𝑅1 и 𝑅2, и в качестве внешнего ключа в отношениях 𝑅3 и 𝑅4. Такой результат невозможно
получить, используя классическую теорию проектирования БД [1, 2], хотя необходимость такого
результата неоднократно отмечалась разработчиками БД. Это, отчасти, обуславливает критическое
отношение к классической теории проектирования БД. В работе [26] предложено решение ука-
занной проблемы за счет введения понятия области определения функциональной зависимости.
Для полноты формальных построений кратко рассмотрим полученные результаты.

В работе используется ранее введенное разделение значения Null на два значения: «не опреде-
лено» и «отсутствует». Для последнего значения предложен специальный маркер nov.

Определение 2. Пусть 𝑅 — произвольная реализация отношения на множестве атрибутов𝑈 и 𝑋 ⊆
𝑈 . Множество кортежей 𝑡 ∈ 𝑅 будем называть областью определения dom(𝑋 ) множества атрибутов
𝑋 , если 𝑡 [𝐴 𝑗 ] ≠ nov для всех атрибутов 𝐴 𝑗 ∈ 𝑋 .

Из определения 2 следуют очевидные свойства.

Свойство 1. Если 𝑋 = ∪𝑚
𝑖=1𝑋𝑖 , тогда dom(𝑋 ) = ∩𝑚

𝑖=1dom(𝑋𝑖).

Свойство 2. Пусть 𝑌 ⊆ 𝑋 , тогда dom(𝑋 ) ⊆ dom(𝑌 ).

Определение 3. Областью определения dom(𝑋 → 𝑌 ) функциональной зависимости 𝑋 → 𝑌 назы-
вается множество кортежей 𝑡 ∈ 𝑅, для которых 𝑡 [𝐴 𝑗 ] ≠ nov, если 𝐴 𝑗 ∈ 𝑋 ∪ 𝑌 , и для любой пары
кортежей 𝑡1, 𝑡2 ∈ dom(𝑋 → 𝑌 ), если 𝑡1 [𝑋 ] = 𝑡2 [𝑋 ], то 𝑡1 [𝑌 ] = 𝑡2 [𝑌 ].

Свойство 3. Если 𝐹 = {𝐹1, 𝐹2, . . . , 𝐹𝑘 } множество функциональных зависимостей, то

dom(𝐹 ) = ∩𝑘
𝑖=1dom(𝐹𝑖).

Свойство 4. Для любой зависимости 𝑋 → 𝑌 выполнено dom(𝑋 → 𝑌 ) = dom(𝑋 ) ∩ dom(𝑌 ).

На основе исследованных свойств была получена следующая система аксиом:

Аксиома. (Рефлексивность.) Если 𝑌 ⊆ 𝑋 ⊆ 𝑈 , то 𝑋 → 𝑌 и dom(𝑋 → 𝑌 ) = dom(𝑋 ).

Аксиома. (Пополнение.) Если 𝑋 → 𝑌 и 𝑍 ⊆ 𝑈 , то 𝑋𝑍 → 𝑌𝑍 и dom(𝑋𝑍 → 𝑌𝑍 ) = dom(𝑋 ) ∩ dom(𝑌 ) ∩
dom(𝑍 ).

Аксиома. (Транзитивность.) Если 𝑋 → 𝑌 и 𝑌 → 𝑍 , то 𝑋 → 𝑍 и dom(𝑋 → 𝑍 ) = dom(𝑋 ) ∩ dom(𝑍 ).
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Для представленной системы аксиом доказана полнота и непротиворечивость (надежность). Ос-
новное достоинство данной системы в том, что она является истинным обобщением классической
системы аксиом [1]: если область определения зависимостей будет совпадать со всей прикладной
областью (отсутствует значение nov), то предложенная система будет совпадать с классической. Кро-
ме того, в [26] рассмотрены алгоритмы построения замыкания множества атрибутов и построения
минимального покрытия множества функциональных зависимостей с доказательством их коррект-
ности.

Использование областей определения функциональных зависимостей согласуется с синтетиче-
ским подходом к формированию схемы БД [1] на основе минимального покрытия множества функ-
циональных зависимостей. Отличие заключается только в том, что объединяемыефункциональные
зависимости должны иметь не только совпадающие левые части (детерминанты), но совпадающие
области определения. Результат применения такого подхода продемонстрирован в примере 1. После
формирования отношений указанным способом возникает вопрос об установлении между ними
условий ссылочной целостности. Рассмотренный далее материал позволяет дать ответ на постав-
ленный вопрос.
3. Основы формальной теории обобщенных зависимостей включения

Типизированные зависимости включения, удовлетворяющие определению 1, не учитывают
неопределенные значения. Для сопоставления неопределенных значений рассмотрим условие со-
ответствия кортежей [25], которое является аналогом частичного порядка.

Определение 4. Кортеж 𝑡𝑖 [𝑋 ] соответствует кортежу 𝑡 𝑗 [𝑋 ] на множестве атрибутов 𝑋 (𝑡 𝑗 [𝑋 ] 4
𝑡𝑖 [𝑋 ]), если 𝑡𝑖 [𝐴𝑙 ] ≠ Null, тогда 𝑡 𝑗 [𝐴𝑙 ] = 𝑡𝑖 [𝐴𝑙 ] или 𝑡 𝑗 [𝐴𝑙 ] = Null; если 𝑡𝑖 [𝐴𝑙 ] = Null, тогда 𝑡 𝑗 [𝐴𝑙 ] = Null
для любого атрибута 𝐴𝑙 ∈ 𝑋 .

Свойство соответствия, заданное в определении 4, является транзитивным. А это означает,
что справедливо следующее утверждение: если 𝑡 𝑗 [𝑋 ] 4 𝑡𝑖 [𝑋 ] и 𝑡𝑖 [𝑋 ] 4 𝑡𝑚 [𝑋 ], тогда 𝑡 𝑗 [𝑋 ] 4 𝑡𝑚 [𝑋 ].
На основе данного свойства в работе [25] дано определение типизированной зависимости включе-
ния.

Определение 5. Типизированная зависимость включения 𝜎 = 𝑅 𝑗 [𝑋 ] ( 𝑅𝑖 [𝑋 ] между главным
отношением 𝑅𝑖 [𝑋 ] и внешним отношением 𝑅 𝑗 [𝑋 ] по атрибутам 𝑋 выполнена, если для любого
кортежа 𝑡 𝑗 [𝑋 ] ∈ 𝑅 𝑗 [𝑋 ] имеется соответствующий кортеж 𝑡𝑖 [𝑋 ] в отношении 𝑅𝑖 [𝑋 ].

Рассмотрим обобщение зависимостей включения, представленных в примере 1. Для этого будем
использовать запись𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 , где𝑊 —множество внешних отношений зависимости,𝑉 —множе-
ство главных отношений зависимости. Справа и слева зависимости подразумевается один и тот же
набор атрибутов 𝑋 , поэтому для краткости будем указывать его только слева.

Определение 6. Обобщенная типизированная зависимость включения 𝜎 =𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 между глав-
ными отношениями𝑉 и внешними отношениями𝑊 по атрибутам 𝑋 выполнена, если для каждого
отношения 𝑅𝑖 ∈𝑊 и каждого кортежа 𝑡𝑖 ∈ 𝑅𝑖 существует отношение 𝑅 𝑗 ∈ 𝑉 и существует соответ-
ствующий кортеж 𝑡 𝑗 ∈ 𝑅 𝑗 , то есть выполнено условие: 𝑡𝑖 [𝑋 ] 4 𝑡 𝑗 [𝑋 ].

С учетом введенных обозначений и определений зависимость в примере 1 будет иметь вид:
{𝑅3, 𝑅4}[𝑋 ] ( {𝑅1, 𝑅2}, где 𝑋 — атрибут «№ клиента». Очевидно, что обычные (бинарные) зависи-
мости включения являются частным случаем зависимостей в определении 6, когда справа и слева
присутствует только по одному отношению.

Пусть Σ—множество обобщенных типизированных зависимостей включения, определенных
на схеме БД, а 𝜎 — произвольная обобщенная типизированная зависимость включения (далее будем
использовать краткий термин «зависимость»). Возможно, что 𝜎 является элементом множества Σ.
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Определение 7. Зависимость 𝜎 является логическим следствиеммножества зависимостей 𝜎 (Σ � 𝜎),
если все допустимые реализации БД, удовлетворяющие зависимостям Σ, также удовлетворяют
зависимости 𝜎 . В этом случае зависимость 𝜎 будем называть выполнимой.

Заметим, что в соответствии с определением 7 все зависимости в Σ являются выполнимыми.
Исследование свойств зависимостей позволили сформировать следующую систему аксиом:

Аксиома 1. (Рефлексия.) Если𝑊 ⊆ 𝑉 , тогда𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 .

Аксиома 2. (Проекция.) Если𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 и 𝑌 ⊆ 𝑋 , тогда𝑊 [𝑌 ] ( 𝑉 .

Аксиома 3. (Объединение.) Если𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 и 𝑆 [𝑋 ] ( 𝑉 , тогда {𝑊 ∪ 𝑆}[𝑋 ] ( 𝑉 .

Аксиома 4. (Транзитивность.) Если𝑊 [𝑋 ] ( 𝑆 и 𝑆 [𝑋 ] ( 𝑉 , тогда𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 .

Здесь 𝑉 ,𝑊 , 𝑆 —множества отношений (таблиц) БД; 𝑋 , 𝑌 —множества атрибутов.
Аксиомы 1–4 могут быть использованы в качестве правил вывода. Так, из системы аксиом

следует правило, которое далее будет использоваться:

если𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 и 𝑆 ⊆𝑊, тогда 𝑆 [𝑋 ] ( 𝑉 . (1)

Действительно, из условия 𝑆 ⊆ 𝑊 по аксиоме 1 следует зависимость 𝑆 [𝑋 ] ( 𝑊 . Затем по аксио-
ме транзитивности 4 будет получена зависимость 𝑆 [𝑋 ] ( 𝑉 . Правило (1) далее будет называться
правилом декомпозиции.

Определение 8. Зависимость 𝜎 выводима из множества зависимостей Σ за счет применения акси-
ом 1–4, если за конечное число шагов будет получена зависимость 𝜎 . Далее будем писать Σ ` 𝜎 .

Рассмотрим обоснование надежности (непротиворечивости) представленной системы аксиом.
Для этого необходимо показать выполнимость зависимости 𝜎 , если она выводима из множества Σ
с использованием системы аксиом: Σ ` 𝜎 ⇒ Σ � 𝜎 .

Теорема 1. (Надежность.) Система аксиом 1–4 надежна.

Доказательство. Покажем надежность каждой из аксиом по отдельности.
Аксиома 1. Рассмотрим произвольный кортеж 𝑡 , принадлежащий, по крайней мере, одному

из отношений 𝑅𝑖 множества𝑊 : 𝑡 ∈ 𝑅𝑖 . Поскольку𝑊 ⊆ 𝑉 , то 𝑅𝑖 ∈ 𝑉 . По определениям 4 и 5 кортеж
𝑡 [𝑋 ] соответствует самому себе для произвольного множества атрибутов 𝑋 ⊆ [𝑅𝑖], что доказывает
выполнимость зависимости, полученной за счет рефлексии.

Аксиома 2. Пусть отношение 𝑅𝑖 ∈ 𝑊 и кортеж 𝑡𝑖 ∈ 𝑅𝑖 . Поскольку выполнена зависимость
𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 , то существует отношение 𝑅 𝑗 ∈ 𝑉 и кортеж 𝑡 𝑗 ∈ 𝑅 𝑗 такой, что 𝑡𝑖 [𝑋 ] 4 𝑡 𝑗 [𝑋 ]. Поскольку
𝑌 ⊆ 𝑋 , то 𝑡𝑖 [𝑌 ] 4 𝑡 𝑗 [𝑌 ], что доказывает выполнимость𝑊 [𝑌 ] ( 𝑉 . Следовательно, аксиома 2 надежна.

Аксиома 3. Пусть отношение 𝑅𝑖 ∈ 𝑊 и произвольный кортеж 𝑡𝑖 ∈ 𝑅𝑖 . Поскольку выполнена
зависимость 𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 , то существует отношение 𝑅 𝑗 ∈ 𝑉 и кортеж 𝑡𝑖 ∈ 𝑅 𝑗 . Пусть отношение
𝑅𝑙 ∈ 𝑆 и кортеж 𝑡𝑙 ∈ 𝑅𝑙 . Поскольку имеет место зависимость 𝑆 [𝑋 ] ( 𝑉 , то существует отношение
𝑅𝑝 ∈ 𝑉 и кортеж 𝑡𝑙 ∈ 𝑅𝑝 . После объединения множеств𝑊 и 𝑆 условия на кортежи 𝑡𝑖 и 𝑡𝑙 останутся
без изменений и не будут противоречить зависимости {𝑊 ∪ 𝑆}[𝑋 ] ( 𝑉 , что доказывает надежность
аксиомы 3.

Аксиома4. Рассмотримпроизвольныйкортеж 𝑡𝑖 ∈ 𝑅𝑖 , где отношение𝑅𝑖 принадлежитмножеству
𝑊 . Тогда во множестве 𝑆 должно присутствовать отношение 𝑅 𝑗 и кортеж 𝑡 𝑗 ∈ 𝑅 𝑗 , для которого
выполнено: 𝑡𝑖 [𝑋 ] 4 𝑡 𝑗 [𝑋 ]. Поскольку выполнена зависимость 𝑆 [𝑋 ] ( 𝑉 , то существует отношение
𝑅𝑙 , принадлежащее множеству 𝑉 , и существует кортеж 𝑡𝑙 ∈ 𝑅𝑙 : 𝑡 𝑗 [𝑋 ] 4 𝑡𝑙 [𝑋 ]. Поскольку операция 4
удовлетворяет условию транзитивности, то 𝑡𝑖 [𝑋 ] 4 𝑡𝑙 [𝑋 ] и, следовательно, аксиома 4 надежна. �
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Замечание. Для обоснования корректности последующих построений необходимо обсудить свой-
ства, которые не выполнены для обобщенных зависимостей включения. Так, объединение двух (и
более) правых частей зависимостей, даже если они имеют непустое пересечение, но не совпадают
друг с другом, не является эквивалентным преобразованием:

𝑊 [𝑋 ] ( 𝑆 и𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 не эквивалентно𝑊 [𝑋 ] ( {𝑆 ∪𝑉 },

если 𝑆 * 𝑉 и 𝑉 * 𝑆 . Допустим, что 𝑅𝑖 ∈ 𝑆 и 𝑅𝑖 ∉ 𝑉 . Тогда в зависимости𝑊 [𝑋 ] ( {𝑆 ∪ 𝑉 } отсут-
ствует необходимость принадлежности кортежей 𝑊 одному из отношений 𝑉 , что противоречит
зависимости𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 . Аналогично доказывается утверждение:

𝑊 [𝑋 ] ( 𝑆 не следует𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 , если 𝑉 ⊂ 𝑆.

Из этого можно сделать вывод, что правая часть обобщенной зависимости включения не допускает
удаления отношений.

Докажем полноту системы аксиом 1–4 на основе ранее полученных свойств.

Теорема 2. (Полнота.) Система аксиом 1–4 полна.

Доказательство. При доказательстве полноты требуется показать выводимость Σ ` 𝜎 зависимости
𝜎 =𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 , если зависимость 𝜎 выполнима: Σ � 𝜎 .

Предварительно преобразуем множество зависимостей Σ к виду с различными правыми частя-
ми: зависимости𝑊𝑖 [𝑋 ] ( 𝑉𝑖 и𝑊𝑗 [𝑋 ] ( 𝑉𝑗 заменим зависимостью {𝑊𝑖 ∪𝑊𝑗 }[𝑋 ] ( 𝑉𝑖 , если 𝑉𝑖 = 𝑉𝑗 .
Из правила декомпозиции (1) следует, что полученноемножество зависимостей будет эквивалентно
исходному множеству Σ.

Прежде чем рассматривать выводимость зависимости 𝜎 , надо найти необходимое и достаточное
условие ее выполнимости. Рассмотрим последовательность зависимостей:

𝑊 [𝑌0] ( 𝑉0

𝑊1 [𝑌1] ( 𝑉1
...

𝑊𝑝 [𝑌𝑝] ( 𝑉

(2)

где 𝑋 ⊆ 𝑌𝑖 , 𝑖 = 0, 𝑝 , и для любого 𝑉𝑖 , где 𝑖 = 0, 𝑝 − 1, выполнено условие 𝑉𝑖 ⊆𝑊𝑖+1.
Покажем достаточность наличия последовательности (2) для выполнимости 𝜎 . Пусть кортеж

𝑡 принадлежит, по крайней мере, одному из отношений множества 𝑊 . Зависимость 𝑊 [𝑌0] ( 𝑉0
гарантирует наличие кортежа 𝑡0 в некотором отношении множества 𝑉0, для которого выполнено:
𝑡 [𝑌0] 4 𝑡0 [𝑌0]. Из условия 𝑋 ⊆ 𝑌0 следует, что 𝑡 [𝑋 ] 4 𝑡0 [𝑋 ]. Поскольку 𝑉0 ⊆ 𝑊1, то кортеж 𝑡0
принадлежит некоторому отношению множества 𝑊1. Аналогичные рассуждения для остальных
зависимостей последовательности гарантируют наличие кортежа 𝑡𝑝 в отношении множества 𝑉 ,
для которого, с учетом свойства транзитивности операции 4, выполнено 𝑡 [𝑋 ] 4 𝑡𝑝 [𝑋 ]. Полученное
соотношение доказывает выполнимость зависимости 𝜎 .

Для обоснования необходимости (2) предположим, что существует кортеж 𝑡 ∈𝑊 ине существует
кортеж𝑢 ∈ 𝑉 , для которыхбылобывыполненоусловие 𝑡 [𝑋 ] 4 𝑢 [𝑋 ]. Нарушениечастичногопорядка
может произойти в какой-либо зависимости последовательности, либо при переходе от одной
зависимости к другой. Рассмотрим текущую зависимость 𝑊𝑖 [𝑌𝑖] ( 𝑉𝑖 . При этом возможны два
варианта:

A) 𝑋 * 𝑌𝑖 . В этом случае атрибуты 𝑋 \ 𝑌𝑖 в кортежах отношений множества 𝑉𝑖 могут нарушить
условие частичного порядка 4, которое будет повторяться в последующих зависимостях по-
следовательности (2). Таким образом, будет найдена реализация БД, в которой выполнены
зависимости Σ и не выполнена 𝜎 .
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B) Не выполнено условие 𝑉𝑖 ⊆ 𝑊𝑖+1. Тогда существует отношение 𝑅 𝑗 ∈ 𝑉𝑖 и 𝑅 𝑗 ∉ 𝑊𝑖+1. Отноше-
ние 𝑅 𝑗 может содержать кортеж 𝑡 𝑗 , для которого выполнено 𝑡 [𝑋 ] 4 𝑡 𝑗 [𝑋 ], но в последующих
зависимостях допускается отсутствие кортежей 𝑡𝑙 , удовлетворяющих частичному порядку
𝑡 [𝑋 ] 4 𝑡𝑙 [𝑋 ], поскольку 𝑅 𝑗 ∉𝑊𝑖+1. Следовательно, найдена реализация БД, в которой выпол-
нены зависимости Σ и не выполнена 𝜎 .

Рассмотренные варианты доказывают необходимость наличия последовательности (2).
Рассмотрим выводимость зависимости 𝜎 . После объединения зависимостей с совпадающей пра-

вой частью будут получены выводимые зависимости, что гарантируется аксиомой 3. Зависимость
𝑊𝑖 [𝑋 ] ( 𝑉𝑖 выводима из зависимости 𝑊𝑖 [𝑌𝑖] ( 𝑉𝑖 по аксиоме 2, если 𝑋 ⊆ 𝑌𝑖 , 𝑖 = 0, 𝑝 . Посколь-
ку выполнено условие 𝑉𝑖 ⊆ 𝑊𝑖+1, 𝑖 = 0, 𝑝 − 1, то по аксиоме 1 выполнено 𝑉𝑖 [𝑋 ] ( 𝑊𝑖+1. Заметим,
что все отношения, участвующие в зависимости, определены на атрибутах 𝑋 . Далее, используя
аксиому транзитивности 4, получаем выводимость𝑊𝑖 [𝑋 ] ( 𝑉𝑖+1. Так как это верно для 𝑖 = 0, 𝑝 − 1,
то последовательное применение аксиомы 4 дает результат𝑊 [𝑋 ] ( 𝑉 . �

Аксиомы 1–4 одновременно являются правилами вывода для обобщенных зависимостей вклю-
чения. Использование их для поиска выводимых зависимостей позволит сократить количество
выполнимых зависимостей, для поддержания которых на практике требуется дополнительная па-
мять и время.
Заключение

В работе рассмотрено обобщение зависимостей включения, которое позволяет объединять од-
ним ограничением целостности сразу несколько отношений БД. Возможно расширение ограниче-
ний за счет использования не типизированных зависимостей. Однако, анализ использования таких
ограничений [25] показывает, что они являются следствием нерешенных семантических проблем
на этапе проектирования БД. Действительно, ссылочная целостность, установленная между неод-
нородными атрибутами, формально соответствует нетривиальной функциональной зависимости.
Такие зависимости должны быть использованы при проектировании структуры логических за-
писей на схеме БД, а не в виде ссылочной целостности. Кроме того, типизированные зависимо-
сти включения формально соответствуют тривиальным функциональным зависимостям, которые
не используются при формировании схемы БД. Следовательно, не появляется проблема взаимо-
действия зависимостей включения и функциональных зависимостей.

Рассмотренная в данной работе система аксиомне ограничивается условием ацикличности и ко-
личеством атрибутов, входящих в зависимости. Это делает предложенный подход универсальным.
Далее предполагается исследовать проблему поиска избыточных зависимостей за счет выводимо-
сти.
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