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�e problem of locating a service center for technical systems with known values of failure �ows is considered. �is problem
was solved using the minisum algorithm of graph theory. �e dependence of the system availability factor on the average
time between failures and the average recovery time of the system elements is obtained. It is shown that the optimal location
of the maintenance point is the median of the graph located at one of its vertices.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ И АНАЛИЗ ИНФОРМАЦИОННЫХ СИСТЕМ, ТОМ 30, № 3, 2023
с а й т ж у р н а л а : w w w . m a i s - j o u r n a l . r u

DISCRETE MATHEMATICS IN RELATION TO COMPUTER SCIENCE

Применение алгоритма поиска внешней медианы графа в задачах
определения надежности технических систем
В. Б. Тихонов1, Ю. А. Плакса1, С. А. Курочкина1, Н. А. Прусова1
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Научная статья После доработки 7 августа 2023 г.
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Рассмотрена задача о размещении центра обслуживания технических систем при известных значениях пото-
ков отказов. Даная задача решалась с помощью минисуммного алгоритма теории графов. Получена зависимость
коэффициента готовности системыот среднего временинаработкимежду отказамии среднего времени восстанов-
ления элементов системы. Показано, что оптимальнымместом расположения пункта технического обслуживания
является медиана графа, расположенная в одной из его вершин.

Ключевые слова: неориентированный взвешенный граф; минисуммный алгоритм; вершина графа; медиана
графа; передаточное число; центр технического обслуживания; показатель надежности.
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Обычно в теории надежности графы используются для иллюстрации алгоритмов восстановле-
ния технических систем [1]. Однако есть ряд задач, использующих графы для определения опти-
мального или рационального размещения центров технического обслуживания, решение которых
позволяет обеспечить более высокую надежность этих систем.

В практических приложениях часто возникает необходимость решения задачи планирования
и расположения центров обслуживания. Впервые задача о размещении объектов была сформули-
рована в XVII веке, получившая впоследствии название задачи Вебера [2]. Геометрическое решение
данной задачи для треугольника было представлено Э. Торричелли [3]. Во второй половине XX
века задача решена численно методом наименьших квадратов [3]. В настоящее время проблема
поиска оптимального места размещения объектов остается актуальной: для определения места
расположения баз снабжения, коммутаторов в телефонной сети, подстанций в электросетях и т. д.
Современные задачи оптимального размещения можно разделить на два типа: задачи о разме-
щении взаимосвязанных объектов [4—6] и задачи размещения-распределения. Ко второму случаю
относятся, в частности, задачи о p-медиане и размещения с предпочтениями клиентов. Для описа-
ния моделей задач размещения используется различный математический аппарат, методы реше-
ния определяются характеристиками модели. Так для поиска решения задачи о p-медиане в [7—9]
применяется метод целочисленного линейного программирования, формулировка сводится к зада-
че о паре матриц распределения. Такой подход к решению задачи размещения распространенный,
но предполагает математическую определенность переменных величин и их ограниченное количе-
ство. Как и в случае других NP-полных задач, при оптимальном поиске прибегают к приближенным
инструментам, например, в [10] рассматривается алгоритм наискорейшего спуска для нахождения
локального оптимума. Но приближенныеметоды имеют ряд недостатков, один их них — отсутствие
эффективной точной процедуры решения. Полиномиальные приближенные алгоритмы решения
представлены и в [11], в работе проведен также вероятностный анализ задачи размещения, а рас-
стояния между вершинами графов определяются как случайные величины с одинаковой функцией
распределения. Параметры задачи могут быть описаны не только количественными характеристи-
ками, но и качественными. В [12] рассмотрена однокритериальная минисуммная задача размеще-
ния центра обслуживания в сети дорог, где переменная является лингвистической, то есть может
иметь как количественную оценку, так и описывать качественные понятия. В том числе различ-
ную смысловую нагрузку может нести и термин «объект». Таким образом, задача о размещении
пунктов обслуживания, в которых требуется расположить пункт обслуживания на графе так, чтобы
сумма кратчайших расстояний от этого пункта до вершин графа была бы минимально возможной,
имеет обширную сферу практического применения, в том числе и военно-прикладную.

С точки зрения эксплуатацииизделий, какфункциональной, таки технической, любуюсложную
техническую систему по своей структуре можно рассматривать как распределеннуюиерархическую
систему, которая состоит из пространственно-разнесенных между собой элементов, размещение
на местности и функционирование которых подчинено достижению одной общей цели.

Комплексным показателем надежности технических систем является коэффициент готовности,
который показывает вероятность того, что объект окажется в работоспособном состоянии в произ-
вольныймомент времени, кроме планируемых периодов, в течение которых эксплуатация системы
не предусмотрена [13]. Он определяется по формуле:

𝐾Г =
𝑇𝑜

𝑇𝑜 +𝑇в
, (1)

где 𝑇𝑜 — среднее время наработки между отказами системы, 𝑇в — среднее время восстановления
системы.

Формула (1) показывает, что требуемое значение коэффициента готовности напрямую зависит
от работоспособности изделий. Для ее обеспечения могут быть использованы центры техниче-
ского обслуживания, размещение которых существенно влияет на среднее время восстановления.
Снижение времени доставки неисправных элементов в ремонтный орган и обратно или выезда
сервисной бригады к отказавшему элементу технической системы позволяет повысить значение
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Fig. 1. Loading scheme of vertices and edges
of a graph

Рис. 1. Схема нагружения вершин и ребер графа

коэффициента готовности. Поэтому актуальной является задача размещения центра технического
обслуживания таким образом, чтобы обеспечить максимальное значение коэффициента готовности
технической системы, и, следовательно, максимальную эффективность ее применения.

Выше было отмечено, что для решения задач подобного рода может быть использована тео-
рия графов [14]. Наиболее близким к предлагаемому решению является минисуммный алгоритм
размещения, обеспечивающий поиск медианы графа — вершины, сумма взвешенных расстояний
от которой до остальных вершин минимальна. Суть метода заключается в следующем [14].

Пусть дан неориентированный граф 𝐺 = (𝑋, 𝑅), где 𝑋 —множество вершин, а 𝑅 —множество
ребер. Для каждой 𝑖-й вершины графа вводится понятие передаточного числа:

𝜎 (𝑥𝑖) =
∑︁
𝑥 𝑗 ∈𝑋

𝜈 𝑗 𝑑 (𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 ) =
∑︁
𝑥 𝑗 ∈𝑋

𝜈 𝑗 𝑑 (𝑥 𝑗 , 𝑥𝑖), (2)

где 𝜈 𝑗 — вес 𝑗-й вершины, 𝑑 (𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 ) — кратчайшее расстояние между 𝑖-й и 𝑗-й вершинами. Вершина
𝑥0, для которой 𝜎 (𝑥0) = min[𝜎 (𝑥𝑖)], где 𝑥𝑖 ∈ 𝑋 , является медианой графа.

Если рассматривать территориально распределенную техническую систему в качестве множе-
ства элементов, неделимых на данном уровне иерархии, то такое множество можно представить
в виде неориентированного взвешенного графа. Тогда в качестве множества вершин будет высту-
пать множество элементов технической системы, размещенных на местности, а в качестве мно-
жества ребер можно рассматривать маршруты транспортной сети для перемещения необходимых
ресурсов (элементов замены, сервисных бригад) для восстановления изделий между пунктами
их размещения. Вес ребер будет определяться минимальным временем доставки этих ресурсов
по данному маршруту 𝑡д(𝑥 𝑗 , 𝑥𝑖).

На практике, чаще всего, элементы технической системы неравнозначны, объединены в подси-
стемы и вносят различный вклад в формирование ее надежности. Этот вклад определяется крите-
риями отказа, как самих элементов и подсистем, так и технической системы в целом. При этом, в со-
ответствии с выражением (1), надежность каждого элемента технической системы характеризуется
двумя величинами:𝑇𝑜 и𝑇в. Поэтому каждая вершина графа данной системы, вообще говоря, должна
быть взвешена двумя весами —𝑇𝑜 и 𝑇в. Но 𝑇𝑜 не зависит от времени транспортировки элемента за-
мены между вершинами графа, а 𝑇в зависит. Следовательно, при решении задачи об оптимальном
размещении центра технического обслуживания вершины достаточно нагрузить весами, равными
𝑇в. Схема нагружения вершин и ребер графа представлена на рис. 1.

Величина 𝑇в для каждой вершины складывается из 𝑡в — времени выполнения мероприятий
восстановления элемента системы, находящегося в 𝑗-й вершине, которое не зависит от места распо-
ложения центра технического обслуживания (время диагностирования, время замены блока и т.п.);
𝑡д — времени доставки отказавшего элемента замены из 𝑗-й вершины в 𝑖-ю вершину, которое опре-
деляетсяместоположениемвершин, и равного ему временидоставки отремонтированного элемента
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замены из 𝑖-й вершины в 𝑗-ю вершину (время обратного пути); 𝑡p — времени ремонта отказавшего
элемента замены 𝑗-го изделия в центре технического обслуживания. В результате получим:

𝑇в𝑗 = 𝑡в𝑗 + 2𝑡д(𝑥 𝑗 , 𝑥𝑖) + 𝑡𝑝 𝑗
, (3)

Поскольку и 𝑡в, и 𝑡𝑝 инвариантны к размещению пункта обслуживания, то выражение (3) может
быть записано как:

𝑇в𝑗 = 𝑓 (𝑡д(𝑥 𝑗 , 𝑥𝑖)), (4)

где 𝑓 (𝑡д(𝑥 𝑗 , 𝑥𝑖)) — некоторая функция минимального времени доставки, определяемая условиями
конкретной задачи.

В результате критерий оптимальности размещения центра технического обслуживания можно
представить, как некоторую функцию местоположения вершин. Тогда обобщенное передаточное
число для 𝑖-й вершины графа можно представить в следующем виде:

𝜎 (𝑥𝑖) =
∑︁
𝑥 𝑗 ∈𝑋

𝐹 [𝑡д(𝑥 𝑗 , 𝑥𝑖)] . (5)

В формуле (5) предполагается, что каждый элемент суммы, образующей передаточное число,
в соответствии с формулой (2) равный произведению весов вершин 𝑇в и времен доставки ресурсов
𝑡д(𝑥 𝑗 , 𝑥𝑖) будет в конечном счете определятся минимальным временем доставки 𝑡д(𝑥 𝑗 , 𝑥𝑖) и факти-
чески являться некоторой функцией 𝐹 этой величины.

Таким образом, для решения задачи необходимо найти такую вершину на графе, для которой
обобщенное передаточное число примет минимальное значение: 𝜎 (𝑥0) = min[𝜎 (𝑥 𝑗 )], где 𝑥 𝑗 ∈ 𝑋 .
Как показано вметоде внешнеймедианы графа [14] такая точка будет находиться в однойиз вершин
графа.

Пусть имеем техническую систему, состоящую из 𝑁 элементов. Если при отказе любого одного
элемента из𝑁 происходит отказ системы, то системуможнопредставить в виде системыс основным
соединением [15]. В некоторых системах допускается отказ 𝑚 элементов из 𝑁 , где 𝑚 ≥ 1. В этом
случае можно говорить о системе с нагруженным резервом и неограниченным восстановлением.
Показатели надежности таких систем рассчитываются по формулам [15]:

𝑇𝑜 =

1 +
𝑚∑
𝑘=1

∑
|𝐵 |=𝑘

∏
𝑗 ∈𝐵

𝑇в𝑗
𝑇𝑜𝑗∑

|𝐵 |=𝑚

∏
𝑗 ∈𝐵

𝑇в𝑗
𝑇𝑜𝑗

∑
𝑙 ∈𝐴

1
𝑇𝑜𝑗

, 𝑇𝐵 =

∑
|𝐵 |=𝑚+1

∏
𝑗 ∈𝐵

𝑇в𝑗
𝑇𝑜𝑗∑

|𝐵 |=𝑚

∏
𝑗 ∈𝐵

𝑇в𝑗
𝑇𝑜𝑗

∑
𝑙 ∈𝐴

1
𝑇𝑜𝑗

, (6)

где m— количество избыточных элементов в системе;
𝐵 —множество номеров отказавших (восстанавливаемых) элементов системы;
𝐴—множество номеров работоспособных элементов системы;
|𝐵 | —мощность (число элементов) множества 𝐵, |𝐵 | + |𝐴| = 𝑁 ;∑𝑚

𝑘=1 — сумма, включающая 𝑘-e уровни графа состояний системы, 𝑘 = 1,𝑚 ;∑
|𝐵 |=𝑘 ,

∑
|𝐵 |=𝑚 ,

∑
|𝐵 |=𝑚+1 — сумма, включающая все состояния 𝑘-го, 𝑚-го, (𝑚 + 1)-го уровня графа

состояний системы соответственно.
С учетом выражений (1) и (6) получим формулу для расчета коэффициента готовности 𝑚/𝑁

системы:

𝐾Г =

1 +
𝑚∑
𝑘=1

∑
|𝐵 |=𝑘

∏
𝑗 ∈𝐵

𝑇в𝑗
𝑇𝑜𝑗

1 +
𝑚∑
𝑘=1

∑
|𝐵 |=𝑘

∏
𝑗 ∈𝐵

𝑇в𝑗
𝑇𝑜𝑗

+ ∑
|𝐵 |=𝑚+1

∏
𝑗 ∈𝐵

𝑇в𝑗
𝑇𝑜𝑗

. (7)
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Обозначим элементы в выражении (7) следующим образом:

𝐴1 = 1 +
𝑚∑︁
𝑘=1

∑︁
|𝐵 |=𝑘

∏
𝑗 ∈𝐵

𝑇в𝑗

𝑇𝑜 𝑗

, 𝐴2 =
∑︁

|𝐵 |=𝑚+1

∏
𝑗 ∈𝐵

𝑇в𝑗

𝑇𝑜 𝑗

. (8)

Тогда 𝐾Г = 𝐴1/(𝐴1 +𝐴2).
Исходя из вышеизложенного, можно сказать, что коэффициент готовности технической систе-

мы обратно пропорционален выражению 𝐴2. Выражение для 𝐴2 (см. выражение (8)) представляет
собой сумму произведений взвешенных средних времен восстановления элементов системы, кото-
рые определяются весами ребер графа (минимальными временами доставки).

Следовательно, в этом случае коэффициент готовности технической системы будет обратно
пропорционален сумме взвешенных времен доставки из 𝑖-го элемента в центр технического обслу-
живания имедиана графа будет находиться в однойиз его вершин. Таким образом, для определения
местоположения центра технического обслуживания можно применить минисуммный алгоритм
на графах, заменив передаточное число (2) на обобщенное передаточное число (5).

Данный метод был использован для определения местоположения центра технического обслу-
живания группировки средств противовоздушной обороны.
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