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The problem of stability of the equilibrium state in a laser system with fast oscillating coefficients is considered. A sys-

tem averaged over fast oscillations and with a distributed delay is constructed. Critical cases in the problem of the stability

of the equilibrium state are singled out. It is shown that the threshold value of the feedback coefficient at which the equi-

librium state becomes unstable increases due to rapid oscillations compared to the corresponding value in the absence

of modulation. In critical cases, normal forms are constructed — equations for the slowly varying amplitude of the periodic

solutions. The conditions for the existence, stability and instability of cycles are revealed.
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Рассматривается задача об устойчивости состояния равновесия в лазерной системе с быстро осциллирующи-

ми коэффициентами. Построена усредненная по быстрым осцилляциям система с распределенным запаздыва-

нием. Выделены критические случаи в задаче об устойчивости состояния равновесия. Показано, что пороговое

значение коэффициента обратной связи, при котором состояние равновесия становится неустойчивым, увеличи-

вается вследствие быстрых осцилляций по сравнению с соответствующим значением при отсутствии модуляции.

В критических случаях построены нормальные формы— уравнения для медленной амплитуды периодических

решений. Выявлены условия существования, устойчивости и неустойчивости циклов.

Ключевые слова: бифуркационный анализ; волновые структуры; запаздывание; лазерная динамика
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Введение
Запаздывающая обратная связь (ОС) применяется как для стабилизации состояния равновесия

в нелинейных системах, так и для установления сложных осциллирующих режимов с заданными

характеристиками. С целью расширения области эффективного управления режимами предлага-

лись различные схемы ОС [1—4], а также дополнительная периодическая модуляция параметров

ОС— уровня ОС [5] или времени задержки [6, 7]. Характеристики сложных режимов, индуцирован-

ных периодической модуляцией параметров ОС, могут быть востребованы во многих практических

задачах. Например, в задаче об измерении расстояния до вибрирующей поверхности, формирую-

щей внешний резонатор [8], в задаче о динамике импульсов излучения в лазерных диодах при ма-

лых вариациях длины резонатора [9]. Изменения характеристик ОС в пределах диапазона, обес-

печивающего хаотический режим генерации, предлагались и для кодирования информации [10,

11].

В данной работе рассматривается вопрос об устойчивости состояния равновесия при высоко-

частотной модуляции параметров обратной связи. По аналогии с классическими результатами

в задаче о динамике маятника с вибрирующим подвесом [12, 13] можно ожидать стабилизацию

неустойчивого равновесия. Для лазерной модели построена усредненная по быстрым осцилляци-

ям система с распределенным запаздыванием. Для усредненной системы выделены критические

случаи в задаче об устойчивости состояния равновесия и показано, что вследствие быстрых ос-

цилляций запаздывания граница неустойчивости в пространстве параметров смещается в сторону

больших значений коэффициента обратной связи. Зависимость величины смещения от амплитуды

модуляции имеет зонную структуру, поэтому быстрые осцилляции запаздывания могут как стаби-

лизировать, так и дестабилизировать состояние равновесия.

1. Постановка задачи
Изучим вопрос об устойчивости состояния равновесия при высокочастотной модуляции па-

раметров обратной связи (ОС). В схеме оптической ОС, предложенной в работе [14], поляризация

отраженного от внешнего зеркала света ортогональна к поляризации падающего света, что позво-

ляет не учитывать когерентное взаимодействие встречных волн электрической поля в математи-

ческой модели. Динамика генерации такого устройства описывается одномодовыми скоростными

уравнениями с запаздывающим аргументом:

¤𝑢 = 𝑣𝑢 (𝑦 − 1),
¤𝑦 = 𝑞 − 𝑦 − 𝑦 [𝑢 + 𝛾𝑢 (𝑡 −𝑇 )], (1)

где 𝑢 и 𝑦 пропорциональны плотностям фотонов и инверсии населенностей, соответственно, 𝑞 —

скорость накачки, 𝑣 — отношение скорости затухания фотонов в резонаторе к скорости релакса-

ции населенностей, потери резонатора нормированы к единице, 𝑡 и 𝑇 — текущее время и время

прохода излучения по внешнему резонатору, нормированные на время релаксации инверсии на-

селенностей, 𝛾 — коэффициент обратной связи. Отметим, что предлагаемая ниже методика может

быть использована и для модели Лэнга — Кобаяши [15, 16] с учетом когерентного взаимодействия

встречных волн.

Сначала кратко остановимся на свойствах решений системы (1) с постоянным запаздыванием.

Система имеет два состояния равновесия. Первое состояние с нулевой плотностью излучения,𝑢 (𝑡) =
0, 𝑦 (𝑡) = 𝑞, становится неустойчивым при достижении накачкой порогового значения 𝑞 = 1. Далее

будем полагать 𝑞 > 1. При этом появляется второе состояния равновесия 𝑢 (𝑡) = 𝑢𝑠 , 𝑦 (𝑡) = 𝑦𝑠 , где

𝑢𝑠 (𝛾) =
𝑞 − 1

1 + 𝛾 , 𝑦𝑠 = 1,
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устойчивость которого стандартно определяется поведением корней характеристического уравне-

ния

𝜆2 + 𝜆𝑞 + 𝑣𝑢𝑠 + 𝛾𝑣𝑢𝑠𝑒−𝜆𝑇 = 0. (2)

При 𝛾 = 0 характеристические корни имеют отрицательные действительные части, поэтому рас-

сматриваемое состояние равновесия устойчиво. Пусть 𝛾0 > 0 наименьшее положительное значение,

при котором уравнение (2) имеет пару чисто мнимых корней 𝜆1,2 = ±𝑖 𝜔0 (𝜔0 > 0) и ℜ𝜆′
1,2(𝛾0) > 0,

а все другие корни имеют отрицательные действительные части. Тогда при 𝛾 ∈ (0, 𝛾0) состояние
равновесия (𝑢𝑠 , 𝑦𝑠) системы (1) асимптотически устойчиво, а при 𝛾 > 𝛾0 — неустойчиво. Бифуркаци-

онные значения 𝛾0 и 𝜔0 находятся из системы уравнений:

tg(𝜔0𝑇 ) =
𝜔0𝑞

𝜔2

0
− 𝜈𝑢𝑠 (𝛾0)

,(
𝑣𝑢𝑠 (𝛾0)𝛾0

)
2

=
(
𝜔2

0
− 𝑣𝑢𝑠 (𝛾0)

)
2 + 𝜔2

0
𝑞2.

Особенности бифуркационной диаграммы для аналогичной (совпадающей в линейном приближе-

нии) системы подробно обсуждались в разделе 2 монографии [17], поэтому здесь на них не оста-

навливаемся. Отметим только, что в окрестности границы устойчивости возможно образование

устойчивых и неустойчивых циклов, 2-х и 3-х частотных торов.

В настоящей работе рассматривается более сложная по сравнению с (1) система, включающая

периодическую модуляцию запаздывания с амплитудой 𝑎 и частотой 𝜔 :

¤𝑢 = 𝑣𝑢 (𝑦 − 1),
¤𝑦 = 𝑞 − 𝑦 − 𝑦 [𝑢 + 𝛾𝑢 (𝑡 −𝑇 − 𝑎 sin𝜔𝑡)] . (3)

Осцилляции запаздывания могут быть, в частности, вызваны вибрацией зеркал, образующих внеш-

ний резонатор, или организованы оптоэлектронными средствами. По физическому смыслу ампли-

туда осцилляций ограничена,

|𝑎 | ⩽ 𝑇 .
Основное предположение, открывающее путь к применению асимптотических методов, состоит

в том, что параметр 𝜔 является достаточно большим:

𝜔 ≫ 1. (4)

Отметим, что 𝜔 должна существенно превышать и значение собственной частоты 𝜔0, которая

для твердотельных лазеров имеет порядок порядка 𝑣1/2 и достаточно велика. Тем не менее, экс-

периментально такую ситуацию возможно реализовать оптоэлектронными средствами. Описан-

ные ниже эффекты наблюдаются при численном моделировании уже при 𝜔 > 3𝜔0. Еще отметим,

что нелокальные режимы релаксационных колебаний при модуляции запаздывания с частотой,

сопоставимой с собственной частотой лазера, изучались в работе [18] с помощью специального

метода редукции системы к двумерному отображению.

2. Усредненная система
Прежде чем приступить к изучению систем с запаздыванием и быстро осциллирующими коэф-

фициентами, напомним основные результаты, касающиеся принципа усреднения [19]. Для систем

обыкновенных дифференциальных уравнений вида

¤𝑥 = 𝑓 (𝜔𝑡, 𝑥), (5)

где 𝜔 ≫ 1, а вектор-функция 𝑓 (Γ, 𝑥) периодична (почти периодична) по первому аргументу Γ = 𝜔𝑡

и достаточно гладкая по второму аргументу, показано, что при выполнении ряда естественных

9
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ограничений поведение решений (5) определяется в главном поведением решений более простой —

автономной — системой

¤𝑥 = 𝑓0(𝑥), где 𝑓0(𝑥) = lim

𝑡0→∞
1

𝑡0

𝑡0∫
0

𝑓 (Γ, 𝑥)𝑑Γ.

Соответствующее обоснование базируется на том, что в результате замены времени 𝜔𝑡 = Γ систе-

ма (5) принимает вид

𝑑𝑥

𝑑Γ
= 𝜔−1 𝑓 (Γ, 𝑥),

т. е. производная
𝑑𝑥
𝑑Γ оказывается в некотором смысле достаточно малой. Для систем с запаздывани-

ем такую замену времени выполнять нецелесообразно, поскольку промежуток запаздывания тогда

неограниченно возрастает при 𝜔 → ∞. Тем не менее и для них принцип усреднения имеет ме-

сто [20]. Присутствие запаздывания может приводить к новым динамическим эффектам, которые

не встречаются в системах обыкновенных дифференциальных уравнений.

Рассмотрим систему (3). Фиксируем в произвольный момент 𝑡0 начальные условия 𝑢 (𝑡0 + 𝜃 ), 𝜃 ∈
[−𝑇 − 𝑎, 0] и 𝑦 (𝑡0), подставим их в правую часть системы (3) и произведем усреднение по быстрому

времени Γ = 𝜔𝑡 :

¤𝑢 = 𝑣𝑢 (𝑦 − 1),

¤𝑦 = 𝑞 − 𝑦 − 𝑦

[
𝑢 + 𝛾 𝜔

2𝜋

∫
2𝜋/𝜔

0

𝑢 (𝑡 −𝑇 − 𝑎 cos(𝜔𝑠))𝑑𝑠
]
.

Слагаемое с быстро осциллирующим запаздывающим аргументом при усреднении преобразу-

ем следующим образом. Сделаем замену переменной 𝑠1 = cos(𝜔𝑠), 𝑑𝑠1 = −𝜔 sin(𝜔𝑠)𝑑𝑠 и учтем,

что sin(𝜔𝑠) = ±
√︃
1 − 𝑠2

1
на интервалах 𝑠 ∈ [0, 𝜋/𝜔] и 𝑠 ∈ [𝜋/𝜔, 2𝜋/𝜔], тогда получим

𝜔

2𝜋

∫
2𝜋/𝜔

0

𝑢 (𝑡−𝑇 −𝑎 cos(𝜔𝑠))𝑑𝑠 = 1

𝜋

∫
0

−1

𝑢 (𝑡−𝑇 −𝑎𝑠1) + 𝑢 (𝑡−𝑇 +𝑎𝑠1)√︃
1 − 𝑠2

1

𝑑𝑠1.

Окончательно, опуская индекс в формальной переменной интегрирования, приходим к усреднен-

ной системе уравнений с распределенным запаздыванием:

¤𝑢 = 𝑣𝑢 (𝑦 − 1),

¤𝑦 = 𝑞 − 𝑦 − 𝑦

𝑢 + 𝛾

𝜋

0∫
−1

𝑢 (𝑡 −𝑇 − 𝑎𝑠) + 𝑢 (𝑡 −𝑇 + 𝑎𝑠)
√
1 − 𝑠2

𝑑𝑠

 . (6)

Связь между решениями𝑢 (𝑡, 𝜔),𝑦 (𝑡, 𝜔) системы (3) и решениями𝑢 (𝑡),𝑦 (𝑡) усредненной системы (6)

с одинаковыми начальными условиями из фазового пространства 𝐶 [−𝑇−𝑎,0] × 𝑅1
устанавливают

асимптотические формулы

𝑢 (𝑡, 𝜔) = 𝑢 (𝑡) +𝑂 (𝜔−1), 𝑦 (𝑡, 𝜔) = 𝑦 (𝑡) +𝑂 (𝜔−1)

на каждом отрезке [𝑡0, 𝑡0 + 𝐿], где 𝐿 > 0 произвольно и фиксировано.

Справедлив также следующий вывод о близости режимов этих динамических систем. Пусть (6)

имеет грубый цикл𝑢0(𝑡), 𝑦0(𝑡) (тор размерности 𝑘). Тогда при достаточно больших частотах𝜔 систе-

ма (3) имеет 2-мерный тор𝑢0(𝑡, 𝜔),𝑦0(𝑡, 𝜔) (тор размерности 𝑘 +1) той же устойчивости, для которого

выполнены асимптотические равенства

𝑢0(𝑡, 𝜔) = 𝑢0

(
(1 + 𝑜 (1))𝑡

)
+ 𝑜 (1), 𝑦0(𝑡, 𝜔) = 𝑦0

(
(1 + 𝑜 (1))𝑡

)
+ 𝑜 (1) .
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3. Устойчивость состояния равновесия усредненной системы
Состояния равновесия в системе (3), содержащей осцилляции в запаздывании, и в усредненной

системе (6) одни и те же. Будем исследовать далее режимы системы (6) в окрестности ненулевого

состояния равновесия 𝑦 = 𝑦𝑠 , 𝑢 = 𝑢𝑠 . Для анализа его устойчивости рассмотрим линеаризованную

систему для малых отклонений 𝑢1(𝑡) = 𝑢 (𝑡) − 𝑢𝑠 , 𝑦1(𝑡) = 𝑦 (𝑡) − 𝑦𝑠 :

¤𝑢1 = 𝑣𝑢𝑠𝑦1,

¤𝑦1 = −𝑞𝑦1 − 𝑢1 −
𝛾

𝜋

0∫
−1

𝑢1(𝑡 −𝑇 − 𝑎𝑠) + 𝑢1(𝑡 −𝑇 + 𝑎𝑠)
√
1 − 𝑠2

𝑑𝑠,
(7)

и ее характеристический квазиполином

𝜆2 + 𝑞𝜆 + 𝑣𝑢𝑠 + 𝛾𝑣𝑢𝑠ℓ (𝜆) = 0, (8)

где

ℓ (𝜆) = 𝑒−𝑇𝜆
2

𝜋

0∫
−1

(1 − 𝑠2)−1/2 ch(𝜆𝑎𝑠)𝑑𝑠.

Как и для квазиполинома (2), определим условия для параметра 𝛾 , при которых корни квази-

полинома (8) имеют отрицательные вещественные части. Положим 𝜆 = 𝑖𝜔0, 𝛾 = 𝛾0, (𝜔0 = 𝜔0(𝑎) >

0, 𝛾0 = 𝛾0(𝑎) > 0) и получим систему

tg(𝜔0𝑇 ) =
𝜔0𝑞

𝜔2

0
− 𝑣𝑢𝑠 (𝛾0)

, (9)

[
𝜔2

0
− 𝑣𝑢𝑠 (𝛾0)

]
2 + 𝑞2𝜔2

0
= [𝛾0𝑣𝑢𝑠 (𝛾0)]2 𝐽 20 (𝑎𝜔0), (10)

в которой 𝐽0(𝑥) —функция Бесселя нулевого порядка

𝐽0(𝑥) =
2

𝜋

0∫
− 𝜋

2

cos(𝑥 sin 𝑠)𝑑𝑠.

При условии 0 < 𝛾 < 𝛾0(𝑎) состояние равновесия (𝑢𝑠 , 𝑦𝑠) системы (6) асимптотически устойчиво,

а при 𝛾 > 𝛾0(𝑎) — неустойчиво. На основании принципа усреднения заключаем, что для системы (3)

имеет место следующее утверждение.

Утверждение 1. Пусть 𝛾 ∈ (0, 𝛾0(𝑎)) (𝛾 > 𝛾0(𝑎)). Тогда найдется такое Ω > 0, что при всех 𝜔 > Ω
состояние равновесия (𝑢𝑠 , 𝑦𝑠) системы (3) асимптотически устойчиво (неустойчиво).

Обратим внимание, что

𝐽 2
0
(0) = 1,

𝑑 𝐽0(𝑎𝜔0)
𝑑𝑎






𝑎=0

= 0,
𝑑2 𝐽0(𝑎𝜔0)

𝑑𝑎2






𝑎=0

< 0,

а значит, при малых положительных значениях параметра 𝑎 выполнено неравенство

𝛾0(𝑎) > 𝛾0(0) .

Отсюда вытекает вывод о том, что быстрые осцилляции (с ненулевым средним) запаздывания

могут расширять область 𝛾 ∈ (0, 𝛾0) устойчивости состояния равновесия системы (3) в пространстве

параметров и тем самым стабилизировать систему.
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Fig. 1. Boundaries of the region of stability
of the stationary state in the plane of the feedback

parameters (𝛾,𝑇 ) for the system (3)

with 𝑣 = 400, 𝑞 = 1.5, with high-frequency modulation
of the delay with amplitude a) 𝑎 = 0, b) 𝑎 = 0.19,

c) 𝑎 = 0.26, d) 𝑎 = 0.29. The sections of the bifurcation
curve on which the Lyapunov exponent is positive
(negative) are indicated by a dotted line (bold line).
The vertical dashed lines mark the minimum value

of the delay time 𝑇 = 𝑎.

Рис. 1. Границы области устойчивости
стационарного состояния в плоскости
параметров ОС (𝛾,𝑇 ) для системы (3)

при 𝑣 = 400, 𝑞 = 1.5 при высокочастотной
модуляции запаздывания с амплитудой a) 𝑎 = 0,

b) 𝑎 = 0.19, c) 𝑎 = 0.26, d) 𝑎 = 0.29. Участки
бифуркационной кривой, на которых
ляпуновская величина положительна
(отрицательна), обозначены пунктиром

(жирной линией). Вертикальные штриховые
линии отмечают минимальное значение

времени задержки 𝑇 = 𝑎.

На рис. 1 представлены бифуркационные диаграммы в плоскости параметров обратной связи

(𝑇,𝛾), вычисленные поформулам (9) и (10) в случае a) постоянного запаздывания при𝑎 = 0 и в случа-

ях b)–d) высокочастотной (𝜔 ≫ 1) модуляции запаздывания при возрастающих значениях 𝑎. Видно,

что для фиксированного 𝑇 при увеличении амплитуды модуляции 𝑎 значения 𝛾0, при которых

состояние равновесия теряет устойчивость, сначала увеличиваются. На интервале 𝑎 ∈ [0.22, 0.25]
при всех 𝑇 > 0 значения 𝛾0 > 1, т. е. нет областей неустойчивости при физически допустимых

уровнях ОС. Затем при 𝑎 > 0.25 опять появляются области неустойчивости, которые далее опять

сдвигаются вверх. Таким образом, наблюдается зонная структура областей неустойчивости.

Для объяснения зонной структуры воспользуемся тем фактом, что для полупроводниковых

лазеров параметр 𝑣 принимает достаточно большое значение, 𝑣 ∼ 10
3
. Тогда можно оценить мини-

мальное значение коэффициента ОС 𝛾0:

min{𝛾0(𝑎)} =
1

|𝐽0(𝑎𝜔0) |
𝑞√︁

𝑣 (𝑞 − 1)
(
1 +𝑂 (𝑣−1/2)

)
.
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Fig. 2. Dependence of the minimum value
min{𝛾0 (𝑎)} of the feedback coefficient for which

regions of instability of the equilibrium state
appear, on the amplitude 𝑎 of the modulation

of the delay; other parameters of the system are
𝑣 = 400, 𝑞 = 1.5. On the interval 𝑎 ∈ [0.22, 0.25]

the values 𝛾0 > 1.

Рис. 2. Зависимость минимального значения
коэффициента ОС min{𝛾0 (𝑎)}, при котором

возникают области неустойчивости
равновесного состояния, от амплитуды

модуляции запаздывания 𝑎, другие параметры
системы 𝑣 = 400, 𝑞 = 1.5. На интервале

𝑎 ∈ [0.22, 0.25] значения 𝛾0 > 1.

Отметим, что в отсутствие модуляции запаздывания 𝑎 = 0 и 𝐽0(0) = 1. При 𝑎 > 0 и |𝐽0(𝑎𝜔0) | < 1

граница неустойчивости сдвигается в сторону больших значений𝛾 . В точках𝑎 = 𝑎𝑘 ,𝑘 = 1, 2, . . . , соот-

ветствующих нулям функции Бесселя 𝐽0(𝑎𝑘𝜔0) = 0, минимальное критическое значение стремится

к бесконечности, следовательно, области неустойчивости равновесного состояния отсутствуют.

График зависимости минимального бифуркационного значения min{𝛾0(𝑎)}, при котором воз-

никает неустойчивость, от амплитудымодуляции запаздывания представлен на рис. 2. В частности,

действительно существует интервал значений 𝑎, для которых минимальное критическое значение

коэффициента ОС 𝛾0 > 1, т. е. области неустойчивости отсутствуют.

Заключение
Задача об устойчивости состояния равновесия в лазерной системе с быстро осциллирующи-

ми коэффициентами была решена с помощью построения усредненной по быстрым осцилляци-

ям системы с распределенным запаздыванием. Для усредненной системы выделены критические

случаи. Показано, что пороговое значение коэффициента ОС, при котором состояние равновесия

становится неустойчивым, увеличивается вследствие быстрых осцилляций по сравнению с соот-

ветствующим значением при отсутствии модуляции. Зависимость величины смещения порога

от амплитуды модуляции имеет зонную структуру. В частности, существуют интервалы значе-

ний амплитуды модуляции, при которых равновесное состояние остается устойчивым при лю-

бом (физически допустимом) уровне ОС. В критических случаях построены нормальные формы—

уравнения для медленной амплитуды 𝜉 (𝑡) периодических решений. Рассчитана ляпуновская вели-

чина, которая определяет направление бифуркации (суб- или суперкритическое), вследствие чего

в окрестности границы возможно образование устойчивого или неустойчивого циклов.
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