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In this paper we study the existence of the maximal and minimal elements of the set of continuously differentiable

convex extensions to [0, 1]𝑛 of an arbitrary Boolean function 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) and the cardinality of the set of continu-

ously differentiable convex extensions to [0, 1]𝑛 of the Boolean function 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). As a result of the study, it was

established that the cardinality of the set of continuously differentiable convex extensions to [0, 1]𝑛 of an arbitrary Boolean

function 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) is equal to the continuum. It is argued that for any Boolean function 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), there

is no minimal element among its continuously differentiable convex extensions to [0, 1]𝑛 . It is proved that for any Boolean

function 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), the set of its continuously differentiable convex extensions to [0, 1]𝑛 has a maximal element only

if the number of essential variables of the given Boolean function 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) is less than 2.
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В данной статье изучается существование максимального и минимального элементов множества непре-

рывно дифференцируемых выпуклых продолжений на [0, 1]𝑛 произвольной булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
и мощность множества непрерывно дифференцируемых выпуклых продолжений на [0, 1]𝑛 булевой функции

𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). В результате исследования установлено, что мощность множества непрерывно дифференци-

руемых выпуклых продолжений на [0, 1]𝑛 произвольной булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) равна континууму.

Аргументировано, что для любой булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) среди её непрерывно дифференцируемых

выпуклых продолжений на [0, 1]𝑛 нет минимального элемента. Доказано, что для любой булевой функции

𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) множество её непрерывно дифференцируемых выпуклых продолжений на [0, 1]𝑛 имеет макси-

мальный элемент только тогда, когда количество существенных переменных булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
меньше 2.

Ключевые слова: непрерывно дифференцируемое выпуклое продолжение булевой функции; экстремальные

элементы множества; мощность множества
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Введение
Многие труднорешаемые дискретные задачи, возникающие в разных областях, включая ком-

бинаторику, современную кибернетику, криптографию, а также информатику, могут быть сведены

к системам булевых уравнений [1—3]. Поэтому системам булевых уравнений посвящено значитель-

ное количество работ, разработано несколько направлений исследований и алгоритмов их реше-

ния [2, 4, 5], но, несмотря на это, в связи с тем, что задача решения системы булевых уравнений

в общем случае остается труднорешаемой, т. е. NP-трудной, в научном сообществе и в настоящее

время продолжает расти интерес к поиску новых алгоритмов их решения в различных направлени-

ях как в классических, так и в квантовых моделях вычислений [6, 7]. Одним из таких направлений

для решения систем булевых уравнений является трансформация (преобразование) заданной си-

стемы булевых уравнений путем представления некоторого вещественного продолжения (аналога)

для каждой булевой функции в систему вещественных уравнений над полем действительных чи-

сел, поскольку, во-первых, в этой области известно много методов и алгоритмов решения систем,

а во-вторых, его можно использовать и при решении смешанных систем, заданных одновремен-

но математическими и логическими операциями [8, 9]. В свою очередь, преобразованная система

вещественных уравненийможет быть сведена в задачу непрерывной оптимизации, так как принци-

пиальное отличие данного подхода от «переборных» алгоритмов локального поиска состоит в том,

что на каждой итерации алгоритма сдвиг по градиенту (антиградиенту) производится по всем

переменным одновременно [10]. В данном направлении относительно недавно в [9, 11—15] полу-

чены некоторые важные результаты, а именно, в [9] рассмотрено конструирование полилинейного

продолжения булевой функции и аргументировано, что задача решения произвольной системы

булевых уравнений с 𝑛 переменными может быть сведена к задаче непрерывной минимизации

на [0, 1]𝑛 целевой функции, не имеющей строгих локальных минимумов внутри любой 𝑘-мерной

грани куба [0, 1]𝑛 , 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}, а в [11—14] построены выпуклые (вогнутые) продолжения буле-

вых функций 𝑛 переменных на [0, 1]𝑛 и на основе построенных выпуклых (вогнутых) продолжений

булевых функций на [0, 1]𝑛 , в частности, конструктивно доказано, что задача решения системы

булевых уравнений может быть сведена к задаче минимизации (максимизации) целевой функ-

ции, любой локальный минимум (максимум) которой в искомой области является глобальным

минимумом (максимумом), а также конструктивно доказано, что для любой булевой функции

𝑛 переменных существует единственная вещественная функция, являющаяся максимумом (мини-

мумом) среди всех ее выпуклых (вогнутых) продолжений на [0, 1]𝑛 и в дополнение ко всему, в [15]

проведено сравнительное исследование между выпуклыми, полилинейными и вогнутыми продол-

жениями булевых функций. Поэтому также важным является изучение и доказательство свойств

вещественных продолжений булевых функций, представляющих интерес при преобразовании си-

стем булевых уравнений к задаче непрерывной оптимизации.

Данная статья является продолжением статей [11—13], а именно, в ней изучается существо-

вание максимального и минимального элементов множества непрерывно дифференцируемых

выпуклых продолжений на [0, 1]𝑛 произвольной булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) и мощность

множества непрерывно дифференцируемых выпуклых продолжений на [0, 1]𝑛 булевой функции

𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). В результате исследования, во-первых, аргументируется, что множество непре-

рывно дифференцируемых выпуклых продолжений на [0, 1]𝑛 произвольной булевой функции

𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) с точки зрения существования максимума заметно отличается от множества всех

выпуклых продолжений на [0, 1]𝑛 этой булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), а именно, доказывается,
что множество непрерывно дифференцируемых выпуклых продолжений на [0, 1]𝑛 данной буле-

вой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) имеет максимальный элемент лишь тогда, когда количество суще-

ственных переменных булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) меньше 2, а во-вторых, устанавливается,
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что мощность множества непрерывно дифференцируемых выпуклых продолжений на [0, 1]𝑛 буле-
вой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) равна континууму.
1. Используемые определения и обозначения

Пусть B𝑛 = {0, 1}𝑛 —множество всевозможных двоичных слов (булевых векторов) длины 𝑛,

K𝑛 = [0, 1]𝑛 — 𝑛-мерный куб, натянутый на булевы векторы длины 𝑛.

Пусть int(K𝑛) = (0, 1)𝑛 —множество внутренних точек куба K𝑛 .

Определение 1. Отображение вида 𝑓𝐵 : B𝑛 → B называется булевой функцией.

Определение 2. Переменная 𝑥𝑘 , где 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}, булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) называется
существенной (булева функция 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) существенно зависит от 𝑥𝑘 ), если имеет место

𝑓𝐵 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1, 0, 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛) . 𝑓𝐵 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1, 1, 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛).

Определение 3. Отображение вида 𝑓 : K𝑛 → R называется выпуклой функцией на K𝑛 , если

для любых 𝑥,𝑦 ∈ K𝑛 и любого 𝛼 ∈ [0, 1] выполняется

𝑓 (𝛼 · 𝑥 + (1 − 𝛼) · 𝑦) ⩽ 𝛼 · 𝑓 (𝑥) + (1 − 𝛼) · 𝑓 (𝑦) .

Определение 4. Отображение вида 𝑓𝐶 : K𝑛 → R называется выпуклым продолжением на K𝑛

булевой функции 𝑓𝐵 : B𝑛 → B, если выполняются следующие два условия:

a) отображение 𝑓𝐶 на K𝑛 является выпуклой функцией;

b) имеет место равенство 𝑓𝐶 (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) = 𝑓𝐵 (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) ∀(𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) ∈ B𝑛 .

Определение 5. Отображение вида 𝑓DM : K𝑛 → R называется максимумом среди всех выпуклых

продолжений на K𝑛 булевой функции 𝑓𝐵 : B𝑛 → B, если выполняются следующие два условия:

a) отображение 𝑓DM является выпуклым продолжением булевой функции 𝑓𝐵 на K𝑛 ;

b) длялюбого 𝑓𝐶 — выпуклогопродолжениянаK𝑛 булевойфункции 𝑓𝐵 илюбой (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ K𝑛
справедливо неравенство 𝑓𝐶 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ⩽ 𝑓DM (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛).

Определение 6. Отображение вида 𝑓𝑅 : K𝑛 → R назовём непрерывно дифференцируемым вы-

пуклым продолжением на K𝑛 булевой функции 𝑓𝐵 : B𝑛 → B, если выполняются следующие два

условия:

a) отображение 𝑓𝑅 на K𝑛 является непрерывно дифференцируемой выпуклой функцией;

b) имеет место равенство 𝑓𝑅 (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) = 𝑓𝐵 (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) ∀(𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) ∈ B𝑛 .

Определение 7. Отображение вида 𝑓NR : K𝑛 → R назовём максимумом среди непрерывно диф-

ференцируемых выпуклых продолжений на K𝑛 булевой функции 𝑓𝐵 : B𝑛 → B, если выполняются

следующие два условия:

a) отображение 𝑓NR является непрерывно дифференцируемым выпуклым продолжением на K𝑛

булевой функции 𝑓𝐵 ;

b) для любого 𝑓𝑅 — непрерывно дифференцируемого выпуклого продолжения на K𝑛 булевой

функции 𝑓𝐵 и любой (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ K𝑛 справедливо неравенство

𝑓𝑅 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ⩽ 𝑓NR (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) .

Пусть 𝐸𝐶 (𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),K𝑛) —множество непрерывно дифференцируемых выпуклых продол-

жений на K𝑛 булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛).
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2. О мощности и минимальном элементе множества непрерывно
дифференцируемых выпуклых продолжений на K𝑛 булевой функции
𝑓𝐵 : B𝑛 → B
В этом разделе обоснуем, что для любой булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) справедливо равен-

ство card (𝐸𝐶 (𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),K𝑛)) = 𝑐 и также покажем, что среди непрерывно дифференцируемых

выпуклых продолжений на K𝑛 булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) нет минимума.

Утверждение 1. Для каждой булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) множество её непрерывно диффе-

ренцируемых выпуклых продолжений на K𝑛 имеет мощность континуума и не имеет минималь-

ного элемента.

Доказательство. Очевидно, что имеет место вложение

𝐸𝐶 (𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),K𝑛) ⊂ 𝐶 (K𝑛), (1)

т. е. множество 𝐸 (𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),K𝑛) является подмножествоммножества всех непрерывныхфунк-

ций, заданныхнаK𝑛 . В силу теоремы2.1, приведённойв [11], имеем, что𝐸𝐶 (𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),K𝑛) ≠ ∅.
Пусть 𝜓𝑅 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) — произвольный элемент множества 𝐸 (𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),K𝑛). Тогда рассмот-

рим следующую функцию

𝜓𝛼 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝜓𝑅 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) + 𝛼 ·
𝑛∑︁

𝑘=1

(
𝑥2

𝑘
− 𝑥𝑘

)
. (2)

Обоснуем, что имеет место включение

𝜓𝛼 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐸𝐶 (𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),K𝑛) ∀𝛼 ∈ (0, +∞) . (3)

Для этого покажем справедливость следующих двух свойств:

a. Функция𝜓𝛼 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) на K𝑛 является непрерывно дифференцируемой и выпуклой.

b. Имеет место равенство𝜓𝛼 (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑓𝐵 (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) ∀(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) ∈ B𝑛 .
Обоснование этих двух свойств:

a. Непрерывная дифференцируемость. Из непрерывной дифференцируемости функций

𝜓𝑅 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) и

𝑛∑
𝑘=1

(
𝑥2

𝑘
− 𝑥𝑘

)
, т. е. включений 𝜓𝑅 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐶1 (K𝑛) и

𝑛∑
𝑘=1

(
𝑥2

𝑘
− 𝑥𝑘

)
∈

𝐶1 (K𝑛) получаем, что функция 𝜓𝛼 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) является непрерывно дифференцируемой,

т. е.𝜓𝛼 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐶1 (K𝑛).
Выпуклость. Ввиду выпуклости функции

𝑛∑
𝑘=1

(
𝑥2

𝑘
− 𝑥𝑘

)
на K𝑛 и 𝛼 > 0, имеем, что функция

𝜓𝛼 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) на K𝑛 как сумма двух выпуклых функций является выпуклой.

b. Пусть (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) ∈ B𝑛 . Тогда

𝜓𝛼 (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) = 𝜓𝑅 (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) + 𝛼 ·
𝑛∑︁

𝑘=1

(
𝑎2

𝑘
− 𝑎𝑘

)
= 𝜓𝑅 (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛)+

+𝛼 ·
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝑎𝑘 − 𝑎𝑘 ) = 𝜓𝑅 (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) + 0 = 𝑓𝐵 (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) .

Ввиду (2) получаем, что∀𝛼1, 𝛼2 ∈ (0, +∞) , 𝛼1 < 𝛼2 и∀(𝑥∗1, 𝑥∗2, . . . , 𝑥∗𝑛) ∈ int(K𝑛) справедлива цепочка

𝜓𝑅 (𝑥∗1, 𝑥∗2, . . . , 𝑥∗𝑛) > 𝜓𝛼1
(𝑥∗

1
, 𝑥∗

2
, . . . , 𝑥∗𝑛) > 𝜓𝛼2

(𝑥∗
1
, 𝑥∗

2
, . . . , 𝑥∗𝑛). (4)
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Ввиду (3) получаем, что имеет место включение⋃
𝛼∈[1,2]

{𝜓𝛼 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)} ⊂ 𝐸𝐶 (𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),K𝑛) . (5)

Отсюда, в силу card

( ⋃
𝛼∈[1,2]

{𝜓𝛼 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)}
)
= 𝑐 , вытекающего из (4), и card (𝐶 (K𝑛)) = 𝑐 , и также

вложений (1), (5), получаем card (𝐸𝐶 (𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),K𝑛)) = 𝑐 , т. е. мощность множества непрерывно

дифференцируемых выпуклых продолжений на K𝑛 булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) равна кон-

тинууму. Ввиду произвольности 𝜓𝑅 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) и справедливости (3) и (4) получаем, что среди

непрерывно дифференцируемых выпуклых продолжений на K𝑛 булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
нет минимума. □

Замечание 1. Легко заметить, что утверждение 1 является уточнением (усилением) теоремы 2.1,

приведённой в [11].

3. О максимальном элементе множества непрерывно дифференцируемых
выпуклых продолжений на K𝑛 булевой функции 𝑓𝐵 : B𝑛 → B
В этом разделе докажем, что множество непрерывно дифференцируемых выпуклых продол-

жений на K𝑛 произвольной булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) имеет максимальный элемент лишь

тогда, когда количество существенных переменных этой булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) мень-
ше 2. Для этого сначала докажем следующую лемму.

Лемма 1. Для каждой булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥,𝑦), которая существенно зависит от двух своих перемен-
ных 𝑥 и 𝑦, среди её непрерывно дифференцируемых выпуклых продолжений на K2 нет максимума.

Доказательство. Доказательство проводим от противного: пусть некоторая вещественная функция

𝑓NR (𝑥,𝑦) является максимумом среди непрерывно дифференцируемых выпуклых продолжений

на K2
булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥,𝑦). В силу следствия 3, приведённого в [13], получим, что ∀(𝑥,𝑦) ∈ K2

выполнено неравенство

𝑓NR (𝑥,𝑦) ⩽ 𝑓DM (𝑥,𝑦) = (1 − 𝑥 − 𝑦) · 𝑓𝐵 (0, 0) + 𝑥 · 𝑓𝐵 (1, 0) + 𝑦 · 𝑓𝐵 (0, 1)+

+ 𝑓𝐵 (0, 0) − 𝑓𝐵 (0, 1) − 𝑓𝐵 (1, 0) + 𝑓𝐵 (1, 1)
4

· (2𝑥 + 2𝑦 − 1 − |𝑥 − 𝑦 | + |𝑥 + 𝑦 − 1|)+

+ |𝑓𝐵 (0, 0) − 𝑓𝐵 (0, 1) − 𝑓𝐵 (1, 0) + 𝑓𝐵 (1, 1) |
4

· ( |𝑥 − 𝑦 | + |𝑥 + 𝑦 − 1| − 1), (6)

так как 𝑓DM (𝑥,𝑦) является максимумом среди всех выпуклых продолжений на K2
булевой функции

𝑓𝐵 (𝑥,𝑦). Нетрудно показать, что для каждой булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥,𝑦), существенно зависящей

от двух своих переменных 𝑥 и 𝑦 выполнено неравенство

𝑓𝐵 (0, 0) − 𝑓𝐵 (0, 1) − 𝑓𝐵 (1, 0) + 𝑓𝐵 (1, 1) ≠ 0. (7)

Ввиду (6) и (7) функция 𝑓𝐷𝑀 (𝑥,𝑦) наK2
не является дифференцируемой и, следовательно, существует

конкретная точка (𝑥∗, 𝑦∗) ∈ K2
такая, что выполняется следующее строгое неравенство
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𝑓NR (𝑥∗, 𝑦∗) < 𝑓𝐷𝑀 (𝑥∗, 𝑦∗), (8)

так как в противном случае 𝑓NR (𝑥,𝑦) ≡ 𝑓𝐷𝑀 (𝑥,𝑦), а это противоречит к тому, что функция 𝑓NR (𝑥,𝑦)
на K2

непрерывно дифференцируема. Теперь, ввиду неравенства (8), эквивалентного неравенству

𝑓NR (𝑥∗, 𝑦∗) < 𝑓1(𝑥∗, 𝑦∗), нетрудно показать, например, рассмотрев два случая относительно знака

левой части (7) и заметив, что функция 𝑓𝛽 (𝑥∗, 𝑦∗) по 𝛽 непрерывна на [1, +∞) и также не возрастает

на [1, +∞), что существует 𝛽∗ ∈ (1, +∞) такое, что выполняется следующее строгое неравенство

𝑓NR (𝑥∗, 𝑦∗) < 𝑓𝛽∗ (𝑥∗, 𝑦∗), (9)

где

𝑓𝛽 (𝑥,𝑦) = (1 − 𝑥 − 𝑦) · 𝑓𝐵 (0, 0) + 𝑥 · 𝑓𝐵 (1, 0) + 𝑦 · 𝑓𝐵 (0, 1)+

+ 𝑓𝐵 (0, 0) − 𝑓𝐵 (0, 1) − 𝑓𝐵 (1, 0) + 𝑓𝐵 (1, 1)
4

·
(
2𝑥 + 2𝑦 − 1 − |𝑥 − 𝑦 |𝛽 + |𝑥 + 𝑦 − 1|𝛽

)
+

+ |𝑓𝐵 (0, 0) − 𝑓𝐵 (0, 1) − 𝑓𝐵 (1, 0) + 𝑓𝐵 (1, 1) |
4

·
(
|𝑥 − 𝑦 |𝛽 + |𝑥 + 𝑦 − 1|𝛽 − 1

)
, 𝛽 ⩾ 1. (10)

Ввиду справедливости равенства

|𝑧 |𝛽 = |𝑧 | ∀𝑧 ∈ {−1, 0, 1} и ∀𝛽 > 1

и того, что для любого 𝛽 > 1 функция, равная |𝑥 |𝛽 , является выпуклой и непрерывно дифференци-

руемой, имеем, что функция 𝑓𝛽 (𝑥,𝑦) для каждого 𝛽 > 1, в частности для 𝛽 = 𝛽∗, является непрерывно
дифференцируемым выпуклым продолжением наK2

булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥,𝑦). Таким образом, по-

лучаем противоречие, т. е. полученное в (9) противоречит сделанному выше предположению о том,

что вещественная функция 𝑓NR (𝑥,𝑦) является максимумом среди непрерывно дифференцируемых

выпуклых продолжений на K2
булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥,𝑦), существенно зависящей от 𝑥 и 𝑦. □

Теперь, основываясь на лемме 1, докажем следующую теорему, являющуюся усилением дока-

занной леммы 1.

Теорема 1. Если количество существенных переменных булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) не меньше
2, то среди её непрерывно дифференцируемых выпуклых продолжений на K𝑛 нет максимума, а если оно
меньше 2, то среди её непрерывно дифференцируемых выпуклых продолжений на K𝑛 есть максимум.

Доказательство. Рассмотрим два случая.

Случай 1. Пусть количество существенных переменных булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) мень-
ше 2. В этом случае достаточно рассмотреть булеву функцию 𝑓𝐵 (𝑥), зависящую только от одной,

не обязательно существенной, переменной 𝑥 . Согласно следствию 2, приведённому в [13], имеем,

что для булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥) вещественная функция

𝑓𝐷𝑀 (𝑥) = (1 − 𝑥) · 𝑓𝐵 (0) + 𝑥 · 𝑓𝐵 (1) (11)

является единственным максимумом среди всех её выпуклых продолжений на K. Так как функция

𝑓𝐷𝑀 (𝑥), определённая формулой (11), непрерывно дифференцируема, то она также является мак-

симумом среди непрерывно дифференцируемых выпуклых продолжений булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥),
т. е.

𝑓NR (𝑥) = (1 − 𝑥) · 𝑓𝐵 (0) + 𝑥 · 𝑓𝐵 (1). (12)

106



On Extremal Elements and the Cardinality of the Set of Convex Extensions of a Boolean Function

Случай2.Пусть количество существенныхпеременныхбулевойфункции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) немень-
ше 2. В этом случае, без потери общности можно считать, что все переменные 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 буле-

вой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) является существенными. Докажем от противного: пусть существует

вещественная функция 𝑓NR (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), которая является максимумом среди непрерывно диф-

ференцируемых выпуклых продолжений на K𝑛 булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Тогда имеем,

что ∀
(
𝑏1, . . . , 𝑏𝑖−1, 𝑏𝑖+1, . . . , 𝑏 𝑗−1, 𝑏 𝑗+1, . . . , 𝑏𝑛

)
∈ B𝑛−2

суженная вещественная функция

𝑓NR
(
𝑏1, . . . , 𝑏𝑖−1, 𝑥𝑖 , 𝑏𝑖+1, . . . , 𝑏 𝑗−1, 𝑥 𝑗 , 𝑏 𝑗+1, . . . , 𝑏𝑛

)
являетсямаксимумом срединепрерывно дифференцируемых выпуклыхпродолженийнаK2

сужен-

ной булевой функции 𝑓𝐵
(
𝑏1, . . . , 𝑏𝑖−1, 𝑥𝑖 , 𝑏𝑖+1, . . . , 𝑏 𝑗−1, 𝑥 𝑗 , 𝑏 𝑗+1, . . . , 𝑏𝑛

)
. Согласно доказанному в [16, 17]

имеем, что существует выделимая пара переменных (𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 ) булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), т. е.
существуют 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝑖 < 𝑗 и (𝑏∗

1
, . . . , 𝑏∗𝑖−1

, 𝑏∗𝑖+1
, . . . , 𝑏∗𝑗−1

, 𝑏∗𝑗+1
, . . . , 𝑏∗𝑛) ∈ B𝑛−2

такие, что пере-

менные 𝑥𝑖 и 𝑥 𝑗 суженной булевой функции 𝑓𝐵

(
𝑏∗

1
, . . . , 𝑏∗𝑖−1

, 𝑥𝑖 , 𝑏
∗
𝑖+1

, . . . , 𝑏∗𝑗−1
, 𝑥 𝑗 , 𝑏

∗
𝑗+1

, . . . , 𝑏∗𝑛

)
являются

существенными. Отсюда получаем, что вещественная функция вида

𝑔NR (𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 ) = 𝑓NR

(
𝑏∗

1
, . . . , 𝑏∗𝑖−1

, 𝑥𝑖 , 𝑏
∗
𝑖+1

, . . . , 𝑏∗𝑗−1
, 𝑥 𝑗 , 𝑏

∗
𝑗+1

, . . . , 𝑏∗𝑛

)
является максимумом среди непрерывно дифференцируемых выпуклых продолжений на K2

буле-

вой функции

𝑔𝐵 (𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 ) = 𝑓𝐵

(
𝑏∗

1
, . . . , 𝑏∗𝑖−1

, 𝑥𝑖 , 𝑏
∗
𝑖+1

, . . . , 𝑏∗𝑗−1
, 𝑥 𝑗 , 𝑏

∗
𝑗+1

, . . . , 𝑏∗𝑛

)
,

существенно зависящей от своих двух переменных 𝑥𝑖 и 𝑥 𝑗 . Пришли к противоречию с тем, что, со-

гласно доказанной лемме 1, среди непрерывно дифференцируемых выпуклых продолжений на K2

булевой функции 𝑔𝐵 (𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 ), существенно зависящей от своих двух переменных 𝑥𝑖 и 𝑥 𝑗 , нет макси-

мума. □

Заключение
В результате исследования установлено, что мощность множества непрерывно дифференциру-

емых выпуклых продолжений на K𝑛 произвольной булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) равна кон-

тинууму. Аргументировано, что для любой булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) среди её непрерывно

дифференцируемых выпуклых продолжений наK𝑛 нет минимального элемента. Доказано, что для

любой булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) множество её непрерывно дифференцируемых выпуклых
продолжений на K𝑛 имеет максимальный элемент тогда и только тогда, когда количество суще-

ственных переменных этой булевой функции 𝑓𝐵 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) меньше 2.

Отметим, что полученный в данной работе результат является усилением (обобщением) резуль-

тата, приведенного в [11], и может быть использован при проведении аналогичного исследования,

соответствующего выпуклым [18] и вогнутым [19] продолжениям булевоподобных дискретных

функций. Кроме того, наряду с [11], он может быть применен при сведении смешанной системы

булевых и булевоподобных дискретных уравнений к задаче непрерывной оптимизации, а также

при последующем поиске множества решений.
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