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We study undirected multiple graphs of any natural multiplicity 𝑘 > 1. There are edges of three types: ordinary edges,

multiple edges, and multi-edges. Each edge of the last two types is a union of 𝑘 linked edges, which connect 2 or (𝑘 + 1)
vertices, correspondingly. The linked edges should be used simultaneously. Divisible graphs form a special class of multiple

graphs. The main peculiarity of them is a possibility to divide the graph into 𝑘 parts, which are adjusted on the linked edges

and which have no common edges. Each part is an ordinary graph.

The multiple tree is a multiple graph with no multiple cycles. The number of edges may be different for multiple trees

with the same number of vertices. Also we can consider spanning trees of a multiple graph. A spanning tree is complete

if a multiple path joining any two selected vertices exists in the tree if and only if such a path exists in the initial graph.

The problem of the minimum complete spanning tree of a multiple graph is NP-hard even in the case of a divisible graph.

In this article, we obtain an exact algorithm for the problem of the minimum complete spanning tree of a divisible multiple

graph. Also we define a subclass of divisible graphs, for which the algorithm runs in polynomial time.
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В статье рассматриваются неориентированные кратные графы произвольной натуральной кратности 𝑘 > 1.

Кратный граф содержит ребра трех типов: обычные, кратные и мультиребра. Ребра последних двух типов пред-

ставляют собой объединение 𝑘 связанных ребер, которые соединяют 2 или (𝑘 + 1) вершину соответственно.

Связанные ребра могут использоваться только согласованно. Делимые графы представляют собой специальный

класс кратных графов. Их основная особенность состоит в возможности разделить граф на 𝑘 частей, которые будут

согласованы на связанных ребрах и не будут иметь общих ребер. Каждая часть является обычным графом.

Кратное дерево представляет собой кратный граф без кратных циклов. Количество ребер может быть разным

для кратных деревьев с одинаковым количеством вершин. Также можно рассмотреть остовные деревья в кратном

графе. Остовное дерево является полным, если кратный путь, соединяющий любые две выбранные вершины,

существует в дереве тогда и только тогда, когда такой путь существует в исходном графе. Задача о минимальном

полном остовном дереве в кратном графе NP-трудна даже в случае делимого графа. В данной статье мы полу-

чим точный алгоритм для задачи о минимальном полном остовном дереве в делимом кратном графе. Также

мы определим подкласс делимых графов, для которых алгоритм будет выполняться за полиномиальное время.

Ключевые слова: кратный граф; делимый граф; кратное дерево; полное остовное дерево; точный алгоритм
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Введение
В данной статье мы рассмотрим остовные деревья в делимом кратном графе. Ранее мы определи-

ли кратный граф и кратное дерево произвольной натуральной кратности 𝑘 > 1 (см. [1—3]). Кратные

графы содержат три типа ребер (обычные, кратные и мультиребра) и являются обобщением обыч-

ных графов — по сути, обычный граф имеет кратность 𝑘 = 1. Делимые графы представляют собой

специальный класс кратных графов. Их основная особенность состоит в возможности разделить

граф на 𝑘 частей, которые будут согласованы на связанных ребрах и не будут иметь общих ребер.

Каждая часть является обычным графом.

Также мы рассмотрели обобщения для кратных графов ряда классических задач теории графов.

В частности, в статье [4] мы доказали что задача о минимальном остовном дереве является NP-

трудной как для произвольного, так и для делимого кратного графа, если кратность 𝑘 ⩾ 3.

Среди других известных обобщений графов наиболее близкими нам концепциями являются

мультиграфы, гиперграфы (см., например, [5, 6]), а также метаграфы (см. [7, 8]). Действительно,

как и в мультиграфах, в кратных графах допускается наличие нескольких ребер между парой вер-

шин (набор таких ребер мы будем в дальнейшем называть кратным ребром), однако в случае крат-
ного графа количество таких ребер должно быть строго равным 𝑘 . В кратных графах присутствуют

мультиребра, соединяющие между собой (𝑘 + 1) вершину. Но в отличие от гиперребер гипергра-

фа, мультиребро представляется в виде 𝑘 связанных ребер, имеющих один общий конец, причем

все эти 𝑘 ребер должны использоваться согласованно, то есть все характеристики ребра должны

иметь одинаковые значения для всех связанных ребермультиребра. Кроме того, мультиреброможет

включаться в какую-либо новую структуру только как единое целое. По сути, понятие мультиребра

близко понятию ребра между вершиной и метавершиной в метаграфе. При этом в метаграфе, на-

помним, метапуть между двумя метавершинами фактически моделирует причинно-следственные

связи в некоторой предметной области. Однако в кратном графе используется принципиально иной

подход к определению пути: кратный путь должен состоять ровно из 𝑘 обычных путей, проходя-

щих по обычным ребрам, а также по связанным ребрам кратных и мультиребер; при этом пути

должны быть согласованы (одинаковы) на кратных и мультиребрах. Поэтому кратный граф нельзя

считать частным случаем метаграфа.

Отметим, что частным случаем кратного графа является кратная сеть (см. [9, 10]), представля-

ющая собой ориентированный кратный граф с одним источником и одним стоком. Задача о наи-

большем потоке в кратной сети обобщает классическую задачу (см. [11]) и имеет ряд приложений

в сфере экономики, управления, финансов.

В частности, кратные сети и потоки используются для поиска решения NP-трудной задачи

целочисленного сбалансирования трех- и четырехмерной матрицы (см., например, [12, 13]), ко-

торая возникает при планировании железнодорожных грузоперевозок. Имеется матричный план

по отправке вагонов, который группируется по некоторым показателям (например, направление,

тип вагона, владелец вагона и т. п.). Данный план составляется на месяц и естественно является

целочисленным. Однако вагоны необходимо отправлять ежедневно. При делении на количество

дней в месяце план перестает быть целочисленным. Поэтому возникает проблема такого округле-

ния основных параметров, чтобы суммирующие показатели не выходили за определенные рамки.

Данный план может быть представлен в виде 𝑠-мерной матрицы, где 𝑠 — это число показателей,

по которым ведется суммирование. Задача целочисленного сбалансирования может быть сведена

к задаче о наибольшем кратном потоке (кратность сети равна 2 для трехмерной матрицы и 5 —

для четырехмерной).

В разделе 1 мы дадим необходимые определения относительно кратных графов и деревьев.
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В разделе 2 мы поставим задачи о минимальном остовном дереве и о минимальном полном

остовном дереве. Затем мы сформулируем и обсудим точный алгоритм для второй задачи для слу-

чая делимого кратного графа.

1. Кратные графы и кратные деревья: определения
Напомним некоторые определения относительно кратных графов и деревьев, которые были

ранее сформулированы в статьях [1—3].

Определение 1. Кратный граф𝐺 произвольной натуральной кратности 𝑘 > 1— это граф, вершины

которого могут соединяться ребрами одного из 3 видов:

1. Обычное ребро 𝑒𝑜 ; множество обычных ребер обозначим через 𝐸𝑜 .

2. Кратное ребро 𝑒𝑘 между двумя вершинами, которое состоит из 𝑘 одинаковых связанных

ребер; связанные ребра кратного ребра могут использоваться только согласованно; множество

кратных ребер обозначим через 𝐸𝑘 .

3. Связанное ребро 𝑒 между двумя вершинами, имеющее один общий конец с другим (𝑘 − 1)
ребром (у любых двух из 𝑘 связанных ребер только один конец является общим); множе-

ство связанных общей вершиной ребер будем называть мультиребром 𝑒𝑚 ; связанные ребра

мультиребра могут использоваться только согласованно; множество мультиребер обозначим

через 𝐸𝑚 .

Если вершина инцидентна какому-либо кратному ребру, то она может быть инцидентна другим

кратным ребрам, а также она может быть общим концом какого-либо мультиребра.

Если вершина является общим концом какого-либо мультиребра, то она не может быть общим

концом никакого другого мультиребра.

Если вершина является отдельным концом мультиребра или инцидентна обычному ребру,

то она не может быть общим концом мультиребра и не может быть инцидентна кратному ребру.

Множества вершин и ребер графа𝐺 обозначим через𝑉 и 𝐸 соответственно (𝐸 = 𝐸𝑜 ∪ 𝐸𝑘 ∪ 𝐸𝑚).

Обычное или кратное ребро, соединяющее две вершины 𝑥 и 𝑦, обозначается стандартным обра-

зом: {𝑥,𝑦}. Мультиребро, соединяющее общую вершину 𝑥 с 𝑘 отдельными вершинами 𝑦1, . . ., 𝑦𝑘 ,

обозначается так: 𝑒𝑚𝑥 = {𝑥, {𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 }}. Далее мы будем рассматривать только неориентированные

кратные графы.

Рис. 1 иллюстрирует определение 1. На рис. 1 (a) кратное ребро представлено в виде объединения

𝑘 одинаковых ребер между двумя вершинами, что показано штрихами. Равенство (или согласован-

ность) связанных ребер предполагает, что все характеристики этих ребер (например, длина) оди-

наковы, и эти ребра могут использоваться только одновременно. Так, если осуществляется проход

в определенном направлении по одному из связанных ребер, то одновременно с этим оставшееся

(𝑘−1) ребро проходится в томже самомнаправлении. Кратное реброможет включаться в какие-либо

новые структуры только целиком. В дальнейшем мы будем обозначать кратные ребра жирными

линиями, как на рис. 1 (b).

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 1. Multiple and multi-edge Рис. 1. Кратное и мультиребро
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Fig. 2. Divisible graph of multiplicity 2 Рис. 2. Делимый граф кратности 2

На рис. 1 (c) мультиребро {𝑥0, {𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 }} представлено в виде объединения 𝑘 одинаковых ребер,
связывающих общую вершину 𝑥0 с 𝑘 попарно различными вершинами 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 . Как и на рис. 1 (a),

равенство ребер показано штрихами. Согласованность связанных ребер имеет тот же смысл, что и

для кратных ребер. Если мы проходим связанное ребро {𝑥0, 𝑥𝑖} от или к общему концу 𝑥0, мы долж-

ны одновременно проходить все остальные связанные ребра в том же направлении. В дальней-

шем мультиребра мы будем изображать при помощи расщепляющихся на 𝑘 частей линий, как на

рис. 1 (d).

Определение 2. Обычной вершиной назовем вершину, которая инцидентна обычному ребру или яв-

ляется отдельным концом мультиребра.

Кратной вершиной назовем вершину, которая инцидентна кратному ребру или является общим

концом мультиребра.

Из определения 1 следует, чтомножества обычныхи кратных вершинне пересекаются. При этом

кратная вершина может быть соединена с обычными только посредством мультиребра.

Определение 3. Делимым кратным графом назовем такой кратный граф 𝐺 (𝑉 , 𝐸), в котором все

связанные ребра кратных и мультиребер можно пронумеровать от 1 до 𝑘 таким образом, что граф

представляется в виде объединения 𝐺 = ∪𝑘
𝑖=1𝐺𝑖 . При этом каждый подграф 𝐺𝑖 (𝑖 ∈ 1, 𝑘) содержит

связанные ребра с номером 𝑖 всех кратныхимультиребер, а также компоненты связности, состоящие

из обычных ребер и инцидентные 𝑖-ым связанным ребрам всех мультиребер.

Подграфы 𝐺𝑖 будем называть частями делимого графа.

При удалении всех мультиребер делимый граф распадется на 𝑛 ⩾ 1 компонент связности (связ-

ность здесь понимается в том же смысле, что и для обычных графов), каждая из которых содержит

только кратные ребра либо только обычные ребра. Очевидно, что каждая часть 𝐺𝑖 является обыч-

ным графом. При этом возможность выделения частей 𝐺𝑖 является особенностью делимых графов.

В общем случае получить части 𝐺𝑖 не удастся.

Пример 1. Рассмотрим делимый кратный граф 𝐺 кратности 2, показанный на рис. 2. Для лучшей

читаемости рисунка будем обозначать вершины их номерами без буквы «𝑥».
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(a)

(b)

Fig. 3. Partition of a divisible graph Рис. 3. Части делимого графа

На рис. 3 показаны части 𝐺1 и 𝐺2 делимого кратного графа 𝐺 . Все связанные ребра обозначены

пунктирными линиями.

Часть 𝐺1 этого графа (рис. 3 (a)) состоит из всех обычных вершин с номерами от 14 до 23, всех

соединяющих их обычных ребер, всех связанных ребер инцидентных им мультиребер, а также

из всех кратных вершин и первых связанных ребер каждого мультиребра.

Часть𝐺2 (рис. 3 (b)) состоит из всех обычных вершин с номерами от 24 до 34, всех соединяющих

их обычных ребер, всех связанных ребер инцидентных им мультиребер, а также из всех кратных

вершин и вторых связанных ребер каждого мультиребра.
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Дадим теперь определение кратного пути. Основное отличие кратного пути от пути в обычном

графе состоит в том, что связанные ребра каждого кратного и мультиребра должны проходиться

в этом пути согласованно.

Определение 4. 𝑆 (𝑥,𝑦) = ∪𝑘
𝑖=1𝑆

𝑖 (𝑥,𝑦) является кратным путем из вершины 𝑥 в вершину 𝑦 в графе

𝐺 (𝑉 , 𝐸), если выполнены следующие условия:

1. 𝑆𝑖 (𝑥,𝑦) =

(
{𝑥, 𝑣𝑖

1
}, {𝑣𝑖

1
, 𝑣𝑖

2
}, . . . , {𝑣𝑖

𝑙𝑖−1, 𝑣
𝑖
𝑙𝑖
}, {𝑣𝑖

𝑙𝑖
, 𝑦}

)
, где 𝑙𝑖 ⩾ 0, — последовательность ребер, пред-

ставляющая собой обычный (некратный) путь из 𝑥 в 𝑦, где каждое ребро {𝑎, 𝑏} является либо
обычным ребром в графе 𝐺 (𝑉 , 𝐸), либо 𝑖-ым связанным ребром кратного или мультиребра.

Значения 𝑙𝑖 и 𝑙 𝑗 (𝑖 ≠ 𝑗 ) не согласовываются и могут быть как равными, так и различными.

Если в путь 𝑆 (𝑥,𝑦) не входит ни одного кратного или мультиребра, то 𝑆2(𝑥,𝑦) = 𝑆3(𝑥,𝑦) = . . . =

𝑆𝑘 (𝑥,𝑦) = ∅.
2. Любая обычная вершина может встретиться в 𝑆𝑖 (𝑥,𝑦) несколько раз, то есть 𝑆𝑖 (𝑥,𝑦) может

содержать циклы.

3. Никакая кратная вершина не может встретиться в 𝑆𝑖 (𝑥,𝑦) дважды.
4. Любое обычное ребро может встречаться в 𝑆𝑖 (𝑥,𝑦) несколько раз, причем направления, в ко-

торых оно проходится в разных вхождениях, могут не совпадать.

5. Обычное ребро, входящее в 𝑆𝑖 (𝑥,𝑦), может также входить в любой 𝑆 𝑗 (𝑥,𝑦), 𝑗 ≠ 𝑖 .

6. Все пути 𝑆𝑖 (𝑥,𝑦) согласованы (одинаковы) на общей части. Это условие означает, что ес-

ли связанное ребро какого-то кратного или мультиребра входит в некоторый путь 𝑆𝑖 (𝑥,𝑦),
то остальные связанные ребра должны входить во все 𝑆 𝑗 (𝑥,𝑦), 𝑗 ≠ 𝑖 (по одному связанному

ребру в каждый 𝑆 𝑗 (𝑥,𝑦)). При этом порядок вхождения всех кратных и мультиребер во все

𝑆𝑖 (𝑥,𝑦) одинаков.
Фактически это значит, что если 𝑒1 и 𝑒2 — это два ребра пути 𝑆 (𝑥,𝑦), каждое из которых либо

кратное, либо мультиребро, и в проекции 𝑆𝑖 (𝑥,𝑦) связанное ребро из 𝑒1 проходится раньше

связанного ребра из 𝑒2, то во всех остальных проекциях 𝑆 𝑗 (𝑥,𝑦) связанные ребра из 𝑒2 могут

проходиться только после связанных ребер из 𝑒1.

7. Если 𝑆 (𝑥,𝑦) содержит мультиребро {𝑥0, {𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 }}, проходимое в направлении от общего

конца, то он не может содержать никакого другого мультиребра {𝑦0, {𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 }}, проходимо-
го в том же направлении. Аналогичное условие должно выполняться и в случае движения

к общему концу.

Определение 5. Кратный путь 𝑆 (𝑥,𝑦) является кратным циклом, если 𝑥 = 𝑦 и 𝑆 (𝑥,𝑦) ≠ ∅.

Пример2. Рассмотрим граф𝐺 , показанныйна рис. 2, и получим следующийкратныйпуть𝑆 (𝑥8, 𝑥10):

𝑆1(𝑥8, 𝑥10) =
(
{𝑥8, 𝑥15}, {𝑥15, 𝑥16}, {𝑥16, 𝑥14}, {𝑥14, 𝑥2}, {𝑥2, 𝑥3}, {𝑥3, 𝑥14}, {𝑥14, 𝑥16}, {𝑥16, 𝑥17}, {𝑥17, 𝑥10}

)
,

𝑆2(𝑥8, 𝑥10) =
(
{𝑥8, 𝑥25}, {𝑥25, 𝑥24}, {𝑥24, 𝑥2}, {𝑥2, 𝑥3}, {𝑥3, 𝑥26}, {𝑥26, 𝑥27}, {𝑥27, 𝑥29}, {𝑥29, 𝑥10}

)
.

На рис. 4 (a) показан этот кратный путь 𝑆 (𝑥8, 𝑥10). На рис. 4 (b) и (c) показаны части кратного

пути 𝑆1(𝑥8, 𝑥10) и 𝑆2(𝑥8, 𝑥10) соответственно.
Все ребра общей части 𝑆1 и 𝑆2 согласованы (эти ребра отмечены подчеркиванием). Пример де-

монстрирует особенности кратного пути. Действительно, у нас есть обычное ребро {𝑥14, 𝑥16} (отмече-
но двойным подчеркиванием), которое входит в путь 𝑆1 дважды и проходится в противоположных

направлениях. Более того, в 𝑆1 есть обычный цикл, однако кратного цикла в пути 𝑆 нет.

Определение 6. Множеством достижимости по кратным ребрам для некоторой кратной вершины

𝑥 назовем множество 𝑅𝑘𝑥 всех вершин 𝑦 таких, что существует путь из 𝑥 в 𝑦, проходящий только

по кратным ребрам.
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(a)

(b)

(c)

Fig. 4. Multiple path and its parts Рис. 4. Кратный путь и его части
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Определение 7. Множеством достижимости по обычным ребрам для некоторой обычной вершины

𝑥 назовем множество 𝑅𝑜𝑥 всех вершин 𝑦 таких, что существует путь из 𝑥 в 𝑦, проходящий только

по обычным ребрам.

Определение 8. Множества достижимости 𝑅𝑘𝑥 и 𝑅𝑘𝑦 являются смежными, если для произвольных

вершин 𝑎 ∈ 𝑅𝑘𝑥 , 𝑏 ∈ 𝑅𝑘𝑦 существует соединяющий их кратный путь 𝑆 (𝑎, 𝑏).

Определение 9. Кратный граф𝐺 (𝑉 , 𝐸) является связным, если одновременно выполнены два усло-

вия:

1. Кратный путь 𝑆 (𝑥,𝑦) существует для любых двух кратных вершин 𝑥 ∈ 𝑉 , 𝑦 ∈ 𝑉 .

2. Невозможно выделить такойподграф𝐺 ′ ⊂ 𝐺 , который будет содержать только обычные ребра,

и при этом подграфы 𝐺 ′
и 𝐺 \ 𝐺 ′

не будут соединены ни одним ребром (обычным ребром

или связанным ребром мультиребра).

В отличие от обычных графов, связность кратного графа не предполагает наличие кратных

путей из каждой вершины в каждую. Фактически в связном кратном графе между каждой парой

вершиндолжен существовать обычный (некратный) путь, использующий связанные ребра кратных

и мультиребер несогласованно, а кратные пути обязательно должны существовать только для пар

кратных вершин.

Определение 10. Делимыйкратный граф𝐺 (𝑉 , 𝐸) является связным, если одновременно выполнены
два условия:

1. Кратный путь 𝑆 (𝑥,𝑦) существует для любых двух кратных вершин 𝑥 ∈ 𝑉 , 𝑦 ∈ 𝑉 .

2. Каждая из частей 𝐺𝑖 является связным (некратным) графом.

Определение 11. Кратное дерево— это связный кратный граф без циклов.

В статьях [2, 3] мы показали, что два кратных дерева с одинаковым количеством кратных

и обычных вершин могут содержать разное количество ребер.

Определение 12. Остовным деревом в кратном графе 𝐺 (𝑉 , 𝐸) называется кратное дерево 𝑇 (𝑉 , 𝐸′),
для которого 𝐸′ ⊆ 𝐸.

Заметим, что в остовном дереве заведомо будут существовать кратные пути 𝑆 (𝑥,𝑦) для всех

кратных вершин 𝑥 , 𝑦. Однако, если хотя бы одна из вершин 𝑥 , 𝑦 является обычной, существование

пути 𝑆 (𝑥,𝑦) не гарантировано даже в том случае, когда такой путь существует в исходном графе

𝐺 (𝑉 , 𝐸).

Определение13. Остовное дерево𝑇 (𝑉 , 𝐸′) в кратном графе𝐺 (𝑉 , 𝐸) является полным, еслидля любой
пары вершин 𝑥 ∈ 𝑉 , 𝑦 ∈ 𝑉 кратный путь 𝑆𝑇 (𝑥,𝑦) в дереве 𝑇 (𝑉 , 𝐸′) существует тогда и только тогда,

когда существует кратный путь 𝑆𝐺 (𝑥,𝑦) в исходном графе 𝐺 (𝑉 , 𝐸).

2. Задача о минимальном полном остовном дереве в делимом кратном графе
и алгоритм ее решения

2.1. Постановка задачи

Напомним определение длины ребра из [2, 3].

Определение 14. Целочисленная функция 𝑙 (𝑒), определенная для всех ребер 𝑒 ∈ 𝐸, является длиной
(весом) ребра в кратном графе 𝐺 (𝑉 , 𝐸), если выполнено следующее:

1. 𝑙 (𝑒) > 0 для любого ребра 𝑒 .
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2. Если 𝑒 является кратным или мультиребром, то 𝑙 (𝑒1) = 𝑙 (𝑒2) = . . . = 𝑙 (𝑒𝑘 ) и 𝑙 (𝑒) = 𝑘 · 𝑙 (𝑒1), где
𝑒1, . . . , 𝑒𝑘 — это связанные ребра данного ребра 𝑒 .

Тогда вес кратного графа 𝐺 (𝑉 , 𝐸) определяется по формуле

𝑤 (𝐺) =
∑︁
𝑒∈𝐸

𝑙 (𝑒) .

Поставим две задачи о минимальном остовном дереве.

Задача 1 (минимальное остовное дерево). В кратном графе𝐺 (𝑉 , 𝐸)требуется найтитакое остовное
дерево 𝑇min(𝑉 , 𝐸′), что для любого другого остовного дерева 𝑇 (𝑉 , 𝐸′′) выполнено

𝑤 (𝑇min(𝑉 , 𝐸′)) ⩽ 𝑤 (𝑇 (𝑉 , 𝐸′′)) .

Задача 2 (минимальное полное остовное дерево). В кратном графе𝐺 (𝑉 , 𝐸) требуется найти такое
полное остовное дерево𝑇min

𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒
(𝑉 , 𝐸′), что для любого другого полного остовного дерева𝑇𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒 (𝑉 , 𝐸′′)

выполнено
𝑤 (𝑇min

𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒
(𝑉 , 𝐸′)) ⩽ 𝑤 (𝑇𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒 (𝑉 , 𝐸′′)) .

Задача 2 является более интересной, поскольку кратные пути существуют в полном остовном

дереве для всех пар вершин, для которых соответствующие пути существуют в исходном графе.

Кроме того, очевидно, что

𝑤 (𝑇min) ⩽ 𝑤 (𝑇min

𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒
) .

Существование полного остовного дерево в связном кратном графе доказывается в статьях [2]

(для делимого графа) и [3] (для произвольного кратного графа). В статье [4] мы доказали, что зада-

чи 1 и 2 являются NP-трудными даже в случае делимого графа, если кратность 𝑘 ⩾ 3. Предположи-

тельно, задачи являются NP-трудными и для кратности 𝑘 = 2.

2.2. Точный алгоритм для задачи 2

В статьях [2, 3] мыполучили эвристические алгоритмыдля задачи 2 для случаев делимого и про-

извольного кратного графа. Построим теперь точный алгоритм для задачи 2 для случая делимого

графа. Будем формулировать алгоритм для графов кратности 2 (далее будет показано, что анало-

гичный алгоритм может быть получен и для любой другой кратности 𝑘 > 2).

Пусть имеется взвешенный делимый граф 𝐺 (𝑉 , 𝐸) кратности 2.

Алгоритм 1 (редукция графа).
1. Находим все множества достижимости по обычным ребрам 𝑅𝑜𝑥 (используется полиномиаль-

ный алгоритм 2 из статьи [1]).

2. С помощью алгоритма Краскала (см. [14]) находим минимальное остовное дерево𝑇𝑜
𝑥 в каждом

подграфе 𝐺𝑜
𝑥 , образованном множеством вершин 𝑅𝑜𝑥 и всеми обычными ребрами, которые

соединяют вершины из 𝑅𝑜𝑥 в графе 𝐺 (𝑉 , 𝐸). Множеством ребер дерева 𝑇𝑜
𝑥 будет 𝐸𝑜𝑥 ⊆ 𝐸𝑜 .

Получение таких деревьев является необходимыми достаточным условием полноты кратного

остовного дерева в делимом графе (теорема 3 из статьи [2]).

3. Обозначим каждое найденное дерево через𝑇
𝑝
𝑟 , где 𝑟 — это номер дерева, а 𝑝 — это номер части

𝐺𝑝 исходного графа 𝐺 .

4. Получим новый делимый граф 𝐺red (𝑉red, 𝐸red) следующим образом:

(a) Поместим все кратные вершины из множества 𝑉 в множество 𝑉red . Поместим обычные

вершины𝑇
𝑝
𝑟 в множество𝑉red . Каждая из них соответствует обычному дереву с предыду-

щего шага.
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(b) Установим 𝐸𝑘red = 𝐸𝑘 и 𝐸𝑜red = ∅.
(c) Получим мультиребра {𝑥𝑖 , {𝑇 1

𝑟 ,𝑇
2

𝑠 }} на основе всех мультиребер {𝑥𝑖 , {𝑥𝑡 , 𝑥𝑢}} ∈ 𝐸𝑚 , за-

меняя обычные вершины 𝑥𝑡 и 𝑥𝑢 на обычные вершины 𝑇 1

𝑟 и 𝑇 2

𝑠 , которые соответствуют

обычным деревьям, содержащим 𝑥𝑡 и 𝑥𝑢 . Добавим все такие мультиребра {𝑥𝑖 , {𝑇 1

𝑟 ,𝑇
2

𝑠 }}
в множество 𝐸𝑚red .

5. Граф𝐺red является делимыми не содержит обычных ребер. Редуцируем его до обычного графа

𝐺ord (𝑉ord, 𝐸ord). Некоторые вершины нового графа будут соответствовать сразу паре вершин

графа 𝐺red . Такие вершины будем называть квазивершинами здесь и далее.

(a) Создадим квазивершины 𝑞𝑟𝑠 = {𝑇 1

𝑟 ,𝑇
2

𝑠 } для каждого мультиребра {𝑥𝑖 , {𝑇 1

𝑟 ,𝑇
2

𝑠 }} ∈ 𝐸𝑚red
и включим эти квазивершины в множество 𝑉ord .

(b) Преобразуем каждую кратную вершину 𝑥𝑖 ∈ 𝑉red в обычную вершину 𝑥𝑖 ∈ 𝑉ord .

(c) Преобразуем каждое кратное ребро {𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 } ∈ 𝐸𝑘red в обычное ребро {𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗 } ∈ 𝐸ord той же

длины.

(d) Преобразуем каждое мультиребро {𝑥𝑖 , {𝑇 1

𝑟 ,𝑇
2

𝑠 }} ∈ 𝐸𝑚red в обычное ребро {𝑥𝑖 , 𝑞𝑟𝑠} ∈ 𝐸ord той

же длины.

Заметим, что каждое минимальное полное остовное дерево графа𝐺red соответствует минималь-

ному полному остовному дереву графа𝐺 . Последнее может быть получено заменой всех вершин𝑇
𝑝
𝑟

в минимальном полном остовном дереве графа 𝐺red на обычные минимальные остовные деревья,

найденные на шаге 2 алгоритма 1. Более того, каждое остовное дерево графа𝐺red является полным,

поскольку в графе 𝐺red нет обычных ребер.

Граф 𝐺ord строится таким образом, что каждое остовное дерево в нем соответствует полному

остовному дереву в графе 𝐺red . Однако минимальное остовное дерево в графе 𝐺ord может не соот-

ветствовать минимальному полному остовному дереву в графе 𝐺red . Причина в том, что каждая

квазивершина представляет собой пару обычных деревьев. Эти пары могут пересекаться, поэтому

какие-то квазивершины будут «избыточными» для минимального остовного дерева в графе 𝐺red .

Тем не менее, эти «избыточные» вершины должны присутствовать в остовном дереве в графе𝐺ord .

Вышесказанное приводит к идее исключения каких-то квазивершин при поиске минимального

остовного дерева в графе 𝐺ord . Мы можем перебрать все возможные варианты такого исключения,

получить минимальные остовные деревья в обычном графе для тех вариантов, в которых графы

𝐺ord и 𝐺red остаются связными, и выбрать кратчайшее из деревьев, которое и будет соответствовать

минимальному полному остовному дереву в графе 𝐺red .

Но этот подход требует перебора 2
𝑞
вариантов, где 𝑞 — это количество квазивершин. Заметим,

что мы можем уменьшить глубину перебора, если предварительно определим квазивершины, ко-

торые являются или не являются обязательными для графа производного от графа 𝐺ord .

Разобьем множество квазивершин на четыре непересекающихся подмножества:

• 𝑄𝐴 — это множество квазивершин, которые обеспечивают смежность каких-то множеств до-

стижимости по кратным ребрам 𝑅𝑘𝑥 и 𝑅𝑘𝑦 в графе𝐺red . Это значит, что в графе𝐺red невозможно

получить остовное дерево, не включив в него некоторое мультиребро, соединяющее вершину

из множества 𝑅𝑘𝑥 с вершинами из 𝑞𝑟𝑠 , и мультиребро, соединяющее вершину из множества 𝑅𝑘𝑦
с вершинами из 𝑞𝑟𝑠 , где 𝑞𝑟𝑠 ∈ 𝑄𝐴;

• 𝑄𝐵 — это множество квазивершин, которыемогут обеспечивать смежность каких-то множеств

достижимости по кратным ребрам 𝑅𝑘𝑥 и 𝑅𝑘𝑦 в графе𝐺red . Однако можно обеспечить указанную

смежность и альтернативным способом, если определенная вершина из множества 𝑄𝐵 будет

исключена из графа 𝐺ord ;

• 𝑄𝐶 — это множество квазивершин, которые являются листьями в графе 𝐺ord ; при этом хо-

тя бы одна из компонент 𝑇 1

𝑟 , 𝑇
2

𝑠 квазивершины 𝑞𝑟𝑠 ∈ 𝑄𝐶 не является компонентой никакой

квазивершины из 𝑄𝐴 ∪𝑄𝐵 ;
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• 𝑄𝐷 — это множество квазивершин, которые являются листьями в графе 𝐺ord ; при этом обе

компоненты 𝑇 1

𝑟 , 𝑇
2

𝑠 квазивершины 𝑞𝑟𝑠 ∈ 𝑄𝐷 являются компонентами каких-то квазивершин

из 𝑄𝐴 ∪𝑄𝐵 .

Очевидно, 𝑄𝐴 ∪𝑄𝐵 содержит все квазивершины из 𝑉ord , не являющиеся листьями.

Мы можем найти все множества 𝑄𝐴, 𝑄𝐵 , 𝑄𝐶 и 𝑄𝐷 с помощью следующего полиномиального

алгоритма. Также мы можем профильтровать 𝑄𝐷 , исключив квазивершины, которые гарантиро-

ванно «избыточны». В то же время, множество 𝑄𝐴 состоит из квазивершин, которые не могут

быть исключены, поскольку минимальное остовное дерево в графе𝐺red должно содержать все пары

их компонент (как отдельные концы мультиребер).

Алгоритм 2 (классификация и фильтрация квазивершин графа 𝐺ord).
1. Последовательно просмотрим все квазивершины 𝑞𝑟𝑠 , для которых deg𝑞𝑟𝑠 > 1. Если

deg𝑞𝑟𝑠 = 𝑛, у нас есть 𝑛 ребер {𝑥𝑖𝑟𝑠 , 𝑞𝑟𝑠} ∈ 𝐸ord (𝑖 ∈ 1, 𝑛). Временно исключим все эти ребра

из 𝐸ord и проверим существование 𝑛 путей 𝑆 (𝑥1𝑟𝑠 , 𝑥2𝑟𝑠), . . . , 𝑆 (𝑥𝑛−1𝑟𝑠 , 𝑥𝑛𝑟𝑠) и 𝑆 (𝑥𝑛𝑟𝑠 , 𝑥1𝑟𝑠) (фактиче-

ски мы проверяем связность графа 𝐺ord после исключения вершины 𝑞𝑟𝑠 ). Если хотя бы один

из путей не существует, включаем 𝑞𝑟𝑠 в 𝑄𝐴. Иначе включаем 𝑞𝑟𝑠 в 𝑄𝐵 .

2. Последовательно просмотрим все квазивершины 𝑞𝑟𝑠 , для которых deg𝑞𝑟𝑠 = 1. Возьмем их ком-

поненты𝑇 1

𝑟 и𝑇 2

𝑠 ипроверим, являются ли оникомпонентамикаких-то квазивершиниз𝑄𝐴∪𝑄𝐵 .

Если для обеих компонент ответ «да», включим 𝑞𝑟𝑠 в 𝑄𝐷 . Иначе включим 𝑞𝑟𝑠 в 𝑄𝐶 .

3. Профильтруем𝑄𝐷 . Последовательнопросмотримвсе квазивершины𝑞𝑟𝑠 ∈ 𝑄𝐷 . Возьмемихком-

поненты𝑇 1

𝑟 и𝑇 2

𝑠 и проверим, являются ли они обе компонентами каких-то квазивершин из𝑄𝐴.

Если для обеих компонент ответ «да», исключим 𝑞𝑟𝑠 из 𝑄𝐷 и из 𝑉ord . Также исключим един-

ственное инцидентное этой квазивершине ребро {𝑥𝑖 , 𝑞𝑟𝑠} из 𝐸ord .

Далее будем рассматривать граф 𝐺ord в виде, полученном на шаге 3 алгоритма 2.

Определение 15. Обычный граф 𝐺der с квазивершинами называется производным от графа 𝐺ord ,

если он получен из графа𝐺ord в результате исключения каких-то квазивершин из𝑉ord и исключения

всех инцидентных этим квазивершинам ребер из 𝐸ord . Граф 𝐺der должен также соответствовать

следующим условиям:

1. 𝐺der связен.

2. Каждое остовное дерево в графе 𝐺der соответствует полному остовному дереву в графе 𝐺red .

Заметим, что только квазивершины из𝑄𝐵 ,𝑄𝐶 или𝑄𝐷 могут исключаться из𝑉ord при получении

производного графа, поскольку все квазивершины из𝑄𝐴 обязательны для связности графа. Мы мо-

жем получить все возможные производные графы 𝐺der и найти минимальные остовные деревья

в них. Очевидно, кратчайшее из этих деревьев порождает минимальное полное остовное дерево

в делимом графе 𝐺red .

Обозначим через DER множество всех графов производных от 𝐺ord .

Алгоритм 3 (генерация всех графов производных от 𝐺ord).
1. Определим базовую часть 𝐺base с множествами вершин и ребер 𝑉base и 𝐸base. Она содержит

вершины и ребра, которые являются обязательными для каждого производного графа.

Поэтому базовая часть должна содержать все обычные вершины из 𝑉ord , все квазивершины

из 𝑄𝐴 и все ребра из 𝐸ord , связывающие указанные вершины.

2. Рассмотрим множество 𝑄𝐵 = {𝑞𝑟1𝑠1, . . . , 𝑞𝑟𝑝𝑠𝑝 }. Найдем все его подмножества:

𝑄1

𝐵 = ∅, 𝑄2

𝐵 = {𝑞𝑟1𝑠1}, . . . , 𝑄
𝑝+1
𝐵

= {𝑞𝑟𝑝𝑠𝑝 },

𝑄
𝑝+2
𝐵

= {𝑞𝑟1𝑠1, 𝑞𝑟2𝑠2}, . . . , 𝑄2
𝑝

𝐵 = 𝑄𝐵 .
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Обозначим через 𝐸
𝑗

𝐵
множество ребер инцидентных вершинам из 𝑄

𝑗

𝐵
в графе 𝐺ord ( 𝑗 ∈ 1, 2𝑝 ).

Положим DER = ∅, 𝑖 = 1.

3. Сгенерируем граф 𝐺𝑖
der производный от 𝐺ord . Его множества вершин и ребер обозначим че-

рез 𝑉 𝑖
der и 𝐸𝑖der . Сначала положим 𝑉 𝑖

der = 𝑉base ∪ 𝑄𝑖
𝐵
и 𝐸𝑖der = 𝐸base ∪ 𝐸𝑖

𝐵
. Если граф не связен,

производный граф 𝐺𝑖
der не существует, переходим на шаг 7. Иначе переходим на шаг 4.

4. Сформируем множество 𝑄𝑖
𝐷
. Для этого произведем дополнительную фильтрацию множества

𝑄𝐷 . Последовательнопросмотрим все квазивершины𝑞𝑟𝑠 ∈ 𝑄𝐷 . Возьмемих компоненты𝑇 1

𝑟 и𝑇 2

𝑠

и проверим, являются ли они компонентами каких-то квазивершин из 𝑄𝐴 ∪𝑄𝑖
𝐵
. Если хотя бы

для одной компоненты ответ «нет», включим 𝑞𝑟𝑠 в 𝑄
𝑖
𝐷
.

5. Рассмотрим множество 𝑄𝐶 ∪ 𝑄𝑖
𝐷
. Каждая квазивершина 𝑞𝑟𝑠 из этого множества содержит

хотя бы одну компоненту𝑇 1

𝑟 или𝑇 2

𝑠 , которая не является компонентой никакой квазивершины

из множества 𝑄𝐴 ∪𝑄𝑖
𝐵
. Все такие компоненты образуют два множества:

𝑇 1 = {𝑇 1

𝑟1
, . . . ,𝑇 1

𝑟𝑙
}, 𝑇 2 = {𝑇 2

𝑠1
, . . . ,𝑇 2

𝑠𝑛
}.

Для каждой квазивершины 𝑞𝑟𝑠 ∈ 𝑄𝐶 ∪𝑄𝑖
𝐷
определим ее вес 𝑤 (𝑞𝑟𝑠) = 𝑙 ({𝑥𝑡 , 𝑞𝑟𝑠 }), где {𝑥𝑡 , 𝑞𝑟𝑠 } —

это единственное ребро, инцидентное 𝑞𝑟𝑠 .

Затем выделим подмножество 𝑄𝑖
𝐶𝐷

минимального суммарного веса

∑
𝑞𝑟𝑠 ∈𝑄𝑖

𝐶𝐷

𝑤 (𝑞𝑟𝑠) среди всех

подмножеств множества 𝑄𝐶 ∪ 𝑄𝑖
𝐷
такое, что оно покрывает 𝑇 1

и 𝑇 2
, то есть каждый элемент

𝑇 1
и𝑇 2

является компонентой хотя бы одной квазивершины из подмножества. Очевидно, что

max{𝑙, 𝑛} ⩽ |𝑄𝑖
𝐶𝐷 | ⩽ 𝑙 + 𝑛.

Определим 𝐸𝑖
𝐶𝐷

⊆ 𝐸ord как множество ребер инцидентных квазивершинам из множества𝑄𝑖
𝐶𝐷

.

6. Граф 𝐺𝑖
der определяется множествами вершин и ребер:

𝑉 𝑖
der = 𝑉base ∪𝑄𝑖

𝐵 ∪𝑄𝑖
𝐶𝐷 , 𝐸𝑖der = 𝐸base ∪ 𝐸𝑖𝐵 ∪ 𝐸𝑖𝐶𝐷 .

Добавим этот граф 𝐺𝑖
der в множество DER.

7. Положим 𝑖 = 𝑖 + 1. Если 𝑖 > 2
𝑝
, выход. Иначе переходим на шаг 3.

Заметим, что алгоритм 3 выполняется за экспоненциальное число шагов в общем случае. Дей-

ствительно, мы ищем 2
|𝑄𝐵 |

подмножеств на шаге 2 и выполняем шаги 3–7 для каждого подмно-

жества. Более того, на шаге 5 требуется выбрать одно из

(
𝐶
max{𝑙,𝑛}
|𝑄𝐶∪𝑄𝑖

𝐷
| + . . . +𝐶𝑙+𝑛

|𝑄𝐶∪𝑄𝑖
𝐷
|

)
подмножеств

в худшем случае, что также требует экспоненциального числа операций.

Но задача 2 NP-трудная, поэтому любой точный алгоритм для нее потребует экспоненциального

числа шагов, если 𝑃 ≠ 𝑁𝑃 . Тем не менее, алгоритм 3 будет выполняться за приемлемое время, если

|𝑄𝐵 |, |𝑄𝐶 | и |𝑄𝐷 | невелики в то время, как |𝑄𝐴 | может быть большим.

Будем использовать алгоритмы 1–3 на шагах точного алгоритма для задачи о минимальном

полном остовном дереве в делимом кратном графе. Пусть𝐺 (𝑉 , 𝐸) — взвешенный связный делимый

кратный граф. Будем искать его минимальное полное остовное дерево 𝑇min

𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒
(𝑉 , 𝐸𝑇 ), где 𝐸𝑇 ⊆ 𝐸.

Алгоритм 4 (точный алгоритм для задачи 2 для делимого графа).
1. С помощью алгоритма 1 находим все обычные минимальные остовные деревья𝑇

𝑝
𝑟 на множе-

ствах достижимости по обычным ребрам 𝑅𝑜𝑥 , редуцированный кратный граф 𝐺red и обычный

граф 𝐺ord с квазивершинами.

2. Классифицируем и фильтруем квазивершины графа 𝐺ord с помощью алгоритма 2.

3. Рассмотрим граф 𝐺ord , полученный после фильтрации на шаге 2. С помощью алгоритма 3

находим множество DER всех графов 𝐺𝑖
der производных от 𝐺ord .
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Fig. 5. The minimum spanning trees for the
ordinary edges reachability sets

Рис. 5.Минимальные остовные деревья
на множествах достижимости по обычным

ребрам

Fig. 6. Reduced divisible graph 𝐺red Рис. 6. Редуцированный кратный граф 𝐺red

4. В каждом графе 𝐺𝑖
der ∈ 𝐷𝐸𝑅 найдем минимальное остовное дерево 𝑇 𝑖

der с помощью алгоритма

Краскала. Выберем кратчайшее из них и обозначим его через 𝑇min

der (𝑉min

der , 𝐸min

der ).
5. Преобразуем дерево𝑇min

der в минимальное полное остовное дерево𝑇min

red (𝑉red, 𝐸𝑇red) графа𝐺red , где

𝐸𝑇red ⊆ 𝐸red . Получим 𝐸𝑇red следующим образом.

(a) Если для каких-то обычных вершин 𝑥𝑡 ∈ 𝑉min

der , 𝑥𝑢 ∈ 𝑉min

der ребро {𝑥𝑡 , 𝑥𝑢} ∈ 𝐸min

der , включаем

кратное ребро {𝑥𝑡 , 𝑥𝑢} ∈ 𝐸red в множество 𝐸
𝑇
red .

(b) Если для какой-то обычной вершины 𝑥𝑡 ∈ 𝑉min

der и для какой-то квазивершины 𝑞𝑟𝑠 ∈ 𝑉min

der
ребро {𝑥𝑡 , 𝑞𝑟𝑠} ∈ 𝐸min

der , включаем мультиребро {𝑥𝑡 , {𝑇 1

𝑟 ,𝑇
2

𝑠 }} ∈ 𝐸red в множество 𝐸
𝑇
red .

6. Преобразуем дерево 𝑇min

red в минимальное полное остовное дерево 𝑇min

𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒
графа 𝐺 . Для это-

го заменим все вершины 𝑇
𝑝
𝑟 ∈ 𝑉red на соответствующие обычные деревья 𝑇

𝑝
𝑟 , полученные

на шаге 1.

2.3. Пример работы алгоритма

Пример 3. Рассмотрим делимый граф 𝐺 кратности 2, показанный на рис. 2. Установим дли-

ны всех кратных ребер равными 2, длины всех обычных ребер равными 1, 𝑙 ({𝑥4, {𝑥21, 𝑥26}}) = 2,

𝑙 ({𝑥6, {𝑥21, 𝑥31}}) = 2, 𝑙 ({𝑥7, {𝑥22, 𝑥31}}) = 6, 𝑙 ({𝑥11, {𝑥20, 𝑥31}}) = 2, а длины всех остальных мультире-

бер равными 4.

Применим алгоритм 4 к графу 𝐺 . Сначала найдем минимальные остовные деревья на множе-

ствах достижимости по обычным ребрам (рис. 5). Затем заменим их на соответствующие верши-

ны 𝑇
𝑝
𝑟 и получим редуцированный кратный граф 𝐺red (рис. 6).

Далее сформируем квазивершины, чтобы получить граф 𝐺ord (рис. 7 (a), квазивершины закра-

шены черным). Классификация квазивершин дает следующие множества:

𝑄𝐴 = {𝑞11, 𝑞12}, 𝑄𝐵 = {𝑞22, 𝑞33}, 𝑄𝐶 = {𝑞24}, 𝑄𝐷 = {𝑞23, 𝑞32}.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Fig. 7. Ordinary graph 𝐺ord with quasi-vertices, its
derivative graphs and theirs minimum spanning

trees

Рис. 7. Обычный граф 𝐺ord с квазивершинами,
его производные графы и их минимальные

остовные деревья

Базовая часть 𝐺base графа 𝐺ord состоит из всех обычных вершин, всех квазивершин из множе-

ства 𝑄𝐴 и из всех ребер, соединяющих эти вершины, см. рис. 7 (b). Сформируем подмножества 𝑄𝑖
𝐵

(𝑖 ∈ 1, 4):

𝑄1

𝐵 = ∅, 𝑄2

𝐵 = {𝑞22}, 𝑄3

𝐵 = {𝑞33}, 𝑄4

𝐵 = {𝑞22, 𝑞33},
и попробуем получить производные графы 𝐺𝑖

der (𝑖 ∈ 1, 4). Граф 𝐺1

der не существует, потому что до-

бавление 𝑄1

𝐵
в 𝐺base приводит к несвязному графу. Остальные производные графы определяются

следующими подмножествами:

𝑄2

𝐷 = {𝑞23, 𝑞32}, 𝑄2

𝐶𝐷 = {𝑞23, 𝑞24, 𝑞32};

𝑄3

𝐷 = {𝑞23}, 𝑄3

𝐶𝐷 = {𝑞24};
𝑄4

𝐷 = ∅, 𝑄4

𝐶𝐷 = {𝑞24}.
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Fig. 8. The minimum complete spanning tree of the
divisible graph 𝐺

Рис. 8.Минимальное полное остовное дерево
делимого графа 𝐺

Производные графы показаны на рис. 7 (c), (e), (g). Чтобы получить минимальное остовное

дерево в каждом графе, мы должны исключить ребра {𝑥4, 𝑥5}, {𝑥5, 𝑥6} и {𝑥7, 𝑥12}. Также мы должны

исключить ребро {𝑥7, 𝑞33} из 𝐺4

der . В итоге мы получим минимальные остовные деревья 𝑇 2

der , 𝑇
3

der
и 𝑇 4

der этих графов; они показаны на рис. 7 (d), (f), (h). Их веса:

𝑤 (𝑇 2

der) = 50, 𝑤 (𝑇 3

der) = 46, 𝑤 (𝑇 4

der) = 48.

Кратчайшее из них —𝑇 3

der , оно порождает минимальное полное остовное дерево𝑇
𝑚𝑖𝑛
𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒

исходного

графа 𝐺 веса𝑤 (𝑇𝑚𝑖𝑛
𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒

) = 60 (рис. 8).

2.4. Анализ алгоритмов

Алгоритмы 1–4 сформулированы для делимых графов кратности 2. Однако они могут быть лег-

ко переформулированы для любой другой кратности 𝑘 ⩾ 3. Действительно, отличия будут только

в количестве частей𝐺𝑝 делимого графа (𝑝 ∈ 1, 𝑘), в диапазоне значений индекса 𝑝 для обычных де-

ревьев𝑇
𝑝
𝑟 , а также в количестве компонент квазивершины. В общем случае у каждой квазивершины

будет ровно 𝑘 компонент, поэтому нужно рассматривать квазивершины вида 𝑞𝑟1 ...𝑟𝑘 = {𝑇 1

𝑟1
, . . . ,𝑇𝑘

𝑟𝑘
}.

Все остальное остается прежним.

Пусть теперь𝐺 — делимый граф произвольной кратности 𝑘 ⩾ 2. Применим алгоритм 1 к графу𝐺

и получим обычный граф 𝐺ord с квазивершинами.

Определение 16. Делимый кратный граф 𝐺 назовем графом простой структуры, если в соответ-

ствующем обычном графе 𝐺ord с квазивершинами |𝑄𝐵 | = |𝑄𝐶 | = 0 .

Теорема 1. Задача о минимальном полном остовном дереве в делимом кратном графе простой струк-
туры может быть решена за полиномиальное время.

Доказательство. Во-первых, из условия |𝑄𝐵 | = 0 следует, что все компоненты 𝑇 1

𝑟1
, . . . , 𝑇𝑘

𝑟𝑘
каждой

квазивершины 𝑞𝑟1 ...𝑟𝑘 ∈ 𝑄𝐷 являются компонентами каких-то квазивершин из 𝑄𝐴. Поэтому все

квазивершины будут исключены из |𝑄𝐷 | на шаге 3 алгоритма 2. Значит, мы можем пропустить
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шаги 4–5 алгоритма 3, поскольку 𝑄𝐷 = ∅ после фильтрации и 𝑄𝐶 = ∅ в силу простоты структуры

графа.

Во-вторых, из условия |𝑄𝐵 | = 0 следует, что только одно подмножество 𝑄1

𝐵
= ∅ будет найдено

нашаге 2 алгоритма 3. Поэтомушаги 3–7 этого алгоритма будут выполнены ровно один раз и ровно

один граф 𝐺1

der будет производным от графа 𝐺ord . Очевидно, что 𝑉
1

der = 𝑉ord и 𝐸1der = 𝐸ord .

Следовательно, алгоритм 3 выполняется за полиномиальное время для любого делимого графа

простой структуры. Шаг 4 алгоритма 4 выполняется ровно один раз, поскольку у нас есть только

один граф производный от графа 𝐺ord .

В итоге, все шаги алгоритма 4 выполняются однократно и каждый шаг полиномиален для дан-

ного класса графов. Таким образом, задача 2 полиномиальна в случае делимого кратного графа

простой структуры.

□

Если мы будем применять алгоритм 4 на практике, мы можем столкнуться с проблемой нехват-

ки памяти из-за того, что в алгоритме мы получаем экспоненциальное количество производных

графов. Чтобы преодолеть указанную проблему, мы можем объединить шаги 3 и 4 алгоритма 4

следующим образом.

1. Зададим переменную 𝑤cur = ∞ для хранения текущего веса минимального остовного дерева

в производном графе. Обозначим текущее минимальное остовное дерево веса 𝑤cur через 𝑇cur .

В начальныймомент𝑇cur = ∅. Таким образом, мы будем хранить дерево𝑇cur ипеременную𝑤cur
вместо множества DER.

2. После шага 6 алгоритма 3 (поиск очередного графа 𝐺𝑖
der ) переходим на шаг 4 алгоритма 4

для поиска минимального остовного дерева 𝑇 𝑖
der в графе 𝐺𝑖

der . Если 𝑤 (𝑇 𝑖
der) < 𝑤cur , полагаем

𝑇cur = 𝑇 𝑖
der и𝑤cur = 𝑤 (𝑇 𝑖

der). Переходим на шаг 7 алгоритма 3.

3. После последней итерации указанной процедуры полагаем 𝑇min

der = 𝑇cur .

Также мы можем оптимизировать алгоритм для случая графа с большим количеством вершин

и ребер. Мы можем сравнивать текущий вес𝑤 (𝑇 𝑖
der) с весом𝑤cur на шаге 4 алгоритма 4 после добав-

ления каждого нового ребра алгоритмом Краскала. Если𝑤 (𝑇 𝑖
der) ⩾ 𝑤cur , можно прервать построение

дерева и перейти к следующей итерации.
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