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The study of various processes leads to the need to clarify (expand) the boundaries of the applicability of computational
structures and modeling tools. The purpose of this article is to develop the Taylor expansion for functions of several variables
based on the concept of 𝑆-differentiability. A function 𝑓 from 𝐿1 [𝑄0], where 𝑄0 is an 𝑚-dimensional cube, is called 𝑆-dif-
ferentiable at an interior point 𝑥0 of this cube, if there exists an algebraic if there exists an analgebraic polynomial 𝑃 (𝑥)
of degree not greater than first for which it is uniform over all vectors 𝑣 of the unit sphere R𝑚 the integral of 𝑡 within 0
and ℎ from the expression 𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑣) − 𝑃 (𝑡 · 𝑣) is 𝑜 (ℎ2) for ℎ → 0+. It is shown that with this definition, differentiation
of a composite function with a linear interior component is valid, and the vector-gradient principle holds. The following
result is proved. Let the function 𝑓 have continuous partial derivatives up to order 𝑛 inclusive in some neighborhood
of the interior point 𝑥0 ∈ 𝑄0 that are 𝑆-differentiable at the point 𝑥0, then the Taylor expansion the function 𝑓 with accuracy
𝑜
(
∥𝑥 − 𝑥0∥𝑛+1) holds in this neighborhood.

Keywords: S-derivative; Taylor expansion; difference expressions; gradient vector

INFORMATION ABOUT THE AUTHORS
Morozov, Anatoly N.

(corresponding author)
ORCID iD: 0000-0001-9940-159X. E-mail: moroz@uniyar.ac.ru
PhD, Associate Professor

Funding: Yaroslavl State University (project VIP-016).

For citation: A. N. Morozov, “Computational aspects of S-differentiability of functions of several variables”, Modeling and Analysis
of Information Systems, vol. 32, no. 3, pp. 230–241, 2025. DOI: 10.18255/1818-1015-2025-3-230-241.

© Morozov A. N., 2025
This is an open access article under the CC BY license (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/).

230

http://www.mais-journal.ru
https://doi.org/10.18255/1818-1015-2025-3-230-241
https://orcid.org/0000-0001-9940-159X
mailto:moroz@uniyar.ac.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


МОДЕЛИРОВАНИЕ И АНАЛИЗ ИНФОРМАЦИОННЫХ СИСТЕМ, ТОМ 32, № 3, 2025
сайт журнала: www.mais-journal.ru

COMPUTING METHODOLOGIES AND APPLICATIONS

Вычислительные аспекты S-дифференцируемости функций
нескольких переменных
А.Н. Морозов1 DOI: 10.18255/1818-1015-2025-3-230-241

1Ярославский государственный университет им. П.Г. Демидова, Ярославль, Россия

УДК 519.65 Получена 11 июня 2025 г.
Научная статья После доработки 8 июля 2025 г.
Полный текст на русском языке Принята к публикации 16 июля 2025 г.

Исследование различных процессов приводит к необходимости уточнения (расширения) границ примени-
мости вычислительных конструкций и инструментов моделирования. Целью данной статьи является развитие
разложения Тейлора для функций нескольких переменных на основе понятия 𝑆-дифференцируемости. Функ-
цию 𝑓 из 𝐿1 [𝑄0], где 𝑄0 —𝑚-мерный куб, назовём 𝑆-дифференцируемой во внутренней точке 𝑥0 этого куба, если
существует алгебраический многочлен 𝑃 (𝑥) степени не выше первой, для которого равномерно по всем векторам
𝑣 единичной сферы R𝑚 интеграл по 𝑡 с пределами 0 и ℎ от выражения 𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑣) − 𝑃 (𝑡 · 𝑣) есть 𝑜 (ℎ2) при ℎ → 0+.
Показано, что при таком определении справедливо дифференцирование сложной функции с линейной внут-
ренней компонентой, имеет место принцип вектора-градиента. Доказан следующий результат. Пусть функция 𝑓

имеет в некоторой окрестности внутренней точки 𝑥0 ∈ 𝑄0 непрерывные частные производные до порядка 𝑛 вклю-
чительно, которые 𝑆-дифференцируемы в точке 𝑥0, тогда в этой окрестности справедливо разложение Тейлора
функции 𝑓 с точностью 𝑜

(
∥𝑥 − 𝑥0∥𝑛+1) .

Ключевые слова: S-производная; разложение Тейлора; разностные выражения; вектор-градиент
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Введение и основные обозначения
Разложение Тейлора является фундаментальным математическим построением, широко при-

меняемым в различных областях. В современной математике это не только важнейший способ
представления и аппроксимации функций [1], но и идейная основа для работы с другими объ-
ектами [2], которые в свою очередь «дают ключ» к решению многих актуальных теоретических
и практических задач. Также данное построение позволяет открывать в математике свойства новых
конструкций [3, 4]. Многочисленны применения разложения Тейлора в инженерии [5, 6], а в по-
следние годы— в машинном обучении [7—9]. Математическое развитие метода Тейлора позволит
расширить возможности его применения.

Пусть 𝐿𝑝 [𝑄0] — пространство действительных измеримых функций, интегрируемых в степени
𝑝 (1 ⩽ 𝑝 < ∞) по Лебегу на кубе

𝑄0 = [𝑎1;𝑏1] × · · · × [𝑎𝑚 ;𝑏𝑚], где 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 = 𝑏 𝑗 − 𝑎 𝑗 , 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚},

в R𝑚 с обычной евклидовой нормой:

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚), ∥𝑥 ∥ = (𝑥2
1 + 𝑥2

1 + . . . + 𝑥2
𝑚)

1
2 .

Для𝑚 = 1 пишем 𝐿𝑝 [𝑎;𝑏].
В общем случае считаем

∥ 𝑓 ∥𝐿𝑝 [𝑄0 ] =
( ∫
𝑄0

|𝑓 (𝑥) |𝑝𝑑𝑥
) 1
𝑝

.

𝑉
(
𝑄0

)
обозначает объём куба 𝑄0 так же, как и для других множеств из R𝑚 , на которых рассмат-

риваются функции.
Заметное место в статье будет занимать конструкция Θ[𝑓 ] —функция, принадлежащая классу

эквивалентости функции 𝑓 , которая может быть определена ниже описанным способом (см. ста-
тью [10], параграф 2).

Пусть 𝜏𝑛 — разбиение полузамкнутого куба 𝑄̆0 = [𝑎1;𝑏1)×· · ·× [𝑎𝑚 ;𝑏𝑚) на𝑛𝑚 равных полузамкну-
тых кубов: каждый полуинтервал [𝑎 𝑗 ;𝑏 𝑗 ), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 разбивается на 𝑛 одинаковых полуинтервалов.
Куб 𝑄̆0 снова замкнём, а добавленные при этом точки распределим по соответствующим кубам
из разбиения 𝜏𝑛 . Для полученного разбиения замкнутого куба оставим то же обозначение. По за-
данной функции 𝑓 ∈ 𝐿1 [𝑄0] и разбиению 𝜏𝑛 построим кусочно-постоянную функцию, задаваемую
формулой

Θ𝑛 [𝑓 ] (𝑢) =
1

𝑉 (𝑄 )

∫
𝑄

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 при 𝑢 ∈ 𝑄,

на каждом кубе 𝑄 ∈ 𝜏𝑛 . Последовательность
{
Θ𝑛 [𝑓 ]

}
сходится при 𝑛 → ∞ к 𝑓 п. в. (почти всюду),

а также согласно теореме 1 из [10] сходится и в среднем. На основе последовательностей
{
Θ𝑛 [·]

}
в рамках пространства 𝐿1 [𝑄0] получаем оператор Θ:

Θ[𝑓 ] def
= lim

𝑛→∞
Θ𝑛 [𝑓 ] .

Отметим простейшие свойства данного оператора [10]:
1) если

lim
𝑟→0+

1
𝑉
(
𝐷 (𝑥0;𝑟 )

) ∫
𝐷 (𝑥0;𝑟 )

��𝑓 (𝑥) − 𝑐
��𝑑𝑥 = 0,

то Θ[𝑓 ] (𝑥0) = 𝑐, где 𝐷 (𝑥0; 𝑟 ) здесь и далее — пересечение замкнутого шара с центром в точке
𝑥0 радиуса 𝑟 с кубом 𝑄0.
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2) ∥Θ∥ = 1,Θ
[
Θ[𝑓 ]

]
(𝑥) ≡ Θ[𝑓 ] (𝑥) .

При𝑚 = 1 пункт 1) справедлив и в формулировке:

«если lim
ℎ→0

1
ℎ

𝑥0+ℎ∫
𝑥0

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝑐, то Θ[𝑓 ] (𝑥0) = 𝑐».

Кроме того, согласно теореме 2 статьи [10] при условии 𝑓 ∈ 𝐿∞ [𝑄0] функция Θ[𝑓 ], доопреде-
лённая, если требуется, на множестве меры ноль, — обозначим результат доопределения Θ[𝑓 ] —
принадлежит 𝐵 [𝑄0], где 𝐿∞ [𝑄0] — пространство измеримых существенно ограниченных на кубе
функций, а 𝐵 [𝑄0] — пространство измеримых ограниченных на кубе функций; и выполняется ра-
венство 

Θ[𝑓 ]




𝐵 [𝑄0 ] =



𝑓 


𝐿∞ [𝑄0 ] .

Таким образом, полагаем 

𝑓 


𝐿∞ [𝑄0 ]

def
=



Θ[𝑓 ]



𝐵 [𝑄0 ] = sup

𝑥∈𝑄0

��Θ[𝑓 ] (𝑥)
��.

Для остальных рассматриваемых значений 𝑝 под функцией 𝑓 подразумевается Θ[𝑓 ].
Поскольку для 𝑓 ∈ 𝐶 [𝑄0], где 𝐶 [𝑄0] — пространство непрерывных на 𝑄0 функций, выполняется

Θ[𝑓 ] ≡ 𝑓 (ровно для таких 𝑓 последовательность Θ𝑛 [𝑓 ] сходится равномерно), и согласно свойству
1) оператор автоматически пересчитывает нужным образом значение функции из 𝐿1 [𝑄0] в каждой
точке, в которой существует указанный выше предел, то Θ можно назвать оператором непрерыв-
ности (𝐿-непрерывности).

Численное исследование различных процессов приводит к необходимости уточнения (рас-
ширения) границ применимости вычислительных конструкций и инструментов моделирования.
Для динамических систем данный вопрос может быть связан с обобщением понятия производ-
ной, сохраняющим актуальными применяемые конструкции. Эффективность такого подхода была
продемонстрирована впервые в работе Кальдерона—Зигмунда [11], где были даны приложения
обобщённого локального понятия дифференцируемости к изучению локальных свойств решений
дифференциальных уравнений. Построение авторов соответствует следующему определению.

Определение 1 ([11]). Функция 𝑓 ∈𝐿𝑝 [𝑄0], 1 ⩽ 𝑝 < ∞, называется (𝑘, 𝑝)-дифференцируемой во внут-

ренней точке 𝑥0 ∈ 𝑄0 (далее обозначаем 𝑥0 ∈
◦
𝑄0), если существует алгебраический многочлен

𝑃 (𝑥 − 𝑥0) степени не больше 𝑘 , для которого выполняется(
1

𝑉
(
𝐷 (𝑥0;𝑟 )

) ∫
𝐷 (𝑥0;𝑟 )

��𝑓 (𝑥) − 𝑃 (𝑥 − 𝑥0)
��𝑝𝑑𝑥) 1

𝑝

= 𝑜 (𝑟𝑘 ) при 𝑟 → 0+,

в случае 𝑝 → ∞ берётся обычное условие:

𝑓 (𝑥) − 𝑃 (𝑥 − 𝑥0)



𝐿∞ [𝐷 (𝑥0;𝑟 ) ] = 𝑜 (𝑟𝑘 ) при 𝑟 → 0+.

Такой многочлен может быть только единственный. Главная идея данного подхода заключа-
ется в том, что существование алгебраического многочлена, приближающего локально заданную
функцию с высокой точностью по некоторой метрике, гарантирует возможность качественного
локального исследования систем и конструкций с этой функцией. Вопрос, как проверить существо-
вание нужного многочлена (найти его коэффициенты), остался открытым, кроме тех случаев, когда
применимо разложение Тейлора.
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В статьях автора [10, 12] показано, что в одномерном случае для 𝑝 = 1 обсуждаемое опреде-
ление обобщённой дифференцируемости остаётся содержательным, если рассматривать комплекс
из двух интегралов по разные стороны от точки 𝑥0, в которых под знаком интеграла берётся просто
разность функции и приближающего её многочлена; также построены формулы для вычисления
коэффициентов такого многочлена (следовательно, и коэффициентов многочлена, удовлетворя-
ющих определению 1 в одномерном случае). А при использовании многочленов 1-ой степени
получается новый, интегральный вариант дифференцирования функций, имеющий многие черты
классического подхода.

Определение 2 ([12]). Функцию 𝑓 ∈ 𝐿1 [𝑎;𝑏] назовём 𝑆-дифференцируемой в точке 𝑥0 ∈ (𝑎;𝑏)
(обозначим это как 𝑓 ∈ 𝑆 [𝑥0]), если существует алгебраический многочлен 𝑃 степени не больше 1,
для которого выполняется

1
ℎ

𝑥0+ℎ∫
𝑥0

(𝑓 − 𝑃) (𝑥)𝑑𝑥 = 𝑜 (ℎ) при ℎ → 0.

Односторонняя 𝑆-дифференцируемость определяется стандартным образом; в частности, при-
менительно к точке 𝑎 требуется выполнение указанного условия при ℎ → 0+, а к точке 𝑏 —
при ℎ → 0−.

Единственность многочлена из определения 2 — его также удобно рассматривать в виде 𝑃 (𝑥) =
𝑐 + 𝑞 · (𝑥 − 𝑥0) — вытекает из следующего утверждения.

Предложение 1 ([12]). Если 𝑓 ∈ 𝐿1 [𝑎;𝑏], 𝑎 < 𝑥0 < 𝑏 и

1
ℎ

∫ 𝑥0+ℎ

𝑥0

(
𝑓 (𝑥) − 𝑐 − 𝑞 · (𝑥 − 𝑥0)

)
𝑑𝑥 = 𝑜 (ℎ) при ℎ → 0,

то

𝑐 = lim
ℎ→0

1
ℎ

∫ 𝑥0+ℎ

𝑥0

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥, т.е. 𝑐 = Θ[𝑓 ] (𝑥0); (1)

𝑞 = lim
ℎ→0

∆ℎ (𝑓 , 𝑥0)
ℎ

, (2)

где

∆ℎ (𝑓 , 𝑥0)
def
=

1
ℎ

∫ 𝑥0+2ℎ

𝑥0+ℎ
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 − 1

ℎ

∫ 𝑥0+ℎ

𝑥0

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 .

Отметим такой факт. Пусть 𝐹 (𝑥) =
∫ 𝑥

𝑎
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 , тогда выполнение условия предложения 1 для 𝑓

равносильно существованию разложения

𝐹 (𝑥) = 𝐹 (𝑥0) + 𝑐 · (𝑥 − 𝑥0) +
𝑞

2
· (𝑥 − 𝑥0)2 + 𝑜

(
(𝑥 − 𝑥0)2) .

(Существование предела из (1), очевидно, равносильно дифференцируемости 𝐹 в точке 𝑥0.)
Обозначим как обычно (𝑘 ∈ N):

Δ𝑘
ℎ
(𝑓 , 𝑥) =

𝑘∑︁
𝑗=0

(−1)𝑘− 𝑗 ·
(
𝑘

𝑗

)
· 𝑓 (𝑥 + 𝑗ℎ).

Из вышеприведённой формулы для 𝐹 получаем соотношения:

𝑐 = lim
ℎ→0

Δℎ (𝐹, 𝑥0)
ℎ

= 𝐹 ′(𝑥0),
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𝑞 = lim
ℎ→0

𝐹 (𝑥0 + 2ℎ) − 2𝐹 (𝑥0 + ℎ) + 𝐹 (𝑥0)
ℎ2 = lim

ℎ→0

Δ2
ℎ
(𝐹, 𝑥0)
ℎ2 ,

что также сразу вытекает из формул (1) и (2) предложения 1.
Для коэффициента 𝑞 будем применять специальное обозначение:

𝑓 <1> (𝑥0)
def
= lim

ℎ→0

∆ℎ (𝑓 , 𝑥0)
ℎ

.

Ясно, что из существования 𝑓 ′(𝑥0) следует существование 𝑓 <1> (𝑥0) и их равенство. Следующие
примеры показывают, что между этими характеристиками есть существенная разница.

Пример 1 ([12]). Пусть для определённости 𝑓 — чётная функция, задаваемая при 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1/2
формулой

𝑓 (𝑥) =
∞∑︁
𝑗=1

𝑓𝑗 (𝑥),

где

𝑓𝑗 (𝑥) =
{

1, если 𝑥 ∈ 𝐼 𝑗 =
[ 1

2𝑗 −
1

23𝑗 ; 1
2𝑗
]
,

0, если 𝑥 ∉ 𝐼 𝑗 ,

тогда 𝑓 ∈ 𝑆 [0], 𝑓 <1> (0) = 0.

Пример 2 ([12]). Функция 𝑓 (𝑥) = 𝑥 · sin( 1
𝑥
) (как элемент пространства 𝐿1 [−𝑏;𝑏]) является 𝑆-диффе-

ренцируемой в нуле (на [−𝑏;𝑏]), 𝑓 <1> (0) = 0.

Отметим также, что данная функция не охватывается определением дифференцируемости
Кальдерона—Зигмунда (определением (1, 1)-дифференцируемости и, значит, (𝑘, 𝑝)-дифференци-
руемости при всех 𝑘 ∈ N и всех 𝑝 ⩾ 1), и имеет место формула

Θ[𝑓 ] (𝑥) =
{
𝑥 · sin( 1

𝑥
), 𝑥 ≠ 0,

0, 𝑥 = 0.

Обратное соотношение между 𝑆-дифференцируемостью и обычной может быть охарактеризо-
вано следующим утверждением. Пусть (𝑘 ∈ N)

𝑊 𝑘
1 [𝑎;𝑏] =

{
𝑓 : 𝑓 (𝑘−1) абсолютно непрерывна на [𝑎;𝑏]

}
;

𝐶𝑘 [𝑎;𝑏] =
{
𝑓 : 𝑓 (𝑘 ) непрерывна на [𝑎;𝑏]

}
.

Для единой формулировки считаем, что𝑊 0
1 [𝑎;𝑏] = 𝐿1 [𝑎;𝑏].

Теорема 1 ([12]). Если 𝑓 ∈ 𝑊 𝑛−1
1 [𝑎;𝑏], 𝑛 ∈ N, такова, что функция 𝑓 (𝑛−1) является равномерно 𝑆-

дифференцируемой на [𝑎;𝑏], то 𝑓 ∈ 𝐶𝑛 [𝑎;𝑏].

В вычислительном плане понятие 𝑆-дифференцируемости позволяет развить метод разложения
Тейлора.

Теорема 2 ([12]). Пусть 𝑓 ∈𝑊 𝑛−1
1 [𝑎;𝑏], 𝑛 ⩾ 2, и функция 𝑓 (𝑛−1) ∈ 𝑆 [𝑥0], 𝑥0 ∈ [𝑎;𝑏], тогда существуют

lim
ℎ→0

Δ𝑘
ℎ
(𝑓 , 𝑥0)
ℎ𝑘

= 𝑓 <𝑘> (𝑥0), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,
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𝑓 <𝑘> (𝑥0) =


𝑓 (𝑘 ) (𝑥0), 𝑘 = 0, . . . , 𝑛 − 2,
Θ[𝑓 (𝑛−1) ] (𝑥0), 𝑘 = 𝑛 − 1,
(𝑓 (𝑛−1) )<1> (𝑥0), 𝑘 = 𝑛.

и справедливо разложение

𝑓 (𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓 <𝑘> (𝑥0)
𝑘!

· (𝑥 − 𝑥0)𝑘 + 𝑜
(
(𝑥 − 𝑥0)𝑛

)
при 𝑥 → 𝑥0.

В точках 𝑎 и 𝑏 подразумеваются односторонние разложения и пределы.

Замечание. Определение 𝑆-дифференцируемости функции 𝑓 ∈𝐿1 [𝑎;𝑏] в точке 𝑥0∈(𝑎;𝑏) иногда удоб-
но записывать в виде

1
ℎ

∫ ℎ

0
𝑓 (𝑥0 + 𝑡) −

(
𝑐 + 𝑞 · 𝑡

)
𝑑𝑡 = 𝑜 (ℎ) при ℎ → 0.

1. Об 𝑆-дифференцируемости и разложении Тейлора функций нескольких
переменных

Обычная дифференцируемость функции 𝑓 в точке 𝑥0∈
◦
𝑄0 (по Фреше относительно простран-

ства 𝐵 [𝑄0]) эквивалентна равномерной дифференцируемости по всем направлениям 𝑣 , исходящим
из этой точки (равномерной дифференцируемости по Гато в точке 𝑥0), см. точнее в определе-
нии ниже. Аналогичное соотношение возьмём за определение 𝑆-дифференцируемости функции
нескольких переменных.

Определение 3. Функцию 𝑓 ∈ 𝐿1 [𝑄0] назовём 𝑆-дифференцируемой в точке 𝑥0 ∈
◦
𝑄0 (𝑓 ∈ 𝑆 [𝑥0]),

если существует алгебраический многочлен

𝑃 (𝑥) = 𝑃 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑐 + 𝑞1 · 𝑥1 + 𝑞2 · 𝑥2 + · · · + 𝑞𝑚 · 𝑥𝑚,

для которого равномерно по всем векторам 𝑣 единичной сферы R𝑚 выполняется

1
ℎ

ℎ∫
0

𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑣) − 𝑃 (𝑡 · 𝑣)𝑑𝑡 = 𝑜 (ℎ) при ℎ → 0+. (3)

Единственностьприближающегофункциюмногочленаполучиманалогичнорассуждениюпред-
ложения 1.

Предложение 2. Для функции 𝑓 , точки 𝑥0 и многочлена 𝑃 из определения 3 имеют место соотно-
шения:

i) равномерно по 𝑣, ∥𝑣 ∥ = 1, существуют

lim
ℎ→0

1
ℎ

∫ ℎ

0
𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑣)𝑑𝑡 = 𝑐;

ii) существуют

lim
ℎ→0

∆ℎ

(
𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑒 𝑗 ), 0

)
ℎ

= 𝑞 𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚,

где 𝑒 𝑗 — единичный вектор по оси 𝑂𝑥 𝑗 , и

∆ℎ

(
𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑣), 0

)
=

1
ℎ

∫ 2ℎ

ℎ

𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑣)𝑑𝑡 − 1
ℎ

∫ ℎ

0
𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑣)𝑑𝑡 .
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Доказательство. Пусть 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑚) — набор коэффициентов при переменных многочлена 𝑃 .
Равномерное по 𝑣 выполнение условия (3) совпадает с тем, что равномерно по 𝑣, ∥𝑣 ∥ = 1, выпол-

няется

𝑜 (ℎ) = 1
ℎ

∫ ℎ

0
𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑣)𝑑𝑡 − 𝑐 − ℎ

2
· ⟨𝑞, 𝑣⟩,

где ⟨𝑞, 𝑣⟩ — скалярное произведение векторов 𝑞 и 𝑣 . Из неравенства Коши—Буняковского вытекает,
что равномерно по рассматриваемым 𝑣 имеет место

1
ℎ

∫ ℎ

0
𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑣)𝑑𝑡 = 𝑐 +𝑂 (ℎ),

откуда следует пункт i.
Далее, из условия (3) получаем существование функций

𝐹 𝑗 (𝑟 )
def
=

∫ 𝑟

0
𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑒 𝑗 )𝑑𝑡, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑟 ⩾ 0,

для которых справедливы разложения:

𝐹 𝑗 (𝑟 ) = 𝑐 · 𝑟 +
𝑞 𝑗

2
· 𝑟 2 + 𝑜

(
𝑟 2) при 𝑟 → 0+.

Учитывая, что

∆ℎ

(
𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑒 𝑗 ), 0

)
=

1
ℎ
·
(
𝐹 𝑗 (2ℎ) − 2 · 𝐹 𝑗 (ℎ) + 𝐹 𝑗 (0)

)
=
Δ2
ℎ

(
𝐹 𝑗 , 0

)
ℎ

,

получаем

lim
ℎ→0

∆ℎ

(
𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑒 𝑗 ), 0

)
ℎ

= lim
ℎ→0

𝑞 𝑗 · ℎ2 + Δ2
ℎ

(
𝛾, 0

)
ℎ2 = 𝑞 𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚,

где 𝛾 (𝑟 ) = 𝑜
(
𝑟 2) при 𝑟 → 0+, 𝛾 (0) = 0. □

Пример 3. В качестве примера 𝑆-дифференцируемой функции 𝑚 переменных, не дифференци-
руемой в обычном смысле, можно взять

𝑓 (𝑥) = (𝛼1𝑥
2
1 + · · · + 𝛼𝑚𝑥

2
𝑚) · sin

1
𝛼1𝑥

2
1 + · · · + 𝛼𝑚𝑥

2
𝑚

, 𝛼 𝑗 ∈ R+, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚

(𝑥0 = 0). Указанные свойства сразу вытекают из примера 2.

В дальнейшем нам потребуются простейшие утверждения о 𝑆-дифференцируемости сложной
функции. Сначала рассмотрим случай одной переменной.

Предложение 3. Если функция 𝑓 ∈ 𝐿1 [𝑎;𝑏] ∩ 𝑆 [𝑥0], 𝑥0 ∈ (𝑎;𝑏), а функция 𝜑 (𝑟 ) = 𝜆 ·𝑟 +𝜂, где 𝜆, 𝜂 ∈ R,
такова, что 𝜑 (𝑟0) = 𝑥0, то функция 𝑓

(
𝜑 (𝑟 )

)
∈ 𝑆 [𝑟0] и(

𝑓
(
𝜑 (𝑟 )

) )<1>��𝑟=𝑟0
= 𝑓 <1> (𝜑 (𝑟0)

)
· 𝜆.

Доказательство. Пусть∫ 𝑥0+ℎ

𝑥0

𝑓 (𝑥) −
(
𝑐 + 𝑞 · (𝑥 − 𝑥0)

)
𝑑𝑥 = 𝑜 (ℎ2) при ℎ → 0, 𝜑 (𝑟 ) = 𝜆 · 𝑟 + 𝜂.
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Если 𝜆 ≠ 0, то справедлива формула замены переменной (подстановки) в интеграле Лебега. Взяв
𝑟0 = 𝜑−1(𝑥0) и 𝑙 · 𝜆 = ℎ, имеем

𝑜 (ℎ2) =
∫ 𝑥0+ℎ

𝑥0

𝑓 (𝑥) −
(
𝑐 + 𝑞 · (𝑥 − 𝑥0)

)
𝑑𝑥 = 𝜆 ·

∫ 𝑟0+𝑙

𝑟0

𝑓
(
𝜑 (𝑟 )

)
−
(
𝑐 + 𝑞 ·

(
𝜑 (𝑟 ) − 𝜑 (𝑟0)

) )
𝑑𝑟 =

= 𝜆 ·
∫ 𝑟0+𝑙

𝑟0

𝑓
(
𝜑 (𝑟 )

)
−
(
𝑐 + 𝑞 · 𝜆 · (𝑟 − 𝑟0)

)
𝑑𝑟 = 𝑜 (𝑙2) .

В случае 𝜆 = 0, учитывая что из 𝑓 ∈ 𝑆 [𝑥0] следует 𝑓 (𝑥0) = Θ[𝑓 ] (𝑥0) = 𝑐 и 𝜑 (𝑟 ) ≡ 𝜂 = 𝑥0, получаем
𝑓
(
𝜑 (𝑟 )

)
≡ 𝑐 . □

Введём обозначения:
1) пусть ∥𝑣 ∥ = 1, тогда при условии существования предела

𝑓 <1>
𝑣 (𝑥0)

def
= lim

ℎ→0

∆ℎ

(
𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑣), 0

)
ℎ

— 𝑆-производная по направлению 𝑣 функции 𝑓 ,

в частности,

𝑓 <1>
𝑥 𝑗

(𝑥0)
def
= lim

ℎ→0

∆ℎ

(
𝑓 (𝑥0 + 𝑡 · 𝑒 𝑗 ), 0

)
ℎ

, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚; также считаем
𝜕<1> 𝑓

𝜕𝑥 𝑗
(𝑥0) = 𝑓 <1>

𝑥 𝑗
(𝑥0);

2) если существуют 𝑓 <1>
𝑥 𝑗

(𝑥0), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, то

𝑓 <1> (𝑥0)
def
=

(
𝑓 <1>
𝑥1 (𝑥0), 𝑓 <1>

𝑥2 (𝑥0), . . . , 𝑓 <1>
𝑥𝑚

(𝑥0)
)
.

Пусть 𝜑𝜆 — линейная неоднородная векторнозначная функция, действующая из R в R𝑚 :

𝜑𝜆 (𝑟 ) =
(
𝜑1(𝑟 ), 𝜑2(𝑟 ), . . . , 𝜑𝑚 (𝑟 )

)
, где 𝜑 𝑗 (𝑟 )=𝜆 𝑗 ·𝑟 + 𝜂 𝑗 , 𝜆 𝑗 , 𝜂 𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,

а 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑚) — набор коэффициентов-множителей функции 𝜑 .

Предложение 4. Если функция 𝑓 ∈ 𝐿1 [𝑄0]∩𝑆 [𝑥0], 𝑥0 ∈
◦
𝑄0, и линейная неоднородная векторнознач-

ная функция 𝜑𝜆 : R→ R𝑚 такова, что 𝜑𝜆 (𝑟0) = 𝑥0, то функция 𝑓
(
𝜑𝜆 (𝑟 )

)
∈ 𝑆 [𝑟0] и(

𝑓
(
𝜑𝜆 (𝑟 )

) )<1>��𝑟=𝑟0
=

〈
𝑓 <1> (𝑥0), 𝜆

〉
.

Доказательство. Рассмотрим только случай, когда 𝜆 ≠ 0 (см. предложение 3). 𝑆-дифференцируе-
мость функции 𝑓 в точке𝑥0 попредложению 2 влечёт существование 𝑓 <1> (𝑥0) .Покажем, что из усло-
вия предложения 4 следует соотношение∫ 𝑙

0
𝑓
(
𝜑𝜆 (𝑟0 + 𝑠)

)
−
(
𝑐 +

(
𝑓 <1>
𝑥1 (𝑥0) · 𝜆1 + · · · + 𝑓 <1>

𝑥𝑚
(𝑥0) · 𝜆𝑚

)
· 𝑠
)
𝑑𝑠 = 𝑜 (𝑙2) при 𝑙 → 0.

По определению функции 𝜑𝜆 и точки 𝑟0 получаем для левой части данного соотношения:∫ 𝑙

0
𝑓
(
𝜑𝜆 (𝑟0 + 𝑠)

)
−
(
𝑐 +

(
𝑓 <1>
𝑥1 (𝑥0) · 𝜆1 + · · · + 𝑓 <1>

𝑥𝑚
(𝑥0) · 𝜆𝑚

)
· 𝑠
)
𝑑𝑠 =

=

∫ 𝑙

0
𝑓
(
𝜑𝜆 (𝑟0) + 𝜆 · 𝑠

)
−
(
𝑐 +

(
𝑓 <1>
𝑥1 (𝑥0) · 𝜆1 + · · · + 𝑓 <1>

𝑥𝑚
(𝑥0) · 𝜆𝑚

)
· 𝑠
)
𝑑𝑠 =

∫ 𝑙

0
𝑓
(
𝑥0 + 𝜆 · 𝑠

)
− 𝑃 (𝜆 · 𝑠)𝑑𝑠,

где 𝑃 —многочлен из условия 𝑆-дифференцируемости функции 𝑓 (см. формулу (3)). Применив
подстановку 𝑠= 𝑡

∥𝜆∥ , приходим к нужному соотношению. □

238



Computational Aspects of S-differentiability of Functions of Several Variables

Предложение 4 тесно связано (в 𝑆-смысле) с содержанием вектора-градиента.

Следствие 1. Если 𝑓 ∈ 𝐿1 [𝑄0] ∩ 𝑆 [𝑥0], 𝑥0 ∈
◦
𝑄0, то функционал 𝑓 <1>

𝑣 (𝑥0) непрерывен на единичной
сфере R𝑚 и достигает своего наибольшего значения, равного ∥ 𝑓 <1> (𝑥0)∥, когда вектор 𝑣 сонаправлен
с 𝑓 <1> (𝑥0).

Переход от утверждения предложения 4 к утверждению следствия получается рассмотрением
всех функций 𝜑𝜆 , для которых 𝑟0 = 0 и ∥𝜆∥ = 1. Данное утверждение также непосредственно следует
из определения понятия 𝑓 ∈ 𝑆 [𝑥0], 𝑥0 ∈

◦
𝑄0, и определения понятия 𝑆-производной по направлению

𝑣 (см. предложение 2).
Вопрос об актуальности конструкции вектора-градиента для 𝑆-дифференцируемой на множе-

стве функции 𝑓 заслуживает изучения. Отметим, что геометрический смысл (содержание) 𝑆-диффе-
ренцируемоcти функции одной переменной в точке в общем случае существенно отличается от гео-
метрического смысла обычной дифференцируемоcти.

Рассмотрим применение 𝑆-производных к разложению Тейлора функции нескольких перемен-
ных. Для 𝑘-го дифференциала функции 𝑓 , для которой он существует в обычном смысле в точке
𝑥0 ∈

◦
𝑄0, будем применять стандартное обозначение:(

𝑑𝑥1
𝜕

𝜕𝑥1
+ · · · + 𝑑𝑥𝑚

𝜕

𝜕𝑥𝑚

)𝑘
𝑓 (𝑥0).

Теорема 3. Пусть функция 𝑓 имеет в некоторой окрестности
◦
𝐷 (𝑥0;𝛿) точки 𝑥0 ∈

◦
𝑄0 непрерывные

частные производные до порядка 𝑛 включительно (𝑓 ∈ 𝐶𝑛 [
◦
𝐷 (𝑥0;𝛿)]), которые 𝑆-дифференцируемы

в точке 𝑥0, тогда в этой окрестности справедливо разложение

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥0) +
𝑛∑︁

𝑘=1

1
𝑘!

·
(
Δ𝑥1 ·

𝜕

𝜕𝑥1
+ · · · + Δ𝑥𝑚 · 𝜕

𝜕𝑥𝑚

)𝑘
𝑓 (𝑥0)+

+ 1
(𝑛 + 1)! ·

𝑚∑︁
𝑗=1

Δ𝑥 𝑗 ·
𝜕<1>

𝜕𝑥 𝑗

((
Δ𝑥1 ·

𝜕

𝜕𝑥1
+ · · · + Δ𝑥𝑚 · 𝜕

𝜕𝑥𝑚

)𝑛
𝑓 (𝑥0)

)
+ 𝑜

(
∥𝑥 − 𝑥0∥𝑛+1)

при 𝑥 → 𝑥0, где (Δ𝑥1, . . . ,Δ𝑥𝑚) = 𝑥 − 𝑥0.

Доказательство. Возьмём точку 𝑥 ∈
◦
𝐷 (𝑥0;𝛿) и рассмотрим функцию

𝐻 (𝑡) def
= 𝑓

(
𝑥0 + 𝑡 · 𝑥 − 𝑥0

∥𝑥 − 𝑥0∥

)
def
= 𝑓

(
𝑥0 + 𝑡 · Δ𝑥

∥Δ𝑥 ∥

)
, т. е. Δ𝑥=(Δ𝑥1, . . . ,Δ𝑥𝑚), 𝑡 ∈

[
0; ∥Δ𝑥 ∥

]
.

По теореме о дифференцировании сложной функции получаем

𝐻 ′(𝑡) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥 𝑗
𝑓

(
𝑥0 + 𝑡 · Δ𝑥

∥Δ𝑥 ∥

)
·
Δ𝑥 𝑗

∥Δ𝑥 ∥ ,

𝐻 (𝑘 ) (𝑡) =
(
Δ𝑥1

𝜕

𝜕𝑥1
+ · · · + Δ𝑥𝑚

𝜕

𝜕𝑥𝑚

)𝑘
𝑓

(
𝑥0 + 𝑡 · Δ𝑥

∥Δ𝑥 ∥

)
·
( 1
∥Δ𝑥 ∥

)𝑘
, 𝑘 = 2, . . . , 𝑛.

Для функции 𝐻 ∈ 𝐶𝑛
[
0; ∥Δ𝑥 ∥

]
справедливо одностороннее разложение Тейлора в точке 0 с оста-

точным членом в интегральной форме:

𝐻 (𝑡) = 𝐻 (0) +
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝐻 (𝑘 ) (0)
𝑘!

· 𝑡𝑘 +
∫ 𝑡

0

(𝑡 − 𝜏)𝑛−1 · 𝐻 (𝑛) (𝜏)𝑑𝜏
(𝑛 − 1)! .
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Преобразуем интеграл в правой части. Из 𝑆-дифференцируемости всех частных производных 𝑛-
го порядка функции 𝑓 в точке 𝑥0 следует, что 𝐻 (𝑛) является 𝑆-дифференцируемой в точке 0:∫ ℎ

0
𝐻 (𝑛) (𝜏) −

(
𝐻 (𝑛) (0) +

(
𝐻 (𝑛) )<1> (0) · 𝜏

)
𝑑𝜏 = 𝑜 (ℎ2) при ℎ → 0+.

Запишем возникающее под знаком интеграла соотношение в виде:

𝐻 (𝑛) (𝜏) = 𝐻 (𝑛) (0) +
(
𝐻 (𝑛) )<1> (0) · 𝜏 + 𝑜𝐿

(
𝜏2),

где 𝑜𝐿

(
𝜏2) обозначает функцию, интеграл от которой по отрезку [0;ℎ] даёт 𝑜

(
ℎ2) .

Это равносильно тому, что

𝐻 (𝑛) (𝜏)𝑑𝜏 = 𝑑𝐻 (𝑛−1) (𝜏) = 𝑑

( ∫ 𝜏

0
𝐻 (𝑛) (𝑟 )𝑑𝑟

)
= 𝑑

(
𝐻 (𝑛) (0) · 𝜏 +

(
𝐻 (𝑛) )<1> (0) · 𝜏

2

2
+ 𝑜

(
𝜏2) ) .

Следовательно, ∫ 𝑡

0

(𝑡 − 𝜏)𝑛−1 · 𝐻 (𝑛) (𝜏)𝑑𝜏
(𝑛 − 1)! =

𝐻 (𝑛) (0)
(𝑛 − 1)! ·

∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝜏)𝑛−1𝑑𝜏+

+
(
𝐻 (𝑛) )<1> (0)
(𝑛 − 1)! ·

∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝜏)𝑛−1 · 𝜏𝑑𝜏 +

∫ 𝑡

0

(𝑡 − 𝜏)𝑛−1

(𝑛 − 1)! · 𝑜𝐿

(
𝜏2)𝑑𝜏 .

Выполнив интегрирование в правой части для первых двух слагаемых, получаем

𝐻 (𝑛) (0)
𝑛!

· 𝑡𝑛 +
(
𝐻 (𝑛) )<1> (0)
(𝑛 + 1)! · 𝑡𝑛+1.

Проинтегрируем по частям третье слагаемое:∫ 𝑡

0

(𝑡 − 𝜏)𝑛−1

(𝑛 − 1)! · 𝑜𝐿

(
𝜏2)𝑑𝜏 =

(𝑡 − 𝜏)𝑛−1

(𝑛 − 1)! · 𝛾0(𝜏)
���𝑡
0
+
∫ 𝑡

0

(𝑡 − 𝜏)𝑛−2

(𝑛 − 2)! · 𝛾0(𝜏)𝑑𝜏, где 𝛾0(𝜏) = 𝑜
(
𝜏2) .

По условию 𝛾0(0)=0. Значит, слагаемое перед интегралом равно нулю. Пусть далее

𝛾𝑘 (𝜏) =
∫ 𝜏

0
𝛾𝑘−1(𝑟 )𝑑𝑟, 𝑘 ∈ N, — 𝑘-ый интеграл от 𝑜

(
𝜏2) .

Каждаяфункция𝛾𝑘 в нуле также обращается в ноль. То есть, применяя интегрирование по частям
ещё 𝑛 − 2 раза, получим∫ 𝑡

0

(𝑡 − 𝜏)𝑛−1

(𝑛 − 1)! · 𝑜𝐿

(
𝜏2)𝑑𝜏 = 𝛾𝑛−1(𝑡) =⇒

���� ∫ 𝑡

0

(𝑡 − 𝜏)𝑛−1

(𝑛 − 1)! · 𝑜𝐿

(
𝜏2)𝑑𝜏 ���� ≤ 𝑡𝑛−1 ·



𝛾0



𝐵 [0;𝑡 ] .

Пришли к разложению:

𝐻 (𝑡) = 𝐻 (0) +
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐻 (𝑘 ) (0)
𝑘!

· 𝑡𝑘 +
(
𝐻 (𝑛) )<1> (0)
(𝑛 + 1)! · 𝑡𝑛+1 + 𝑜

(
𝑡 (𝑛+1) ) . (4)

Отметим, что по предложению 4 имеем в сокращённой записи(
𝐻 (𝑛) )<1> (0) =

( 1
∥Δ𝑥 ∥

)𝑛+1
·

𝑚∑︁
𝑗=1

Δ𝑥 𝑗 ·
𝜕<1>

𝜕𝑥 𝑗

((
Δ𝑥1 ·

𝜕

𝜕𝑥1
+ · · · + Δ𝑥𝑚 · 𝜕

𝜕𝑥𝑚

)𝑛
𝑓 (𝑥0)

)
.
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Поскольку 𝑓 (𝑥0)=𝐻 (0), 𝑓 (𝑥)=𝐻 (∥Δ𝑥 ∥), то при 𝑡=∥Δ𝑥 ∥ формула (4) даёт разложение из утвержде-
ния теоремы:

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥0) +
𝑛∑︁

𝑘=1

1
𝑘!

·
(
Δ𝑥1 ·

𝜕

𝜕𝑥1
+ · · · + Δ𝑥𝑚 · 𝜕

𝜕𝑥𝑚

)𝑘
𝑓 (𝑥0) +

+ 1
(𝑛 + 1)! ·

𝑚∑︁
𝑗=1

Δ𝑥 𝑗 ·
𝜕<1>

𝜕𝑥 𝑗

((
Δ𝑥1 ·

𝜕

𝜕𝑥1
+ · · · + Δ𝑥𝑚 · 𝜕

𝜕𝑥𝑚

)𝑛
𝑓 (𝑥0)

)
+ 𝑜

(
∥𝑥 − 𝑥0∥𝑛+1) .

По определению 𝑆-дифференцируемость частных производных 𝑛-го порядка функции 𝑓 в точке
𝑥0 означает их равномерную 𝑆-дифференцируемость по всем направлениям 𝑣 , выходящим из этой
точки, т. е. векторам 𝑥−𝑥0

∥𝑥−𝑥0 ∥ .
Следовательно, оценка приближения функции 𝑓 многочленом Тейлора — 𝑜

(
∥𝑥 − 𝑥0∥𝑛+1) — явля-

ется равномерной по 𝑥 из окрестности 𝑥0. □

Полученное соотношениепоказывает, что обобщениепонятияпроизводной, а при обсуждаемом
подходе это распространение производной на более обширные классы функций, влечёт распро-
странение схемы Тейлора на соответствующие обобщения классов дифференцируемых функций.
Конструкция вектора-градиента, связанная с обобщённым определением производной, может при-
вести к алгоритмам, охватывающим ранее недоступные случаи.
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