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The logistic equation with delay and diffusion, which is important in mathematical ecology, is considered. It is assumed

that the boundary conditions at one end of the interval [0,1] contain a parameter. The question of local — in the neighborhood

of the equilibrium state — dynamics of the corresponding boundary value problem for all values of the boundary condition

parameters is investigated. Critical cases in the problem of stability of the equilibrium state are identified and normal forms—

scalar complex ordinary differential equations of the first order — are constructed. Their nonlocal dynamics determine

the behavior of solutions of the original problem in a small neighborhood of the equilibrium state.
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Рассматривается важное в математической экологии логистическое уравнение с запаздыванием и диффузией.

Предполагается, что граничные условия на одном из концов отрезка [0,1] содержат параметр. Исследован во-

прос о локальной — в окрестности состояния равновесия — динамике соответствующей краевой задачи при всех

значениях параметров граничных условий. Выделены критические случаи в задаче об устойчивости состоя-

ния равновесия и построены нормальные формы— скалярные комплексные обыкновенные дифференциальные

уравнения первого порядка. Их нелокальная динамика определят поведение решений исходной задачи в малой

окрестности состояния равновесия.

Ключевые слова: логистическое уравнение; нормальная форма; запаздывание; динамика; алгоритм
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Постановка задачи
Логистическое уравнение с запаздыванием

¤𝑣 = 𝑟 [1 − 𝑣 (𝑡 − 1)]𝑣 (1)

хорошо изучено и описывает, например, динамику изменения численности биологической попу-

ляции. Все параметры в (1) положительны и рассматриваются только неотрицательные решения,

т. е. 𝑣 (𝑡) ⩾ 0. Параметр 𝑟 называют мальтузианским коэффициентом. Изучению уравнения (1) по-

священа значительная литература (см., например, [1—7]).

Замена

𝑣 = 𝑢 + 1

в (1) приводит к другой форме записи логистического уравнения с запаздыванием

¤𝑢 = −𝑟𝑢 (𝑡 − 1) [𝑢 + 1] . (2)

В данной работе рассматривается логистическое уравнение с запаздыванием и диффузией

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑑

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑟𝑢 (𝑥, 𝑡 − 1) (1 + 𝑢), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1 (3)

и с краевыми условиями

𝜕𝑢

𝜕𝑥

����
𝑥=0

= 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑥

����
𝑥=1

= 𝛾𝑢 |𝑥=1 . (4)

Краевая задача (3), (4) является одной из базовых моделей математической экологии [6]. Коэффи-

циенты 𝑑 и 𝑟 в (3) положительны. Краевая задача (3), (4) имеет четкий биологический смысл. Она

описывает, например, изменение численности популяции в случае, когда через границы возможна

миграция. Эта миграция определяется коэффициентом 𝛾 .

В качестве фазового пространства краевой задачи (3), (4) фиксируем пространство 𝑀 = 𝐶 [−1,0] ×
𝑊 2

2
[0, 1], т. е. начальные функции определены при 𝑠 ∈ [−1, 0], 𝑥 ∈ [0, 1] и при каждом 𝑥 ∈ [0, 1]

они принадлежат 𝐶 [−1,0], а при каждом 𝑠 ∈ [−1, 0] принадлежат𝑊 2

2
[0, 1] . Отметим, что специфика

уравнений с запаздыванием состоит в том, что каждое решение (3), (4) с начальным условием

из 𝑀 можно записать в виде 𝑢 (𝑡 + 𝑠, 𝑥), и при каждом фиксированном 𝑡 > 0 выполнено включение

𝑢 (𝑡 + 𝑠, 𝑥) ∈ 𝑀.

При 𝛾 = 0 результаты приведены в [7]. Напомним, что при условии 0 < 𝑟 < 𝜋/2 нулевое реше-

ние (3), (4) экспоненциально устойчиво и при 𝑟 > 𝜋/2 — неустойчиво. Воспользуемся известными

результатами об инвариантных интегральных многообразиях [8—10] (наиболее подробно они при-

ведены в [10]). Они допускают распространение на рассматриваемый класс уравнений. Из них

следует, что при условии 𝑟 = 𝜋/2 + 𝜀𝑟1, где 0 < 𝜀 ≪ 1, в фазовом пространстве 𝐶 [−1,0] ×𝑊 2

2
(0, 1)

существует двумерное устойчивое локальное инвариантное интегральное многообразие [9, 11],

на котором (3), (4) можно записать в виде

d𝜉

d𝜏
= 𝛼0𝜉 + 𝛽0𝜉 |𝜉 |2+𝑂 (𝜀), где 𝜏 = 𝜀 (𝑡 + 𝑠), 𝛼0 =

(
1 + 𝜋2

4

)−1
·
(
𝜋

2

− 𝑖

)
𝑟1,

𝛽0 = −𝜋
2

[3𝜋 − 2 + 𝑖 (𝜋 + 6)]
(
10

(
1 + 4

𝜋2

))−1
и

𝑢 (𝑥, 𝑡) = 𝜀1/2
[
𝜉 (𝜀𝑡) exp

(
𝑖
𝜋

2

𝑡

)
+ 𝜉 (𝜀𝑡) exp

(
− 𝑖

𝜋

2

𝑡

)]
+𝑂 (𝜀) .

244



Algorithm for Studying the Dynamics of a Spatially Distributed Logistic Equation With Delay

Отсюда и из неравенства Re𝛽0 < 0 следует, что при 𝑟1 < 0 и при достаточно малых 𝜀 все реше-

ния (3), (4) из некоторой достаточно малой и не зависимой от 𝜀 окрестности нуля стремятся к нулю

при 𝑡 → ∞, а при 𝑟1 > 0 в такой окрестности существует устойчивый цикл.

Важную роль при изучении вопросов локального поведения решений (3), (4) играют свойства

решений линеаризованной на нулевом состоянии равновесия краевой задачи

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑑

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑟𝑢 (𝑥, 𝑡 − 1), 𝜕𝑢

𝜕𝑥

����
𝑥=0

= 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑥

����
𝑥=1

= 𝛾𝑥
��
𝑥=1

. (5)

Характеристическое уравнения для этой краевой задачи получаем путем подстановки решений

Эйлера

𝑢 (𝑡, 𝑥) = 𝑤 (𝑥) exp(𝜆𝑡).

В результате для𝑤 (𝑥) получаем краевую задачу

𝑤 ′′ = 𝜇𝑤, 𝑤 ′′��
𝑥=0

= 0, 𝑤 ′��
𝑥=1

= 𝛾𝑤
��
𝑥=1

, (6)

где

𝜇 = 𝑑−1 (𝜆 + 𝑟 exp(−𝜆)
)
. (7)

Имеют место аналоги теорем А.М. Ляпунова об устойчивости по первому приближению. В слу-

чае, когда для каждого собственного значения 𝜇 краевой задачи (6) все корни уравнения (7) имеют

отрицательные вещественные части, нулевое решение исходной краевой задачи (3), (4) асимптоти-

чески устойчиво и все решения из некоторой окрестности нулевого состояния равновесия стремятся

к нулюпри 𝑡 → ∞. Этот случай интереса не представляет. Еслиже найдется корень (7) с положитель-

ной вещественной частью, то нулевое решение в (3), (4) неустойчиво и в малой окрестности нуля

не может быть устойчивых решений. В этом случае поставленная задача перестает быть локальной

и здесь не рассматривается.

Рассмотрен критический случай, когда характеристическое уравнение не имеет корней с поло-

жительной вещественной частью, но имеется корень с нулевой или близкой к нулю вещественной

частью.

В разделе 1 выделен критический случай и исследованы корни соответствующего характеристи-

ческого уравнения. В разделе 2 с помощью аппарата инвариантных многообразий и нормальных

форм исследуется решение нелинейной краевой задачи (3), (4).

1. Линейный анализ в случае миграции на одном конце ареала
Рассмотрим линеаризованную краевую задачу (5), (6). Характеристическое уравнение для этой

краевой задачи имеет вид

𝑤 ′′ = 𝜇𝑤, 𝑤 ′ |𝑥=0 = 0, 𝑤 ′ |𝑥=1 = 𝛾 𝑤 |𝑥=1 . (8)

Все собственные значения (8) относительно 𝜇 вещественные и их можно занумеровать в порядке

убывания. Обозначим их через 𝜇0(𝛾) > 𝜇1(𝛾) > . . .. Основную роль в дальнейшем играет собствен-

ное значение 𝜇0(𝛾). Это следует из того, что корень относительно 𝜆 уравнения (7) с наибольшей

вещественной частью определяется по наибольшему из собственных значений 𝜇 𝑗 (𝛾), т. е. из урав-
нения

𝜇0(𝛾) = 𝑑−1 (𝜆 + 𝑟 exp(−𝜆)
)
. (9)

График зависимости 𝜇0(𝛾) при 𝑑 = 1 приведен на рис. 1.

Непосредственно из явных формул для 𝜇0(𝛾) следует, что имеют место асимптотические равен-
ства:
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Fig. 1. Graph of 𝜇 (𝛾) for 𝑑 = 1 Рис. 1. График 𝜇 (𝛾) при 𝑑 = 1

1. 𝜇0(𝛾) = 𝑂 (𝛾2) при 𝛾 → ∞.

2. lim

𝛾→−∞
𝜇0(𝛾) = −𝜋2/4.

Рассмотрим вопрос о корнях уравнения (9) относительно комплексного значения 𝜆. Пусть 𝜎0 –

корень уравнения tg𝜎 = −4𝜎 (𝑑𝜋2)−1, лежащий в интервале 𝜎 ∈ (𝜋/2, 𝜋). Положим

𝑟 ∗ = 𝜎2

0
+ 1

16

(𝑑𝜋2)2.

Лемма 1. При условии 𝑟 > 𝑟 ∗ и при любом𝛾 уравнение (9) имеет корень с положительной вещественной
частью. Если же 0 < 𝑟 < 𝑟 ∗, то существует и единственно такое 𝛾 = 𝛾 (𝑟 ), что при 𝛾 < 𝛾 (𝑟 ) все
корни уравнения (9) имеют отрицательные вещественные части, а при 𝛾 > 𝛾 (𝑟 ) у (9) есть корень
с положительной вещественной частью.

Доказательство этой леммы основано на нескольких простых утверждениях. Во-первых, веще-

ственная часть корней уравнения (9) относительно 𝜆 является монотонно возрастающей функцией

параметра 𝑟 и монотонно убывающей параметра |𝛾 |. Во-вторых, в пределе при 𝛾 → −∞ приходим

к краевой задаче (10), а приведенная выше величина 𝑟 ∗ является наименьшим положительным

значением параметра 𝑟 , при котором уравнение (относительно 𝜆)

𝑑−1(𝜆 + 𝑟 exp(−𝜆)) = 𝜇0(−∞) = −𝜋
2

4

имеет корни на мнимой оси, а все остальные его корни имеют отрицательные вещественные части.

Отметим, что предельное значение 𝜇0 = −𝜋2/4 является собственным значением краевой задачи

𝑤 ′′ = 𝜇𝑤, 𝑤 ′ |𝑥=0 = 0, 𝑤 |𝑥=1 = 0. (10)

Таким образом, равенство 𝛾 = 𝛾 (𝑟 ) выделяет критический случай в задаче об устойчивости ре-

шений (5). При 0 < 𝑟 < 𝑟 ∗ и 𝛾 < 𝛾 (𝑟 ) нулевое состояние равновесия в (3), (4) экспоненциальной

устойчиво, а при 𝑟 > 𝑟 ∗ или при 𝑟 < 𝑟 ∗ и 𝛾 > 𝛾 (𝑟 ) — неустойчиво. График 𝛾 (𝑟 ) при 𝑑 = 1 представлен

на рис. 2.
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Fig. 2. Graph of 𝛾 (𝑟 ) for 𝑑 = 1, 𝑟∗ ≈ 3.43 Рис. 2. График 𝛾 (𝑟 ) при 𝑑 = 1, 𝑟∗ ≈ 3.43

Рассмотрим вопрос об асимптотике корней уравнения (7) с наибольшей вещественной частью

при возмущении величины 𝛾 (𝑟 ).
Фиксируем произвольно 𝛾1 и положим

𝛾 = 𝛾 (𝑟 ) + 𝜀𝛾1, где 0 < 𝜀 ≪ 1. (11)

При 𝜀 = 0 и при 0 < 𝑟 < 1 квазиполином (9) имеет простой нулевой корень, а при 1 < 𝑟 < 𝑟 ∗ — пару

чисто мнимых корней ±𝑖𝜎 (𝜎 > 0), а все остальные корни (9) имеют отрицательные вещественные

части.

Теперь рассмотрим более подробно случай 0 < 𝑟 < 𝑟 ∗. Тогда при 0 < 𝑟 < 1 и при условии (11)

у (9) есть корень

𝜆0(𝜀) = 𝜀𝜆1 +𝑂 (𝜀2),

где

𝜆1 =
2𝑟𝑑−1𝛾1

(
exp(2

√
𝑟𝑑−1) + 1

)
(1 −

√
𝑟𝑑−1)

(𝑟 − 1)
[ (
exp(2

√
𝑟𝑑−1) − 1

)
𝛾0
√
𝑟𝑑−1 + (𝑟𝑑−1 − 𝛾0) exp(2

√
𝑟𝑑−1) − 𝑟𝑑−1 − 𝛾0

] .
Если 1 < 𝑟 < 𝑟 ∗ и выполнено условие (11), то пара комплексно сопряженных корней 𝜆±(𝜀) (𝜆− (𝜀) =
𝜆+(𝜀)) имеет асимптотику

𝜆+(𝜀) = 𝑖𝜎 + 𝜀𝜆1 +𝑂 (𝜀2),

где

𝜆1 =
2𝜇0𝛾1

(
exp(2√𝜇0) + 1

)
(1 − √

𝜇0)
(𝑟 exp(−𝑖𝜎) − 1)

(
(exp(2√𝜇0) − 1)𝛾0

√
𝜇0 + (𝜇0 − 𝛾0) exp(2

√
𝜇0) − 𝜇0 − 𝛾0

) ,
𝜇0 = 𝜇0(𝛾) . Отметим, что для собственного значения 𝜆0(𝜀) краевой задачи Дирихле (10) при 0 < 𝑟 < 1

для 𝜆1 выполнено равенство

lim

𝛾→−∞
𝜆1(𝛾) =

𝑟 (𝑑2 − 1)
𝑑2(𝑟 + 1) ,

а при 1 < 𝑟 < 𝑟 ∗ имеем соотношение

lim

𝛾→−∞
𝜆1(𝛾) = − 𝑑𝜋2

4𝑑2
(
1 + 𝑟 ∗ exp(−𝑖𝜎0)

) .
Приведенные выше выражения для 𝜆1(𝛾) позволяют ответить на вопрос об устойчивости нуле-

вого состояния равновесия для (3), (4). При Re𝜆1(𝛾) < 0 имеем асимптотическую устойчивость,

а при Re𝜆1(𝛾) > 0 — неустойчивость этого состояния равновесия.
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2. Нелинейный анализ при условии, когда миграция происходит только
на одном конце ареала
Предположим, что выполнено условие (11). Исследуем поведение решений в некоторой доста-

точно малой и не зависящей от 𝜀 окрестности нулевого состояния равновесия краевой задачи (3), (4).

Соответствующие результаты приведем в виде теорем 1 и 2.

Ниже полагаем 𝜏 = 𝜀𝑡 и через𝜑0(𝑥) обозначим собственнуюфункцию оператора (8), отвечающую

собственному значению 𝜇0(𝛾): 𝜑0(𝑥) =ch(𝜇1/20
(𝛾)𝑥).

Решения нелинейной краевой задачи (3), (4) в случае, когда 0 < 𝑟 < 1, ищем в виде формального

ряда

𝑢 (𝑡, 𝑥, 𝜀) = 𝜀𝜉 (𝜏)𝜑0(𝑥) + 𝜀2𝑢2(𝜏, 𝑥) + . . . , (12)

а в случае, когда 1 < 𝑟 < 𝑟 ∗ — в виде

𝑢 (𝑥, 𝑡, 𝜀) =𝜀 1

2 (𝜉 (𝜏)𝜑0(𝑥) exp(𝑖𝜎𝑡) + 𝜉 (𝜏)𝜑0(𝑥) exp(−𝑖𝜎𝑡)) + (13)

+ 𝜀𝑢2(𝑡, 𝜏, 𝑥) + 𝜀3/2𝑢3(𝑡, 𝜏, 𝑥) + . . . . (14)

Отметим, что зависимость от аргумента 𝑡 периодическая с периодом 2𝜋/𝜎 . Неизвестные амплитуды
𝜉 (𝜏) в этих формулах подлежат определению.

Подставим выражения (12) и (13) соответственно в (3), (4) и приравняем коэффициенты при оди-

наковых степенях 𝜀. В случае, когда 0 < 𝑟 < 1, собирая коэффициенты при 𝜀2, из условия разрешимо-

сти уравнения относительно 𝑢2(𝜏, 𝑥) получим уравнение для нахождения вещественной функции

𝜉 (𝜏)
d𝜉

d𝜏
= 𝑏 (𝑟 )𝜉 + 𝑐 (𝑟 )𝜉2, (15)

где

𝑏 (𝑟 ) = −
𝛾1 ch

(√
𝑟𝑑−1

)
1 − 𝑟

,

𝑐 (𝑟 ) = −
4𝑟𝑑−1(2

√
𝑟𝑑−1 + 2)

(
9 sh(

√
𝑟𝑑−1) + sh(3

√
𝑟𝑑−1)

)
(1 − 𝑟𝑑−1)

(
sh(2

√
𝑟𝑑−1) + 2

√
𝑟𝑑−1) .

Если же 1 < 𝑟 < 𝑟 ∗, то, собирая коэффициенты при первой степени 𝜀, сначала находим 𝑢2(𝑡, 𝜏, 𝑥).
На следующем шаге, приравнивая коэффициенты при 𝜀3/2, получаем уравнение для 𝑢3(𝑡, 𝜏, 𝑥).
Из условия его разрешимости в указанном классе функций приходим к уравнению для опреде-

ления комплексной функции 𝜉 (𝜏):
d𝜉

d𝜏
= 𝛼 (𝑟 )𝜉 + 𝛽 (𝑟 )𝜉 |𝜉 |2, (16)

где

𝛼 (𝑟 ) = −
𝛾1 ch(

√
𝜇0)

1 − 𝑟 exp(−𝑖𝜎) ,

𝛽 (𝑟 ) = − 𝑟

{
(1 + exp(−𝑖𝜎))

[
𝐴1

2

√︁
𝑟
𝑑

(
𝑟
𝑑
− 4𝜇0

) ( sh (√︂
𝑟

𝑑

) (
𝑟

𝑑
ch(2√𝜇0) +

𝑟

𝑑
− 4𝜇0

)
−

− 2

√︂
𝜇0
𝑟

𝑑
ch

(√︂
𝑟

𝑑

)
sh(2√𝜇0)

)
+ 𝐴2

16

(
4 sh(2√𝜇0) + sh(4√𝜇0)

√
𝜇0

+ 4

)
+
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+ 𝐴3

4

(
sh(2√𝜇0)

√
𝜇0

+ 2

)]
+ (exp(𝑖𝜎) + exp(−2𝑖𝜎))

[
𝐵1

2

√
𝜌 (𝜌 − 4𝜇0)

×

×
(
sh(√𝜌) (𝜌 ch(2√𝜇0) + 𝜌 − 4𝜇0) − 2

√
𝜇0𝜌 ch(

√
𝜌) sh(2√𝜇0)

)
+

+ 𝐵2

16

(
4 sh(2√𝜇0) + sh(4√𝜇0)

√
𝜇0

+ 4

)
+ 𝐵3

4

(
sh(2√𝜇0)

√
𝜇0

+ 2

)]}
×

×
(
sh(2√𝜇0)
4

√
𝜇0

+ 1

2

)−1
,

𝐴1 =
𝛾
(
𝐴2 ch(2

√
𝜇0) +𝐴3

)
− 2𝐴2

√
𝜇0 sh(2

√
𝜇0)√︁

𝑟
𝑑
sh

(√︁
𝑟
𝑑

)
− 𝛾 ch

(√︁
𝑟
𝑑

) ,

𝐴2 =
cos(𝜎)
4𝜇0𝑑 − 𝑟

, 𝐴3 = − cos(𝜎), 𝜌 =
𝑟 exp(−2𝑖𝜎) + 2𝑖𝜎

𝑑
,

𝐵1 =
𝛾
(
𝐵2 ch(2

√
𝜇0) + 𝐵3

)
− 2𝐵2

√
𝜇0 sh(2

√
𝜇0)

√
𝜌 sh(√𝜌) − 𝛾 ch(√𝜌) ,

𝐵2 =
𝑟 exp(−𝑖𝜎)
2𝑑 (4𝜇0 − 𝜌) , 𝐵3 = −𝑟 exp(−𝑖𝜎)

2𝑑𝜌
.

Полученные на этом пути результаты сформулируем в виде теорем 1 и 2.

Теорема 1. Пусть 0 < 𝑟 < 1 и выполнено условие (11). Тогда краевая задача (3), (4) имеет в окрестности
нуля устойчивое локальное одномерное интегральное многообразие, на котором (3), (4) с точностью
до 𝑂 (𝜀) представима в виде ОДУ первого порядка (15).

График 𝑐 (𝑟 ) при 𝑑 = 1 представлен на рис. 3.

Теорема 2. Пусть 1 < 𝑟 < 𝑟 ∗ и выполнено условие (11). Тогда в окрестности нуля краевая зада-
ча (3), (4) имеет двумерное устойчивое инвариантное интегральное многообразие, на котором (3), (4)
с точностью до 𝑂 (𝜀3/2) представимо в виде скалярного комплексного ОДУ (16).

Fig. 3. Graph of 𝑐 (𝑟 ) for 𝑑 = 1 Рис. 3. График 𝑐 (𝑟 ) при 𝑑 = 1
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Fig. 4. Graph of Re𝛽 (𝑟 ) for 𝑑 = 1 Рис. 4. График Re𝛽 (𝑟 ) при 𝑑 = 1

График Re𝛽 (𝑟 ) при 𝑑 = 1 представлен на рис. 4.

Сформулируем еще один интересный результат, который основан на вычислении коэффици-

ентов нормальных форм на интегральном многообразии.

Положим

𝑟 = 𝑟 ∗ + 𝜀𝑟1, где 0 < 𝜀 ≪ 1. (17)

При этом условии и при больших 𝛾 рассмотрим вопрос о поведении решений (3), (4) в окрестности

нулевого состояния равновесия. Как и в предыдущих теоремах в окрестности нуля краевой зада-

чи (3), (4) имеется двумерное устойчивое инвариантное интегральное многообразие, на котором

краевая задача (3), (4) с точностью до𝑂 (𝜀3/2) +𝑂 ( |𝛾−1 |) представима в виде скалярного комплексного
ОДУ

d𝜉

d𝜏
= 𝑟1𝛼

∗𝜉 + 𝛽∗𝜉 |𝜉 |2, (18)

где

𝛼∗ = −(0.46 + 0.43i) +𝑂 ( |𝛾−1 |), 𝛽∗ = −(1.07 − 0.15i) +𝑂 ( |𝛾−1 |), 𝜏 = 𝜀𝑡 .

и 𝑢 (𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝜀1/2
(
𝜉 (𝜀𝑡)𝜑0(𝑥) exp(𝑖𝜎𝑡) + 𝜉 (𝜀𝑡)𝜑0(𝑥) exp(−𝑖𝜎𝑡)

)
+𝑂 (𝜀).

Уравнения (15) и (16) являются нормальными формами в случаях 0 < 𝑟 < 1 и 1 < 𝑟 < 𝑟 ∗ соответ-
ственно. Эти нормальные формы определяют локальную динамику (3), (4) в указанных условиях.

Таким образом, получаем, что при 𝛾1 > 0 и 0 < 𝑟 < 1 в (3), (4) устойчиво состояние равновесия

𝑢0(𝑥, 𝜀) = 𝜀𝑏 (𝑟 )𝑐−1(𝑟 ) ch(𝑥√𝜇0)+𝑂 (𝜀2), а при 1 < 𝑟 < 𝑟 ∗ имеется предельный цикл, определяемый

из (16).

Заключение
В работе исследован случай, когда граничные условия для логистического уравнения с запаз-

дыванием и диффузией на одном из концов отрезка [0,1] содержат параметр. Исследован вопрос

о локальной — в окрестности состояния равновесия — динамике соответствующей краевой зада-

чи при всех значениях параметра граничных условий. Выделены критические случаи в задаче

об устойчивости состояния равновесия и построены нормальные формы— скалярные комплекс-

ные обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка. Их нелокальная динамика

определяет поведение решений исходной задачи в малой окрестности состояния равновесия.
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