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Сеть Петри называется элементарной, если каждое ее место может содер-
жать не более одной фишки. В работе изучаются топологические свойства эле-
ментарной сети Петри конвейера, состоящего из n функциональных устройств.
Если рассматривать работу функциональных устройств как непрерывную, то
можно прийти к некоторому топологическому пространству “промежуточных”
состояний. В работе вычислены группы гомологий этого топологического про-
странства. С помощью индукции по n, с применением аддиционной последо-
вательности для групп гомологий полукубических множеств, доказано, что в
размерностях 0 и 1 целочисленные группы гомологий этих сетей равны группе
целых чисел, а в остальных размерностях равны нулю. Исследуются направ-
ленные группы гомологий. Установлена связь этих групп с тупиками и рассыл-
ками. Эта связь помогает доказать, что все направленные группы гомологий
элементарной сети Петри конвейера равны нулю.

Введение
Группы гомологий элементарных сетей Петри были введены в работе [1]. Они пред-
назначены для топологического анализа параллельных процессов и систем, опи-
сываемых этими сетями. Они также тесно связаны с гомологиями многомерных
автоматов, изученных в работах [2]–[3] и примененных в [4] для решения проблем
теории направленной гомотопии. Наша работа посвящена вычислению групп гомо-
логий элементарной сети Петри конвейера Pn, состоящей из n переходов (событий)
и n − 1 мест (условий). В [1] были вычислены группы гомологий сети Петри кон-
вейера P3. В работе [5] построен алгоритм для вычисления всех групп гомологий
элементарной сети Петри. Приведен пример вычисления групп гомологий элемен-
тарной сети Петри конвейера P4:

t1 //
p1

// t2 //
p2

// t3 //
p3

// t4

1Работа выполнена в рамках программы стратегического развития государственных образова-
тельных учреждений высшего профессионального образования, №2011-ПР-054.
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С помощью описанного в [6] программного обеспечения мы вычислили группы
гомологий сети Pn, при n = 2, 3, 4, 5. В этих случаях группы гомологий конвейера
равны H0(Pn) = H1(Pn) = Z, и Hk(Pn) = 0 при k > 2. Возникло естественное
предположение о том, что это верно для всех n > 2. В данной работе мы доказыва-
ем это предположение (теорема 1). Кроме того, вторым соавтором данной работы
было разработано программное обеспечение для вычисления направленных групп
гомологий пространств состояний. Вычисления показали, что направленные группы
элементарных сетей Петри Pn при n = 2, 3, 4, 5 равны нулю во всех размерностях.
В данной работе мы доказываем, что это верно для всех n > 2 (теорема 2).

1. Предварительные сведения

Через Z будем обозначать группу целых чисел. Для произвольной категории C
обозначим через Ob C класс всех ее объектов, Mor C – класс всех морфизмов, C op –
дуальную категорию. Для любых A,B ∈ Ob C множество всех морфизмов A → B
в категории C обозначим через C (A,B).
Частичные отображения. Для произвольных множеств S и T частичным отоб-
ражением f : S ⇀ T называется отношение f ⊆ S × T , обладающее следующим
свойством:

(s, t1) ∈ f & (s, t2) ∈ f ⇒ t1 = t2 .

Обозначим через PSet категорию множеств и частичных отображений.
Для произвольного множества S обозначим S∗ = St{∗}. Пусть Set∗ – категория,

объектами которой являются множества, каждое из которых равно S∗ для некоторо-
го множества S. Для любых ее объектов S∗ и T∗ множество морфизмов Set∗(S∗, T∗)
состоит из отображений f : S∗ → T∗, удовлетворяющих равенству f(∗) = ∗. Легко
видеть, что функтор Φ : PSet → Set∗, определенный на объектах как Φ(S) = S∗, а
на морфизмах

Φ(f)(x) =

{
f(x), если f(x) определен,
∗, если f(x) не определен или x = ∗,

будет осуществлять изоморфизм категорий PSet и Set∗. Этот изоморфизм позволя-
ет нам отождествлять категорию PSet с категорией Set∗ и рассматривать частичные
отображения как тотальные, сохраняющую точку ∗.
Частичное действие моноида. Пусть M – моноид. Операцию умножения в нем
временно обозначим через ·M . Всякий моноид M мы будем рассматривать как ма-
лую категорию, имеющую единственный объект ptM . Множество морфизмов этой
категории совпадает с множеством M . В частности определен дуальный моноид
M op. Произведение элементов µ1, µ2 ∈M в этом моноиде определяется по формуле
µ1 ·Mop µ2 = µ2 ·M µ1. Частичным действием моноида M справа на множестве S
называется произвольный гомоморфизм M op → PSet(S, S). В соответствии с дан-
ным выше соглашением, частичное действие будем рассматривать как гомоморфизм
M op → Set∗(S∗, S∗). Отсюда вытекает, что его можно рассматривать как функтор
M op → Set∗. Ниже повсюду вместо µ1 ·M µ2 будем писать просто µ1µ2, оставляя
символ ’·’ для обозначения действия моноида.
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Моноиды трасс и пространства состояний. Пусть E – множество, I ⊆ E × E
называется отношением независимости на E, если для всех a ∈ E верно (a, a) /∈
I, и для каждой пары (a, b) ∈ I имеет место (b, a) ∈ I. Моноид, порожденный
множеством E и заданный с помощью соотношений ab = ba, для всех (a, b) ∈ I,
называется свободным частично коммутативным моноидом или моноидом трасс и
обозначается черезM(E, I). Он будет равен фактор-моноиду E∗/ ≡ моноида слов по
наименьшему отношению конгруэнтности, содержащему пары (ab, ba) для всех пар
(a, b) ∈ I. Пространством состояний называется пара (S,M(E, I)), где M(E, I) –
моноид трасс, действующий частично на некотором множестве S.
Пространство состояний элементарной сети Петри. Элементарной сетью
Петри называется пятерка (P,E, pre, post, s0), состоящая из конечных множеств P
и E, отображений pre : E → {0, 1}P , post : E → {0, 1}P и подмножества s0 ⊆ E.
Здесь {0, 1}P обозначает множество всех подмножеств s ⊆ P . В работе [7] элемен-
тарные сети Петри называются просто сетями Петри. Элементы p ∈ P называются
местами, а a ∈ E – событиями.

Для произвольной элементарной сети Петри N = (P,E, pre, post, s0) определяет-
ся моноид трассM(E, I), порожденный множеством E и отношением независимости

(a, b) ∈ I ⇔ (pre(a) ∪ post(a)) ∩ (pre(b) ∪ post(b)) = ∅.

Пусть a ∈ E. Для всякого подмножества s ⊆ P , обладающего свойствами

• pre(a) ⊆ s,

• (s \ pre(a)) ∩ post(a) = ∅,

обозначим s ·a = (s\pre(a))∪post(a). Это определяет для каждого a ∈ E частичное
отображение s 7→ s · a, из множества {0, 1}P в {0, 1}P . Здесь подмножества s ⊆ P
рассматриваются как их характеристические функции.

Согласно [7, Prop. 42], полученное частичное отображение будет равно отноше-
нию перехода из [7]–[8], определенному как множество таких троек (s, a, s′), что

pre(a) ⊆ s & post(a) ⊆ s′ & s \ pre(a) = s′ \ post(a).

С помощью индукции по длине трассы µ = a1a2 · · · an, по формуле s · a1a2 · · · an =
(s · a1a2 · · · an−1) · an, это действие определяет частичное действие моноида M(E, I)
справа на {0, 1}P . Полученное пространство состояний ({0, 1}P ,M(E, I)) будем на-
зывать пространством состояний элементарной сети Петри.

Если рассматривать вместо {0, 1}P множество достижимых состояний, то это
частичное действие будет определять пространство достижимых состояний эле-
ментарной сети.

2. Гомологии полукубических множеств
и пространств состояний

Напомним определение полукубического множества и его групп гомологий [9]. Опи-
шем полукубическое множество, соответствующее категории состояний и имеющее
такие же группы гомологий.
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Полукубические множества.
Полукубическим множеством X = (Xn, ∂

n,ε
i ) называется последовательность

множеств Xn, n > 0, и семейство отображений ∂n,εi : Xn → Xn−1, определенных при
1 6 i 6 n, ε ∈ {0, 1}, и делающих диаграммы

Xn

∂n,βj
��

∂n,αi // Xn−1

∂n−1,β
j−1
��

Xn−1
∂n−1,α
i

// Xn−2

коммутативными для всех n > 2, 1 6 i < j 6 n.
Морфизмом полукубических множеств f : X → X̃ называется последователь-

ность отображений fn : Xn → X̃n, n > 0, для которых диаграммы

Xn
fn //

∂n,εi
��

X̃n

∂̃n,εi
��

Xn−1 fn−1

// X̃n−1

коммутативны для всех 1 6 i 6 n и ε ∈ {0, 1}. Если морфизм полукубических
множеств состоит из вложений Xn ⊆ X̃n, для всех n > 0, то X называется полуку-
бическим подмножеством в X̃.
Гомологии полукубических множеств. Пусть X = (Xn, ∂

n,ε
i ) – полукубическое

множество. Рассмотрим комплекс

0← LX0
d1← LX1

d2← LX2
d1← · · · ,

состоящий из свободных абелевых групп LXn, n > 0, порожденных множествами
Xn, и дифференциалов, действующих на элементах базиса по формуле

dn(σ) =
n∑
i=1

(−1)i(∂n,1i (σ)− ∂n,0i (σ)).

Группы гомологий этого комплекса называются группами гомологий Hn(X) по-
лукубического множества X, n > 0.

Предложение 1. Пусть X = X1 ∪ X2 – объединение полукубических подмно-
жеств. Тогда существует длинная точная последовательность групп

0← H0(X)← H0(X1)⊕H0(X2)← H0(X1 ∩X2)← · · ·
· · · ← Hn(X)← Hn(X1)⊕Hn(X2)← Hn(X1 ∩X2)← · · ·

Доказательство. Рассмотрим комплекс Cn(X) = LXn, с дифференциалами

dn(σ) =
n∑
i=1

(−1)i(∂n,1i (σ) − ∂n,0i (σ)). Рассмотрим точную последовательность ком-

плексов, связанную с гомоморфизмом σ1 ⊕ σ2 7→ σ1 − σ2,

0→ Cn(X1 ∩X2)
θn→ Cn(X1)⊕ Cn(X2)

−→ Cn(X1 ∪X2)→ 0,
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где θn(σ) = σ⊕σ для каждого σ ∈ (X1∩X2)n. Длинная точная последовательность,
соответствующая этой короткой точной последовательности, будет искомой. 2

Гомологии категории состояний и полукубических множеств.
Пусть (S,M(E, I)) – пространство состояний. Рассмотрим произвольное отно-

шение линейного порядка на E. Оно определяет полукубическое множество

Qn(S,E, I) = {(s, a1, . . . , an) ∈ S × En | a1 < · · · < an & s · a1 · · · an ∈ S
& (ai, aj) ∈ I для всех 1 6 i < j 6 n}, n > 0,

с граничными операторами

∂n,εi (s, a1, . . . , an) = (s · aεi , a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an),

при 1 6 i 6 n, ε ∈ {0, 1}. Здесь a0i = 1, и a1i = ai.
Категория состояний K(S) пространства состояний (S,M(E, I)) имеет объекта-

ми элементы s ∈ S. Ее морфизмами s µ→ t служат такие тройки элементов s, t ∈ S и
µ ∈M(E, I), что s ·µ = t. Композиция задана формулой (t

ν→ u)◦ (s
µ→ t) = (s

µν→ u).
Для произвольной элементарной сети Петри N группы гомологий Hn(N ) опре-

деляются как группы гомологий Hn(K(S)) (нерва) ее категории достижимых состо-
яний. Согласно [5, Corollary 4], Hn(K(S)) ∼= Hn(Q(S,E, I)), для всех n > 0. Поэтому
группы гомологий элементарной сети Петри Hn(N ) будут изоморфны группам го-
мологий полукубического множества, соответствующего ее пространству достижи-
мых состояний.

3. Категория состояний сети Петри конвейера и ее
группы гомологий

В этой части мы будем исследовать категорию состояний элементарной сети Петри
конвейера и вычислим целочисленные группы гомологий этой категории.
Категория состояний элементарной сети Петри конвейера. Мы рассматри-
ваем сеть Петри конвейера Pn:

t1 //
p1

// t2 //
p2

// · · · // tn−1 //
pn−1

// tn

Представим категорию состояний этой сети в виде объединения частично упорядо-
ченных множеств, каждое из которых обладает наименьшим и наибольшим элемен-
том.

Пусть N n – сеть Петри

p1
// t2 //

p2
// · · · // tn−1 //

pn−1

// tn

Обозначим через Cn ее категорию состояний. Всякое частично упорядоченное мно-
жество можно рассматривать как малую категорию C , для любых объектов которой
x, y ∈ Ob C множество C (x, y) содержит не более одного элемента, а одновременное
выполнение соотношений C (x, y) 6= ∅ и C (y, x) 6= ∅ невозможно в случае x 6= y.
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Состоянием элементарной сети Петри N n будет произвольная функция
f : {p1, p2, · · · , pn−1} → {0, 1}. Отсюда следует, что состояние может быть зада-
но последовательностью значений этой функции ε1ε2 · · · εn−1, где εi = f(pi) при
1 6 i 6 n − 1. Пусть S1 – множество состояний, начинающихся с ε1 = 1, и S0

– множество состояний, начинающихся с ε1 = 0. Множество всех состояний будет
равно S = S1 t S0. В общем случае элементы из S1 и S0 соединены переходами
10ε3 · · · εn−1

t2→ 01ε3 · · · εn−1.
Например, при n = 4, S1 и S0 будут линейно упорядоченными множествами,

соответствующими столбцам диаграммы:

111

t4
��

011

t4
��

110

t3
��

010

t3
��

101

t4
��

t2

??

001

t4
��

100

t2

??

000

Переходы между S1 и S0 показаны пунктирными стрелками.
Для любого состояния x = ε1 · · · εn−1 введем число |x| = ε1 · 2n−2 + ε2 · 2n−3 +

· · ·+εn−1 ·20. Например, |11 · · · 1| = 2n−1−1 и |00 · · · 0| = 0. Если существует переход
x

tk→ y, то |x| < |y|

Лемма 1. Категория Cn является частично упорядоченным множеством, име-
ющим наибольший и наименьший элементы.

Доказательство. С помощью индукции будем доказывать, что Cn – частично
упорядоченное множество с наименьшим элементом 11 · · · 1 и наибольшим элемен-
том 00 · · · 0. Пусть это доказано для n − 1. Тогда Cn−1 – частично упорядоченное
множество с наименьшим и наибольшим элементами. Легко видеть, что полные
подкатегории категории Cn, с множествами объектов S1 и S0 будут изоморфны
категории Cn−1. Значит, они будут частично упорядоченными множествами. Будем
обозначать эти частично упорядоченные множества через S1 и S0. В S1 наименьший
элемент согласно предположению индукции равен 11 · · · 1, а наибольший – 10 · · · 0.
В S0 наименьший элемент равен 01 · · · 1, а наибольший – 00 · · · 0.

Пусть x · µ = y, x ∈ S1, y ∈ S0. Тогда µ содержит букву t2. Поэтому существуют
такие µ1 и µ2, что µ = µ1t2µ2, причем µ1 не содержит t2. Далее будем переставлять
с t2 буквы из µ1, до тех пор, пока не встретим t3. Для некоторых µ1 и µ2 получим
разложение µ = µ1t3t2µ2.

Следующее ниже действие будем выполнять до тех пор, пока не получим разло-
жение вида µ = tk · · · t2µ′.

Предположим, что µ = µ1ttk−1 · · · t2, для некоторых k > 3 и t ∈ E. Опишем
действие, выполняемое нами в каждом из возможных случаев:

(i) t = tk ⇒ увеличиваем k на 1,

(ii) t = ti, для некоторого i > k, ⇒ переставляем t с tk−1, tk−2, · · · , t2.
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При i 6 k − 1 разложение вида µ = µ1titk−1 · · · t2 невозможно, ибо x′ · tk−1 · · · t2
тогда и только тогда определено, когда x′ = 11 · · · 10εk · · · εn−1. Такой элемент x′

не может получиться после действия ti при 2 6 i 6 k − 1. Отсюда вытекает, что
итерация описанного действия приведет к разложению µ = tk · · · t2µ′.

Теперь будем доказывать, что x · µ = x · ν = y ∈ S влечет µ = ν, откуда будет
следовать, что Cn – предупорядоченное множество.

Если x · µ = x · ν = y ∈ S0 и y ∈ S0, то µ = ν, ибо S0 – частично упорядоченное
множество. Аналогичное верно в случае x ·µ = x ·ν = y ∈ S1 и y ∈ S1. Не существует
µ ∈M(E, I) и x ∈ S0, для которых x · µ ∈ S1.

Рассмотрим теперь случай x·µ = x·ν = y ∈ S0, x ∈ S1. В этом случае существуют
разложения µ = tk · · · t2µ′ и ν = tm · · · t2ν ′. Поскольку x · tktk−1 · · · t2µ′ ∈ S0, то
x = 11 · · · 10εk+1 · · · εn−1, при некоторых εk+1, · · · , εn−1 ∈ {0, 1}. Отсюда m = k.
Получаем равенство

x · tk · · · t2µ′ = x · tk · · · t2ν ′.
Поскольку x · tk · · · t2 ∈ S0 и S0 – частично упорядоченное множество, то из этого
равенства следует µ′ = ν ′. Следовательно, µ = ν и Cn – предупорядоченное мно-
жество. Если для некоторых x = ε1 · · · εn−1, y = δ1 · · · δn−1 существует такое µ 6= 1,
что x · µ = y, то |x| > |y|. Поэтому из x · µ = y и y · ν = x будет следовать
µ = ν = 1. Значит, отношение предпорядка будет антисимметричным, а Cn будет
частично упорядоченным множеством. 2

Группы гомологий конвейера. ПустьPn – элементарная сеть конвейера. Удаляя
событие t1, мы получили сеть N n. Удаляя из Pn событие t2, получим следующую
элементарную сеть:

t1 p1
//

p2
// · · · // tn−1 //

pn−1

// tn

Обозначим ее через N ′n.

Предложение 2. Полукубическое множество Q(Pn) равно объединению полукуби-
ческих подмножеств Q(N n)∪Q(N ′n). Пересечение Q(N n)∩Q(N ′n) будет полуку-
бическим множеством, имеющим две компоненты связности, каждая из которых
изоморфна Q(N n−1).

Доказательство. Имеет место Q0(Pn) = Q0(N n) ∪Q0(N ′n), ибо все эти мно-
жества равны S = {0, 1}n−1. Если k > 1, то поскольку t1 и t2 зависимы, то они
не могут принадлежать набору попарно независимых событий (e1, · · · , em). Зна-
чит, для всякого (s, e1, · · · , em) ∈ Qm(Pn) будет иметь место t1 /∈ {e1, · · · , em}
либо t2 /∈ {e1, · · · , em}, откуда (s, e1, · · · , em) ∈ Qm(N n) ∪ Qm(N ′n). Поскольку из
(s, e1, · · · , em) ∈ Qm(N n) следует (s · eεi , e1, · · · , ei−1, ei+1, · · · , em) ∈ Qm−1(N n) и из
(s, e1, · · · , em) ∈ Qm(N ′n) следует (s · eεi , e1, · · · , ei−1, ei+1, · · · , em) ∈ Qm−1(N ′n), то
вложения перестановочны с граничными операторами. Стало быть, Q(Pn) равно
объединению своих кубических подмножеств Q(N n) и Q(N ′n). 2

Теорема 1. H0(Pn) = H1(Pn) = Z, и Hk(Pn) = 0 при k > 1.

Доказательство. Согласно предложению 2, Q(Pn) = Q(N n) ∪ Q(N ′n). При-
меним предложение 1. По лемме 1 категория состояний сети N n обладает иници-
альным и терминальным объектом. Пусть I = {0, 1} – частично упорядоченное
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множество, состоящее из элементов 0 и 1, с обычным отношением порядка 0 < 1.
Легко видеть, что категория состояний сети N ′n будет изоморфна произведению
I × Cn−2. Поэтому она тоже обладает инициальным и терминальным объектами.
Отсюда вытекают изоморфизмы Hk(Q(N n)) = Hk(Q(N ′n)) = 0, при k > 0. Точ-
ная последовательность предложения 1 приводит к изоморфизмам Hk(Q(Pn)) ∼=
Hk−1(Q(N n) ∩ Q(N ′n)), при k > 2. Из предложения 2 следует Q(N n) ∩ Q(N ′n) ∼=
Q(N n−1)tQ(N n−1). Получаем Hk(Q(Pn)) ∼= Hk−1(Q(N n−1))⊕Hk−1(Q(N n−1)) = 0
при k > 2. Следовательно, Hk(Pn) = 0 при k > 2. Из предложения 1 получаем
также точную последовательность

0← H0(Q(Pn))← H0(Q(N n))⊕H0(Q(N ′n))

← H0(Q(N n) ∩Q(N ′n))← H1(Q(Pn))← 0.

ГруппыH0 свободно порождены компонентами связности полукубических множеств.
Гомоморфизм

H0(θ) : H0(Q(N n) ∩Q(N ′n))→ H0(Q(N n))⊕H0(Q(N ′n))

индуцирован цепным гомоморфизмом

θk : Ck(Q(N n) ∩Q(N ′n))→ Ck(Q(N n))⊕ Ck(Q(N ′n)),

определенным на σ ∈ (Q(N n)∩Q(N ′n))k по формуле θk(σ) = σ⊕σ. Отсюда вытекает,
чтоH0(θ) действует на классах гомологий по формулеH0(θ)(cls(σ)) = cls(σ)⊕cls(σ).
Поскольку эти классы гомологий равны компонентам связности полукубических
множеств, то H0(θ) будет гомоморфизмом Z ⊕ Z → Z ⊕ Z, заданным матрицей(

1 1
1 1

)
. Но H1(Pn) изоморфен ядру гомоморфизма H0(θ), а H0(Pn) – коядру. От-

сюда, например, с помощью приведения этой матрицы к нормальной форме Смита,
получаем H0(Pn) = H1(Pn) = Z. 2

4. Направленные гомологии
Приведем вспомогательные сведения по группам гомологий Губо полукубических
множеств. Изучим свойства направленных групп гомологий категории состояний
и их интерпретацию в размерности 0. Вычислим направленные группы гомологий
сети Петри конвейера.
Группы гомологий Губо. Пусть X = (Xn, ∂

n,ε
i ) – полукубическое множество. Для

каждого ε ∈ {0, 1} рассмотрим цепной комплекс абелевых групп Cn(X) = L(Xn) с
дифференциалами

0← C0(X)
dε1← C1(X)← · · ·Cn−1(X)

dεn← Cn(X)← · · · ,

где dεn(σ) =
n∑
i=1

(−1)i∂n,εi (σ).

Группы гомологийHε
n(X) этого комплекса называются группами гомологий Губо

полукубического множества X. Они были изучены в работе [2].
Группы H0

n(X) называются инициальными, а H1
n(X) – финальными группами

гомологий Губо.
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Предложение 3. Пусть X = X1∪X2 – объединение полукубических подмножеств
X1 ⊆ X и X2 ⊆ X. Тогда для каждого ε ∈ {0, 1} существует длинная точная
последовательность

0← Hε
0(X)← Hε

0(X1)⊕Hε
0(X2)← Hε

0(X1 ∩X2)← · · ·
· · · ← Hε

n(X)← Hε
n(X1)⊕Hε

n(X2)← Hε
n(X1 ∩X2)← · · ·

Доказательство дословно повторяет доказательство предложения 1.
Направленные группы гомологий категории состояний. Группами гомоло-
гий малой категории C с коэффициентами в функторе F : C → Ab называются
значения lim−→

C
nF левых производных функторов функтора копредела lim−→

C : AbC →
Ab на F .

Пусть (S,M(E, I)) – пространство состояний, K(S) – его категория состояний.
Рассмотрим функторы ∆0 Z : K(S) → Ab и ∆1 Z : K(S)op → Ab, принимающие на
объектах постоянные значения ∆0 Z(s) = ∆1 Z(s) = Z. А на морфизмах определен-
ные по формулам

∆ε Z(s
µ→ s′) =

{
1s, если µ = 1,
0, если µ 6= 1.

Определение 1. Направленные группы гомологий пространства состояний опре-
деляются по формулам

H0
n(S,M(E, I)) =def lim−→

K(S)
n ∆0 Z, H1

n(S,M(E, I)) =def lim−→
K(S)op

n ∆1 Z.

Для произвольной элементарной сети Петри N ее группы гомологий Hε
n(N ) опре-

деляются как группы гомологий ее пространства состояний.

Предложение 4. Для элементарной сети Петри N n, полученнной с помощью
удаления перехода t1 из сети Петри конвейера Pn, группы гомологий равны

Hε
k(N n) =

{
Z, если k = 0
0, если k > 0.

Доказательство. Согласно лемме 1, категория Cn состояний сети Петри N n

имеет инициальный и терминальный объекты. Если малая категория имеет терми-
нальный объект, то копредел функтора по этой категории равен значению этого
функтора на терминальном объекте. Отсюда Hε

k(N n) = lim−→k∆
ε Z = 0 при k > 0 и

Hε
0(N n) = lim−→∆ε Z = Z. 2

Согласно [5, Corollary 5], для произвольного отношения линейного порядка на E
имеют место изоморфизмы

lim−→
K(S)
n ∆0 Z ∼= H0

n(Q(S,E, I)), lim−→
K(S)op

n ∆1 Z ∼= H1
n(Q(S,E, I)). (1)

Отсюда получаем следующую интерпретацию направленных гомологий простран-
ства состояний в размерности 0. Состояние s называется тупиком, если не суще-
ствует a ∈ E, для которых s · a ∈ S. Оно называется рассылкой, если не существует
таких пар s′ ∈ S и a ∈ E, что s′ · a = s. В категории состояний тупиком будет
объект, из которого не выходят морфизмы (кроме тождественного), а в рассылку
нет входящих в нее морфизмов (кроме тождественного).
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Предложение 5. Группа H0
0 (S,M(E, I)) изоморфна свободной абелевой группе по-

рожденной тупиками, а H1
0 (S,M(E, I)) – рассылками.

Доказательство. Из [5, Corollary 5] следует, что H0
0 (S,M(E, I)) будет изо-

морфно коядру гомоморфизма d01 : LQ1(S,E, I) → LQ0(S,E, I), действующего как
d01(s, a) = s. Коядро порождено множеством, полученным отождествлением с нулем
элементов s ∈ S, для которых существуют такие a ∈ E, что s · a ∈ S. Из множества
S удаляются не тупики, а оставшееся множество порождает коядро. Аналогично
доказывается для H1

0 (S,M(E, I)) – из S удаляются элементы, равные s · a, для
некоторых s ∈ S и a ∈ E. Остаются рассылки, порождающие H1

0 (S,M(E, I)). 2

Пример 1. Категория состояний элементарной сети Петри конвейера не имеет
ни рассылок, ни тупиков, откуда H0

0 (Pn) = H1
0 (Pn) = 0.

Направленные группы гомологий конвейера. Согласно приведенному выше
примеру, группы H0

0 (Pn) и H1
0 (Pn) равны нулю. Следующее утверждение показы-

вает, что H0
k(Pn) и H1

k(Pn) равны 0 для всех k > 0.

Теорема 2. Hε
k(Pn) = 0, для всех n > 2, k > 0 и ε ∈ {0, 1}.

Доказательство. Выше мы установили, что полукубическое множествоQ(Pn)
равно объединению полукубических множеств Q(N n) и Q(N ′n). Категории состоя-
ний сетей N n и N ′n имеют наибольшие и наименьшие элементы. Значит, Hε

k(N n) =
Hε
k(N ′n) = 0 при k > 0, и Hε

0(N n) = Hε
k(N ′n) = Z. По предложению 2, Q(N n) ∩

Q(N ′n) ∼= Q(N n−1) t Q(N n−1). Отсюда следует, что фрагмент точной последова-
тельности предложения 3

← Hε
k−1(Q(N n) ∩Q(N ′n))← Hε

k(Q(Pn))← Hε
k(Q(N n))⊕Hε

k(Q(N ′n))←

приводит к равенствам Hε
k(Q(Pn)) = 0 при k > 2. Кроме того, имеет место точная

последовательность

0← Hε
0(Q(Pn))← Hε

0(Q(N n))⊕Hε
0(Q(N ′n))

Hε
0(θ)←

Hε
0(Q(N n) ∩Q(N ′n))← Hε

1(Q(Pn))← 0

Согласно примеру 1 и изоморфизмам (1) Hε
0(Q(Pn)) = 0. Получаем эпиморфизм

Z ⊕ Z
Hε

0(θ)→ Z ⊕ Z. Но Z ⊕ Z – проективный объект категории абелевых групп.
Отсюда следует существование гомоморфизма γ такого, что Hε

0(θ) ◦ γ = 1Z⊕Z. Зна-
чит, определитель матрицы Hε

0(θ) обратим, откуда следует, что ядро гомоморфизма
Hε

0(θ) равно нулю. Следовательно,Hε
1(Q(Pn)) = 0. Мы доказали, чтоHε

k(Q(Pn)) = 0
для всех k > 0. Из изоморфизмов (1) получаем Hε

k(Pn) ∼= Hε
k(Q(Pn)), откуда выте-

кает утверждение теоремы. 2
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Homology Groups of a Pipeline Petri Net

Husainov A.A., Bushmeleva E.S., Trishina T.A.

Komsomolsk-on-Amur State Technical University,
Lenina prosp., 27, Komsomolsk-on-Amur, 681013, Russia

Keywords: trace monoid, asynchronous transition system, elementary Petri net,
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Petri net is said to be elementary if every place can contain no more than one token. In
this paper, it is studied topological properties of the elementary Petri net for a pipeline
consisting of n functional devices. If the work of the functional devices is considered
continuous, we can come to some topological space of “intermediate” states. In the
paper, it is calculated the homology groups of this topological space. By induction on n,
using the Addition Sequence for homology groups of semicubical sets, it is proved that
in dimension 0 and 1 the integer homology groups of these nets are equal to the group
of integers, and in the remaining dimensions are zero. Directed homology groups are
studied. A connection of these groups with deadlocks and newsletters is found. This
helps to prove that all directed homology groups of the pipeline elementary Petri nets
are zeroth.
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