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The dynamics of large non-periodic chains with advective connections between elements is considered. The main as-

sumption is that the number 𝑁 of chain elements is sufficiently large, so a small parameter 𝜀 = 𝑁 −1
naturally arises. This as-

sumption allows us to move from a system of 𝑁 delayed equations to the study of a spatially distributed integro-differential

equation containing a small parameter and use asymptotic methods to investigate the dynamic properties of this equation.

The connections between the chain elements are a difference approximation of the advection operator, which is why they are

called advective. Another assumption is that the chains are not circular, i.e., the boundary conditions for the systems under

consideration do not have periodic properties. Non-classical boundary conditions are considered, which lead to the emer-

gence of new dynamic effects. Critical cases in the problem of equilibrium stability are identified, and it is shown that they

have infinite dimension in the sense that an infinite number of roots of the characteristic equation approach the imaginary

axis as a small parameter approaches zero. In this situation, the known research methods based on the use of invariant

integral manifolds and normal forms are not directly applicable. We use methods of quasi-normal forms, whose non-local

dynamics determine the local behavior of the solutions of the considered chains. The main results consist in constructing

quasi-normal forms using special asymptotic methods. This allows us to obtain the main approximations of the solutions

of the original chain with respect to the parameter 𝜀.
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Рассматривается динамика больших непериодических цепочек с адвективными связями между элементами.

Основное предположение состоит в том, что количество 𝑁 элементов цепочки достаточно велико, поэтому есте-

ственным образом возникает малый параметр 𝜀 = 𝑁 −1 . Это предположение дает возможность от системы 𝑁 урав-

нений с запаздываниемперейти к исследованиюпространственно-распределенного интегро-дифференциального

уравнения, содержащего малый параметр и использовать асимптотические методы для исследования динамиче-

ских свойств этого уравнения. Связимежду элементами цепочек являются разностной аппроксимацией оператора

адвекции (переноса), поэтому их называют адвективными. Еще одно предположение состоит в том, что цепочки

не являются кольцевыми, т.е. краевые условия для рассматриваемых систем не обладают свойствами периодично-

сти. Рассматриваются неклассические краевые условия, которые способствуют появлению новых динамических

эффектов. Выделены критические случаи в задаче об устойчивости состояния равновесия и показано, что они

имеют бесконечную размерность в том смысле, что бесконечно много корней характеристического уравнения

стремятся к мнимой оси при стремлении к нулю малого параметра. В этой ситуации известные методы ис-

следования, основанные на использовании инвариантных интегральных многообразий и нормальных форм,

непосредственно не применимы. Используются методы квазинормальных форм, нелокальная динамика которых

определяет локальное поведение решений рассматриваемых цепочек. Основные результаты состоят в построе-

нии квазинормальных форм с помощью специальных асимптотических методов. Это дает возможность получить

главные приближения по параметру 𝜀 решений исходной цепочки.

Ключевые слова: динамика; цепочки; бифуркации; устойчивость; нормальная форма; запаздывание
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Постановка задачи
Рассматриваются цепочки, состоящие из одинаковых элементов, динамика которых описыва-

ется логистическим уравнением с запаздыванием

¤𝑢 + 𝑟𝑢 (𝑡 − 1) [1 + 𝑢] = 0, (1)

где

0 < 𝑟 <
𝜋

2

.

Локальная — в окрестности нулевого состояния равновесия — динамика (1) тривиальна: все решения

из достаточно малой окрестности нуля стремятся к нулю при 𝑡 → ∞ [1, 2].

Исследуем цепочку связанных элементов вида

¤𝑢 𝑗 + 𝑟𝑢 𝑗 (𝑡 − 1) [1 + 𝑢 𝑗 ] = 𝑏 [𝑢 𝑗+1 − 𝑢 𝑗−1], (2)

где 𝑏 ≠ 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 − 1, а для крайних элементов выполнены краевые условия

𝑢0 = 0, 𝑢𝑁 = 𝛾𝑢𝑀 , (3)

причем 𝛾 ≠ 0 и 0 < 𝑀 < 𝑁 .

Связь𝑢 𝑗+1−𝑢 𝑗−1 называют адвективной, поскольку ее можно интерпретировать как стандартную
разностную аппроксимацию оператора адвекции 𝜕/𝜕𝑥 : 𝜕𝑣/𝜕𝑥 ∼ (2Δ𝑥)−1(𝑣 (𝑥 + Δ𝑥) − 𝑣 (𝑥 − Δ𝑥)).

Обратим внимание, что цепочка (2), (3) не является периодической по индексу 𝑗 . В работах [3—8]

рассматривалась динамика периодических цепочек, для которых выполнено условие 𝑢 𝑗+𝑁 = 𝑢 𝑗 .

В работах [9, 10] рассматривались непериодические цепочки с односторонними и двусторонними

связями.

Основное предположение, открывающее путь к применению асимптотическихметодов, состоит

в том, что количество 𝑁 − 1 элементов цепочки является достаточно большим: 𝑁 ≫ 1. Поэтому

естественным образом возникает малый параметр

𝜀 = 𝑁 −1 ≪ 1. (4)

При этом условии будем исследовать вопрос о локальной — в окрестности нулевого состояния

равновесия — динамике цепочки (2), (3).

При условии (4) часто используют переход к непрерывной пространственной переменной.

Для этого функцию 𝑢 𝑗 (𝑡) ассоциируют с функцией двух переменных 𝑢 (𝑡, 𝑥 𝑗 ), где 𝑥 𝑗 = 𝜀 𝑗 — рав-

номерно распределенные на отрезке [0, 1] точки, причем 𝑥0 = 0, 𝑥𝑁 = 1. Тогда краевая задача (2), (3)

при 𝑥 = 𝑥 𝑗 принимает вид

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑟𝑢 (𝑡 − 1, 𝑥) [1 + 𝑢] = 𝑏 [𝑢 (𝑡, 𝑥 + 𝜀) − 𝑢 (𝑡, 𝑥 − 𝜀)], (5)

с краевыми условиями

𝑢
��
𝑥=0

= 0, 𝑢
��
𝑥=1

= 𝛾𝑢
��
𝑥=𝛼

. (6)

Здесь 𝛼 = 𝑀𝑁 −1
. Для того, чтобы ниже использовать аналитические методы, ограничимся изуче-

нием наиболее интересного случая, когда значение 𝑁 — четное и𝑀 = 𝑁 /2, а значит, 𝛼 = 1/2.
Цепочки являются важнымиобъектамидляисследований.Имуделяется особое внимание. Такие

цепочки возникают при моделировании многих прикладных задач в радиофизике [3—5, 11—14],

лазерной физике [15, 16], математической экологии [7], теории нейронных сетей [6, 8, 17, 18], оптике

[4, 13], биофизике [19] и др.
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Хотя большинство работ посвящено изучению относительно небольших цепочек, т. е. цепочек,

состоящих из небольшого числа элементов [20—24], в ряде работ [20—27] особо подчеркивалась

необходимость изучения цепочек с большим количеством элементов.

В настоящей работе рассматриваются цепочки с достаточно большим количеством элементов

𝑁 , поэтому естественным образом возникает малый параметр 𝜀 = 𝑁 −1
. Наличие малого параметра

позволяет воспользоваться аналитическими (асимптотическими) методами исследования и понять

тенденции изменения динамических свойств цепочек при увеличении количества элементов.

При рассмотрении цепочек с односторонними или с двусторонними связями важную роль игра-

ют краевые условия на одномили на двух концах соответствующих цепочек. Как правило изучались

цепочки с «классическими» краевыми условиями, когда эти условия периодические, что характер-

но для кольцевых цепочек, либо с краевыми условиями типа Дирихле, либо с дискретным аналогом

краевого условия Неймана. В настоящей работе рассматриваются интересные и важные для при-

ложений «неклассические» краевые условия. Для них характерно выполнение определенных со-

отношений между крайними элементами цепочки и здесь предпринят систематический анализ

динамики цепочек при неклассических связях.

Отметим, что, как правило, индивидуальный элемент цепочек описывается в цитированных

выше работах с помощью дифференциального уравнения второго (или более высокого) порядка,

причем обладающего собственной нетривиальной динамикой. В настоящей работе для того, чтобы

подчеркнуть роль неклассических краевых условий, рассмотрен наиболее простой случай, когда

индивидуальные элементы цепочки обладают простейшей динамикой. Они описываются нели-

нейным дифференциальным уравнением первого порядка, причем все его решения из окрестности

нулевого состояния равновесия стремятся к нулю при 𝑡 → ∞. Будет показано, что уже в таких

«простейших» цепочках могут возникнуть нетривиальные критические в задаче об устойчивости

случаи и их описание сводится к анализу специальных нелинейных уравнений типа Гинзбурга—

Ландау. Асимптотические формулы, которые удается получить для решений исходной системы

позволяют выявить роль коэффициента связей между элементами и роль коэффициента, входяще-

го в краевые условия. Отметим, что динамика «больших» непериодических цепочек оказывается

существенно сложнее, чем для кольцевых цепочек.

При изучении «больших» цепочек удается свести соответствующую дискретную систему к про-

странственно-распределённому уравнению.

Представленное в настоящей работе исследование — необходимый этап перед переходом к изу-

чению «больших» цепочек, элементы которых описываются уравнениями более высоких порядков.

При исследовании локальной динамики важную роль играет поведение решений линеаризо-

ванной краевой задачи

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑟𝑢 (𝑡 − 1, 𝑥) = 𝑏 [𝑢 (𝑡, 𝑥 + 𝜀) − 𝑢 (𝑡, 𝑥 − 𝜀)], (7)

𝑢
��
𝑥=0

= 0, 𝑢
��
𝑥=1

= 𝛾𝑢
��
𝑥=1/2. (8)

Выпишем характеристическое уравнение для (7), (8). Для этого рассмотрим в (7) решения Эйлера

𝑢 = exp(𝜆𝑡)𝜌𝑥𝑁 . Тогда для функции 𝑃 (𝜆) = 𝜆 + 𝑟 exp(−𝜆) получаем, что 𝑃 (𝜆)𝑏−1 = 𝜌 − 𝜌−1, а значит,

𝜌 = 𝜌 (𝜆) = 1

2

[
𝑃 (𝜆)𝑏−1 +

(
𝑃2(𝜆)𝑏−2 + 4

)
1/2

]
.

Из краевых условий (8) находим, что 𝑢 (𝑡, 𝑥 𝑗 ) = 𝜌𝑖𝑥 𝑗𝑁 − 𝜌−𝑖𝑥 𝑗𝑁 и

𝜌𝑁 (𝜆) − 𝜌−𝑁 (𝜆) = 𝛾
(
𝜌

1

2
𝑁 (𝜆) − 𝜌− 1

2
𝑁 (𝜆)

)
. (9)

Положим 𝑏0 = 1

2

(
𝜋
2
− 𝑟

)
. Сформулируем важный результат, простое, но громоздкое обоснование

которого здесь приводить не будем.

259



Marushkina E. A., Tolbey E. I.

Теорема 1. Пусть выполнено условие |𝑏 | > 𝑏0. Тогда при всех достаточно малых 𝜀 характеристическое
уравнение (9) имеет корень с положительной и отделенной от нуля при 𝜀 → 0 вещественной частью.
Если же |𝑏 | < 𝑏0, то все корни (9) при достаточно малых 𝜀 имеют отрицательные и отделенные
от нуля при 𝜀 → 0 вещественные части.

Отсюда следует, что локальная динамика краевой задачи (5), (6) нуждается в изучении только

в случае, когда значение |𝑏 | при малых 𝜀 близко к 𝑏0. В этом случае асимптотически большое (при

малых 𝜀) количество корней (9) стремятся к мнимой оси при 𝜀 → 0. Это означает, что критический

случай в задаче об устойчивости нулевого решения имеет бесконечную размерность. Стандартные

методы анализа, основанные на использовании инвариантных интегральных многообразий и нор-

мальных форм [28, 29], оказываются непосредственно неприменимы. Будем использовать методы

так называемых квазинормальныхформ, развитые в работах [8, 9, 30]. В качестве основных результа-

тов будут построены специальные нелинейные краевые задачи параболического типа, нелокальная

динамика которых описывает локальное поведение решений исходной цепочки. Отметим, что в

работе существенно используются полученные в [31] результаты о динамике пространственно-

распределенных логистических уравнений с запаздыванием.

В разделе 1 изучается случай, когда для произвольно фиксированного значения 𝑏1 выполнено

равенство

𝑏 = 𝑏0 + 𝜀2𝑏1, (10)

а в разделе 2 предполагаем, что

𝑏 = −
(
𝑏0 + 𝜀2𝑏1

)
. (11)

Обратим внимание, что решением уравнения (7) без учета краевых условий является функция

exp(𝜆𝑡 + 𝑖𝛿𝑦),

где 𝑦 = 𝑥𝜀−1, причем выполнено равенство

𝑃 (𝜆) = 2𝑖𝑏 sin𝛿.

Условие отсутствия экспоненциально растущих по 𝑡 решений и существование периодических по 𝑡

решений состоит в выполнении равенства |𝑏 | = 𝑏0. В этом случае

𝜆 = 𝑖
𝜋

2

и 𝛿 = 𝜋/2 при 𝑏 = 𝑏0, 𝛿 = −𝜋/2 при 𝑏 = −𝑏0.

1. Динамика краевой задачи (5), (6) при условии (10)

При условии (10) сначала изучим те решения краевой задачи (7), (8), которые в некотором смысле

«близки» к периодической по 𝑡 функции exp(𝑖 𝜋
2
𝑡 + 𝑖𝜋 (2𝜀)−1𝑥). Через 𝐸0(𝑡, 𝑥) обозначим функцию

𝐸0(𝑡, 𝑥) = exp

(
𝑖
𝜋

2

𝑡 + 𝑖
( 𝜋
2𝜀

+ 𝜃
)
𝑥

)
.

Здесь через 𝜃 = 𝜃 (𝜀) ∈ [0, 2𝜋) обозначена величина, которая дополняет выражение 𝜋 (2𝜀)−1 до целого
кратного 2𝜋. Отметим, что в случае, когда 𝑁 кратно 4 имеем 𝜃 (𝜀) = 0, а если четное 𝑁 не кратно 4,

то 𝜃 (𝜀) = 𝜋 .
Решение линейной краевой задачи (7), (8) ищем в виде

𝑢 = 𝐸0(𝑡, 𝑥)𝜉 (𝜏, 𝑥), 𝜏 = 𝜀2𝑡, (12)
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где 𝜉 (𝜏, 𝑥) — подлежащая определению функция, регулярно зависящая от 𝑥 . Напомним, что функ-

цию 𝑣 (𝑥) называют регулярной, если

𝑣 (𝑥 + 𝜀) = 𝑣 (𝑥) + 𝜀𝑣 ′(𝑥) + 1

2

𝜀2𝑣 ′′(𝑥) +𝑂 (𝜀3). (13)

Подставим выражение (12) в (7), (8). Используя (13) и отбрасывая слагаемые более высокого порядка

малости по 𝜀, получаем, что

(1 + 𝑖𝑟 ) 𝜕𝜉
𝜕𝜏

= 𝑏0

( 𝜕2𝜉
𝜕𝑥2

+ 2𝑖𝜃
𝜕𝜉

𝜕𝑥

)
+
(
𝑏1 − 𝜃 2𝑏0

)
𝜉, (14)

𝜉
��
𝑥=0

= 0, 𝜉
��
𝑥=1

= 𝛾0𝜉
��
𝑥=1/2, (15)

где

𝛾0 = 𝛾

{
(−1)𝐾 , если 𝑁 = 4𝐾,

(−1)𝐾+1, если 𝑁 = 4𝐾 + 2.

На следующем этапе решения нелинейной краевой задачи (5), (6) ищем в виде

𝑢 = 𝜀

(
𝜉 (𝜏, 𝑥)𝐸0(𝑡, 𝑥) + 𝑐𝑐

)
+ 𝜀2𝑢2(𝑡, 𝜏, 𝑥,𝑦) + 𝜀3𝑢3(𝑡, 𝜏, 𝑥,𝑦) + . . . . (16)

Здесьинижечерез𝑐𝑐 обозначаемслагаемое, комплексно сопряженное кпредыдущему. Зависимость

от 𝑡 в (16) — 4-периодическая, 𝑦 = 𝑥𝜀−1, 𝜏 = 𝜀2𝑡 .
Подставим (16) в (5), (6). Собирая коэффициенты при 𝜀2, получим уравнение относительно 𝑢2,

из которого находим, что

𝑢2 =
𝑟

𝑟 − 𝑖𝜋 𝐸
2(𝑡, 𝑥)𝜉2(𝜏, 𝑥).

На следующем шаге соберем коэффициенты при 𝜀3. Получим уравнение для определения 𝑢3.

Условие его разрешимости состоит в отсутствии гармоник exp(±𝑖 𝜋
2
𝑡) вполучившемсянеоднородном

линейном уравнении. Применяя его, приходим к краевой задаче для нахождения амплитуды 𝜉 (𝜏, 𝑥):

(1 + 𝑖𝑟 ) 𝜕𝜉
𝜕𝜏

= 𝑏0

( 𝜕2𝜉
𝜕𝑥2

+ 2𝑖𝜃
𝜕𝜉

𝜕𝑥

)
+
(
𝑏1 − 𝜃 2𝑏0

)
𝜉 + 𝜎𝜉 |𝜉 |2, (17)

𝜉
��
𝑥=0

= 0, 𝜉
��
𝑥=1

= 𝛾0𝜉
��
𝑥=1/2, (18)

где 𝜎 = 2𝑟 2(1 + 𝑖) / 𝑖𝜋 + 𝑟 .
Из приведенных построений вытекает следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть выполнено условие (10) и пусть 𝜉 (𝜏, 𝑥) — ограниченное при 𝜏 → ∞, 𝑥 ∈ [0, 1] решение
краевой задачи (17), (18). Тогда функция (16) удовлетворяет краевой задаче (5), (6) с точностью до 𝑜 (𝜀3).

Замечание 1. Конструкция (12) может быть существенно обобщена. Будем предполагать, что функ-
ция 𝜉 из (12) и из (16) дополнительно зависит еще и от аргумента 𝑦 = 𝑥𝜀−1 и является по нему
1-периодической функцией. Тогда вся формульная часть, включая краевую задачу (17), (18), а также
утверждение теоремы 2, остается без изменений. Аргумент𝑦 для 𝜉 (𝜏, 𝑥,𝑦) выступает, как параметр.
Это может приводить к тому, что краевая задача (17), (18) может обладать такими решениями,
которые при 𝜏 → ∞ будут стремиться к разрывным по пространственной переменной функциям.

В связи со сказанным, краевые условия (18) можно дополнить соотношением

𝜉 (𝜏, 𝑥,𝑦 + 1) ≡ 𝜉 (𝜏, 𝑥,𝑦). (19)
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Fig. 1. Graph of the solution 𝑢 (𝑡, 𝑥) of the boundary
value problem (5), (6)

for 𝑁 = 202, 𝑡 = 3 · 105, 𝑏 = 𝑏− (𝑎), 𝑏1 = 20, 𝛾 = 0.5

Рис. 1. График решения 𝑢 (𝑡, 𝑥) краевой
задачи (5), (6)

при 𝑁 = 202, 𝑡 = 3 · 105, 𝑏 = 𝑏− (𝑎), 𝑏1 = 20, 𝛾 = 0.5

2. Динамика краевой задачи (5), (6) при условии (11)

Используем результаты предыдущего раздела. Будем искать в том же виде (16) решения нели-

нейной краевой задачи (5), (6) при условии (11)

𝑢 = 𝜀

(
𝜉 (𝜏, 𝑥,𝑦)𝐸0(𝑡, 𝑥) + 𝑐𝑐

)
+ 𝜀2𝑢2(𝑡, 𝜏, 𝑥,𝑦) + 𝜀3𝑢3(𝑡, 𝜏, 𝑥,𝑦) + . . . , (20)

но лишь с тем отличием, что зависимость функций 𝜉 (𝜏, 𝑥,𝑦) и 𝑢3(𝑡, 𝜏, 𝑥,𝑦) от аргумента 𝑦 здесь

является 1-антипериодической

𝜉 (𝜏, 𝑥,𝑦 + 1) ≡ −𝜉 (𝜏, 𝑥,𝑦). (21)

Подставим (20) в (5), (6). Производя стандартные действия, для 𝜉 (𝜏, 𝑥,𝑦) получаем то же самое

уравнение (14), но краевые условия будут отличаться:

𝜉
��
𝑥=0

= 0, 𝜉
��
𝑥=1

= −𝛾0𝜉
��
𝑥=1/2. (22)

В аналоге теоремы 2 — итоговом результате в рассматриваемом случае — только краевые усло-

вия (18), (19) меняются на (21) и (22).

На рисунках 1 и 2 в качестве примера представлены полученные численно графики решения

𝑢 (𝑡, 𝑥) краевой задачи (5), (6). На рисунке 1 при фиксированном значении 𝑡 = 3 ·105 приведен график

зависимости от 𝑥 ∈ [0, 1] функции 𝑢 (𝑡, 𝑥), а на рисунке 2 фиксировано значение 𝑥 = 0.5 и на отрезке

𝑡 ∈ [3 · 105 − 10, 3 · 105] приведен график 𝑢 (𝑡, 𝑥). Изображенные на рисунке 1 осцилляции функции

𝑢 (𝑡, 𝑥) отражают тот факт, что 𝐸𝜃 (𝑡, 𝑥) содержит быстро осциллирующую по пространственной

переменной составляющую (𝜋 / 2𝜀 + 𝜃 ) 𝑥 .
Заключение

Рассмотрена локальная динамика больших цепочек с адвективными связями. Выделены кри-

тические случаи ((10) и (11)) в задаче об устойчивости нулевого решения. Показано, что они имеют
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Fig. 2. Graph of the solution 𝑢 (𝑡, 𝑥) of the boundary
value problem (5), (6) for 𝑥 = 0.5

and 𝑁 = 202, 𝑡 = 3 · 105, 𝑏 = 𝑏− (𝑎), 𝑏1 = 20, 𝛾 = 0.5

Рис. 2. График решения 𝑢 (𝑡, 𝑥) краевой
задачи (5), (6) при 𝑥 = 0.5

и 𝑁 = 202, 𝑡 = 3 · 105, 𝑏 = 𝑏− (𝑎), 𝑏1 = 20, 𝛾 = 0.5

бесконечную размерность. Построена асимптотика решений и аналоги нормальных форм— квази-

нормальные формы, динамика которых описывает поведение решений исходной системы.

Поскольку квазинормальные формы являются уравнениями типа Гинзбурга—Ландау, можно

утверждать, что их динамика может быть сложной и нерегулярной [32, 33]. Важно, что при раз-

личных сценариях стремления 𝑁 к бесконечности, могут существенно меняться краевые условия,

а значит, и динамика исходной системы.

Это следует из того, что в квазинормальной форме (17), (18) присутствует параметр 𝜃 , который

при стремлении 𝜀 → 0, т. е. при стремлении 𝑁 → ∞может принимать различные значения. Отсюда

в свою очередь следует, что динамические свойства краевой задачи (17), (18) могут меняться.

Отметим еще, что неклассические краевые условия могут усложнить динамические свойства

решений [9]. Представляет интерес рассмотрение других типов связей для цепочек из уравне-

ний (1): односторонние связи, двусторонние связи, диффузионные связи, полносвязные системы

и др. Важно рассмотреть и иные краевые условия (например, классические краевые условия Дири-

хле, Неймана, различные неклассические краевые условия).
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