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Рассмотрено поведение распределенной кинетической системы, находящей-
ся в однородном равновесном состоянии в плоском круговом реакторе, при де-
формации круговой области. Показано, что деформация области может при-
водить к возникновению в окрестности однородного равновесного состояния
устойчивых пространственно неоднородных колебательных решений, в том
числе хаотических (странных аттракторов). Отмечены механизмы возникнове-
ния хаотических аттракторов, для которых вычислены ляпуновские показате-
ли и ляпуновская размерность. Указанный механизм возникновения простран-
ственно неоднородных нелинейных колебаний в распределенной кинетической
системе предложено назвать эффектом области.

1. Постановка задачи. Математической моделью поведения распределенной
кинетической системы в окрестности однородного состояния равновесия в плоской
ограниченной области Kµ с гладкой границей γµ является следующая начально-
краевая задача

∂u/∂t = D(ε)∆u+ A(ε)u+ F (u; ε), (1)

∂u/∂ν |γµ= 0, u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ Kµ, t ≥ 0, (2)

(см., например, [1]). Здесь u = u(x, y, t) ∈ Rn (n ≥ 3) – вектор, характеризую-
щий величину отклонения концентраций веществ от равновесного состояния, ν –
направление внешней нормали к границе области; u0(x, y)-начальная концентра-
ция веществ; 0 < ε ≤ ε0 – параметр; матрицы D(ε) ≡ D∗(ε), A(ε) порядка n
и вектор-функция F (u; ε) ∈ Rn (F (0; ε) ≡ 0, ‖ F (.) ‖Rn= O(‖ u ‖2Rn)) достаточно
гладко зависят от входящих переменных, D(ε) является положительно определен-
ной и определяет коэффициенты диффузии веществ; ∆ – двумерный оператор
Лапласа. Предполагаем, что область Kµ = {(x, y) : x = ρ cos(φ), y = ρ sin(φ), 0 ≤
ρ ≤ R0(1 − µδ(φ)), 0 ≤ φ < 2π, 0 < µ ≤ µ0}, где δ(φ) – некоторая гладкая 2π-
периодическая функция; ε0 и µ0 – малы.
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Краевая задача (1)–(2) рассматривается в гильбертовом пространстве L2(Kµ)
вектор-функций со значениями вRn, начальные условия принадлежат пространству
H1(Kµ), состоящему из вектор-функций, принадлежащих пространству W 2

2 (Kµ) и
удовлетворяющих на γµ краевому условию (2). При этих условиях начально-краевая
задача (1)–(2) при t > 0 однозначно разрешима [2] и решение u(x, y, t) ∈ H1(Kµ) при
каждом t, являясь гладкой функцией по t.

Сформулируем некоторые условия на начально-краевую задачу (1)–(2) при µ =
0. Kµ при этом превращается в круг K0 радиуса R0 с центром в нуле. В L2(K0)
рассмотрим оператор

L(ε)u ≡ D(ε)∆u+ A(ε)u (3)

с областью определения H1(K0). Собственными значениями λk(ε) оператора (3) яв-
ляются собственные значения последовательности матриц

G(γpq; ε) ≡ −γ2
pqD(ε) + A(ε) (p, q = 0, 1, . . .), (4)

где γ2
pq – некоторое собственное значение спектральной краевой задачи

−∆ψ = γ2ψ, ∂ψ/∂ν |γ0= 0,

а соответствующие собственные функции имеют вид

ek(ρ, φ; ε) = gk(ε)ψγ(ρ, φ),

где

ψγ(ρ, φ) =


1, γ = γ00 = 0;

J0(γ0qρ), γ = γ0q > 0, q > 0;

Jp(γpqρ) ·

{
sin(pφ),

cos(pφ),
γ = γpq > 0, p, q > 0.

Здесь ρ, φ – полярные координаты в K0, gk(ε) – собственный вектор матрицы
(4), отвечающий собственному значению λk(ε), Jp(.) (||Jp(.)||L2(0,1) = 1) – функция
Бесселя первого рода порядка p.

В дальнейшем предполагаем следующее:
а. Матрица (4) имеет при некотором γ∗pq > 0(p > 0) пару простых комплексно

сопряженных собственных значений вида λ1(ε), λ̄1(ε) (λ1(ε) = α1(ε)+ iσ1(ε), α1(0) =
0, σ1(0) = σ0 > 0, α1

1 = dα1(ε)/dε |ε=0< 0), а остальные собственные значения опера-
тора (3) при 0 < ε ≤ ε0 лежат строго в левой комплексной полуплоскости;

б. Нулевое решение краевой задачи (1)–(2) при ε = 0 асимптотически устойчиво
(в метрике пространства H1(K0)); конструктивное условие этого будет сформули-
ровано ниже.

Ниже изучается возможность существования при µ > 0 в начально-краевой зада-
че (1),(2) устойчивых пространственно-неоднородных решений (аттракторов), при-
надлежащих некоторому фиксированному шару S(r0) пространства H1(Kµ) и обу-
словленных деформацией области K0.

2. Метод исследования. Построим конформное отображение Fµ : (x, y) →
(ξ, η) области Kµ в круг Ω0 радиуса R0 с центром в нуле. Согласно [3] такое отобра-
жение может быть реализовано посредством аналитической функции f(z;µ)(f(0;µ) =
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0, |f ′
z(z;µ)|2 6= 0) комплексного переменного z = x + iy, гладко зависящей от пара-

метра µ. При этом для f(z;µ) и f−1(w;µ) (w = ξ + iη) справедливы представления

f(z;µ) = z[1 + µ
∞∑
n=0

An(
z

R0

)n] +O(µ2), f−1(w;µ) = w[1− µ
∞∑
n=0

An(
w

R0

)n] +O(µ2),

где

A0 = (2π)−1

2π∫
0

δ(φ)dφ, An = (π)−1

2π∫
0

δ(φ) exp(−inφ)dφ (n > 0).

Обозначим x(ξ, η;µ) = Re f−1(w;µ), y(ξ, η;µ) = Im f−1(w;µ) и введем в рассмот-
рение функцию v(ξ, η) = u(x(ξ, η;µ), y(ξ, η;µ);µ). Преобразуем теперь начально-
краевую задачу (1),(2) в начально-краевую задачу относительно функции v(ξ, η) в
области Ω0. Учитывая принцип соответствия границ, свойство сохранения углов и
инвариантность оператора Лапласа при конформном преобразовании, а также вве-
дя в плоскости (ξ, η) полярные координаты ξ = ρ cos(φ), η = ρ sin(φ), получим для
определения v(ρ, φ) следующую эквивалентную (1),(2) начально-краевую задачу:

∂v/∂t = κ(ρ, φ;µ)D(ε)∆ρφv + A(ε)v + F (v; ε), (5)
∂v/∂ρ |ρ=R0= 0, v(ρ, φ, 0) = v0(ρ, φ), (6)

где ∆ρφ – оператор Лапласа в полярных координатах,

v0(ρ, φ) = u0(x(ρ cos(φ), ρ sin(φ);µ), y(ρ cos(φ), ρ sin(φ);µ))

и

κ(ρ, φ;µ) = x2
ξ(ρ cos(φ), ρ sin(φ);µ) + y2

η(ρ cos(φ), ρ sin(φ);µ) = 1 + µκ1(ρ, φ) +O(µ2),

κ1(ρ, φ) = 2(A0 + 2
∞∑
n=1

(n+ 1)|An|/R0ρ
n cos(nφ+ βn)) (An = |An| exp(iφβn)). (7)

Начально-краевая задача (5)–(6) имеет в окрестности нуля фазового простран-
ства H1(Ω0) локальное асимптотически устойчивое нелинейное инвариантное мно-
гообразие M(ε, µ) ∈ S(r0) [4]. Это многообразие может быть представлено посред-
ством нелинейного оператора G(ρ, φ, z1, z̄1, z2, z̄2; ε, µ) (G(ρ, φ, 0, 0, 0, 0; ε, µ) = 0),
гладко зависящего от входящих переменных и действующего из C4 ⊕ [0, ε0] ⊕ [0, µ]
в H1(Ω0).

Построим оператор G(.) в виде разложения

G(ρ, φ, z1, z̄1, z2, z̄2; ε, µ) = (Jp(γ
∗
pqρ)g1(ε) exp(ipφ) + µg∗1(ρ, φ; ε, µ))z1+

+(Jp(γ
∗
pqρ)ḡ1(ε) exp(−ipφ) + µḡ∗1(ρ, φ; ε, µ))z̄1 + (Jp(γ

∗
pqρ)g1(ε) exp(−ipφ)+

+µg∗2(ρ, φ; ε, µ))z2 + (Jp(γ
∗
pqρ)ḡ1(ε) exp(ipφ) + µḡ∗2(ρ, φ; ε, µ))z̄2 + g20(ρ, φ; ε, µ)z2

1+

+g02(ρ, φ; ε, µ)z2
2 + g1−1(ρ, φ; ε, µ)z1z̄1 + g12(ρ, φ; ε, µ)z1z2 + . . . (8)

одновременно с системой обыкновенных дифференциальных уравнений, описываю-
щих траектории (5)–(6) на инвариантном многообразииM(ε, µ). Указанная система
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имеет следующий вид:

ż1 = (λ1(ε) + µλ11(ε, µ))z1 + µλ12(ε, µ)z2 + (d11(ε)|z1|2 + d12(ε)|z2|2)z1+

+ Z1(z1, z̄1, z2, z̄2; ε, µ) ≡ Z∗1(z1, z̄1, z2, z̄2; ε, µ), (9)
ż2 = (λ1(ε) + µλ11(ε, µ))z2 + µλ21(ε, µ)z1 + (d21(ε)|z1|2 + d11(ε)|z2|2)z2+

+ Z2(z1, z̄1, z2, z̄2; ε, µ) ≡ Z∗2(z1, z̄1, z2, z̄2; ε, µ). (10)

Коэффициенты системы и функции Zj(.) гладко зависят от параметров и входя-
щих переменных и |Zj(.)| = O((|z1|2 + |z2|2)2 + µ(|z1|2 + |z2|2)3/2) (j = 1, 2). В (8)
вектор-функции gpq(ρ, φ; ε, µ) достаточно гладко зависят от входящих переменных
и параметров и подлежат определению совместно с коэффициентами системы урав-
нений (9)–(10) (в дальнейшем функции вида gpq(ρ, φ; ε, µ) будем обозначать как
g∗(ρ, φ; ε, µ)). При µ = 0 оператор (8) и система (9)–(10) инвариантны относительно
преобразования: φ → φ − α, z1 → z1 exp(iα), z2 → z2 exp(−iα) для произвольного α.
Это обусловлено круговой симметрией начально-краевой задачи (5)–(6) при µ = 0.

Условие принадлежности траекторий (9)–(10) начально-краевой задаче (5)–(6) в
силу многообразия (8) определяет тождество

∂G(.)

∂z1

Z∗1(.) +
∂G(.)

∂z̄1

Z̄∗1(.) +
∂G(.)

∂z2

Z∗2(.) +
∂G(.)

∂z̄1

Z̄∗2(.) ≡

≡ κ(ρ, φ;µ)D(ε)∆ρφG(.) + A(ε)G(.) + F (G(.); ε), (11)
∂G(.)

∂ρ
|ρ=R0= 0 (12)

для определения коэффициентов разложения (8) и системы уравнений (9)–(10).
Приравнивая в (11)–(12) коэффициенты при одинаковых степенях µz1, µz̄1, µz2,
µz̄2, . . . , z

2
1 , . . . , получим для определения g∗(ρ, φ; ε, µ) и коэффициентов (9)–(10) по-

следовательность краевых задач вида:

[(m1λ1(ε) +m2λ̄1(ε))I − A(ε)]g∗(ρ, φ; ε, µ)−D(ε)∆ρ φg∗(ρ, φ; ε, µ) = f∗(ρ, φ; ε, µ),
(13)

∂g∗(ρ, φ; ε, µ)/∂ρ |ρ=R0= 0 (14)

гдеm1 иm2 – некоторые целые числа, I – единичная матрица, f∗(ρ, φ; ε, µ) ∈ H1(Ω0).
Краевая задача (13)–(14) не всегда разрешима. Это определяется соотношением
m1 и m2. В случае неразрешимости, оператор, стоящий в левой части (13) име-
ет при ε = 0 нулевую точку спектра кратности 2, которой отвечают две линейно
независимые собственные функции. Разрешимости добиваемся выбором коэффици-
ентов системы уравнений (9)–(10), которые линейным образом входят в функцию
f∗(ρ, φ; ε, µ). Условие непрерывной зависимости g∗(ρ, φ; ε, µ) от ε, µ позволяет опре-
делить ее однозначно.

Определяя таким образом g∗1(ρ, φ; ε, µ) и g∗2(ρ, φ; ε, µ), имеем

λ11(ε, µ) = λ0
11 +O((ε2 + µ2)1/2), λ0

11 = −2A0γ
2
pq(D(0)g(0), h(0)) = A0|B| exp(iβ),

λ12(ε, µ) = λ0
12 +O((ε2 + µ2)1/2), λ0

12 = −2|A2p| exp(iβ2p)(2p+ 1)/R2p
0 ×

×(ρ2pJp(γpqρ), Jp(γpqρ))L2(0,1)γ
2
pq(D(0)g(0), h(0)) = |A2p| exp(iβ2p)χ2p|B| exp(iβ),

λ21(ε, µ) = λ0
21 +O((ε2 + µ2)1/2), λ0

21 = −2|A2p| exp(−iβ2p)(2p+ 1)/R2p
0 ×

×(ρ2pJp(γpqρ), Jp(γpqρ))L2(0,1)γ
2
pq(D(0)g(0), h(0)) = |A2p| exp(−iβ2p)χ2p|B| exp(iβ).
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Здесь h(ε) – собственный вектор матрицы G∗(γ∗2pq ; ε), отвечающий собственному зна-
чению λ̄1(ε), (., .) – скалярное произведение в Cn.

Ниже предполагаем, что Red11(0) < 0 и Re(d11(0) + d12(0)) < 0 (условие б.).
Отметим, что систему уравнений (9)–(10), описывающую поведение траекторий

(5)–(6) на инвариантном многообразииM(ε, µ), принято называть нормальной фор-
мой начально-краевой задачи (5)–(6).

3. Анализ нормальной формы. Рассмотрим
”
главную часть“ нормальной

формы (9)–(10)

ż1 = (iσ0 + ε(α1
1 + iσ1

1) + µλ0
11)z1 + µλ0

12z2 + (d11(0)|z1|2 + d12(0)|z2|2)z1, (15)

ż2 = (iσ0 + ε(α1
1 + iσ1

1) + µλ0
11)z2 + µλ0

21z1 + (d21(0)|z1|2 + d11(0)|z2|2)z2, (16)

т.е. систему уравнений, содержащую главные составляющие в коэффициентах си-
стемы уравнений (9)–(10). В (15)–(16) σ1

1 = dσ1(ε)/dε |ε=0.
Введем в плоскости параметров (ε, µ) полярные координаты, положив ε = ζ cos(ψ),

µ = ζ sin(ψ), 0 ≤ ψ ≤ π/2 ζ = (ε2 + µ2)1/2. Перейдем в (15)–(16) к
”
медленным“ пе-

ременным ρ1, ρ2, θ и
”
быстрой“ переменной τ , положив

z1 = ζ1/2ρ1 exp(i(τ1 + β2p/2))(|υ(ψ)|/(−Red11(0)))1/2,

z2 = ζ1/2ρ2 exp(i(τ2 − β2p/2))(|υ(ψ)|/(−Red11(0)))1/2, (17)
θ = τ1 − τ2, τ = (τ1 + τ2)/2,

где υ(ψ) = α1
1 cos(ψ)+A0|b| cos(β) sin(ψ), и выполнив замену времени t→ t/(ζ|υ(ψ)|).

В результате получим следующую систему уравнений
”
медленных“ переменных

ρ̇1 = (χ− ρ2
1 + dρ2

2)ρ1 + a cos(θ − β)ρ2, (18)
ρ̇2 = (χ+ dρ2

1 − ρ2
2)ρ1 + a cos(θ + β)ρ1, (19)

θ̇ = b(ρ2
1 − ρ2

2)− a(ρ2/ρ1 sin(θ − β) + ρ1/ρ2 sin(θ + β)), (20)

в которой χ = ±1, в зависимости от знака величины υ(ψ),b = Im(d11(0) − d12(0)),
a = |A2p|χ2p|B| sin(ψ)/|υ(ψ)| .

Отметим, что
”
грубым“, т.е. экспоненциально устойчивым (неустойчивым) нену-

левым состояниям равновесия системы уравнений (18)– (20) при малых ε0, µ0 в
начально-краевой задаче (5)–(6) соответствуют периодические решения того же ха-
рактера устойчивости;

”
грубым“ периодическим решениям системы уравнений (18)

в начально-краевой задаче (5)–(6) соответствуют двумерные инвариантные торы
того же характера устойчивости. Это может быть доказано с помощью принципа
кольца, который для банаховых пространств изложен в [5]. Для указанных объектов
начально-краевой задачи (5)–(6) в соответствии с заменами (17) и представлением
(8) могут быть построены асимптотические формулы в виде разложений по ζ1/2.

Изложим некоторые результаты анализа системы уравнений (18)–(20), выпол-
ненные численно с использованием программы Tracer 3.70 [6,7].

Рассмотрим сначала случай χ = −1. Это может соответствовать случаю A0 = 0.
Выберем b = 10, β = 1, d = 0.93 и будем изменять параметр a. При a = 0 все
решения системы (18)–(20) стремятся к нулю при t → ∞. С увеличением a наблю-
даются следующие бифуркации. При a ≈ 1.8492 появляется устойчивое состояние
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равновесия, расположенное на плоскости ρ1 = ρ2 и бифурцирующее из нулевого
состояния равновесия. При увеличении a координаты состояния равновесия возрас-
тают. Так, при a = 1.887 ρ1 = ρ2 = 0.52841, θ = 0. При a ≈ 1.8892 от указанного
состояния равновесия бифурцируют два устойчивых состояния равновесия, кото-
рые расположены симметрично относительно плоскости ρ1 = ρ2 и которые остают-
ся устойчивыми вплоть до a ≈ 2.0123. При этом состояние равновесия, располо-
женное на плоскости ρ1 = ρ2, становится неустойчивым. При a ≈ 1.9682 в систе-
ме уравнений (18)–(20) появляется хаотический аттрактор, проекция которого на
плоскость (ρ1, ρ2) приведена на рис. 1. Для хаотического аттрактора вычислены ля-
пуновские показатели и ляпуновская размерность, которые соответственно равны:
λ1 = 2.7223 · 10−2, λ2 = −7.5353 · 10−5, λ3 = −5.3672, dL = 2.0051. Можно предполо-
жить, что этот аттрактор возникает в результате пересечения устойчивых и неустой-
чивых многообразий состояния равновесия, расположенного на плоскости ρ1 = ρ2.
При дальнейшем увеличении параметра a этот аттрактор переходит в симметрич-
ный относительно плоскости (ρ1, ρ2) устойчивый цикл. При этом наблюдается серия
бифуркаций, обратных бифуркации удвоения периода. При a ≈ 2.0123 указанные
ранее симметричные относительно плоскости (ρ1, ρ2) состояния равновесия теряют
устойчивость и траектории из их окрестностей наматываются на устойчивый сим-
метричный цикл. Обратимся к случаю χ = 1, положив b = 10, β = 1, d = −0.53, и
рассмотрим некоторые установившиеся решения системы уравнений (18)–(20) при
изменении параметра a. Так, при a = 2 в (18)–(20) имеется два устойчивых перио-
дических решения, для которых ρ1 ∼ ρ2 ∼ 1, а −∞ < θ <∞. Эти решения инвари-
антны относительно преобразования ρ1 → ρ2, ρ2 → ρ1, θ → −θ . Таким образом при
t→∞ на одном периодическом решении θ(t)→ +∞, а на другом θ(t)→ −∞. При
a ≈ 1.9421 оба решения слипаются в одной точке, образуя хаотический аттрактор,
проекция которого на на плоскость (ρ1, ρ2) приведена на рис. 2. Для хаотического
аттрактора вычислены ляпуновские показатели и ляуновская размерность, которые
соответственно равны: λ1 = 4.4459·10−1, λ2 = 7.7977·10−5, λ3 = −7.3309, dL = 2.0605.
Аттрактор сохраняется при уменьшении a до a ≈ 1.6578, а затем превращает-
ся в симметричный относительно плоскости ρ1 = ρ2 устойчивый цикл. При этом
0 < θ(t) < 2π. При дальнейшем уменьшении a цикл при a ≈ 0.2356 влипает в
неустойчивое состояние равновесия ρ1 = ρ2 ≈ 0.75655, θ = −3.14159, делая его
устойчивым. Такое состояние равновесия, уменьшаясь по ρ1 = ρ2, сохраняется при
уменьшении a до нуля.
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The behavior of a distributed kinetic system, which is in homogeneous equilibrium
within a flat circular reactor, under circular domain deformation is studied. We show
that the deformation of domain may lead to appearance of stable spatially inhomo-
geneous oscillatory solutions, including chaotic oscillations (strange attractors), in the
neighborhood of homogeneous equilibrium. We also speak about mechanisms of initia-
tion of chaotic attractors and calculate Lyapunov exponents and Lyapunov dimension
for these regimes. We call this mechanism of appearance of spatially inhomogeneous
nonlinear oscillations in distributed kinetic system the domain effect.
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