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Рассматривается вариант "задачи плотника" (задачи об изгибании плоских
многоугольников) для многоугольников с самопересечениями. Дополнительно
вводится требование сохранения индекса многоугольника в ходе его изгибания.
Приводится решение задачи для случая равносторонних многоугольников.

1. Введение
В 1970-х годах одновременно в нескольких областях математики (геометрия,

теория шарнирных механизмов, теория распознавания образов, моделирование) по-
явилась «задача плотника», или задача об изгибании ломаных и многоугольников.
Изгибанием многоугольника называется такая его непрерывная деформация, при
которой сохраняются длины сторон. В одной из формулировок задачи плотника
спрашивается, можно ли с помощью изгибания привести жорданов (т.е. не имеющий
самопересечений) многоугольник к изометричному ему выпуклому многоугольни-
ку, не допуская в ходе деформации появления самопересечений. Сразу скажем, что
в такой постановке задача решена в [1], о чем подробнее пойдет речь далее.

Схожий вопрос можно поставить шире – не ограничиваясь жордановыми много-
угольниками. В этом случае многоугольник тоже можно привести к изометричному
ему выпуклому многоугольнику, но в ходе известного в литературе (см. [2]) спосо-
ба его изгибания многоугольник проходит через положения, которые в итоге могут
изменить (а в некоторых случаях обязательно изменяют) такую важную его топо-
логическую характеристику, как индекс – целочисленный параметр, связанный с
ориентацией и суммой углов многоугольника. Требование сохранения индекса яв-
ляется довольно естественным ограничением, потому что, во-первых, оно является
математическим обобщением уже исследованного ранее случая с требованием со-
хранения жордановости многоугольника (т.е., в частности, с постоянным индексом,

1Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 10-01-91000АНФ
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равным ±1), и, во-вторых, процесс деформации с сохранением индекса оказыва-
ется имеющим механическое содержание. В данной работе мы изучаем изгибания,
сохраняющие индекс, ограничиваясь пока рассмотрением случая равносторонних
многоугольников. В качестве основного утверждения доказывается теорема: всякий
равносторонний многоугольник ненулевого индекса можно с сохранением индекса
привести изгибанием к локально выпуклому многоугольнику.

2. Решения «задачи плотника» в различных
постановках

В классической формулировке (с жордановым многоугольником) задачу плот-
ника впервые решили в 2000 г. (то есть примерно через 30 лет после ее постановки)
Р. Коннелли, Э. Дэмейн и Г. Рот [1]. Они предъявили способ изгибания жорданова
многоугольника, который не уменьшает попарные расстояния между вершинами
(и тем самым исключает появление самопересечений) и приводит его к выпуклому
многоугольнику.

Другой способ приведения жорданова многоугольника к выпуклому с помо-
щью изометрической деформации примерно в это же время нашла И. Стрейну [3].
Для этого она использовала так называемые псевдотриангуляции – особые разби-
ения многоугольника на фигуры, каждая из которых образует механизм2 с одной
степенью свободы, и движения этих механизмов определяют изгибание исходного
жорданова многоугольника. При этом попарные расстояния между вершинами по-
прежнему не убывают, что исключает появление самопересечений.

Чтобы завершить исторический обзор, отметим также, что в упомянутой работе
[2] У. Ленарт и С. Уайтсайдс доказали, что и в общем случае для многоугольника
можно найти такое изгибание, которое переводит его в выпуклый, но при этом
сохранения каких-либо характеристик многоугольника, кроме инвариантности длин
его сторон, не предполагается.

Нашей целью является исследование изгибаний многоугольников с дополнитель-
ным требованием сохранения их индекса в ходе изгибания. Сведения, необходимые
для формулировки этой задачи, даны в следующем разделе.

3. Постановка задачи

Под многоугольником на плоскости мы, следуя работе [4], понимаем отображе-
ние в плоскость окружности с конечным числом отмеченных на ней точек, прону-
мерованных в циклическом порядке, которое переводит каждую дугу окружности
между двумя соседними точками в отрезок, соединяющий образы этих точек. При
этом для исключения вырожденных случаев предполагается, что две соседние от-
меченные на окружности точки не могут перейти в одну точку плоскости.

Геометрически многоугольник понимается как образ этого отображения, причем
точки на плоскости, имеющие более одного прообраза на окружности, считаются за

2Механизмом обычно называется подвижная система жестких стержней с шарнирными связями
в точках их соединений.
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разные точки многоугольника. Образы отмеченных на окружности точек называ-
ются вершинами многоугольника, а соединяющие вершины отрезки – сторонами
многоугольника. Каждая сторона многоугольника имеет отличную от нуля длину.

На многоугольнике вводится ориентация, то есть направление циклического об-
хода его сторон, например, в соответствии с порядком нумерации вершин.

Два многоугольника называются изометричными, если их соответственные сто-
роны имеют одинаковые длины.

Изгибанием многоугольника называется такая его непрерывная деформация,
при которой сохраняются длины сторон.

В ходе рассуждений нам много раз потребуется исследовать поведение углов
многоугольника при различных его деформациях, поэтому для определенности вве-
дем следующее соглашение: за величину угла при некоторой вершине A ориентиро-
ванного многоугольника принимаем геометрическое значение α угла, ограниченного
сторонами с общей вершиной A и остающегося слева при соответствующем данной
рассматриваемой ориентации обходе сторон, тем самым 0 ≤ α ≤ 2π. Это соглаше-
ние, однако, не позволяет геометрически отличить угол величиной в 2π от нулевого
угла, а такие углы могут встречаться в ходе изгибания многоугольника. В этом
случае величина угла, равная 0 или 2π, определяется как односторонний предел
близких его значений при изгибании многоугольника. В исходном положении мы
предполагаем отсутствие у многоугольника таких углов, а далее, если они появ-
ляются, определяем их значения по непрерывности. Так как для рассматриваемых
изгибаний мы будем запрещать, чтобы сторона многоугольника в ходе изгибания пе-
ресекала предшествующую ей (по обходу) сторону, переходя с одной определяемой
ею полуплоскости в другую, то указанное определение значения угла как предела
является корректным. Например, на рис. 1(а) ребро BC вращалось вокруг верши-
ны B против часовой стрелки, угол B уменьшался и в итоге считаем его равным
0. На рис. 1(б) ребро BC вращалось по часовой стрелке, в результате угол при
вершине B равен 2π.

Рис. 1. Правило определения величины угла

Определим важное понятие индекса многоугольника. Выберем любую сторо-
ну многоугольника. Ей можно сопоставить вектор, направленный в соответствии
с ориентацией. На единичной окружности изобразим сонаправленный ему единич-
ный вектор ~e. Далее будем совершать обход многоугольника по ориентации и соот-
ветственно поворачивать вектор ~e, при этом ориентированный угол θ между ним
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и некоторым фиксированным направлением будет изменяться, принимая, возмож-
но, как положительные, так и отрицательные значения. В окрестностях вершины
многоугольника мы заменим его вписанной в угол при вершине дугой окружности
достаточно малого радиуса, так чтобы касательная к полученной таким образом
гладкой кривой изменялась непрерывно. Легко показать, что полученное при этом
приращение угла θ не зависит от выбора вписанных в углы малых круговых дуг.
Индексом многоугольника называется целое число, равное отношению к 2π полного
приращения угла θ. Если поворот вектора ~e шел всегда против часовой стрелки, то
индекс равен итоговому числу полных оборотов, совершенных вектором ~e против
часовой стрелки. Если в результате обхода вектор совершал повороты по часовой
стрелке, то индекс многоугольника отрицательный. В случае, когда при обходе мно-
гоугольника вектор ~e совершал p оборотов против часовой стрелки и q оборотов по
часовой стрелке, и индексом будет разность (p − q). Более подробно про индекс
многоугольника и его вычисление можно прочитать, например, в работе [4].

Замечание 1. Если индекс многоугольника отрицательный, то при изменении ори-
ентации он станет положительным, не изменившись по модулю. Таким образом,
выбором ориентации всегда можно добиться, чтобы индекс многоугольника был
неотрицателен.

Лемма 1. Если в ходе изгибания углы многоугольника не изменяют свои величины
дискретно с 0 на 2π или обратно, то индекс многоугольника сохраняется.

Доказательство. Известно (см. [4]), что сумма углов многоугольника вычисляется
по формуле:

n∑
i=1

αi = π(n− 2Ind), где Ind – индекс многоугольника.

Левая часть данного равенства является непрерывной функцией, потому что
изгибание – непрерывная деформация, и углы изменяются непрерывно. Если же
рассматривать меры углов, то точки разрыва возможны лишь в случае изменения
величины угла с 0 на 2π или обратно, но этот случай исключен условием леммы.
Отсюда следует, что и правая часть равенства меняется непрерывно, но переменным
в ней является только индекс, который, как целое число, принимает дискретное
множество значений, значит, он сохраняется.

Замечание 2. Геометрически условие леммы означает, что никакая сторона не мо-
жет вращаться вокруг своей вершины, пересекая соседнюю сторону в процессе вра-
щения. Это же условие имеет механический смысл, заключающийся в запрещении
скольжения одного стержня поверх соседнего, что представляется разумным с ин-
женерной точки зрения.

Замечание 3. Обратное к лемме 1 утверждение неверно, так как при одной вершине
угол может измениться с 0 на 2π, а при другой – с 2π на 0.

Мы собираемся изучать изгибания многоугольников при условии, что в ходе из-
гибания их индекс остается инвариантным. Если данный многоугольник не имел
внутренних углов, равных 0 или 2π, то очевидно, что при малой изометрической
деформации индекс останется постоянным в силу леммы 1. Поэтому интерес пред-
ставляет следующая постановка задачи: даны два изометричных многоугольника
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Рис. 2.

с одинаковыми индексами, и спрашивается, можно ли их перевести друг в друга
сохраняющим индекс изгибанием. Рассмотрим пример на рисунке 2.

Нетрудно показать, что при достаточно больших длинах сторон CD и DE изоб-
раженный слева многоугольник нельзя перевести в изображенный справа с помо-
щью изгибания с сохранением индекса. Следовательно, нужно искать условия, при
которых изометричные многоугольники переводятся друг в друга сохраняющим ин-
декс изгибанием. Положительный ответ известен для класса выпуклых многоуголь-
ников с одинаковой ориентацией, см., например, [5]. В данной работе мы показы-
ваем, что произвольный равносторонний многоугольник ненулевого индекса можно
привести к изометричному ему локально выпуклому многоугольнику с помощью
изгибания с сохранением индекса.

Многоугольник с ненулевым индексом называется локально выпуклым, если при
выборе ориентации, соответствующей положительному значению индекса, все его
углы не превосходят π.
Замечание 4. Эквивалентная формулировка определения: многоугольник – локаль-
но выпуклый, если в любой ломаной, состоящей из его трех последовательно идущих
сторон, крайние звенья лежат в левой (при обходе, соответствующем ориентации)
полуплоскости относительно прямой, содержащей среднее звено.
Замечание 5. Для многоугольников индекса 0 локальная выпуклость не определена.

4. Изгибание равносторонних многоугольников
индекса 1

Теорема 1. Всякий равносторонний многоугольник индекса 1 можно изгибанием
продеформировать в выпуклый, не меняя его индекса в процессе деформации.

Доказательство. Рассмотрим произвольный равносторонний многоугольник ин-
декса 1. Если он уже выпуклый, то утверждение верно. В случае, если многоуголь-
ник невыпуклый, применим к нему следующую процедуру, состоящую из двух ча-
стей (считаем, что обход идет от вершины с меньшим номером к соседней вершине
с большим номером).

Часть 1

Покажем, что многоугольник сохраняющим индекс изгибанием может быть при-
веден к одной из следующих двух конфигураций (рис. 3):
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Рис. 3. Канонический вид многоугольника

а) все стороны расположены на одном отрезке и углы при каждой вершине равны
либо 2π, либо 0.

б) все, кроме двух соседних сторон, расположены на одном отрезке; (n− 3) угла
ломаной, получающейся из многоугольника отбрасыванием двух указанных сторон,
имеют величины либо 2π, либо 0, а две исключенные стороны и отрезок, на котором
лежат остальные стороны, образуют правильный треугольник.

Замечание 6. Нетрудно видеть, что к виду ( 3 а) должны приводиться многоуголь-
ники с четным числом вершин, а к виду ( 3 б) – с нечетным.

Доказать возможность деформации многоугольника к такому виду можно по
индукции: сначала мы докажем, что утверждение верно для многоугольников с ма-
лым количеством вершин (3 и 4), а потом покажем, как от большего количества
вершин перейти к меньшему так, чтобы углы, участвующие в переходе, принимали
требуемые величины, и далее не менялись. База индукции будет состоять из тре-
угольника и четырехугольника, так как случаи четного и нечетного количества сто-
рон немного различаются. Равносторонний треугольник – неизгибаем и уже имеет
вид ( 3 б). Рассмотрим теперь равносторонний четырехугольник ABCD. Если обе
его диагонали AC и BD равны нулю, то он уже имеет требуемый вид – отрезок
A(= C)B(= D). Если же есть хотя бы одна ненулевая диагональ (скажем, AC), то,
проводя ее, получим, что треугольники ABC и ADC равны по трем сторонам. Если
точки B и D лежат по одну сторону от прямой AC, то четырехугольник имеет вид
как на рис. 4а, в противном случае – как на рис. 4б, то есть является ромбом.

Рис. 4. База индукции: случай четырехугольника
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Чтобы привести четырехугольник к виду ( 3 а), поступим следующим образом
(см. рис. 5). Для ромба – увеличиваем угол B до π; точки B и D оказываются
лежащими на прямой AC. Далее – одинаково для данной конфигурации и случая
( 4 а) – уменьшаем угол B так, чтобы угол D увеличивался, а углы при вершинах
A и C оставались равными 0. Продолжаем до тех пор, пока величина угла B не
станет равной 0, в этот момент четырехугольник приведен к виду ( 3 а).

Рис. 5. Деформация ромба к каноническому виду (на последнем изображении углы
при вершинах A,C и D равны 0, угол при вершине B равен 2π)

Осталось сделать переход от n-угольника к (n− 2)-угольнику, n > 4.
Пусть A1, A2, . . . , An – вершины нашего многоугольника, пронумерованные в

циклическом порядке.
Выберем произвольную вершину Ai. Зафиксируем на плоскости все вершины

многоугольника, кроме Ai+1, Ai+2. Будем изгибать четырехугольник AiAi+1Ai+2Ai+3

так, чтобы вершины Ai и Ai+3 оставались неподвижными, а угол многоугольника
при вершине Ai увеличивался (увеличение этого угла необходимо только для того,
чтобы изгибание было однозначно определено, можно было бы выбирать умень-
шение), то есть сторона многоугольника AiAi+1 вращается вокруг вершины Ai, а
вершина Ai+2 движется согласованно с этим вращением. Это изгибание может про-
должаться до тех пор, пока не произойдет одно из следующих событий (рис. 6)

a) Угол при вершине Ai стал равен 2π. В этом случае стороны Ai−1Ai и AiAi+1

оказались лежащими на одном отрезке. Тогда вращением вершины Ai вокруг Ai−1(=
Ai+1) можно добиться того, чтобы угол при вершине Ai+1 стал равен 2π или 0
(рис. 7), и остается привести к виду ( 3а) или ( 3б) (n − 2)-угольник с вершинами
A1, A2, . . . , Ai−1, Ai+2, . . . , An, то есть возможен индукционный переход. При этом в
итоге две «отброшенные» стороны будут лежать на том же отрезке, что и остальные
(потому что они движутся вместе с новой стороной Ai−1Ai+2).

b) Один из углов при вершинах Ai+1, Ai+2, Ai+3 стал равен 0 или 2π. Снова
возможен индукционный переход (аналогично пункту (а)).

c) Угол при вершине Ai+2 стал равен π, то есть четырехугольник «выродился»
в треугольник. В данной ситуации временно оставляем Ai+2, и добавляем к дви-
жущейся конструкции следующую вершину – Ai+4, чтобы продолжать изгибание,
увеличивая угол при вершине Ai. При этом Ai+1Ai+3 будем считать одной жесткой
стороной. Таким образом можно добавлять следующую вершину всякий раз, когда
угол при третьей вершине движущегося четырехугольника становится разверну-
тым. Осталось пояснить, почему процесс завершится. Действительно, если изгиба-
ние регулярно заканчивается тем, что угол при третьей вершине участвующего в
деформации четырехугольника становится развернутым, то в итоге, последователь-
но присоединяя вершины многоугольника к деформации, мы дойдем до вершины
Ai−1, причем углы при всех вершинах начиная с Ai+2 и заканчивая Ai−2 будут раз-
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Рис. 6. Варианты прекращения изгибания

Рис. 7.

вернутыми. Такое невозможно, потому что многоугольник получается разбитым на
2 ломаные с общими концами: Ai+1Ai+2 . . . Ai−1 и Ai−1AiAi+1, причем первая – лежит
на прямой, и все ее углы – развернутые, а вторая – нет. Невозможность заключа-
ется в том, что длина второй ломаной меньше длины первой (длина второй – две
стороны многоугольника, а в первой ломаной – по крайней мере 3 стороны, потому
что изначально мы рассматривали многоугольник, у которого более 4 сторон), то
есть нарушается неравенство треугольника. Следовательно, в какой-то момент из-
гибание прекратится по причине того, что один из углов стал равен 0 или 2π, а не
π, то есть снова будет сделан индукционный переход.

Другие варианты прекращения указанного изгибания невозможны, потому что
произвольное изгибание может остановиться всего по двум причинам: либо возмож-
на перемена индекса, то есть одна из сторон может пересечь соседнюю, вращаясь
вокруг общей вершины, либо конструкция «стала жесткой», что означает, что мно-
гоугольник приобрел вид треугольника (возможно, вырожденного). Первое условие
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интерпретируется как стремление величины одного или нескольких углов к 0 или
2π, а второе – как то, что один из углов стал развернутым. Таким образом, ин-
дукционный переход осуществляется за счет того, что при неизбежном появлении
у многоугольника угла величиной 0 или 2π, мы можем расположить три стороны
многоугольника на одном отрезке и рассматривать новый многоугольник с количе-
ством сторон на две меньше, чем у исходного. Продолжать делать индукционные
переходы можно до тех пор, пока в многоугольнике будут трехзвенные ломаные,
допускающие изгибание, что означает наличие по крайней мере четырех углов, не
равных 0 или 2π.
Замечание 7. Если многоугольник имеет четное число вершин, то очевидно, что
в результате описанной деформации он примет вид ( 3 а). Если же число вершин
нечетно, то ясно, что в итоге мы придем к виду правильного треугольника, но не
очевидно, почему только две стороны будут лежать не на том же отрезке, что и все
остальные, то есть заранее неизвестно, не получится ли так, что несколько сторон
лежат на одном отрезке, несколько – на втором, и несколько – на третьем (рис. 8).
Такая ситуация в принципе возможна. Но в этом случае нетрудно прийти к нуж-
ному виду ( 3б) (рис. 9). Для этого сначала выберем сторону, на которой хотим
расположить все стороны многоугольника, кроме двух. Пусть ломаная, уже лежа-
щая на этом отрезке, имеет концы Ai и Aj, тогда углы при этих вершинах имеют
величины в 60◦ или 300◦. Пусть Ak – третья вершина с углом, не кратным 2π, и
пусть для определенности i < j < k. Вершин, углы при которых не равны 0 или
2π, всего три, потому что для нечетного числа вершин многоугольника предыду-
щий этап изгибания заканчивается только в случае, если мы пришли к минимально
возможному числу вершин, углы при которых не кратны 2π, а это – три вершины,
так как в случае, если их больше, можно продолжать предыдущий этап изгибания.

Рис. 8.

Заметим, что так как остальные углы многоугольника кратны 2π, то Ak+1 как
точка на плоскости совпадает с Ai, а Ak−1 – с Aj. Для начала будем работать с
ломаной Ak+1 . . . Ai, если она состоит более чем из одного звена (если она состоит
из одного звена, то к ней не нужно применять никаких действий, а следует ту же
процедуру применять к ломаной Ak−1 . . . Aj). Рассмотрим два случая (напомним,
что нумерация вершин производится по модулю n):

1) Угол при вершине Ak+1 равен 2π. Тогда повернем ломаную Ak+1Ak+2 . . . Ai
вокруг ее совпавших концов, уменьшая угол при Ak+1 до 60◦ или 300◦. При этом
угол при вершине Ai увеличивается до 2π, а никакие другие углы не меняются.

2) Угол при вершине Ak+1 равен 0. В этом случае также вращаем ломаную
Ak+1Ak+2 . . . Ai , но уже увеличивая угол при Ak+1 до 60◦ или 300◦, при этом угол
при вершине Ai уменьшается до 0.



Изгибания равносторонних многоугольников с сохранением индекса 147

Точно таким же образом можно добиться того, что ломаная AjAk−1 будет лежать
на отрезке AiAj.

На рисунке 9а для большей наглядности изображена только схема подобного
изгибания, а на рисунке 9б – пример реальной ситуации. Ориентация многоуголь-
ника обозначена стрелкой на стороне Ak−1Ak. Изображена ситуация, когда угол при
вершине Ak+1 равен 0, а при вершине Ai – 60◦. Вращение ломаной Ak+1Ak+2 . . . Ai по
часовой стрелке приводит к тому, что величина угла при вершине Ak+1 становится
равной 60◦, при вершине Ai – 0, а при остальных вершинах углы не меняются.

Рис. 9.

Таким образом, считаем, что наш равносторонний многоугольник приведен к
виду ( 3а) или ( 3б).

Часть 2

Продеформируем многоугольник вида ( 3а) или ( 3б) в выпуклый. В первую
очередь рассмотрим случай четного числа вершин, то есть укажем изгибание, при-
водящее равносторонний многоугольник вида ( 3а) к выпуклому.

Для этого сначала укажем изгибание, приводящее многоугольник вида ( 3а) к
некоторому другому виду, который состоит из «основы» – четырехугольника ви-
да ( 3а) и дополнительных отрезков, образованных оставшимися сторонами много-
угольника. После этого продеформируем четырехугольник в выпуклый и укажем
изгибание, позволяющее с сохранением выпуклости восстановить остальные верши-
ны.

Вначале остановимся на приведении четырехугольника к выпуклому. Четырех-
угольник вида ( 3а) лежит на отрезке (рис. 5), причем три угла четырехугольника
имеют величину 0, а один – 2π. Для удобства будем пользоваться теми же обозначе-
ниями вершин, что на рис. 5. Пусть угол при вершине D равен 2π, при остальных –
0. Чтобы продеформировать четырехугольник ABCD к выпуклому, сначала умень-
шаем угол D до π, вращая вершину C вокруг совпавших вершин B и D (при этом
вращении угол B увеличится до π), а потом немного увеличим углы при вершинах
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A и C (вершины B и D вращаются в противоположных направлениях вокруг точки
A). На рисунке 10 в пункте (а) изображена схема этого изгибания, в пункте (б) –
пример. Как легко заметить, эта деформация – обратная той, которая описывалась
в части 1, когда ромб приводился к виду ( 3а). Это, в частности, означает, что если
исходный многоугольник был ромбом, то эти два взаимно обратных действия де-
лать не нужно; если же он был невыпуклым равносторонним четырехугольником
(рис. 4а), то выполнять имеет смысл только второе изгибание (не приводя предва-
рительно четырехугольник к виду ( 3а)).

Рис. 10. Деформация канонического равностороннего четырехугольника к выпук-
лому

Теперь опишем изгибание, «разбивающее» наш многоугольник на четырехуголь-
ную «основу» и дополнительные отрезки. Обозначим число вершин многоугольника
2k. Так как его индекс исходно был равен единице и не менялся в ходе деформа-
ции, то сумма углов многоугольника равна π(2k − 2) = 2π(k − 1). Рядом с каждой
вершиной многоугольника напишем число 0, если угол при ней – нулевой, и 1, если
он равен 2π. Получится цикл из нулей и единиц, всего 2k чисел, и из них ровно
(k−1) единиц, остальные – нули. По принципу Дирихле в этом цикле есть цепочка,
состоящая из двух идущих подряд нулей и единицы. Геометрически этот участок
многоугольника будет иметь вид как на рис. 11 (указанная последовательность обо-
значена буквами A,B,C).

Рис. 11.

Вершину B будем вращать вокруг совпавших A и C, пока углы при вершинах A
и C не станут развернутыми. Отождествим совпадающие вершины A и C и получим
новый многоугольник, имеющий на две вершины меньше (рис. 12).
Замечание 8. Такой уменьшающий число вершин многоугольника переход не станет
препятствием для дальнейшего изгибания, так как две «склеенные» стороны, «при-
крепленные» к некоторой вершине A многоугольника, являются отрезком, свободно
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Рис. 12.

вращающимся вокруг этой вершины. Такой отрезок не может мешать дальнейшему
изгибанию, возможно, состоящему из вращений других сторон вокруг вершины A.
В итоге к одной вершине нового многоугольника может быть «прикреплено» более
одного «отрезка», то есть двух сторон, угол между которыми равен 0 (рис. 13а).
Также возможна ситуация, когда отрезок «прикреплен» к концу другого отрезка,
как на рис. 13б.

Рис. 13.

Замечание 9. Отметим, что данное изгибание также может быть осуществлено для
многоугольника с нечетным числом сторон, если две стороны, образующие правиль-
ный треугольник с отрезком, на котором лежат все остальные стороны, заменить
диагональю, соединяющей их концы. В этом случае изгибание возможно по следу-
ющим причинам. Во-первых, все повороты осуществляются на угол π. А так как
равносторонний треугольник, «прикрепленный» к одной из сторон многоугольни-
ка, образует с ней угол 60◦, то нет опасности в ходе поворота получить угол 2π со
следующей стороной. Если же угол был равен 300◦, то при замене двух сторон диа-
гональю его новое значение равно 2π, следовательно, в ходе указанного изгибания
он увеличиваться не будет. Во-вторых, для получения из двух смежных сторон мно-
гоугольника отрезка, прикрепленного к вершине, не обязательно делать поворот на
π, так как угол между этим отрезком и следующими сторонами не важен. Это озна-
чает, что если один из таких отрезков в действительности является не отрезком, а
равносторонним треугольником, то он снова не будет препятствовать дальнейшему
изгибанию.

Уменьшая таким образом количество вершин, дойдем до четырехугольника, при-
ведем его к выпуклому виду, а дальше будем восстанавливать «забытые» вершины:
если некоторая вершина образовалась вышеописанным отбрасыванием двух сторон,
то есть к ней прикреплены две совпадающие стороны исходного многоугольника,
то поступаем следующим образом (рис. 14). Снова обозначим две ранее отождеств-
ленные стороны AB и BC. Увеличиваем диагональ AC, при этом многоугольник
можно рассматривать как объединение двух ломаных (одна из которых – ABC).
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Диагональ увеличивается до тех пор, пока многоугольник не станет выпуклым.
Это непременно произойдет, потому что длина ломаной ABC равна двум единицам
(длинам сторон многоугольника; напомним, что мы имеем дело с равносторонним
многоугольником), а длина оставшейся ломаной минимум четыре единицы, потому
что она представляет собой базу индукции: изначально мы доходили до четырех-
угольника и приводили его к виду ромба. Таким образом, можно добиться того,
что первая ломаная будет лежать на одной прямой, в то время как вторая будет
выпуклой (это будет гарантировано специальным типом нашего изгибания), то есть
A − B − C будет одной стороной многоугольника, что представляет собой нестро-
гую выпуклость. Строгой выпуклости можно добиться малым шевелением данной
конструкции. Поясним, как происходит деформация, соответствующая увеличению

Рис. 14.

диагонали AC (рис. 14). Изгибание ломаной ABC происходит единственным обра-
зом: диагональ AC растет и угол при вершине B меняется от 0 до π. Изгибание вто-
рой ломаной менее тривиально; в качестве одного из вариантов можно предложить
следующий. Обозначим D вершину, следующую за C, и Z – вершину, предшеству-
ющую A. Рассмотрим четырехугольник ZACD, в котором увеличивается сторона
AC. Сторону ZD зафиксируем, а стороны ZA и CD будем вращать вокруг вершин
Z и D соответственно, причем так, чтобы диагональ AC постоянно оставалась па-
раллельной ZD. В начальном положении AC можно считать параллельной ZD, так
как длина AC близка к 0 (исходно вершины A и C совпадали). Продолжаем до тех
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пор, пока либо вершина B не попадет на AC, либо один из углов при вершинах Z
или D не станет развернутым. В первом случае мы пришли к требуемому резуль-
тату. Во втором случае продолжение изгибания может привести к невыпуклости
многоугольника: один из углов будет превосходить развернутый. Чтобы избежать
этого, оставим вершину, угол при которой стал равен развернутому (например, D),
и далее будем вращать сторону CE вокруг E по-прежнему так, чтобы диагональ
AC была параллельна ZD. При этом фиксированной остается уже диагональ ZE,
а не ZD. Процесс завершится по ранее оговоренным причинам.

Замечание 10. В многоугольнике, приведенном к виду "основы с прикрепленными
отрезками" (рис. 13), нет отождествленных сторон, угол между которыми равен
не 0, а 2π (вспоминая индукционный шаг в первой части доказательства, отметим,
что последовательность углов многоугольника 2π, 0, 0 заменялась последовательно-
стью π, 0, π). Поэтому две ломаные, на которые мы теперь разбиваем многоуголь-
ник, лежат в разных полуплоскостях относительно появившейся при разделении
отождествленных отрезков AB и BC диагонали AC. В то же время, произведенная
деформация дала бы результат даже в случае, если бы они лежали в одной полу-
плоскости: здесь имеет значение только то, что длина одной ломаной меньше длины
другой.

Замечание 11. Условие параллельности нужно, во-первых, чтобы изгибание было
однозначно определено, и, во-вторых, чтобы в результате углы при вершинах A и
C были меньше развернутых. То, что ZACD – трапеция, гарантирует, что у этого
четырехугольника нет самопересечений и он выпуклый.

Рис. 15.

Этим способом восстановим все стороны многоугольника и получим желаемый
результат. Осталось рассмотреть случай, когда число вершин многоугольника нечет-
но. В этом случае он находится в виде ( 3б). Сведем этот случай к предыдущему:
вместо двух смежных ребер AB и BC, образующих стороны треугольника, добавим
одно новое ребро AC (рис. 15).

Углы при этих вершинах будем считать равными 0 или 2π так, чтобы индекс
многоугольника не изменился. Полученный новый многоугольник приведем к вы-
пуклому виду, как описано выше, а потом произведем обратную замену введен-
ной стороны на две исходные. Как и раньше, при необходимости можно увеличить
(рис. 16а) или уменьшить (рис. 16б) угол при восстановленной вершине до тех пор,
пока многоугольник не станет выпуклым.

Таким образом, теорема 1 полностью доказана.
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Рис. 16.

5. Изгибание равносторонних многоугольников
ненулевого индекса

Теорема 2. Всякий равносторонний многоугольник, индекс которого отличен от
0, можно изгибанием продеформировать в локально выпуклый, не меняя индекса
в процессе деформации.

Доказательство. Будем считать, что ориентация многоугольника выбрана так, что
его индекс положителен (равен некоторому натуральному Ind > 1; случай, когда
индекс равен единице является предметом теоремы 1). Заметим, что равносторон-
ний многоугольник по-прежнему можно привести к виду ( 3а) или ( 3б): все стороны,
кроме, может быть, двух, лежат на одном отрезке. Способ, который использовал-
ся для приведения многоугольника к такому виду в доказательстве теоремы 1, не
опирался на то, что индекс многоугольника равен 1. Далее так же, как и раньше,
сначала рассмотрим случай четного числа (2k) вершин и напишем возле каждой
вершины 0, если угол при ней нулевой и 1, если угол равен 2π. Сумма углов мно-
гоугольника равна π(2k − 2Ind) = 2π(k − Ind) ≤ 2π(k − 2). Это значит, что в
выписанной циклической последовательности нулей и единиц (всего 2k чисел) не
более (k − 2) единиц, остальные – по-прежнему нули. Заметим, что единиц стало
меньше, чем в случае индекса, равного 1, а это значит, что снова найдется цепочка
из идущих подряд единицы и двух нулей. Продолжая следовать старому алгорит-
му, «избавимся» от единиц, в результате чего последовательности углов (2π, 0, 0)
перейдут в (π, 0, π), а если говорить об индукции по числу сторон, то наше условное
обозначение (1, 0, 0) перейдет в 0, число сторон уменьшается на две на каждом
шаге. После этого многоугольник будет иметь вид как на рис. 17((а) – схема, (б) –
пример).

Рис. 17.

Для нестрогой локальной выпуклости достаточно, чтобы в подобной конфигура-
ции все углы многоугольника были равны 0 или π. Несмотря на то, что в выписан-
ной последовательности из нулей и единиц последних не осталось, у многоугольника



Изгибания равносторонних многоугольников с сохранением индекса 153

еще могут быть углы величиной в 2π: если к некоторой вершине A (рис. 18-1) при-
соединено более одной пары совпавших сторон (например, AB,BC и CE,EG, где
вершинам A,C и G на плоскости соответствуют совпавшие точки), то угол между
ними считается равным 2π (угол при вершине C).

Рис. 18.

Опишем, как избавиться от таких углов. Сначала уменьшим угол при вершине
C до π, например, вращая отрезки AB и AE в противоположные стороны на 90◦

вокруг вершины A (рис. 18-2,3). Далее вычислим в ломаной, заключенной меж-
ду первым концом первого отрезка (A) и последним концом второго отрезка (G),
которые, совпадают на плоскости, вершину, разбивающую ее на две ломаные, оди-
наковые по длине. Такая вершина всегда будет, потому что количество звеньев в
этой ломаной четно (ломаная есть объединение двух отрезков, в каждом из кото-
рых четное число сторон многоугольника). В нашем примере это будет вершина
D. Проведем диагональ AD и будем ее постепенно увеличивать. При этом ломаные
ABCD и DEFG изгибаем симметрично относительно AD так, чтобы те углы в них,
которые равны 0, увеличивались до π, а развернутые углы не меняли своих величин
(рис. 18-4,5,6). Деформацию продолжаем до тех пор, пока ломаные ABCD и DEFG
не превратятся в совпадающие отрезки. Получим, что к вершине A прикреплено на
1 отрезок меньше.
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Таким образом, можно добиться, чтобы к каждой вершине многоугольника было
«прикреплено» не более одного отрезка, то есть в многоугольнике не будет углов в
2π, а это уже означает нестрогую локальную выпуклость. Пример многоугольника
на этом этапе изгибания можно видеть на рис. 19б (в 19а изображена его схема).

Рис. 19.

Покажем, как теперь с помощью изгибания можно добиться строгой локальной
выпуклости (см. схему на рис. 20а. Цифрами обозначены номера сторон). Обозначим
концы отрезка, на котором лежат все стороны нашего многоугольника, буквами
A и B. С помощью этих точек многоугольник можно разбить на 2 ломаные (на
рисунке 20а одну ломаную составляют стороны с номерами с 1 по 8 включительно,
вторую – с 9 по 12).

Рис. 20.

Такое разбиение может быть не однозначным, так как в каждой из точек – кон-
цов отрезка может быть несколько вершин, и для разбиения можно использовать
одну – любую – вершину с каждого конца, но в любом случае оба угла между
ломаными имеют величину 0 (напомним, что все углы многоугольника равны 0
или π). На каждой стороне многоугольника обозначим вектор, соответствующий
ориентации. Для каждой из двух полученных ломаных будем называть главным
направлением то направление, которое задает вектор, изображенный на первой от
конца ломаной стороне. Каждую сторону отметим знаком: плюсом, если вектор на
этой стороне сонаправлен вектору главного направления, и минусом – если проти-
воположно направлен. Пример можно видеть на рис. 20в, где для наглядности все
стороны многоугольника изображены отдельно; в действительности они лежат на
одном отрезке, как на рис. 20б. Количество «положительных» сторон на каждой
ломаной больше, чем «отрицательных», потому что сумма (которая представляет
собой длину отрезка, на котором лежит ломаная, в звеньях) положительна, и даже
больше единицы. По этой же причине в каждой ломаной должны быть цепочки из
сторон многоугольника, углы между которыми равны π (цепочками будем назы-
вать последовательности из по крайней мере двух сторон, углы между которыми
– развернутые), в каждой из этих цепочек все стороны отмечены одним и тем же
знаком. В нашем примере на первой ломаной (стороны 1–8) имеются две положи-
тельные цепочки: их составляют стороны с номерами 1–2 и 4–6 соответственно. На
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второй ломаной одна положительная цепочка, совпадающая со всей ломаной: 9–12.
Пример, когда ломаная содержит также отрицательные цепочки – на рис. 21 (в
данном случае есть две положительные цепочки: 1-2 и 5-7, и одна отрицательная:
3–4).

Рис. 21.

Теперь можно описать изгибание, приводящее многоугольник к строго локаль-
но выпуклому. Строгой локальной выпуклости мы добьемся, если во всех цепочках
уменьшим развернутые углы. Опишем следующую операцию с цепочкой, которую
будем дальше называть стягиванием цепочки на ε, где ε – некоторое достаточ-
но малое число. Операция заключается в уменьшении расстояния между концами
цепочки, при котором все ее внутренние углы уменьшаются одинаково (см. рису-
нок 22). Нетрудно видеть, что стягивание положительной цепочки на ε приводит
к уменьшению на то же самое ε диагонали AB (на рисунке – слева), а стягивание
отрицательной цепочки – к увеличению диагонали AB на ε (на рисунке справа).

Рис. 22. Стягивание цепочки

Итак, зафиксируем некоторое маленькое число ε. Мы хотим, чтобы диагональ
AB уменьшилась на это число. Будем работать независимо с каждой из двух лома-
ных, на которые точки A и B разбивают многоугольник. Легко доказать, что если в
ломаной есть отрицательная цепочка, то есть и положительная. Пусть в ломаной x
положительных цепочек и y отрицательных, причем x, y – неотрицательные целые,
и если y > 0, то и x > 0. Одновременно стянем все цепочки: положительные на 2ε

x
,

отрицательные – на ε
y
. Тогда суммарное изменение длины диагонали AB даст в точ-

ности −ε. Таким образом деформируя одновременно все цепочки обеих ломаных,
мы придем к строгой локальной выпуклости многоугольника.
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Замечание 12. У каждой из двух ломаных, на которые разбит многоугольник, есть
хотя бы одна цепочка: в противном случае все углы ломаной уже равны 0, и, следо-
вательно, длина диагонали AB равна длине одной стороны многоугольника. Тогда
и во второй ломаной не должно быть цепочек, то есть у многоугольника все углы
равны 0, но такой многоугольник не изгибается с сохранением индекса, а наличие
нулевого угла в исходном положении мы исключили, поэтому такие многоугольни-
ки не входят в область наших интересов. Единственным исключением может быть
случай, когда одно из звеньев ломаной – фиктивное и на самом деле олицетворяет
правильный треугольник, построенный на нем (детали см. ниже). Но тогда все углы
многоугольника – либо 0, либо 60◦, а это – уже строгая локальная выпуклость.
Замечание 13. В случае индекса, равного единице, у многоугольника будет всего
два угла, близких к 0, а остальные будут близки к π (это следует из того, что сумма
углов такого многоугольника равна π(n − 2)). Поэтому, кроме углов между двумя
ломаными, на которые окажется разбит многоугольник (в данном случае разбие-
ние будет однозначным), в многоугольнике не будет нулевых углов, следовательно,
каждая ломаная будет состоять ровно из одной цепочки, и указанное изгибание
приведет к выпуклому жорданову многоугольнику.

В случае нечетного количества вершин у исходного многоугольника, поступим,
как и в доказательстве теоремы 1: будем рассматривать многоугольник с количе-
ством сторон на одну меньше, помня, что одна из сторон является не одним отрез-
ком, а двумя, образующими друг с другом угол в 60◦ или 300◦. Корректировать алго-
ритм придется лишь в его последней части, начиная с ликвидации углов величиной
2π между двумя «отрезками» (состоящими из сторон многоугольника, угол между
которыми равен 0); остальные уточнения были сделаны в доказательстве теоремы
1. Если правильный треугольник окажется прикреплен к одной из участвующих в
описанной деформации сторон «снаружи» (это означает, что угол между его сто-
ронами 60◦, а не 300◦), то он не повлияет на деформацию. Если же он расположен
«внутри» (угол имеет величину 300◦), то он может препятствовать дальнейшему
увеличению диагонали образовавшегося параллелограмма (на нашем рисунке ( 23)
— диагонали AD) в случае, если он будет прикреплен к стороне, угол при которой
стремится к 0. В этом случае изгибанием трехзвенной ломаной BC1C2D (вершины
D и B – фиксированы) треугольник можно «перенести» на соседнее ребро, один из
углов при котором остается развернутым (угол BC2D), а второй — стремится к раз-
вернутому (угол ABC2). Тогда возможно будет продолжить увеличение диагонали
AC, пока угол при вершине D не станет равен 0.

Теперь остается проверить, что в итоговом положении равносторонний треуголь-
ник вместо одной из сторон не станет причиной невыпуклости. Для этого рассмот-
рим три возможности для углов при концах стороны, которую мы будем заменять
двумя (см. рисунок 24).

а) Оба угла равны 0 или близки к 0. Эти углы изображены на рисунке (а) слева
(углы при вершинах A и B). При «восстановлении» треугольника все три угла при
вершинах A,B,C близки к 60◦ (рис. 24а справа), следовательно, локальная выпук-
лость сохраняется.

б) Один угол близок к 0, второй (на рисунке – при вершине B) – к π. Это значит,
что точка B – включена в цепочку, все внутренние углы которой равны и меньше
развернутого. Обозначим конец этой цепочки буквой D (угол при этой вершине
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Рис. 23.

близок к 0). В этом случае углы при вершинах A,B,C близки к 60◦, 60◦, 240◦ со-
ответственно, угол при вершине C больше развернутого, значит, чтобы прийти к
локальной выпуклости, нужно продолжать изгибание. Это можно сделать следую-
щим образом: ломаную C . . .D вращаем как твердое тело вокруг вершины D так,
чтобы угол при ней увеличивался; при этом диагональ AC растет и углы при вер-
шинах B и C стремятся к развернутым, причем угол C уменьшается, а угол B
растет. В момент, когда они станут равными, изгибание следует остановить. Если
же изгибание остановилось раньше этого момента по причине того, что угол при
вершине B приблизился к развернутому, то угол при вершине C будет меньше π
по следующим причинам. Все внутренние углы ломаной C . . .D близки к π, а угол
при вершине В также станет близок к π, поэтому в пределе ACD – треугольник,
следовательно, угол при вершине C меньше развернутого.

в) Оба угла близки к π. В этом случае снова есть две возможности: угол при
вершине B равен 60◦ или 300◦ (рисунки 24(в1) и 24(в2) соответственно). В любом
из этих случаев мы можем заключить, что AC – звено локально выпуклой лома-
ной, длина которой минимум три стороны многоугольника, и все внутренние углы
в этой цепочке равны. Обозначим следующие за A и C вершины буквами D и E. Из
условия, что DAC = ECA, и DA = AC = CE следует, что AC ‖ DE. Поэтому к це-
почке можно применить изгибание, описанное в части 2 доказательства 1 теоремы,
определяемое увеличением диагонали AC.

Теорема 2 доказана.
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Рис. 24.

Таким образом, мы обобщили "задачу плотника" на случай самопересекающихся
многоугольников с фиксированным индексом и решили ее для случая равносторон-
них многоугольников: любой равносторонний многоугольник ненулевого индекса
можно привести к изометричному ему локально выпуклому с помощью сохраняю-
щего индекс изгибания.
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