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Линейное проективное инд-многообразие X называется 1-связным, если
любые две точки на нем можно соединить цепочкой проективных прямых
l1, l2, ..., lk в X, таких, что li пересекается с li+1. Линейное проективное инд-
многообразие X называется 2-связным, если всякая точка из X лежит на про-
ективной прямой вX, и для любых двух прямых l и l′ изX существует цепочка
прямых l = l1, l2, ..., lk = l′, такая, что любая пара (li, li+1) содержится в про-
ективной плоскости P2, принадлежащей X.

В данной работе изучается линейное инд-многообразие X, являющееся пол-
ным пересечением в линейном инд-грассманиане G = lim−→G(km, nm). По опре-
делению X – это пересечение G с конечным числом инд-гиперповерхностей
Yi = lim−→Yi,m,m ≥ 1, фиксированных степеней di, i = 1, ..., l, в пространстве
P∞, в которое инд-грассманиан G вложен по Плюккеру.

Из работы [17] вытекает, что X 1-связно. Обобщая этот результат, в дан-
ной работе мы доказываем, что X 2-связно. Из этого свойства выводится, что
всякое векторное расслоение E конечного ранга на X является равномерным,
то есть ограничение расслоения E на все проективные прямые в X имеет оди-
наковый тип расщепления.

Мотивация данной работы состоит в распространении теорем типа Барта–
Ван де Вена–Тюрина–Сато на случай полных пересечений конечной коразмер-
ности в инд-грассманианах.

1. Введение

Вначале напомним определение линейных инд-многообразий, в том числе линей-
ных инд-грассманианов, изученых И.Б. Пенковым и А.С. Тихомировым [18, 13, 12].
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Определение 1. Инд-многообразие X = lim−→Xm определяется как прямой предел
цепочки вложений:

X := {X1

φ1
↪→ X2

φ2
↪→ . . .

φm−1

↪→ Xm

φm
↪→ . . .}, (1)

где Xm – гладкое алгебраическое многообразие для каждого m ≥ 1.

Определение 2. Векторное расслоение E ранга r > 0 на X есть обратный
предел

E = lim←−Em (2)

цепочки векторных расслоений {Em}m≥1 ранга r на X, где Em – расслоение ранга r
на Xm с фиксированными изоморфизмами Em ∼= φ∗mEm+1.

В частности, структурный пучок OX = lim←−OXm инд-многообразия X корректно
определен. Под группой Пикара мы будем понимать группу классов изоморфизма
линейных расслоений (то есть обратимых пучков) на X .

Определение 3. Инд-многообразие X называется линейным, если на нем опре-
делен обратимый пучок OX(1) = lim←−OXm(1), где для каждого m ≥ 1 пучок OXm(1)
обилен на Xm.

Определение 4. Пусть X – проективное многообразие с обильным пучком OX(1).
Назовем проективным подпространством в X такое многообразие M ' Pr в
X, что OX(1)|M ∼= OPr(1). В случае, если M одномерно, назовем его проективной
прямой в X, или просто прямой в X.

Пользуясь определением 4, дадим определение проективного подпространства
на инд-многообразии X.

Определение 5. Проективным подпространством в X называется такое
многообразие M ' Pr в X, что OX(1)|M ∼= OPr(1).

Напомним, что согласно теореме Биркгофа–Гротендика [3, 8, 10] всякое вектор-
ное расслоение на P1 расщепляется в сумму линейных.

Определение 6. Пусть E – расслоение ранга r на линейном инд-многообразии X.
Тип расщепления расслоения E на проективной прямой l ⊂ X – это набор чисел
ri > 0 и ai ∈ Z, i = 1, ..., s, такой, что

E|l ∼= r1OP1(a1)⊕ r2OP1(a2)⊕ . . . rsOP1(as)

и a1 > a2 > ... > as,
∑s

i=1 ri = r.
Расслоение E назыается равномерным, если его ограничение на все проектив-

ные прямые имеет одинаковый тип расщепления.

Теперь мы дадим описание полного пересечения в линейном инд-грассманиане.
Для любых целых m ≥ 1 и nm ≥ 1, 1 ≤ km ≤ nm, рассмотрим векторное про-

странство V nm размерности nm и грассманиан G(km, nm) km-мерных векторных под-
пространств в V nm . Вместе с G(km, nm) рассматривается его плюккерово вложение:
G(km, nm)↪→PNm−1 = P(ΛNm), где Nm =

(
nm

km

)
.
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По определению инд-грассманианG : = G(∞) есть индуктивный предел lim−→G(km, nm)
цепочки вложений:

G(k1, n1)
φ1
↪→ G(k2, n2)

φ2
↪→ . . .

φm−1

↪→ G(km, nm)
φm
↪→ . . . , (3)

с условиями
lim
m→∞

km = lim
m→∞

(nm − km) =∞.

Всюду ниже мы будем считать, что инд-грассманиан G - линейный, то есть он
снабжен обратимым пучкомOG(1) = lim←−OG(km,nm)(1), где класс изоморфизма обиль-
ного пучка OG(km,nm)(1) есть образующая группы Пикара грассманиана G(km, nm)
для всех m ≥ 1 (см. [7]).

Из линейности грассманиана G вытекает, что вложения

{. . .
φm−1

↪→ G(km, nm)
φm
↪→ G(km+1, nm+1)

φm+1

↪→ . . .}

продолжаются до линейных вложений плюккеровых пространств

{. . .
φm−1

↪→ PNm−1 φm
↪→ PNm+1−1 φm+1

↪→ . . .}.

Далее мы будем рассматривать линейное инд-подмногообразие X := {Xm}m≥1
линейного инд-грассманиана G, которое является прямым пределом X = lim−→Xm

цепочки вложенний

X := {X1

φ1
↪→ X2

φ2
↪→ . . .

φm−1

↪→ Xm

φm
↪→ . . .}, (4)

где Xm – пересечение грассманианa G(km, nm) ⊂ PNm−1 c l гиперповерхностями
Y1,m, Y2,m, . . . , Yl,m ⊂ PNm−1 фиксированных степеней deg Yi,m = di, i = 1, ..., l, m ≥ 1:

Xm = G(km, nm) ∩
l⋂

i=1

Yi,m, codimG(km,nm)Xm = l. (5)

Определение 7. Построенное выше инд-многообразие X назовем полным пере-
сечением коразмерности l в линейном инд-грассманиане G.

Другими словами, инд-многобразие X представляет собой пересечение инд-грас-
сманиана G инд-гиперповерхностями Y1,Y2, . . . ,Yl в линейном проективном инд-
пространстве P∞ = lim−→PNm :

X = G ∩
l⋂

i=1

Yi, Yi = lim−→Yi,m, i = 1, ..., l, m ≥ 1. (6)

Для i = 1, ..., l число degYi := deg Yi,m = di, m ≥ 1, называется степенью инд-
гиперповерхности Yi в P∞.

Основным результатом настоящей работы является следующая теорема.

Теорема 1. Всякое конечномерное векторное расслоение E на полном пересечении
X конечной коразмерности в линейном инд-грассманиане G равномерно.
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Теорема 1 вместе с результатами работы [17] будет необходима нам в будущем
для получения результата о том, что всякое конечномерное расслоение E на пол-
ном пересечении X в линейном инд-грассманиане G расщепляется в прямую сумму
линейных. Этот предполагаемый результат является распространением на случай
полного пересечения X ⊂ G теорем о расщепимости расслоений конечного ранга
на инд-многообразиях, доказанных Бартом и Ван де Веном в [2], Тюриным в [15],
Сато в [11], Дониным и Пенковым в [5] и Пенковым и Тихомировым для различных
классов инд-многообразий в [14, 18, 13, 12]. Доказательство этого утверждения бу-
дет дано в нашей следующей работе. Короткое доказательство расщепимости для
случая P∞ содержится в [4].

Благодарности. Выражаю признательность моему научному руководителю
А.С. Тихомирову, а также Дмитрию Панову.

2. Вспомогательные определения и идея
доказательства

Нам потребуется следующие определения.

Определение 8. Линейное инд-многообразие X назовем 1-связным, если для лю-
бых двух точек x, y ∈ X существует связная цепочка проективных прямых l1, ..., lk
в X, соединяющая x с y.

Назовем X 2-связным, если любые две прямые из X могут быть связаны та-
кой цепочкой прямых l1, ..., lk, что любая пара (li, li+1) содержится в плоскости P2,
принадлежащей X.

Теорема 1 является простым следствием следующего результата:

Теорема 2. Полное пересечение X конечной коразмерности в линейном инд-грас-
сманиане G 2-связно.

Таким образом, необходимо доказать, что Х является 2-связным. Опишем крат-
ко шаги доказательства этого факта.

Пусть x, y – две точки на X. Построим путь, состоящий из цепочки таких пря-
мых на X, соединяющих x и y, что любые две соседние прямые из этой цепочки
лежат в некоторой прективной плоскости P2 ⊂ X. Такой путь мы получим как
результат следующих трех последовательных аппроксимаций.

Первая аппроксимация. Вначале построим цепочку из проективных подпро-
странств Pn в G, соединяющую точки x и y. В этой цепочке по определению любые
два последовательных подпространства Pn пересекаются и лежат в G. Однако эти
подпространства не обязаны лежать и, тем более, пересекаться в X, так что пе-
ресечение полученной цепочки подпространств с X может быть несвязным. Число
n будет выбрано таким, чтобы пересечение каждого Pn из этой цепочки с инд-
многообразием X было 1-связным.

Вторая аппроксимация. Далее мы покажем, что для любых двух соседних
подпространств Pna и Pnb из цепочки любые две точки x ∈ Pna ∩X и y ∈ Pnb ∩X
можно соединить цепочкой прямых, лежащих в X. Отсюда будет следовать, что X
1-связно.
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Третья (веерная) аппроксимация. Наконец, покажем, что для любых двух
соседних прямых l, l′ из цепочки, пересекающихся в некоторой точке z, найдется
набор прямых l = l1, l2, ..., lm−1, lm = l′, проходящих через z, таких, что для вся-
кого i прямые li, li+1 лежат в некоторой плоскости P2 ⊂ X. Вставив такой "веер"
прямых между каждой последовательной парой прямых из цепочки, мы получим
окончательный результат.

Приступим теперь к формулировке и доказательству теорем.

3. Доказательство 1-связности Х

Теорема 3. Полное пересечение X конечной коразмерности в линейном инд-грас-
сманиане G 1-связно.

Эта теорема является простым следствием основного результата статьи [17]. Мы
докажем эту теорему здесь более простым методом, который также поможет дока-
зать теорему 2. Теорема 3 совмещает в себе первые две аппроксимации, описанные
выше. Ее доказательство опирается на несколько утверждений.

Теорема 4. Для любой пары натуральных чисел (k, d) и n ≥ 2kd всякое проектив-
ное многообразие X в Pn, все неприводимые компоненты которого имеют кораз-
мерность не больше k и степень не больше d, является 1-связным.

Доказательство. Мы докажем более сильное утверждение. А именно, что при
n ≥ 2kd для любых двух точкек x, y в X ⊂ Pn существуют пересекающиеся прямые
lx и ly, лежащие в X и содержащие x и y соответственно. Достаточно доказать
утверждение теоремы для общих точек x, y ∈ X, так что мы будем предполагать,
что эти точки – гладкие в X. Требуемое утверждение будет вытекать из следующей
леммы.

Лемма 1. Пусть X – неприводимое подмногообразие в Pn коразмерности k и сте-
пени d, а x ∈ X – гладкая точка. Тогда размерность подмногообразия L(x) ⊂ X,
заметаемого прямыми, проходящими через x, не меньше n− dk.

Доказательство. Эта лемма стандартна. Дадим набросок ее доказательства.
Покажем сначала, что лемму можно свести к случаю гиперповерхностей. А имен-
но, покажем, что в некоторой окрестности точки x многообразие X можно задать
прересечением k гиперповерхностей степени d. Действительно, выберем в Pn k об-
щих подпространств P1, ...,Pk размерности k − 2. Условие общности состоит в том,
что нет проективных прямых в Pn, которые пересекают одновременно касатель-
ную проективную плоскость PxX и все подпространства P1, ...,Pk. Обозначим через
Hi гиперповерхность в Pn, являющуюся конусом над X с центром в Pi. Легко по-
нять, что Hi имеет степень d, и, более того, в точке x гиперповерхности H1, ..., Hk

трансверсальны и гладки. Трансверсальность следует из условия общности набора
подпространств P1, ...,Pk. А так как X ⊂ H1 ∩ ... ∩Hk, и многообразие H1 ∩ ... ∩Hk

гладко в x, мы выводим, что неприводимая компонента H1 ∩ ... ∩ Hk, проходящая
через x, совпадает с неприводимой компонентой X, проходящей через x (см. [20]).
Итак, теперь мы можем считать, что X является гиперповерхностью степени d.
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Рассмотрим теперь аффинную окрестость Ux точки x, где X задается уравне-
нием F = 0. Положим x = 0, и рассмотрим разложение F = F1 + ... + Fd, где Fi –
однородный многочлен степени i от аффинных координат в Ux. Понятно, что мно-
гообразие F1 = ... = Fd = 0 заметается прямыми, проходящими через x = 0. Его
коразмерность не больше d, так что лемма доказана.

�
Пусть теперь x, y ∈ X – гладкие точки. Тогда из леммы следует, что dim(L(x))+

dim(L(y)) ≥ n, а значит, L(x) ∩ L(y) 6= ∅ ∈ Pn, то есть x и y можно соединить
цепочкой из двух прямых.

�

Предложение 1. Пусть Pl×Pm вложено по Сегре в P(l+1)(m+1)−1. Выберем нату-
ральные числа (k, d) такие, что 2kd < l, 2kd < m. Тогда для всякого многообразия
Y в P(l+1)(m+1)−1, все неприводимые компоненты которого имеют коразмерность
не больше k и степень не больше d, многообразие Y ∩Pl×Pm является 1-связным.

Вложение Сегре определено, например, в [9].
Доказательство. Обозначим через Z пересечение Y ∩ Pl × Pm. Обозначим че-

рез p1, p2 проекции Z на Pl и Pm. Пусть (x1, y1) и (x2, y2) – любые две точки в Z.
Покажем, что их можно соединить цепочкой прямых.

Рассмотрим слои p−11 (x1) и p−11 (x2). По соображениям размерности многообразия
p2(p

−1
1 (x1)) и p2(p−11 (x2)) пересекаются в Pm. Пусть y – это одна из точек пересечения,

тогда точки (x1, y) и (x2, y) лежат в Z.
Из теоремы 4 следует, что слои проекций p1 : Z → Pl и p2 : Z → Pm 1-связны.

Пары точек ((x1, y1), (x1, y)) и ((x2, y2), (x2, y)) лежат в слоях проекции p1, а пара
точек ((x1, y), (x2, y)) лежит в слое проекции p2. Поэтому (x1, y1) и (x2, y2) можно
сязать цепочкой прямых, проходящей через (x1, y) и (x2, y).

�
Следующее утверждение является непосредственным следствием предложения.

Следствие 1. Пусть Pl × Pm вложено по Сегре в P(l+1)(m+1)−1 ⊂ P(l+1)(m+1). Рас-
смотрим конус C ⊂ P(l+1)(m+1) над многообразием Сегре. Выберем натуральные
числа (k, d) такие, что 2kd < l, 2kd < m. Тогда для всякого многообразия Y в
P(l+1)(m+1), все неприводимые компоненты которого имеют коразмерность не боль-
ше k и степень не больше d, многообразие Y ∩ C является 1-связным.

Доказательство. Действительно, пусть x, y – две точки на Y ∩ C. Будем счи-
тать, что эти точки общие, в частности, прямая, проходящая через x и y, не проходит
через вершину конуса. Пересечем Y ∩C гиперплоскостью H, проходящей через x и
y и не содержащей вершину конуса. Так как C∩H – многообразие Сегре, то пересе-
чение Z = Y ∩ (C ∩H) будет многообразием, описанным в предложении 1, которое
является 1-связным согласно предложению.

�
Наконец, нам понадобится еще одна лемма.

Лемма 2. Для любого m и любых двух точек x, y на G существует цепочка про-
ективных подпространств Pm на G, соединяющая x и y, в которой любые два
последовательных подпространства пересекаются.
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Доказательство. Это следует из того, что грассманиан G(k, n) 1-связен: на
G(k, n) любые две точки можно связать цепочкой из min(k, n− k) прямых, см. [17].
В то же время, любая прямая на G(k, n) лежит в некоторых подпространствах Pk−1
и Pn−k−1, см. [19].

�

Доказательство теоремы 3. Приступим к доказательству того, что X
1-связно. Пусть d1, ..., dl – степени инд-гиперповерхностей Y1, ...,Yl, и пусть Y =
∩li=1Yi. Согласно многомерной теореме Безу (см. [6] [16]) для всякого проективного
подпространства Pn (n > l) все неприводимые компоненты пересечения Pn∩Y имеют
степень не больше d = d1 · ... · dl. Кроме того, коразмерность всех этих компонент в
Pn не больше l. Положим N = 2ld1 · ... · dl.

Пусть x и y – две точки на X. Наша цель – построить цепочку прямых на X,
соединяющую x и y. Согласно лемме 2 существует цепочка из линейных проектив-
ных подпространств PN1 ,... PNi , лежащих на G, соединяющая x и y. Пусть точки
x = x1, x2, ..., xi+1 = y на G являются вершинами этой цепочки (то есть PNj содер-
жит xj и xj+1, j = 1, ...i, 1 < j < i). Напомним, что при этом точки xj для j 6= 1 и
j 6= i+ 1 не обязаны лежать в X.

Согласно теореме 4 для всякого j пересечение PNj ∩Y является 1-связным. Та-
ким образом, для построения цепочки проективных прямых, идущей от x = x1 до
xi+1 = y, достаточно показать, что для всякого j существует цепочка прямых, соеди-
няющая какую-нибудь точку из PNj ∩Y с какой-нибудь точкой из PNj+1∩Y. Выведем
последний факт из следствия 1.

Рассмотрим объединение Cj+1 всех прямых на G, проходящих через точку xj+1.
Это объединение является конусом над произведением P∞ × P∞, вложенным по
Сегре. Безусловно, оба пространства PNj и PNj+1 лежат в Cj+1. По следствию 1 про-
странство Cj+1∩Y является 1-связным, следовательно, любую пару точек из PNj ∩Y
и PNj+1 ∩Y можно соединить цепочкой прямых, лежащих в Cj+1 ∩Y. �

4. Доказательство 2-связности Х

Из теоремы 3 выведем теорему 2.
Доказательство теоремы 2. Чтобы доказать, что X 2-связно, заметим, что

для любых двух прямых l, l′ на X, пересекающихся в точке x, найдется набор пря-
мых l = l1, l2, ..., ln−1, ln = l′, проходящих через x, таких, что для всякого i прямые
li, li+1 лежат в плоскости P2, содержащейся в X. Это утверждение эквивалентно то-
му, что база семейства прямых, проходящих через x ∈ X, 1-связна, и вытекает из
предложения 1. Действительно, база семейства прямых, проходящих через x ∈ X,
является пересечением вложенного по Сегре P∞ × P∞ с базой семейства прямых,
проходящих через x на Y, а последняя база имеет конечную коразмерность и сте-
пень.

Таким образом, всякую цепочку прямых на X можно дополнить, вставив веер
прямых в каждую вершину цепочки. Это доказывает 2-связность.

�
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5. Доказательство равномерности расслоения Е

Наконец, чтобы доказать теорему 1, нам потребуется некоторая информация о
схемах Фано (см. [1] ) полных пересечений в Pn. Мы докажем следующую лемму и
следствия из нее.

Лемма 3. Пусть Y1, ..., Yl – гиперповерхности степеней d1, ..., dl в Pn. Пусть Y =
Y1 ∩ ... ∩ Yl и Pk – подпространство в Y . Тогда если

n− k − 1 >
l∑

i=1

(
di + k

di − 1

)
,

то существует подпространство Pk+1 ⊂ Y такое, что Pk ⊂ Pk+1.

Доказательство. Понятно, что достаточно доказать лемму для случая, когда
Y является гиперповерхностью степени d.

Введем на Pn координаты (x0 : ... : xk : xk+1 : ... : xn) так, что Pk задается
системой уравнений xk+1 = ... = xn = 0. Все (k + 1)-мерные подпространства,
которые содержат Pk, заметают проективное подпространство Pn−k−1. При этом
(xk+1 : ... : xn) – однородные координаты в Pn−k−1.

Пусть теперь некоторый многочлен fd степени d от (x0 : ... : xn) обращается в
ноль на Pk. Мы докажем, что fd обнуляется также на некотором подпространcтве
Pk+1, содержащем Pk.

Обозначим через I = (i0, ..., ik) ∈ Zk+1
+ набор неотрицательных чисел, удовлетво-

ряющих условию 0 ≤
∑

j ij ≤ d− 1. Тогда можно записать fd в следующем виде:

fd =
∑

I=(i0,...,ik)

xi00 ...x
ik
k fI(xk+1, ..., xn),

где fI – однородный многочлен степени d−
∑

j ij от (xk+1 : ... : xn).
Наконец, рассмотрим в Pn−k−1 пересечение

(
d+k
d−1

)
гиперповерхностей с уравнени-

ями fI = 0. Пересечение непусто, так как n− k − 1 >
(
d+k
d−1

)
.

Понятно, что линейная оболочка подпространства Pk и любой точки в пересече-
нии этих гиперповерхностей дает искомое подпространство Pk+1.

�
Из этой леммы, используя индукцию, получаем следствие.

Следствие 2. Пусть Y1, ...,Yl – инд-гиперповерхности степеней d1, ..., dl в P∞.
Пусть Y = Y1 ∩ ... ∩ Yl, и Pk – подпространство в Y . Тогда существует такое
проективное инд-пространство P∞ ⊂ Y, что Pk ⊂ P∞.

Доказательство этого следствия очевидно. Из следствия 2 вытекает следующее
утверждение.

Следствие 3. Для всякой проективной плоскости P2 ⊂ X существует P∞ ⊂ X
такое, что выполнено P2 ⊂ P∞. В частности, всякое конечномерное расслоение E
на X расщепляется при ограничении на любую плоскость P2 ⊂ X.
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Доказательство. Первое утверждение следует непосредственно из следствия 2.
Действительно, всякая плоскость P2 ⊂ X лежит в некотором P∞ в G.

Второе утверждение следует из первого по Теореме Барта, Ван де Вена [2] и
Тюрина [15].

�
Теперь перейдем к доказательству равномерности расслоения E на инд-много-

образии X.
Доказательство теоремы 1. Любые две прямые на X можно соединить цепоч-

кой плоскостей P2, лежащих в X, в которой соседние P2 пересекаются по прямой.
По следствию 3 расслоение E расщепляется на всякой плоскости P2 ⊂ X, поэто-
му на всякой плоскости P2 расслоение E имеет одинаковый тип расщепления при
ограничении на все прямые в P2. Отсюда вытекает утверждение теоремы.

�
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Uniformity of Vector Bundles of Finite Rank on Complete
Intersections of Finite Codimension in a Linear
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Yermakova S.M.

P.G. Demidov Yaroslavl State University,
Sovetskaya str., 14, Yaroslavl, 150000, Russia

Keywords: ind-Grassmannian, vector bundle, uniform bundle, Fano variety of lines

A linear projective ind-variety X is called 1-connected if any two points on it can
be connected by a chain of lines l1, l2, ..., lk in X, such that li intersects li+1. A linear
projective ind-variety X is called 2-connected if any point of X lies on a projective line
in X and for any two lines l and l′ in X there is a chain of lines l = l1, l2, ..., lk = l′, such
that any pair (li, li+1) is contained in a projective plane P2 in X.

In this work we study an ind-variety X that is a complete intersection in the linear
ind-Grassmannian G = lim−→G(km, nm). By definition, X is an intersection of G with a
finite number of ind-hypersufaces Yi = lim−→Yi,m,m ≥ 1, of fixed degrees di, i = 1, ..., l, in
the space P∞, in which the ind-Grassmannian G is embedded by Plücker.

One can deduce from work [17] that X is 1-connected. Generalising this result we
prove that X is 2-connected. We deduce from this property that any vector bundle E of
finite rank on X is uniform, i. e. the restriction of E to all projective lines in X has the
same splitting type.

The motiavtion of this work is to extend theorems of Barth - Van de Ven - Tjurin -
Sato type to complete intersections of finite codimension in ind-Grassmannians.
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