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Исследуются полиэдральные графы двух задач о минимальном остовном дереве при допол-
нительных ограничениях. В первой задаче речь идет об отыскании дерева с минимальной суммой
весов ребер среди всех остовных деревьев, количество висячих вершин которых не превосходит
заданную величину. Во второй задаче дополнительное ограничение заключается в предположении
о том, что степени всех вершин искомого дерева не превосходят заданную величину. Обе рассмат-
риваемые задачи в варианте распознавания являются NP-полными.

В работе изучаются многогранники указанных задач и их графы. Устанавливается, что в обо-
их случаях распознавание смежности вершин этих графов представляет собой NP-полную задачу.
Несмотря на это, удается получить сверхполиномиальные нижние оценки плотности (кликового
числа) этих графов, которые характеризуют временную трудоемкость в широком классе алгорит-
мов, использующих линейные сравнения. Приведенные результаты свидетельствуют о принципи-
альном отличии комбинаторно–геометрических свойств рассматриваемых задач от классической
задачи о минимальном остовном дереве.
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1. Введение

Значительное число работ, связанных с вычислительной сложностью комбина-
торных задач, направлено на изучение геометрических объектов, ассоциированных
с задачами. Чаще всего такими объектами являются многогранники задач и графы
этих многогранников. В частности, плотность полиэдрального графа (размер мак-
симальной клики) задачи служит нижней оценкой вычислительной сложности в ши-
роком классе алгоритмов, основанных на линейных сравнениях. Более того, выяс-
нилось, что эта характеристика полиномиальна для известных полиномиально раз-
решимых задач и сверхполиномиальна для труднорешаемых (см., например, [1–3]).

Хорошо известны задачи, которые в общей постановке полиномиально разреши-
мы, однако при введении дополнительных ограничений становятся NP-полными.
Иногда происходит обратное: задача является NP-полной, однако введение допол-
нительных ограничений даёт возможность сконструировать для нее эффективный
алгоритм. В связи с этим возникает вопрос: как введение дополнительных ограни-
чений влияет на характеристики полиэдрального графа задачи?

Ниже рассматриваются задачи комбинаторной оптимизации, являющиеся зада-
чами на графах и допускающие следующую постановку: задан реберно-взвешенный
граф G = (V,E) и некоторое множество T его подграфов, требуется найти подграф
из T , имеющий минимальный (или максимальный) вес, под которым понимается
сумма весов входящих в него рёбер.

Минимальное остовное дерево (minimum spanning tree, MST). В этой
классической задаче требуется найти в связном графе G остовное дерево с мини-
мальным весом.

Задача об остовном дереве полиномиально разрешима, например, алгоритмами
Прима и Краскала [4].

Минимальное остовное дерево с ограничением на число висячих вер-
шин (leaf constrained minimum spanning tree, LCST). В этой задаче требуется
найти в связном графе G(V,E) дерево минимального веса среди всех остовных дере-
вьев, у которых число вершин степени 1 не превосходит заданную величину k < |V |.

Минимальное остовное дерево с ограничением на число висячих вер-
шин в подграфе (restricted-leaf-in-subgraph minimum spanning tree, RLSST).
Заданы связный граф G, некоторое подмножество U его вершин и положительное
целое k < |U |, требуется найти в G остовное дерево минимального веса, не более k
висячих вершин которого принадлежат множеству U .

Минимальное остовное дерево с ограничением на множество висячих
вершин (set version of leaf constrained minimum spanning tree, SVST). Для
связного графа G(V,E) и некоторого подмножества U его вершин требуется найти в
G остовное дерево минимального веса, все висячие вершины которого принадлежат
множеству U .

Минимальное остовное дерево ограниченной степени (degree constrained
minimum spanning tree, DCST). В этой задаче требуется найти дерево мини-
мального веса среди всех остовных деревьев, степени вершин которых не превосхо-
дят заданную величину k.

В отличие от простой задачи об остовном дереве, для всех приведенных выше
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задач уже проверка существования в графе G хотя бы одного остовного дерева,
удовлетворяющего дополнительным ограничениям, является NP-полной задачей [5,
6].

Значительное число работ посвящено построению приближенных алгоритмов
для задач об остовном дереве с ограничениями на число листьев и степени вершин
[6–8]. В частности, можно выделить линейный 2-аппроксимационный алгоритм для
двойственной задачи поиска остовного дерева с максимальным числом внутренних
узлов [9] и полиномиальный алгоритм построения остовного дерева с максимальной
степенью вершин k + 1 и суммарным весом, не превышающим веса оптимального
остовного дерева со степенями вершин не более k [10].

2. Многогранник задачи

Рассмотрим упомянутую выше общую задачу на графе G = (V,E) с множеством
T его подграфов. Пусть |V | = n, обозначим через d количество ребер полного графа:

d = |E| = n(n− 1)

2
.

Рассмотрим пространство Rd, координаты точек в котором ассоциированы с реб-
рами графа G. Для каждого элемента t из T составим его характеристический
вектор x = x(t) ∈ Rd, положив равными единице значения тех координат, которые
соответствуют ребрам, принадлежащим t, а значения остальных координат при-
мем равными нулю. Совокупность характеристических векторов обозначим через
X. Рассмотрим вектор c ∈ Rd, составленный из весов ребер графа G. Тогда постав-
ленная задача является задачей оптимизации линейной функции (c, x) на конечном
множестве X.

Обозначим через M(X) многогранник задачи: M(X) = convX. Полиэдральным
графом задачи называется граф многогранника, множеством вершин которого слу-
жит множество геометрических вершин (в данном случае это X), а множеством
ребер – совокупность геометрических ребер, то есть множество одномерных граней.
Для описания графа многогранника полезно следующее утверждение (см., напри-
мер, [11]).

Лемма 1. Две вершины многогранника M смежны тогда и только тогда, когда
они строго отделяются от множества остальных его вершин. Или, другими сло-
вами, две вершины x и y многогранника M являются несмежными тогда и только
тогда, когда их некоторая выпуклая комбинация совпадает с некоторой выпуклой
комбинацией остальных вершин, то есть найдутся такие α ≥ 0, β ≥ 0, γz ≥ 0,
для которых

αx+ βy =
∑

γzz,

α + β =
∑

γz = 1,

и суммирование производится по всем вершинам, отличным от x и y.
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3. Многогранник задачи об остовном дереве

Полное внешнее описание многогранника MSTn задачи об остовном дереве для
графа G(V,E) на n вершинах известно и имеет вид∑

e∈E

xe = n− 1, (1)∑
e∈E(S)

xe ≤ |S| − 1,∀S ⊂ V , (2)

xe ≥ 0, ∀e ∈ E. (3)

Если ввести дополнительные переменные, систему (1)–(3) можно переписать в
эквивалентном виде с полиномиальным (O(n3)) числом ограничений, что позволяет
решать задачу в том числе полиномиальными алгоритмами линейного программи-
рования [12].

Полиэдральный граф многогранника MSTn полностью описан, точное значение
плотности приведено в работе [13].

Теорема 1. Плотность полиэдрального графа многогранника MSTn полиномиаль-
на по n и равна

ω(MSTn) =

⌊
n2

4

⌋
.

4. Остовное дерево с ограничением на число
висячих вершин

В отличие от общей задачи полное внешнее описание многогранников задач об
остовном дереве с ограничениями на число листьев не известно. Формулировка за-
дач в виде целочисленного линейного программирования получается дополнением
системы (1)–(3) ограничениями∑

e∈δv

xe + (|δv| − 1)yv ≤ |δv|,∀v ∈ V, (4)

xe, yv ∈ {0, 1}, ∀e ∈ E, v ∈ V, (5)

где δv – множество ребер, инцидентных вершине v, и дополнительные переменные
yv соответствуют висячим вершинам [14].

Данная формулировка используется, как правило, для задачи оптимизации чис-
ла висячих вершин ∑

v∈V

yv → max(min).

Вариант с оптимизацией веса остовного дерева можно получить, дополнив систему
(1)–(5) неравенствами ∑

v∈V

yv ≤ k
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для задачи с простым ограничением на число висячих вершин (LCSTn,k),∑
v∈U

yv ≤ k

для задачи с ограничением в подграфе (RLSSTn,U,k), и

∀v ∈ V \U : yv = 0

для задачи с ограничением на множество листьев (SV STn,U).
Рассмотрим задачу о минимальном остовном дереве с ограничением на число

висячих вершин. Пусть |V | = n, k – разрешенное количество висячих вершин. По-
строим остовное дерево t специального вида. Выберем две вершины u, w из V и
набор Vuw из k вершин, часть Vu = {v1, · · · , vs} из которых соединим ребрами с
вершиной u, а остальные {vs+1, · · · , vk} = Vw – с вершиной w. Оставшиеся n− k− 2
вершины соединяются ребрами только друг с другом либо с вершинами u и w так,
чтобы в результате образовалось остовное дерево (Рис. 1).

Рис. 1. Конструкция остовного дерева с k листьями
Fig. 1. Spanning tree construction with k leaves

Лемма 2. Граф th, получаемый из дерева t отбрасыванием вершин v1, v2, · · · , vk
(вместе с ребрами (vi, u) и (vj, w)), является гамильтоновой цепью на n−k остав-
шихся вершинах.

Доказательство. Граф th является остовным деревом на множестве вершин V \Vuw.
Поэтому у него по меньшей мере две висячие вершины. Ими могут быть только u и
w, так как любая другая вершина из V \Vuw, оказавшись висячей в дереве th, оста-
нется таковой и в дереве t. Но лимит висячих вершин исчерпывается множеством
Vuw. Следовательно, th является остовным деревом, у которого ровно две висячие
вершины: u и w. Поэтому th – цепь, проходящая через все вершины из V \Vuw, для
которой u и w – концевые вершины.

Зафиксируем множества Vu и Vw и рассмотрим совокупность Tk всех остовных
деревьев описанного вида с k висячими вершинами. По лемме 2 каждое такое дерево
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содержит цепь th с концевыми вершинами u и w, проходящую через все вершины
из V \Vuw. Верно и обратное: каждой цепи указанного вида соответствует дерево
из Tk. Обозначим через HCuw выпуклую оболочку характеристических векторов
гамильтоновых цепей th между вершинами u и w.

Лемма 3. Вершины x и y многогранника LCSTn,k, отвечающие деревьям из Tk,
несмежны тогда и только тогда, когда несмежны соответствующие им вершины
xh и yh многогранника HCuw.

Доказательство. Предположим, что вершины xh и yh многогранника HCuw несмеж-
ны. Воспользуемся леммой 1, тогда найдутся неотрицательные α, β, γz, для которых
α + β =

∑
γz = 1 и выполнено условие:

αxh + βyh =
∑

γzzh, zh ∈ Huw. (6)

Каждой гамильтоновой цепи из Huw однозначно соответствует остовное дерево из
Tk. Дополняя (6) равенствами для компонент, соответствующих ребрам (vi, u) и
(vj, w), получим равенство

αx+ βy =
∑

γzz, z ∈ Tk,

означающее, что вершины x и y многогранника LCSTn,k несмежны.
Пусть теперь вершины x и y несмежны, тогда найдутся неотрицательные α, β, γz,

для которых α + β =
∑

γz = 1 и

αx+ βy =
∑

γzz.

У точек x и y, все координаты, соответствующие ребрам, инцидентным вершинам
v1, v2, · · · , vk, совпадают, так как эти ребра фиксированы для остовных деревьев из
Tk, а значит, они совпадают и у точек z, что позволяет перейти к равенству

αx+ βy =
∑

γzz, z ∈ Tk.

Каждому остовному дереву из Tk однозначно соответствует гамильтонова цепь меж-
ду вершинами u и w из Huw. Таким образом,

αxh + βyh =
∑

γzzh, zh ∈ Huw,

и вершины xh и yh многогранника Huw несмежны.

Доказанная лемма 3 дает возможность воспользоваться свойствами задачи ком-
мивояжера для изучения многогранника LCSTn,k. Для этого достаточно учесть сле-
дующий простой факт: две вершины многогранника HCuw гамильтоновых цепей
смежны тогда и только тогда, когда в многограннике задачи коммивояжера смежны
вершины, соответствующие гамильтоновым циклам, образованным при отождеств-
лении крайних вершин в одну. Таким образом из леммы 3 и известного результата
Х. Пападимитриу [15] следует

Теорема 2. Задача распознавания несмежности вершин многогранника LCSTn,k

является NP-полной.
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Несмотря на сложность описания графа многогранника LCSTn,k, можно полу-
чить сверхполиномиальную нижнюю оценку его плотности.

Теорема 3. Плотность полиэдрального графа многогранника LCSTn,k задачи об
остовном дереве с ограничением на число висячих вершин сверхполиномиальна по
n:

ω(LCSTn,k) ≥ 2
(
√
⌊n−k−1

2 ⌋−9)/2
.

Для доказательства теоремы 3 достаточно воспользоваться леммой 3 и нижней
оценкой плотности полиэдрального графа многогранника TSPn задачи коммивоя-
жера для n городов (см. [1, 2]):

ω(TSPn) ≥ 2
(
√
⌊n

2 ⌋−9)/2)
.

Задачи с ограничениями в подграфе и на множество висячих вершин исследуют-
ся аналогично. В первом случае для RLSSTn,U,k достаточно взять вместо графа G
его подграф на вершинах U и построить соответствующую конструкцию остовного
дерева. Во втором случае для SV STn,U достаточно в рассматриваемой конструкции
отождествить множество листьев Vuw с множеством U .

Теорема 4. Задача распознавания несмежности вершин многогранника RLSSTn,U,k

является NP-полной.

Теорема 5. Плотность полиэдрального графа многогранника RLSSTn,U,k задачи об
остовном дереве с ограничением на число висячих вершин в подграфе сверхполино-
миальна по мощности множества U :

ω(RLSSTn,U,k) ≥ 2(
√
⌊ |U|−k−1

2 ⌋−9)/2.

Теорема 6. Задача распознавания несмежности вершин многогранника SV STn,U

является NP-полной.

Теорема 7. Плотность полиэдрального графа многогранника SV STn,U задачи об
остовном дереве с ограничением на множество висячих вершин сверхполиноми-
альна по n:

ω(SV STn,U) ≥ 2(
√
⌊n−|U|−1

2 ⌋−9)/2.

5. Задача об остовном дереве ограниченной степени

Теперь обратимся к задаче о построении минимального остовного дерева, сте-
пени вершин которого не превосходят некоторого параметра k. Как и для задачи
с ограничением на число висячих вершин полное внешнее описание многогранни-
ка DCSTn,k не известно [8]. В форме целочисленного линейного программирования
задача получается дополнением системы (1)–(3) ограничениями∑

e∈δv

xe ≤ k,

xe ∈ 0, 1, v ∈ V.
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Для n > 2 и k > 1 обозначим через

s =

⌊
n− 2

k − 1

⌋
и построим дерево t специального вида. Разобьем множество вершин на s подмно-
жеств вида Vi = {vi, vi,1, · · · , vi,k−2} по k − 1 вершине в каждом. Все оставшие-
ся вершины, которых будет от 2 до k + 1, разобьем на два подмножества V0 =
{v0, v0,1, ..., v0,p} и Vs+1 = {vs+1, vs+1,1 · · · , vn}. Рассмотрим конструкцию следующего
вида: в каждом подмножестве Vi все вершины соединяются ребрами только с вер-
шиной vi (Рис. 2). Отметим, что степени вершин v0 и vs+1 по построению не могут
превосходить k.

Рис. 2. Конструкция остовного дерева, степени вершин которого не превосходят k
Fig. 2. Spanning tree construction with k-bounded vertex degree

Лемма 4. Граф th, получаемый из дерева t отбрасыванием вершин v0, vs+1 и vi,j
вместе с ребрами (vi,j, vi), является гамильтоновой цепью с концевыми вершина-
ми v1 и vs.

Доказательство. По построению степени вершин v1 и vs не могут быть меньше k−1,
а степени вершин {v2, · · · , vs−1} меньше k − 2. Так как степени вершин в дереве t
не могут превосходить k, то граф, получаемый после отбрасывания вершин, может
быть только гамильтоновой цепью, соединяющей v1 и vs.

Рассмотрим совокупность Tk всех остовных деревьев описанного вида. По лемме
4 каждое такое дерево содержит цепь th с концевыми вершинами v1 и vs, проходя-
щую через вершины {v2, · · · , vs−1}. Верно и обратное: каждой цепи указанного вида
соответствует дерево из Tk. Обозначим через HC1s выпуклую оболочку характери-
стических векторов гамильтоновых цепей между вершинами v1 и vs.

Лемма 5. Вершины x и y многогранника DCSTn,k, отвечающие деревьям из Tk,
несмежны тогда и только тогда, когда несмежны соответствующие им вершины
xh и yh многогранника HC1s.

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 3. Как следствие
получаем следующие утверждения.
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Теорема 8. Задача распознавания несмежности вершин многогранника DCSTn,k

является NP-полной.

Теорема 9. Плотность полиэдрального графа многогранника DCSTn,k задачи об
остовном дереве ограниченной степени сверхполиномиальна по s:

ω(DCSTn,k) ≥ 2
(
√
⌊ s−1

2 ⌋−9)/2
.

6. Заключение

Таким образом, общая задача о минимальном остовном дереве и задачи с до-
полнительными ограничениями на число висячих вершин и степени вершин имеют
принципиально отличные полиэдральные характеристики. Для классической зада-
чи известны полиномиальные алгоритмы, построено полное внешнее описание мно-
гогранника с полиномиальным числом неравенств, полностью описан полиэдраль-
ный граф задачи, и установлено, что его плотность полиномиальна по размерно-
сти пространства. При этом задачи с дополнительными ограничениями являются
труднорешаемыми, для них не найдено полного внешнего описания соответству-
ющих многогранников, полиэдральные графы задач являются крайне сложными:
даже проверка смежности вершин является NP-полной задачей, плотности графов
сверхполиномиальны по размерности пространства.
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