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Рассматривается задача распространения волны плотности в логистическом уравнении с диф-
фузией и отклонением по пространственной переменной (уравнение Фишера–Колмогорова–Пет-
ровского–Пискунова с отклонением). Для исследования качественного поведения решений этого
уравнения было рассмотрено уравнение профиля волны и найдены условия возникновения у него
колебательных режимов. Затем проанализирована соответствующая логистическому уравнению с
отклонением краевая задача с периодическими условиями, для которой изучена проблема потери
устойчивости пространственно однородного состояния равновесия и найдены ответвляющиеся от
него пространственно неоднородные колебательные режимы. Численный анализ процесса распро-
странения волны показал, что при достаточно малых значениях запаздывания данное уравнение
имеет решения, близкие к решениям стандартного уравнения КПП. Увеличение параметра запаз-
дывания приводит сначала к появлению затухающей колебательной составляющей в простран-
ственном распределении решения. Дальнейший рост данного параметра приводит к разрушению
бегущей волны. Это выражается в том, что на участке распространения волны, противоположном
направлению отклонения, сохраняются незатухающие по времени и медленно распространяющи-
еся по пространству колебания, близкие к решениям соответствующей краевой задачи с пери-
одическими граничными условиями. Наконец, если значение отклонения достаточно велико, то
во всей области распространения волны наблюдаются интенсивные пространственно-временные
колебания.
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Введение
Одним из наиболее простых нелинейных уравнений в частных производных, мо-
делирующих распространение волн плотности распределения изучаемой величины,
является рассмотренное А.Н. Колмогоровым, И. Г. Петровским и Н.С. Пискуновым
в статье [2] логистическое уравнение с диффузией

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u[1− u], (1)

которое ниже будем называть уравнением КПП. Это уравнение было привлечено
авторами для описания процесса распространения генной волны. Здесь u(t, x) —
плотность распределения числа особей, обладающих доминантным геном, t > 0 —
временная переменная, а x ∈ (−∞,∞) — пространственная. Рассматривается зада-
ча распространения волны плотности численности от некоторого ненулевого началь-
ного условия. Почти одновременно с работой [2] появилась статья Р.А. Фишера [1],
также посвященная анализу волн плотности численности в уравнении (1), в связи с
чем уравнение (1) часто называют уравнением Фишера или Фишера–Колмогорова–
Петровского–Пискунова.

Уравнение (1) находит применение в широкой области приложений, связанных с
распространением в пространстве волн различной природы, от концентрации неко-
торого реагирующего вещества до волн плотности популяции. Среди большого ко-
личества публикаций, посвященных данной теме, выделим книги [3–5], в которых
содержатся суммирующие результаты по проблеме, отметим также обширный биб-
лиографический список, содержащийся в [5].

В работах [1, 2] рассмотрен вопрос о таких неотрицательных решениях u(t, x),
для которых при каждом t > 0 выполнены условия: u(t, x) → 1 при x → +∞ и
u(t, x)→ 0 при x→ −∞. Показано, что при достаточно больших t функция u(t, x)
принимает некоторую фиксированную форму.

Обобщения уравнения (1) могут быть связаны с учетом зависимостей нелиней-
ных слагаемых этого уравнения от сдвигов по пространству и по времени. В ра-
ботах [6, 7] логистическое уравнение (1) с различными краевыми условиями и за-
паздывающим аргументом было применено к моделированию динамики плотности
популяции. Несколько более общий подход продемонстрирован в статье [8], где да-
на развернутая постановка задачи, в которой изучается пространственное распре-
деление плотности популяции. В частности, предлагается использовать следующее
уравнение (см. также работы Н. Бритона [9, 10]):

∂N(t, x)

∂t
= ∆N(t, x) +N(t, x)

[
1 + αN(t, x)− (1 + α)(g ∗N)(t, x)

]
, (2)

где N(t, x) — плотность популяции в момент времени t в точке x ареала обита-
ния, выражение 1 + αN(t, x)− (1 + α(g ∗N)(t, x)) определяет изменения плотности
численности, ∆ — оператор Лапласа, а функция g характеризует пространствен-
но временные неоднородности. В статье [10] предлагается следующий вид свертки
(g ∗N):

(g ∗N)(t, x) =

t∫
−∞

∫
Ω

g(t− τ, x− y)N(τ, y)dydτ, (3)
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где Ω — область распределения популяции. Функция g должна удовлетворять усло-
вию нормировки (g ∗ 1)(t, x) = 1. В предельном случае, когда g представляет со-
бой дельта-функцию, сосредоточенную в начале координат, получаем уравнение
Фишера–Колмогорова–Петровского–Пискунова (1). Если точку сосредоточения сдви-
нуть по оси времени, то получится уравнение с запаздыванием, подробно рассмот-
ренное в статье авторов [11], если же точку сосредоточения сдвинуть по простран-
ственной переменной, то получится уравнение с отклонением по пространству.

Рассмотрим обобщение уравнения КПП (1), содержащее отклонение по про-
странству

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u[1− u(t, x− h)]. (4)

Величину h пространственного отклонения будем считать положительным числом,
поскольку в противном случае можно заменить переменную x на −x, что приводит
к смене знака параметра отклонения.

Исследование качественного поведения решений уравнения (4) открывается в
первом разделе статьи анализом уравнения профиля волны, для которого найдены
условия возникновения колебательных режимов. Затем, во втором разделе, про-
анализирована соответствующая уравнению (4) краевая задача с периодическими
условиями, для которой изучена проблема потери устойчивости пространственно
однородного состояния равновесия и найдены ответвляющиеся от него простран-
ственно неоднородные колебательные режимы.

Учитывая, что для многих приложений представляет интерес задача о распро-
странении волн концентрации в задаче (4), в последней части работы приведены
результаты численного моделирования для уравнения (4) в случае неограниченной
по x области.

1. Некоторые свойства волновых решений задачи
В работе [2] было показано, что в уравнении (1) волны распространяются вдоль
направлений 2t±x = const, и был определен профиль волны, приводящей к переходу
от нулевых значений переменной к единичным. Как и в работе [11], выполним в
уравнении (4) замену в виде бегущей волны вида u(t, x) = w(2t ± x) и перейдем к
новой временной переменной s = 2t±x, тогда для переменной w(s) имеем следующее
уравнение второго порядка с запаздыванием:

w′′ − 2w′ + w[1− w(s− h)] = 0, (5)

где штрихом обозначена производная по переменной s. Свойства устойчивости ну-
левого решения уравнения (5) не зависят от h, это решение представляет собой
неустойчивый узел с кратным корнем равным единице. Свойства устойчивости еди-
ничного состояния равновесия определяются расположением корней характеристи-
ческого квазиполинома

P (λ) ≡ λ2 − 2λ− exp(−hλ). (6)
Свойства квазиполинома (6) аналогичны свойствам квазимногочлена, получен-

ного в предыдущей части работы. Приведем без доказательства утверждения, каса-
ющиеся расположения корней квазиполинома (6). Рассмотрим сначала расположе-
ние и количество вещественных корней квазиполинома P (λ). Простейший анализ
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свойств трансцендентного уравнения P (λ) = 0 показывает, что при всех положи-
тельных h оно имеет либо один, либо три корня. Один из этих корней положитель-
ный, а два других отрицательны и появляются при критическом значении h∗1, для
нахождения которого имеем следующую систему:

λ2 − 2λ− exp(−hλ) = 0,

2λ− 2 + h exp(−hλ) = 0.
(7)

Решая систему (7), имеем λ ≈ −1.23141, h = h∗1 ≈ 1.12154. Приведенные выше
рассуждения позволяют сформулировать следующее утверждение.

Лемма 1. Квазиполином P (λ) имеет при 0 < h < h∗1 ровно три вещественных
корня: один положительный и два отрицательных, а при h > h∗1 — единственный
положительный вещественный корень.

Таким образом, в спектре устойчивости единичного состояния равновесия урав-
нения (5) всегда есть положительный вещественный корень. Рассмотрим теперь
расположение остальных корней квазимногочлена P (λ). Выполнено утверждение.

Лемма 2. Все корни квазиполинома P (λ), кроме одного вещественного положи-
тельного, лежат при 0 < h < h∗2 в левой комплексной полуплоскости. Здесь

h∗2 =
arccos (−

√
5 + 2)√√

5− 2
≈ 3.72346, (8)

При h = h∗2 на мнимую ось выходит пара чисто мнимых корней λ = ±iω0, причем

ω0 =

√√
5− 2 ≈ 0.48587. (9)

Рассмотрим теперь окрестность решения w(s) ≡ 1 и найдем асимптотику режи-
ма, ответвляющегося от этого решения при h = h∗2 + µ, где 0 < µ � 1. Для этого
применим стандартную замену метода нормальных форм

w(s, µ) = 1+
√
µ
(
z(τ) exp(iω0s)+z̄(τ) exp(−iω0s)

)
+µw1(s, τ)+µ3/2w2(s, τ)+. . . , (10)

где τ = µs, wj(s, τ) (j = 1, 2) — тригонометрические полиномы по переменной s,
z(τ) — медленно меняющаяся амплитуда, подлежащая определению. Подстановка
выражения (10) в уравнение (5) и приравнивание коэффициентов при одинаковых
степенях √µ приводит на третьем шаге к уравнению относительно w2(s, τ), из усло-
вий разрешимости которого в классе тригонометрических полиномов получаем сле-
дующее уравнение на медленную амплитуду z(τ):

dz

dτ
= ϕ0z + ϕ1|z|2z, (11)

где ϕ0 =
2ω2

0(−1 + iω0)

P ′(iω0)
, ϕ1 =

1

P ′(iω0)

(
2ω2

0(1−ω2
0−2iω0)+β

(
(ω2

0+2iω0)2− 1

ω2
0 + 2iω0

))
,

β =
ω2

0 + 2iω0

4ω2
0 + 4iω0 + (ω2

0 + 2iω0)2
. Используя полученное представление и формулы

(8), (9), нетрудно найти приближенные значения коэффициентов уравнения (11)
ϕ0 ≈ 0.136807 − 0.20660i, ϕ1 ≈ −0.04429 − 0.03664i. Учитывая, что Re (ϕ0) > 0, а
Re (ϕ1) < 0, можно сформулировать следующее утверждение.
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Лемма 3. Пусть h = h∗2 + µ, где 0 < µ� 1, тогда существует такое µ0 > 0, что
для всех 0 < µ < µ0 уравнение (5) имеет дихотомичный цикл, неустойчивое мно-
гообразие которого одномерно, а асимптотика задается формулой (10), в которой
комплексная амплитуда z(τ) заменена выражением√

−Re (ϕ0)/Re (ϕ1) exp
(
iεs
(
Im (ϕ0)Re (ϕ1)− Re (ϕ0)Im (ϕ1)

)
/Re (ϕ0) + iγ

)
,

где γ — произвольная константа, определяющая фазовый сдвиг вдоль цикла.

2. Волновые решения в задаче с периодическими
условиями

В этом разделе рассмотрим логистическое уравнение с диффузией и отклонением
(4), дополненное периодическими краевыми условиями

u(t, x) = u(t, x+ T ), (12)

где T > 0 — период. В этой ситуации фазовым пространством задачи (4), (12)
будем считать соболевское пространство T -периодических функций W 2

2 (0, T ). Для
исследования устойчивости состояния равновесия u(t, x) ≡ 1 краевой задачи (4),
(12) линеаризуем ее на этом решении, приходим к краевой задаче (аналогичные
действия для задачи с запаздыванием выполнялись в работах [12–18])

∂v

∂t
=
∂2v

∂x2
− v(t, x− h), v(t, x) = v(t, x+ T ). (13)

Если в (13) выполнить разложение по пространственным модам, то на каждой из
мод после замены v(t, x) = expλ exp iωx приходим к уравнению

λ = −ω2 − exp iωh. (14)

Нетрудно видеть, что при достаточно малых h величина Reλ < 0. Найдем первое
положительное значение параметра h, при котором Reλ = 0. Для этого необходимо
решить алгебраическую систему

− ω2 − cosωh = 0, −2ω + h sinωh = 0. (15)

Эта система сводится к трансцендентному уравнению

− ωh = 2 ctg(ωh), (16)

решая которое относительно ωh, получаем решение системы (15):

h∗ = 2.791544, ω∗ = 0.88077. (17)

Нетрудно видеть, что при h < h∗ состояние равновесия u(t, x) ≡ 1 краевой задачи
(4), (12) асимптотически устойчиво. Предположим теперь, что T = 2π/ω∗, а h =
h∗ + ε, где ε положительно и мало, и выясним характер потери устойчивости этого
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состояния равновесия. Для этого выполним в (4), (12) стандартную замену метода
нормальных форм

u(t, x, ε) = 1 +
√
εu0(t, τ, x) + εu1(t, τ, x) + ε3/2u2(t, τ, x) + . . . , (18)

где τ = εt — медленное время,

u0(t, τ, x) = z(τ) exp
(
i(ω0t+ ω∗x)

)
+ z̄(τ) exp

(
− i(ω0t+ ω∗x)

)
, ω0 = sinω∗h∗.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях
√
ε и отыскивая uj(t, τ, x),

j = 1, 2 в виде тригонометрических многочленов по t, получаем на втором шаге
функцию

u1(t, τ, x) = −2|z|2 cosω∗h∗ +
(
z2w2 exp

(
2i(ω0t+ ω∗x)

)
+ к.с.

)
, (19)

где под к.с. подразумевается выражение комплексно сопряженное с данным в той
же скобке, w2 = −

(
2ω0i+ 4ω∗ + exp(−2iω∗h∗)

)−1
exp(−iω∗h∗).

На третьем шаге выполнения алгоритма в краевой задаче для u2(t, τ, x) из усло-
вий ее разрешимости в классе тригонометрических многочленов по t получаем сле-
дующее укороченное уравнение нормальной формы:

dz

dτ
= ϕ0z + ϕ1|z|2z, (20)

где

ϕ0 = iω∗ exp(−iω∗h∗),
ϕ1 = 2 cosω∗h∗

(
1 + exp(−iω∗h∗)

)
−
(

exp(−2iω∗h∗) + exp(iω∗h∗)
)
w2.

Используя полученное представление и формулу (17), нетрудно найти приближен-
ные значения коэффициентов нормальной формы

ϕ0 ≈ 0.5558− 0.6833i, ϕ1 ≈ −0.1701 + 0.59i.

Полученные результаты позволяют сформулировать следующее утверждение.

Лемма 4. Пусть h = h∗ + ε, тогда существует такое ε0 > 0, что для всех 0 <
ε < ε0 краевая задача (4), (12) имеет орбитально асимптотически устойчивый
цикл, асимптотика которого задается формулой (18), где медленная переменная
z заменена выражением

z =
√
−Re (ϕ0)/Re (ϕ1) exp

(
iεt
(
Im (ϕ0)Re (ϕ1)− Re (ϕ0)Im (ϕ1)

)
/Re (ϕ0) + iγ

)
,

(γ — произвольная константа, определяющая фазовый сдвиг вдоль цикла).

Проиллюстрируем полученный результат численно. В краевой задаче (4), (12)
зафиксируем величину отклонения h больше критического значения h∗ и будем ее
решать численно с начальными условиями вида

u(0, x) = 1 + 0.35 sin(0.88x+ 0.1). (21)
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a) b)

с)

Рис. 1. Пространственное распределение решения краевой задачи (4), (12) с началь-
ными условиями (21) при t = 1000 и значениях отклонения равных: a) h = 2.793;
b) h = 2.796; c) h = 2.798

Начальные условия (21) выбраны близкими к единичному состоянию равновесия, с
частотой по x близкой к ω∗ (см. формулу (17)).

Для вычислений были взяты три значения величины отклонения h равные 2.793;
2.796; 2.798. В каждом из этих случаев решение асимптотически приближалось к
пространственно неоднородному циклу, распределение которого по переменной x
при t = 1000 приведено на рис. 1. Для полученных циклов были вычислены мак-
симальные отклонения от единичного значения, которые оказались равными 0.160;
0.275 и 0.340 соответственно. Следует отметить, что амплитуды колебаний относи-
тельно единичного значения, полученные в вычислительном эксперименте, близки
к найденным по асимптотической формуле (относительная ошибка менее 0.02), вы-
текающей из (18) √

−(h− h∗)Re (ϕ0)/Re (ϕ1).

Представленные в первых двух разделах работы аналитические результаты поз-
воляют получить некоторую информацию о решениях уравнения (4), однако для
анализа зависимости решений от отклонения по пространству и начальных усло-
вий требуется численный эксперимент, описанию которого и посвящен следующий
раздел статьи.
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3. Численный анализ уравнения КПП
с пространственным отклонением

Численное исследование распространения волн концентрации в уравнении (4) от ло-
кализованного по пространству начального возмущения выполнялось на некотором
отрезке [a, b]. При этом разница |a − b| выбиралась достаточно большой для того,
чтобы можно было проследить за распространением волны от начального момента
до момента встречи фронта волны с границами a или b. Учитывая, что рассмат-
ривается задача о распространении локального возмущения, зададим на границах
отрезка нулевые краевые условия u(t, a) = u(t, b) = 0.

Перейдем к описанию вычислительной процедуры. Вторую производную по про-
странственной переменной в правой части уравнения (4) заменим конечной разно-
стью второго порядка. Для этого отрезок [a, b] разобьем на N равных частей и по-
строим сетку узлов с шагом ∆x = (b−a)/N так, что xj = a+j∆x, где j = 0, . . . , N−1.
Обозначим через uj(t) значение функции u(t, x) в соответствующих узлах сетки. В
итоге получим следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений:

u̇j =
uj+1 − 2uj + uj−1

(∆x)2
+
[
1− uj−k

]
uj, j = 0, . . . , N − 1, (22)

где k = bh/∆xc отвечает за пространственное отклонение (здесь b·c обозначена
целая часть числа). Для учета краевых условий полагаем u−1(t) = uN(t) = 0.

Численный эксперимент выполнялся на вычислительном кластере ЯрГУ (МНИЛ
«Дискретная и вычислительная геометрия» им. Б.Н. Делоне). Одновременно реша-
лось от N = 1.8 · 105 до N = 1.8 · 106 обыкновенных дифференциальных уравнений.
Для вычислений использовался метод Дормана–Принца пятого порядка с перемен-
ной длиной шага интегрирования. Абсолютная и относительная погрешности алго-
ритма были приняты равными 10−12. Начальный шаг интегрирования взят равным
10−3.

Начальные условия выбирались в виде прямоугольного импульса высоты 0.1 и
единичной ширины, расположенного в центре отрезка [a, b]. В частности, для случая
x ∈ [0, 1800]:

uj(0) =

{
0.1, если j ∈ [89950, 90050],

0, иначе.
(23)

Для последующего анализа и графического отображения полученные данные про-
реживались.

Перейдем к результатам численного моделирования. Описание поведения реше-
ний уравнения (4) с отклонением пространственной переменной будем проводить в
сравнении с классическим уравнением КПП без отклонения. На рис. 2 представле-
но распространение волны постоянной высоты от начального всплеска единичной
ширины и высоты 0.1 при h = 1.2. Скорость распространения волны согласно [2]
равнялась двум. (На соответствующих рисунках скорость распространения равна
углу наклона профиля волны.) Нетрудно видеть, что при этих значениях откло-
нения график процесса распространения волны для задачи с отклонением и без
отклонения практически не отличается.

При увеличении параметра h можно выделить несколько этапов качественно
различного поведения решений системы (22).
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1. При относительно малом значении h на промежутке от нуля до h∗1 поведение
системы (22) практически не отличимо от поведения системы КПП без отклоне-
ния. Величина h∗1 ограничивает данный промежуток, по-видимому, в связи с тем,
что решения уравнения (5) на устойчивом инвариантном многообразии единично-
го состояния равновесия монотонно стремятся к этому состоянию (см. рис. 2 при
h = 1.2).

a) b)

Рис. 2. Решение системы (22) с начальными условиями (23) при отклонении h = 1.2 :
a) распространение волны на плоскости (x, t); b) разрез при t = 425

a) b)

Рис. 3. Решение системы (22) с начальными условиями (23) при отклонении h = 2.7 :
a) распространение волны на плоскости (x, t); b) разрез при t = 425

2. При h∗1 < h < h∗ фронт распространения волны приближается к единичному
значению колебательным образом. На рис. 3 показана такая волна при h = 2.7. В
этом случае максимальная амплитуда всплеска равна примерно 1.5, а после про-
хождения фронта волны значение u(t, x) быстро приближается к единице.

3. Следующее существенное изменение в распространении фронта волны уравне-
ния (4) наблюдается при h > h∗. Существенной особенностью решения в этом случае
является то, что оно перестает удовлетворять уравнению (5). Это происходит в силу
того, что решение u ≡ 1 периодической краевой задачи (4), (12) колебательно те-
ряет устойчивость и от него ответвляется орбитально асимптотически устойчивый
пространственно неоднородный цикл. Указанное обстоятельство приводит к тому,
что в правой части области распространения волны появляется расширяющийся с
течением времени участок с интенсивными пространственными колебаниями. На
рис. 4 показано распространение волны при h = 2.81, при этом на рис. 5 приведен
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Рис. 4. Распространение волны в системе (22) при h = 2.81

Рис. 5. Пространственное распределение решения системы (22) при t = 4500 и от-
клонении h = 2.81
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Рис. 6. Распространение волны в системе (22) при h = 3

Рис. 7. Пространственное распределение решения системы (22) при t = 425 и от-
клонении h = 3
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график зависимости u(t, x) при t = 4500 и изменении пространственной переменной
x в пределах от 0 до 18000. Структура колебательного процесса, представленного на
данных графиках, видимо, является установившейся. Во всяком случае, к моменту
времени t = 4500 амплитуда колебаний не растет с ростом t и в целом сохраняет-
ся довольно сложная пространственная структура решения u(t, x), о которой ниже
будет сказано дополнительно.

4. Численный эксперимент не удалось продолжить для значений отклонения h,
существенно отличающихся от h∗. Так, уже при h = 3 в правой части графика
распространения волны возникают весьма интенсивные колебания, достигающие
при t = 400 значения около 9. На рис. 6 показано распространение волны при h = 3,
при этом на рис. 7 приведен график зависимости u(t, x) при t = 425 и x ∈ [0, 1800].

Дальнейшее изменение отклонения приводит к резкому увеличению амплиту-
ды колебательного режима, что, с одной стороны, влечет необходимость дробления
шага по времени для сохранения точности вычислений, а с другой, значительно за-
медляет вычислительный процесс. По указанным причинам вычислительный экс-
перимент не был распространен на большие значения отклонения.

Рассмотрим более подробно пространственное распределение решения при h =
2.81. График решения u(t, x) при t = 4500 может быть разбит на три части с ви-
зуально различной структурой. Ниже вычисляются статистические инвариантные
характеристики для массивов данных, которые позволяют судить о сложности вы-
деленных частей. Область интенсивных колебаний на рис. 7 разбита на следующие
подобласти: [9380, 12500]; [12500, 14970]; [14970, 17765]. На рис. 8 эти участки гра-
фика приведены в более крупном масштабе, что позволяет увидеть отличия в их
структуре.

В качестве инвариантных статистических характеристик, при помощи которых
будем различать эти три части графика, используется корреляционный интеграл и
корреляционная размерность. По выборке uj(4500), j = 1, . . .M строится набор m–
мерных векторов ξi, каждый из которых состоит из значений от u(i−1)∗m+1 до ui∗m.
Напомним, что корреляционный интеграл можно оценить при помощи корреляци-
онной суммы (см., например, [19])

C(ε) =
1

M2

M∑
i,j=1

Θ(ε− ‖ξi − ξj‖), (24)

где M — объем выборки, Θ — функция Хевисайда, ‖ · ‖ — некоторая норма (нами
использовалась евклидова норма ‖x‖2 =

∑
xl), ε — некоторое пороговое значение,

ξi — построенные m–мерные вектора, m — размерность пространства вложения.
Корреляционную размерность dC можно определить как

dC = lim
ε→0

logC(ε)

log ε
. (25)

В случае эмпирического вычисления корреляционная размерность dC берется рав-
ной углу наклона прямой наилучшего приближения в смысле наименьших квадра-
тов к наиболее линейной части графика, построенного по узлам {logC(ε), log ε}.

Были проведены вычисления корреляционного интеграла для размерностей про-
странства вложения m = 3 и m = 5, а также с различным шагом по переменной x.
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a)

b)

c)

Рис. 8. Пространственное распределение решения системы (22) при t = 4500 и от-
клонении h = 2.81 : a) x ∈ [9380, 12500]; b) x ∈ [12500, 14970]; c) x ∈ [14970, 17765]
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Рис. 9. x ∈ [9380, 17765], шаг по x равен 0.1

Рис. 10. x ∈ [9380, 12500], x равен 0.01

На рис. 9 и 10 приведены зависимости логарифма корреляционного интеграла от
логарифма ε, найденные для пространственного распределения решения системы
(22) при t = 4500 и отклонении h = 2.81. Размерность пространства вложения для
графиков слева — три; справа — пять. При этом на рис. 9 шаг по пространству
выбран равным 0.1, а на рис. 10 — 0.01. Нетрудно видеть, что в первом из этих
случаев наиболее линейный участок выделяется лучше, чем во втором и, тем са-
мым, шаг достаточно брать равным 0.1. Величина dC , оцениваемая по углу наклона
графика зависимости корреляционного интеграла, оказалась равной для шага 0.1
и m = 3 dC ≈ 1.799 (среднеквадратичное отклонение σ ≈ 0.289), а для шага 0.01 —
dC ≈ 1.437 (среднеквадратичное отклонение σ ≈ 1.13). Последний случай, очевид-
но, показывает, что подходящего линейного участка нет. Аналогичные результаты
выходят и для m = 5, где для шага 0.1 имеем dC ≈ 1.859 (среднеквадратичное от-
клонение σ ≈ 0.35), а для шага 0.01 — dC ≈ 1.595 (среднеквадратичное отклонение
σ ≈ 0.907).
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Рис. 11. x ∈ [9380, 12500]

Рис. 12. x ∈ [12500, 14970]

Рис. 13. x ∈ [14970, 17765]
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Ситуация меняется, если выполнить расчеты для перечисленных выше отдель-
ных участков решения. На рисунках 11, 12, 13 приведены графики зависимостей
корреляционного интеграла для значений пространственной переменной из проме-
жутков x ∈ [9380, 12500]; x ∈ [12500, 14970] и x ∈ [14970, 17765] соответственно.
Размерность пространства вложения для графиков слева m = 3; справа — m = 5.
Приведем оценки корреляционного интеграла.
x ∈ [9380, 12500] при m = 3 dC ≈ 1.6071, σ ≈ 0.6658; при m = 5 dC ≈ 1.7129,
σ ≈ 0.7051.
x ∈ [12500, 14970] при m = 3 dC ≈ 1.9199, σ ≈ 0.4227; при m = 5 dC ≈ 2.0172,
σ ≈ 0.4732.
x ∈ [14970, 17765] при m = 3 dC ≈ 1.7615, σ ≈ 0.1952; при m = 5 dC ≈ 1.8009,
σ ≈ 0.1566.

Полученные оценки позволяют утверждать, что участки пространственного рас-
пределения решения u(t, x) уравнения (4) существенно отличаются, в частности,
оценка корреляционного интеграла для среднего участка дает бо́льшие значения,
чем для крайних. Близость результатов для размерностей m = 3 и m = 5 простран-
ства вложения показывает, что в рассмотрении больших значений размерности нет
необходимости.

Отметим, что определенную информацию о решении уравнения (4) дает и отоб-
ражение, построенное по идущим друг за другом экстремумам пространственного
распределения решения системы (22) при t = 4500 и отклонении h = 2.81. На рис. 14
построены точки, соответствующие подряд идущим экстремумам, а на рис. 15 точки
построены через пять единиц.

Заключение

Распространение возмущения в активной среде при учете отклонения по простран-
ственной переменной представляет собой сложный процесс. Эта сложность обуслов-
ливает необходимость применения различных сочетаний аналитических и числен-
ных методов. На этом пути были получены следующие результаты.

1. Изучение уравнения распространения волны (5) позволило найти критические
значения параметра запаздывания, при которых меняется вид пространствен-
ного распределения решения задачи.

2. Для выяснения некоторых особенностей качественного поведения решений
уравнения КПП с отклонением было изучено уравнение (4) с периодическими
краевыми условиями вблизи состояния равновесия u0 ≡ 1. Это позволило вы-
яснить характер потери устойчивости пространственно однородного решения
этой задачи и найти асимптотику режимов, возникающих при этом.

3. Численный анализ, выполненный с учетом аналитических результатов, позво-
лил выделить следующие промежутки значений отклонения:

• промежуток, на котором поведение решений уравнения с отклонением
близко к их поведению в задаче без отклонения;
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Рис. 14. Отображение, построенное по идущим друг за другом экстремумам про-
странственного распределения решения системы (22) при t = 4500 и отклонении
h = 2.81

• промежуток значений отклонения, при которых на левом фронте области
распространения волны появляются участки с колебаниями, затухающи-
ми к единице.

• промежуток значений отклонения, при которых вся область распростра-
нения волны заполняется интенсивными колебаниями решения со слож-
ным пространственным распределением; найдены статистические харак-
теристики (корреляционный интеграл) этих режимов.
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Рис. 15. Отображение, построенное по экстремумам пространственного распределе-
ния решения системы (22) при t = 4500 и отклонении h = 2.81, идущим через 5
единиц друг за другом
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We consider the problem of density wave propagation of a logistic equation with deviation of the
spatial variable and diffusion (Fisher-Kolmogorov equation with deviation of the spatial variable). A
Ginzburg–Landau equation was constructed in order to study the qualitative behavior of the solution
near the equilibrium state. We analyzed the profile of the wave equation and found conditions for
the appearance of oscillatory regimes. The numerical analysis of wave propagation shows that for a
suficiently small spatial deviation this equation has a solution similar to the solution of the classical
Fisher–Kolmogorov equation. The spatial deviation increasing leads to the existence of the oscillatory
component in the spatial distribution of solutions. A further increase of the spatial deviation leads
to destruction of the traveling wave. That is expressed in the fact that undamped spatio-temporal
fluctuations exist in a neighborhood of the initial perturbation. These fluctuations are close to the
solution of the corresponding boundary value problem with periodic boundary conditions. Finally,
when the spatial deviation is suficiently large we observe intensive spatio-temporal fluctuations in the
whole area of wave propagation.
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