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Аннотация. Нелинейные уравнения типа конвекции–диффузии с нелинейными источниками
встречаются при описании многих процессов и явлений в физике, механике и биологии. В рабо-
те рассматривается семейство нелинейных дифференциальных уравнений, являющееся редукцией
к переменным бегущей волны для нелинейного уравнения конвекции–диффузии с полиномиаль-
ными источниками. Исследуется вопрос о построении общего аналитического решения данного
уравнения. Рассмотрены как стационарный, так и не стационарный случаи при учете и без учета
конвекции. Для построения аналитических решений используется подход, основанный на при-
менении нелокальных преобразований, обобщающих преобразования Зундмана. Показано, что в
стационарном случае без учета конвекции общее аналитическое решение может быть найдено без
ограничений на параметры уравнения и выражается через эллиптическую функцию Вейерштрас-
са. Поскольку в общем случае данное решение имеет громоздкий вид, найдены ограничения на
параметры, при которых оно имеет простой вид, и в явном виде построены соответствующие ана-
литические решения. Показано, что в нестационарном случае, как при учете конвекции, так и в
случае её отсутствия, общее решение исследуемого уравнения может быть построено при неко-
торых ограничениях на параметры. С этой целью использованы недавно полученные критерии
интегрируемости для уравнений типа Льенара. Соответствующие общие аналитические решения
исследуемого уравнения, выраженные через показательные или эллиптические функции, постро-
ены в явном виде.
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Введение

В работе рассматривается семейство нелинейных дифференциальных уравнений ви-
да

yzz +
m

y
y2z +

(
a1y

n−m + C0y
−m) yz − a2yk−m + a3y

l−m = 0, (1)

где y и z – зависимая и независимые переменные соответственно, m, n, k, l — целые
числа, ai, i = 1, 2, 3 и C0 — произвольные действительные параметры, при этом
предполагается, что a21 + a22 + a23 + C2

0 6= 0.
Исследование уравнения (1) представляет интерес, поскольку оно возникает как

редукция к переменным бегущей волны следующего семейства нелинейных уравне-
ний в частных производных:

ut = (umux)x + a1u
nux − a2up + a3u

l, (2)

где u = u(x, t) — неизвестная функция. Уравнение (2) имеет приложения в биоло-
гии, теории нелинейной диффузии и теплопроводности. В частности, при a1 = 0
уравнение (2) сводится к обобщенному уравнению Фишера (см. [1, 2]). При a1 6= 0
уравнение (2) можно рассматривать как нелинейное уравнение фильтрации с нели-
нейным источником и нелинейной конвекцией [3].

Уравнение (1) принадлежит к семейству обобщенных уравнений Льенара. Во-
прос о построении аналитических решений для подобных уравнений рассматривал-
ся в ряде работ (см. [4–6]). Недавно в работах [7–10] был предложен новый подход к
исследованию уравнений данного типа, основанный на использовании нелокальных
преобразований, обобщающих преобразования Зундмана (см. [11, 12]):

w = F (y), dζ = G(y)dz, FyG 6= 0. (3)

Здесь w и ζ – новые зависимая и независимая переменные.
В соответствии с данным подходом исследуется связь, задаваемая преобразова-

ниями (3), между уравнениями типа Льенара и уравнениями, для которых возмож-
но построение общего аналитического решения в замкнутом виде. В качестве класса
уравнений, для которых возможно построение общего аналитического решения, ис-
пользуются уравнения из классификации Пенлеве–Гамбье (см., например, [13, 14]).
С помощью данного подхода в работах [7, 8] были найдены новые критерии инте-
грируемости для уравнений типа Льенара.

Целью данной работы является применение указанных выше критериев для по-
строения общих аналитических решений уравнений из семейства (1). При этом пред-
ставляется удобным рассмотреть два различных варианта уравнения (1): первый ва-
риант соответствует отсутствию в (1) слагаемого, пропорционального первой произ-
водной (т.е. a1 = C0 = 0, что отвечает стационарному случаю без учета конвекции),
второй вариант соответствует ненулевому коэффициенту при первой производной
в уравнении (1) (a21+C2

0 6= 0). Будет показано, что в стационарном случае без учета
конвекции (т.е. a1 = C0 = 0) общее решение уравнения (1) может быть получено
без ограничений на его параметры. В случае a21 +C2

0 6= 0 будет показано, что общее
решение (1) может быть найдено при некоторых ограничениях на его параметры и
будут найдены соответствующие формулы для решений.
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1. Стационарный случай без учета конвекции
Рассмотрим стационарный случай уравнения (1) без учета конвекции. Полагая a1 =
C0 = 0 в (1) имеем

yzz +
m

y
y2z − a2yk−m + a3y

l−m = 0. (4)

Отметим, что с помощью преобразований растяжения z → Az′, y → By′ коэф-
фициенты при последних двух слагаемых в уравнении (4) могут быть выбраны
произвольными, отличными от нуля числами. В дальнейшем в данном разделе без
ограничения общности будем полагать, что a2 = a3 = 1.

Уравнение (4) принадлежит к классу уравнений Льенара с квадратичной нели-
нейностью yzz + g(y)y2z + h(y) = 0. В работе [8] было показано, что любое уравнение
данного класса может быть сведено к уравнению для эллиптических функций. Од-
нако, применяя теорему 1 из работы [8], получим, что общее решение (1) для произ-
вольных значений параметров имеет громоздкий вид. Поэтому представляет инте-
рес применить теорему 2 из работы [8] и рассмотреть случай, когда преобразования
(3) задаются степенными функциями. Это возможно при следующих ограничениях
на параметры: k = 2(m+ l + 1) и m = 2k − 3l − 1.

Остановимся на случае k = 2m+ 2l + 2. Тогда с помощью преобразований

w = ym+l+1, dζ = yldz, (5)

уравнение (4) сводится к

wζζ + (m+ l + 1)(1− w2) = 0. (6)

Общее решение уравнения (6) имеет вид

w =
6

m+ l + 1
℘

{
ζ − ζ0,

(m+ l + 1)2

3
, g3

}
, (7)

где ℘ — эллиптическая функция Вейерштрасса, ζ0, g3 — произвольные постоянные.
Используя преобразования (5), приходим к общему решению уравнения (4) при

k = 2m+ 2l + 2

y =

[
6

m+ l + 1
℘

{
ζ − ζ0,

(m+ l + 1)2

3
, g3

}] 1
m+l+1

, z =

∫
y−ldζ. (8)

Рассмотрим случай m = 2k − 3l − 1. Тогда преобразования (3) принимают вид

w = yk−l, dζ = y2l−kdz, (9)

и (4) переходит в следующее уравнение:

wζζ + (k − l)w(a3 − a2w) = 0. (10)

Общее решение уравнения (10) имеет вид

w =
1

2
+

6

k − l
℘

{
ζ − ζ0,

(k − l)2

12
, g3

}
(11)
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Тогда приходим к общему решению (4) при m = 2k − 3l − 1

y =

[
1

2
+

6

k − l
℘

{
ζ − ζ0,

(k − l)2

12
, g3

}] 1
k−l

, z =

∫
yk−2ldζ, (12)

где ζ0, g3 — произвольные постоянные.
В данном разделе показано, что общее решение уравнения (1) при C1 = a1 = 0

может быть получено без ограничений на его параметры, однако в общем случае
данное решение имеет громоздкий вид. Найдены ограничения на параметры урав-
нения (1), при которых общее решение (1) для C1 = a1 = 0 имеет простой вид.
Отметим, что из (8), (12) видно, что случаи m + l + 1 = 0 и k − l = 0 необхо-
димо рассмотреть отдельно, что можно сделать аналогично выше рассмотренным
примерам.

2. Общий случай уравнения (1)
В данном разделе будем предполагать, что хотя бы один из коэффициентов при
первой производной в уравнении (1) не равен нулю, т.е. a21 + C2

0 6= 0. Дальней-
шие вычисления удобно разбить на три этапа: a1 = 0, C0 6= 0, a1 6= 0, C0 = 0 и
a1 6= 0, C0 6= 0. Во всех случаях будем использовать критерии интегрируемости для
уравнения типа Льенара, предложенные в работе [7]. Первый из них основан на ис-
следовании связи между уравнениями типа Льенара и уравнением, общее решение
которого выражается через одну их эллиптических функций Якоби. Второй кри-
терий, рассмотренный в работе [7], основан на линеаризации уравнения Льенара с
помощью преобразований (3). Случай линеаризуемых уравнений рассмотрен также
в работе [11].

Исследуем вопрос о линеаризации уравнения (1) с помощью преобразований (3).
Сначала остановимся на случае a1 = 0. Используя теорему 2 из работы [7], получим,
что уравнение (1) может быть линеаризовано с помощью преобразований (3) при
k = 1 −m, l = −m. Действительно, принимая во внимание данные ограничения и
используя преобразования

F = −y + a3
a2
, dζ = C0y

−mdz, (13)

из (1) получим
wζζ + wζ −

a2
C2

0

w = 0. (14)

Используя общее решение уравнения (14) и преобразования (13), находим общее
решение уравнения (1) при a1 = 0, k = 1−m и l = −m:

y =
a3
a2
− e−ζ/2

[
C1 exp

{√
C2

0 + 4a2
2C0

ζ

}
+ C2 exp

{
−
√
C2

0 + 4a2
2C0

ζ

}]
,

z = C0

∫
ymdζ,

(15)

где C1, C2 — произвольные постоянные. Отметим, что при a2 < −C2
0/4 для того, что-

бы получить действительное решение, в формуле (15) необходимо взять линейную
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комбинацию действительной и мнимой части от выражения, стоящего в квадратных
скобках.

Рассмотрим случай a1 6= 0, C0 = 0. Используя теорему 2 из работы [7], получим,
что уравнение (1) может быть линеаризовано с помощью преобразований (3) при k =
2(n−m)+1, l = n−2m. Действительно, принимая во внимание данные ограничения
и используя преобразования

F =
1

n+ 1

(
yn+1 − a3

a2

)
, dζ = yn−mdz, (16)

из (1) получим
wζζ + a1wζ − a2(n+ 1)w = 0. (17)

Используя общее решение уравнения (17) и преобразования (16), находим общее
решение уравнения (1) при C0 = 0, k = 2(n−m) + 1, l = n− 2m:

y =

[
(n+ 1)e−

a1
2
ζ

(
C3 exp

{√
a21 + 4a2(n+ 1)

2
ζ

}
+ C4 exp

{
−
√
a21 + 4a2(n+ 1)

2
ζ

})]
,

z =

∫
ym−ndζ,

(18)
где C3, C4 — произвольные постоянные. Отметим, что при a2 < −a21/(4(n + 1))
действительное решение выделяется аналогично случаю решения (15).

Рассмотрим случай a1 6= 0 и C0 6= 0. Тогда линеаризация с помощью преобра-
зований (3) возможна только при n = 0 и n = −2. Случай n = 0 сводится к уже
рассмотренному случаю a1 = 0. Следовательно, необходимо рассмотреть случай
n = −2. Тогда с помощью преобразований

F = −C0y +
a1
y
, dζ = y−m(a1y

−2 + C0)dz (19)

уравнение (1) при n = −2, k = −m− 3, l = −m+ 1, a3 = C2
0a2/a

2
1 сводится к

wζζ + wζ +
a2
a21
w = 0. (20)

Принимая во внимание общее решение (20), находим общее решение уравнения (1)
при n = −2, k = −m− 3, l = −m+ 1, a3 = C2

0a2/a
2
1:

y = −w ±
√
w2 + 4C0a1
2C0

, w = e−
ζ
2

[
C5 exp

{√
a21 − 4a2
2a1

ζ

}
+ C6 exp

{
−
√
a21 − 4a2
2a1

ζ

}]
,

dz =
ym+2

a1 + C0y2
dζ,

(21)
где C5, C6 — произвольные постоянные. Действительное решение при a2 > a21/4 вы-
деляется аналогично предыдущим двум случаям. График решения (21) для неко-
торых значений параметров представлен на рис. 1.

Теперь воспользуемся другим критерием интегрируемости, найденным в рабо-
те [7]. Можно показать, что уравнение (1) удовлетворяет этому критерию лишь в



314
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 23, №3 (2016)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 23, No 3 (2016)

a b c

Рис. 1. Точное решение (21) уравнения (1), соответствующее следующим значениям
параметров: a) a1 = a2 = 1, C0 = 2, C5 = −3, C6 = −1, m = 2; b) a1 = 1, a2 = 10,
C0 = 5, C5 = C6 = 1, m = 2; c) a1 = 0.1, a2 = 1, C0 = 3, C5 = 1,C6 = −4, m = 2

случаях a1 = 0, C1 6= 0 и a1 6= 0, C1 = 0. Рассмотрим первый из этих случаев,
при этом без ограничения общности в обоих случаях заменим a2 на −a2 в (1). Тогда
можно показать, что уравнение (1) при k = 3−m, l = 1−m и a3 = 2C2

0/9 с помощью
преобразований

w =
3
√
a2

C0

y, dζ =
C0

3
y−mdz, (22)

сводится к уравнению
wζζ + 3wζ + w3 + 2w = 0. (23)

Используя (22) и общее решение уравнения (23) (см. [7]), приходим к общему реше-
нию уравнения (1) при k = 3−m, l = 1−m и a3 = 2C2

0/9:

y =
C0

3
√
a2
e−(ζ+ζ0)cn{e−(ζ+ζ0) − C7, 1/

√
2}, z =

3

C0

∫
ymdζ, (24)

где cn — эллиптический синус, ζ0, C7 — произвольные постоянные.
Рассмотрим случай C0 = 0. Тогда при k = 4n − m + 3, l = 2n − m + 1 и a3 =

2a21/(9(n+ 1)) уравнение (1) с помощью преобразований

w =
3
√
a1(n+ 1)

a1
yn+1, dζ =

a1
3
yn−mdz, (25)

можно преобразовать к уравнению (23). Используя общее решение уравнения (23) и
преобразования (25), находим общее решение (1) при k = 4n−m+3, l = 2n−m+1
и a3 = 2a21/(9(n+ 1))

y =

[
a1

3
√
a2(n+ 1)

e−(ζ+ζ0)cn{e−(ζ+ζ0) − C8, 1/
√
2}

] 1
n+1

, z =
3

a1

∫
ym−ndζ, (26)

где ζ0, C8 — произвольные постоянные.
В данном разделе показано, что общее решение уравнения (1) при a21 + C2

0 6= 0
может быть найдено при некоторых ограничениях на его параметры. Рассмотрено
пять различных случаев, и для каждого из них найдено общее решение (1), выра-
женное либо через показательные, либо через эллиптические функции.
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3. Заключение

В работе рассмотрено семейство нелинейных дифференциальных уравнений, яв-
ляющееся редукцией к переменным бегущей волны для нелинейного уравнения
конвекции–диффузии с полиномиальным источниками. Показано, что в стационар-
ном случае без учета конвекции для данного уравнения общее решение можно по-
строить без ограничений на его параметры. В общем случае найдены ограничения
на параметры уравнения (1), при котором возможно построить его общее решение.
Во всех случаях найдены соответствующие формулы для решений, выраженные
через показательные и эллиптические функции.
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Abstract. Nonlinear convection–diffusion equations are widely used for the description of various
processes and phenomena in physics, mechanics and biology. In this work we consider a family of
nonlinear ordinary differential equations which is a traveling wave reduction of a nonlinear convection–
diffusion equation with a polynomial source. We study a question about integrability of this family of
nonlinear ordinary differential equations. We consider both stationary and non–stationary cases of this
equation with and without convection. In order to construct general analytical solutions of equations
from this family we use an approach based on nonlocal transformations which generalize the Sundman
transformations. We show that in the stationary case without convection the general analytical solution
of the considered family of equations can be constructed without any constraints on its parameters and
can be expressed via the Weierstrass elliptic function. Since in the general case this solution has a
cumbersome form we find some correlations on the parameters which allow us to construct the general
solution in the explicit form. We show that in the non–stationary case both with and without convection
we can find a general analytical solution of the considered equation only imposing some correlation on
the parameters. To this aim we use criteria for the integrability of the Lienard equation which have
recently been obtained. We find explicit expressions in terms of exponential and elliptic functions for
the corresponding analytical solutions.
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