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Аннотация. В работе рассматриваются некоторые сингулярно возмущённые задачи в слу-
чае пересечения корней вырожденного уравнения (этот случай называют также случаем «смены
устойчивости»). Такие задачи нередко встречаются в качестве моделей химической кинетики. Име-
ется уже немало работ, в которых устанавливается существование и асимптотическое поведение
решений задач рассматриваемого класса. Типичное решение вследствие смены устойчивости при-
ближается к негладкому (но непрерывному) составному корню вырожденного уравнения по мере
уменьшения параметра возмущения. При этом в ряде задач регулярная компонента возмущения
доминирует над сингулярной, что требует дополнительного условия на регулярную компоненту,
обеспечивающего устойчивость составного корня в окрестности точки пересечения. Замена это-
го условия на противоположное приводит к отсутствию или разрушению решения задачи при
достаточно малом значении параметра возмущения. В работе доказываются некоторые результа-
ты такого рода с применением метода нелинейной ёмкости и обсуждается их роль в разработке
вычислительных алгоритмов для рассматриваемого класса задач.
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Введение

В работе [1] рассматривалась задача Неймана для сингулярно возмущённого эллип-
тического уравнения следующего вида:

ε2p∆u = f(u, x, ε), x ∈ Ω,
∂u

∂n
(x, ε) = 0, x ∈ ∂Ω.

(1)
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Здесь ε > 0 — малый параметр, Ω — ограниченная область в RN , N ≥ 1, n —
внутренняя нормаль к ∂Ω. Правая часть f(u, x, ε) и граница ∂Ω (при N > 1) пред-
полагаются достаточно гладкими.

Целью работы являлось доказательство существования и изучение асимптоти-
ческого поведения решения задачи (1) при ε → 0 в случае p > 3/4. Сформулируем
условия, при которых проводилось исследование.

Условие A1. Пусть вырожденное уравнение

f(u, x, 0) = 0 (2)

имеет непрерывный при x ∈ Ω корень u = ϕ(x), причём существует множество
Γ ⊆ Ω, такое, что

fu(ϕ(x), x, 0) > 0, x ∈ Ω \ Γ,
fu(ϕ(x), x, 0) = 0, x ∈ Γ.

Ввиду непрерывности функции fu(ϕ(x), x, 0) множество Γ является замкнутым.

Условие A2. |ϕ(x) − ϕ(ξ)| ≤ L ||x − ξ||N при x, ξ ∈ Ω для некоторой постоянной
L > 0, что означает липшицевость ϕ (здесь || · ||N — евклидова длина в RN).

Условие A3. fuu(ϕ(x), x, 0) > 0 при x ∈ Γ.

Условие A4. fε(ϕ(x), x, 0) < 0 при x ∈ Γ.

В работе [1] показано, что если выполнены условия A1–A4, то при достаточно
малых ε > 0 задача (1) имеет решение u(x, ε), для которого справедливо следующее
асимптотическое представление:

u(x, ε) = ϕ(x) + Φ(x, ε), (3)

где Φ(x, ε) = O(ε1/2) в некоторой окрестности Γ, Φ(x, ε) = O(εmin(p,1)) в некоторой
окрестности ∂Ω, но вне окрестности Γ, Φ(x, ε) = O(ε) в остальной части Ω. Ранее
аналогичный результат был получен в [2] для случая N = 1 и в [3] для случая N = 2
и множества Γ простой структуры типа замкнутой гладкой кривой без самопересе-
чений. Известно также [4], что решение задач рассматриваемого типа может быть
неединственным в асимптотически малой окрестности поверхности u = ϕ(x).

Условие A1 означает, что вне некоторой окрестности Γ корень ϕ является изоли-
рованным. Внутри этой окрестности, как следует из условий A1 и A3, уравнение (2)
имеет ещё один – и только один – корень, совпадающий с ϕ(x) при x ∈ Γ и меньший
ϕ(x) при остальных x. Например, такая ситуация возникает, когда уравнение (2)
имеет два гладких пересекающихся корня. Это не исключает возможности Γ = Ω,
когда ϕ является двукратным гладким корнем уравнения (2).

Случай пересечения корней вырожденного уравнения в теории сингулярных воз-
мущений часто называют случаем смены устойчивости [2], так как при движении
через множество (точку, кривую, поверхность, ...) пересечения каждый из корней
меняет тип устойчивости (устойчивый корень становится неустойчивым и наобо-
рот). Устойчивые ветви корней и образуют ϕ(x). При этом условия типа A3 и A4
связаны с необходимостью обеспечить устойчивость корня ϕ(x) в окрестности Γ,
поскольку классическое условие устойчивости fu(ϕ(x), x, 0) > 0 нарушается в этой
окрестности.
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1. Отсутствие решений эллиптической задачи
Условие A3 типично для квадратичной нелинейности, положительный знак fuu вы-
бран для определённости (в противном случае достаточно сделать замену v = −u).
Более интересна роль условия A4. Если заменить A4 на противоположное ему

Условие A5. fε(ϕ(x0), x0, 0) > 0 при некотором x0 ∈ Γ ∩ Ω,

то, как было показано в [2] на примере конкретного уравнения, решение (1) не может
иметь асимптотику вида (3) в окрестности точки x0, если вообще существует.

В общем случае существование решения (1), в частности, имеющего асимптотику
вида (3), зависит от наличия других корней у вырожденного уравнения и поведения
f(u, x, ε) при u→∞. Остановимся на случае N = 1 и Ω = (0, 1).

Условие A6. Пусть уравнение f(u, x0, 0) = 0 имеет единственный корень u =
ϕ(x0) и f(u, x, ε) ≥ c1(u − ϕ(x0))

2 + c2ε при u ∈ R, |x − x0| ≤ c3ε
1/2 и достаточно

малых ε, где ci > 0 — некоторые постоянные.

Введённое условие согласовано с условиями A1–A3 и A5 в том смысле, что оно
следует из них при |u − ϕ(x0)| ≤ c4 c некоторой постоянной c4 > 0. Например, A6
выполнено для f = (u− ϕ1(x))(u− ϕ2(x)) + εf1(x), где ϕ1(x0) = ϕ2(x0) и f1(x0) > 0.

Теорема 1. Пусть выполнены условия А1–А3, А5 и А6 и p > 3/4, тогда при
достаточно малых ε > 0 задача (1) не имеет решения.

Требование достаточной малости ε существенно для факта отсутствия решения
задачи (1). При этом результат имеет локальный характер и не зависит от типа
применяемых граничных условий.

Доказательство теоремы о несуществовании решения основано на методе нели-
нейной ёмкости, развитом в [5] для исследования отсутствия и разрушения глобаль-
ных решений нелинейных уравнений и неравенств в частных производных. В данной
работе этот метод впервые применяется для сингулярно возмущенного уравнения в
асимптотически малой окрестности точки (локально).

Допустим, что уравнение ε2puxx = f(u, x, ε) имеет классическое решение u(x, ε).
В силу A6 это решение при достаточно малых ε > 0 удовлетворяет неравенству

ε2puxx ≥ c1(u− ϕ(x0))
2 + c2ε при |x− x0| ≤ c3ε

1/2.

Сделав замену ξ = (x− x0)/(c3ε1/2) и v(ξ, ε) = (u(x, ε)− ϕ(x0))/ε
1/2 в этом неравен-

стве, получим для функции v неравенство

c−23 ε2p−3/2vξξ ≥ c1v
2 + c2 при |ξ| ≤ 1. (4)

Возьмём гладкую функцию ψ(ξ), такую, что ψ(ξ) > 0 при |ξ| < 1 и ψ(n)(±1) = 0
при n = 0, 1, 2, 3. Например, возьмём ψ(ξ) = (1−ξ2)4. Далее умножим обе части диф-
ференциального неравенства (4) на ψ и проинтегрируем по ξ ∈ [−1, 1], перебросив
производные с v на ψ интегрированием по частям:

Iε(v) :=

1∫
−1

c−23 ε2p−3/2v(ξ, ε)ψ′′(ξ) dξ ≥
1∫

−1

c1v
2(ξ, ε)ψ(ξ) dξ +

1∫
−1

c2ψ(ξ) dξ. (5)
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Оценим Iε(v) при помощи неравенства Юнга с параметром s:

ab ≤ s

2
a2 +

1

2s
b2,

положив a = v, b = c−23 ε2p−3/2ψ′′ и s = 2c1ψ. Имеем

Iε(v) ≤
1∫

−1

c1v
2(ξ, ε)ψ(ξ) dξ +

ε4p−3

4c1c43

1∫
−1

[ψ′′(ξ)]2

ψ(ξ)
dξ,

откуда с учётом (5) получаем

ε4p−3
1∫

−1

[ψ′′(ξ)]2

ψ(ξ)
dξ ≥ 4c1c2c

4
3

1∫
−1

ψ(ξ) dξ. (6)

В приведенных выкладках все подынтегральные выражения ограничены, так
что интегралы определены. Однако неравенство (6) не выполнено при p > 3/4 и
достаточно малых ε ввиду того, что входящие в (6) интегралы суть положительные
константы. Получаем противоречие с предположением о существовании решения
уравнения ε2puxx = f(u, x, ε). Следовательно, задача (1) не имеет решения. �

Величина infψ
∫ 1

−1[ψ
′′(ξ)]2/ψ(ξ) dξ при условии

∫ 1

−1 ψ(ξ) dξ = 1, ψ(ξ) > 0 на (−1, 1)

и ψ(n)(±1) = 0 при n = 0, 1, 2, 3, даёт наилучшую верхнюю оценку значений ε, при
которых решение задачи (1) отсутствует. Эту величину естественно называть нели-
нейной ёмкостью, индуцированной данной нелинейной задачей (см. [5]).

Полученные достаточные условия отсутствия решения дают основание считать
найденные ранее условия существования решения с асимптотикой вида (3) близки-
ми к необходимым. При этом условия существования и отсутствия решения имеют
следующий наглядный смысл.

При p > 3/4 регулярная часть возмущения εf1 := f(u, x, ε)− f(u, x, 0) в некото-
ром смысле доминирует над сингулярной ε2p∆u в окрестности точки x0. Это значит,
что при отыскании начальных членов асимптотики решения (1) в этой окрестности
вместо вырожденного уравнения (2) правильнее взять «полувырожденное» уравне-
ние f(u, x, ε) = 0, т.е. оставить регулярную часть возмущения. Условия A1, A3, A4
являются достаточными для существования у этого уравнения двух гладких изоли-
рованных корней, один из которых устойчив и переходит в ϕ(x) при ε→ 0, а другой
определен по крайней мере в некоторой окрестности Γ, располагаясь ниже первого,
но неустойчив и в рассмотрении не участвует. С другой стороны, из условий A1, A3,
A5 и A6 следует, что в некоторой асимптотической окрестности точки (ϕ(x0), x0, 0)
уравнение f(u, x, ε) = 0 не имеет никаких (тем более устойчивых) корней.

2. Разрушение решения параболической задачи
Краевую задачу (1) можно рассматривать как стационарную для следующей начально-
краевой задачи для параболического уравнения:

−ut + ε2p∆u = f(u, x, ε), x ∈ Ω, t > 0,
∂u

∂n
(t, x, ε) = 0, x ∈ ∂Ω,

u(0, x, ε) = u0(x), x ∈ Ω.

(7)
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В работе [6] для случая N = 1 получены достаточные условия на u0, гаранти-
рующие глобальное существование решения задачи (7) при условиях A1–A4 и пре-
дельный переход этого решения при t → +∞ к стационарному решению с асимп-
тотикой (3). Представляет интерес исследовать поведение решения задачи (7) в
случае, когда соответствующая ей стационарная задача не имеет решения. Как и в
предыдущем разделе, остановимся на случае N = 1 и Ω = (0, 1).

Теорема 2. Пусть выполнены условия А1–А3, А5 и А6 и p > 3/4, тогда при доста-
точно малых ε > 0 задача (7) не имеет глобального решения; решение существует
на промежутке 0 < t < Tε, где Tε = O(ε−1/2) — время разрушения.

Доказательство теоремы о разрушении решения основано на методе нелиней-
ной параболической ёмкости [5].

Допустим, что уравнение −ut+ε2puxx = f(u, x, ε) имеет глобальное классическое
решение u(t, x, ε). В силу A6 это решение при достаточно малых ε > 0 удовлетворяет
неравенству

−ut + ε2puxx ≥ c1(u− ϕ(x0))
2 + c2ε при |x− x0| ≤ c3ε

1/2 и t > 0.

Сделав замену ξ = (x− x0)/(c3ε1/2), τ = aε1/2t и v(τ, ξ, ε) = (u(t, x, ε)− ϕ(x0))/ε
1/2 в

этом неравенстве с параметром a > 0, получим для функции v неравенство

− avτ + c−23 ε2p−3/2vξξ ≥ c1v
2 + c2 при |ξ| ≤ 1 и 0 < τ ≤ 1. (8)

Умножим обе части дифференциального неравенства (8) на функцию χ(τ)ψ(ξ),
где χ(τ) = τ 2(1− τ)2 и ψ(ξ) = (1− ξ2)4, и проинтегрируем по (τ, ξ) ∈ [0, 1]× [−1, 1],
перебросив производные с v на χψ интегрированием по частям:

Jε(v) :=

1∫
0

1∫
−1

v(τ, ξ, ε)
[
aχ′(τ)ψ(ξ) + c−23 ε2p−3/2χ(τ)ψ′′(ξ)

]
dτdξ ≥

≥
1∫

0

1∫
−1

c1v
2(τ, ξ, ε)χ(τ)ψ(ξ) dτdξ +

1∫
0

1∫
−1

c2χ(τ)ψ(ξ) dτdξ.

(9)

Оценим Jε(v) при помощи неравенства Юнга с параметром s:

ab ≤ s

2
a2 +

1

2s
b2,

положив a = v, b = aχ′ψ + c−23 ε2p−3/2χψ′′ и s = 2c1χψ. Имеем

Jε(v) ≤
1∫

0

1∫
−1

c1v
2(τ, ξ, ε)χ(τ)ψ(ξ) dτdξ+

+
1

4c1

1∫
0

1∫
−1

[
aχ′(τ)ψ(ξ) + c−23 ε2p−3/2χ(τ)ψ′′(ξ)

]2
χ(τ)ψ(ξ)

dτdξ,
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откуда с учётом (9) получаем

1∫
0

1∫
−1

[
aχ′(τ)ψ(ξ) + c−23 ε2p−3/2χ(τ)ψ′′(ξ)

]2
χ(τ)ψ(ξ)

dτdξ ≥ 4c1c2

1∫
0

1∫
−1

χ(τ)ψ(ξ) dτdξ

или
a2C1 + ε4p−3C2 ≥ C3, (10)

где Ci > 0 — некоторые постоянные, зависящие только от χ, ψ и ci.
Неравенство (10) не выполнено при достаточно малых ε и a в случае p > 3/4. Это

противоречит предположению о существовании решения уравнения −ut + ε2puxx =
f(u, x, ε) при 0 < t ≤ (a2ε)−1/2, а уж тем более при всех t > 0. При этом решение
задачи (7) заведомо существует локально, а из полученного противоречия вытекает,
что оно разрушается за время Tε = O(ε−1/2). �

Покажем, что найденная асимптотическая оценка времени разрушения решения
задачи (7) является неулучшаемой. Рассмотрим случай f = u2 − x2 + 2ε и Ω =
(−1, 1), зададим однородные граничные условия и возьмём u0(x) = 1. Согласно
методу дифференциальных неравенств [7] решение данной задачи существует при
t ≤ (8ε)−1/2, так как при этих значениях t функции α(t, x, ε) = −4εt и β(t, x, ε) = 1
являются для задачи (7) упорядоченными нижним и верхним решениями. В самом
деле, при −1 ≤ x ≤ 1 и 0 ≤ t ≤ (8ε)−1/2 имеем:

−αt + ε2p∆α− f(α, x, ε) = 4ε− 16ε2t2 + x2 − 2ε ≥ 0,
−βt + ε2p∆β − f(β, x, ε) = −1 + x2 − 2ε ≤ 0,

αx(t,±1, ε) = βx(t,±1, ε) = 0, α(0, x, ε) ≤ u0(x) ≤ β(0, x, ε).

Следует отметить, что решение задачи (7) существует асимптотически долгое
время, несмотря на отсутствие решений соответствующей стационарной задачи.
Численные расчёты показывают, что до момента разрушения решение задачи (7)
большую часть времени оказывается близко к корню ϕ вырожденного уравнения.
Такое «квазистационарное» поведение решения задачи (7) — новое явление в рас-
сматриваемом классе задач, требующее отдельного изучения.

Заключение

Существование решения сингулярно возмущённой задачи в случае смены устой-
чивости зависит от определённого соотношения между регулярной и сингулярной
составляющими возмущения. Это может приводить к неверным результатам числен-
ных расчётов, когда малое возмущение конкурирует с численной неустойчивостью,
что следует учитывать при создании вычислительных алгоритмов для рассматри-
ваемого класса задач. При этом верхнюю границу значений малого параметра, для
которых гарантируется отсутствие решения, можно эффективно оценить при помо-
щи нелинейной ёмкости.
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Abstract. We consider some singular perturbation problems in the case where a degenerate equa-
tion has intersecting roots (this case is also referred to as ‘ the exchange of stabilities’). Such problems
often occur as models in chemical kinetics. There are lots of works that establish the existence and
asymptotic behavior of solutions to such problems. Due to exchange of stabilities, a typical solution
approaches the non-smooth (but continuous) composite root of the degenerate equation as the perturba-
tion parameter gets smaller. In a number of problems a regular part of the perturbative term dominates
the singular one, so an additional condition on the regular part is needed to improve the stability of a
composite root in the vicinity of the intersection point. Inversion of that condition results in a loss or
a blow-up of the solution for sufficiently small values of the perturbation parameter. We prove some
results of this kind by means of the nonlinear capacity argument and discuss their role in developing
numerical algorithms for the problems under consideration.

Keywords: small parameter, singular perturbation, non-isolated root, exchange of stabilities, nonex-
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