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Аннотация. В работе изучаются взаимоотношения между гипотезой Тэйта для дивизо-
ров на расслоенном многообразии над конечным полем и гипотезой Тэйта для дивизоров на
общем схемном слое при условии, что общий схемный слой имеет иррегулярность нуль. Пусть
π : X → C – сюръективный морфизм гладких проективных многообразий над конечным по-
лем Fq характеристики p, C – кривая, общий схемный слой морфизма π является гладким мно-
гообразием V над полем k = κ(C) рациональных функций кривой C, k – алгебраическое за-
мыкание поля k, ks – его сепарабельное замыкание, NS(V ) – группа Нерона – Севери клас-
сов дивизоров на многообразии V по модулю алгебраической эквивалентности, причем выпол-
нены следующие условия: H1(V ⊗ k,OV⊗ k) = 0, NS(V ) = NS(V ⊗ k). Если для простого чис-
ла l, не делящего Card([NS(V )]tors) и отличного от характеристики поля Fq, верно соотношение
NS(V ) ⊗ Ql →̃ [H2(V ⊗ ks,Ql(1))]Gal(ks/k) (другими словами, если верна гипотеза Тэйта для ди-
визоров на V ), то для любого простого числа l 6= char(Fq) гипотеза Тэйта верна для дивизоров
на X: NS(X)⊗Ql →̃ [H2(X ⊗ Fq,Ql(1))]Gal(Fq/Fq). В частности, из этого результата следует гипо-
теза Тэйта для дивизоров на арифметической модели K3 – поверхности над достаточно большим
глобальным полем конечной характеристики, отличной от 2.
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Введение

Пусть V – гладкое проективное многообразие над глобальным полем k = κ(C)

рациональных функций на гладкой проективной кривой C над конечным полем Fq
характеристики p. Предположим, что существует проективный плоский Fq-морфизм
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π : X → C, где X – регулярная схема, общий схемный слой π изоморфен V (мы
называем π : X → C арифметической моделью V ).

В работе доказано, что из гипотезы Тэйта для дивизоров на регулярном мно-
гообразии V над достаточно большим глобальным полем k следует гипотеза Тэйта
для дивизоров на X.

Автор благодарит С. Г. Танкеева за ценные советы.

Основные результаты

Предложение 1. [1, предложение 0.3] Пусть X – гладкое проективное многообра-
зие над конечным полем Fq. Если для простого числа l 6= char(Fq) верна гипотеза
Тэйта о дивизориальных циклах:

NS(X)⊗Z Ql = H2(X ⊗ Fq, Ql(1))
Gal(Fq/Fq)

,

то это соотношение верно для всех l 6= char(Fq).
Предложение 2. [2, предложение 4.3] Пусть X – гладкое проективное многооб-
разие над конечным полем Fq. Следующие утверждения эквивалентны:

a) NS(X)⊗Z Ql = H2(X ⊗ Fq, Ql(1))
Gal(Fq/Fq)

;

b) группа Br′(X)(l) конечна;
c) каноническое отображение Zl ⊗ PicX → H2(Xet, Zl(1)) биективно ;

d) порядок полюса дзета-функции Хассе – Вейля
Z(X, t) в точке t = q−1 равен рангу группы PicX.

В этой работе мы докажем следующий основной результат:
Теорема 1. Пусть π : X → C – сюръективный морфизм гладких проективных
многообразий над конечным полем Fq характеристики p, C – кривая, общий схем-
ный слой морфизма π является гладким многообразием V над полем k = κ(C),
H1(V ⊗ k,OV⊗ k) = 0, NS(V ) = NS(V ⊗ k). Если для простого числа l, не делящего
Card([NS(V )]tors) и отличного от характеристики поля Fq, верно соотношение

NS(V )⊗Ql →̃ [H2(V ⊗ ks,Ql(1))]
Gal(ks/k)

( другими словами, если верна гипотеза Тэйта для дивизоров на V ), то для любого
простого числа l 6= char(Fq) гипотеза Тэйта верна для дивизоров на X:

NS(X)⊗Ql →̃ [H2(X ⊗ Fq,Ql(1))]
Gal(Fq/Fq).

Доказательство. Будем обозначать через κ(y) поле вычетов точки y ∈ X.
Пусть iy : Specκ(y)→ X – каноническое вложение y ∈ X и

DivvertX =
⊕
y∈X\V

codimX (y)=1

iy∗Z
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– пучок вертикальных дивизоров Картье. Существует точная последовательность
пучков (в этальной топологии схемы X)

0→ Gm,X → h∗Gm,V → DivvertX → 0, (1)

где h : V ↪→ X – вложение общего схемного слоя морфизма π [3, последняя формула
на с. 637].

Мы имеем

DivX =
⊕
y∈X

codimX (y)=1

iy∗Z =

 ⊕
y∈V

codimX (y)=1

iy∗Z

⊕
DivvertX .

Хорошо известно, что H1(X,DivX) = 0 [4, гл. 3, § 2, пример 2.22]. Следовательно,
H1(X,DivvertX ) = 0. Значит, (1) даёт точную последовательность

0→ H2(X,Gm)→ H2(X, h∗Gm,V )→ H2(X,DivvertX )

→ H3(X,Gm)→ H3(X, h∗Gm,V )→ H3(X,DivvertX ).
(2)

Спектральная последовательность Лере

Ep,q
2 = Hp(X,Rqh∗Gm,V )⇒ Hp+q(V,Gm,V )

даёт точную последовательность

0→ E1,0
2 → E1 → E0,1

2

d0,12−→ E2,0
2 → E2

1 → E1,1
2 → E3,0

2 ,

где E2
1 = Ker[E2 → E0,2

2 ] [4, приложение B]. Следовательно, мы имеем точную
последовательность

0→ H1(X, h∗Gm,V )→ H1(V,Gm,V )

→ H0(X,R1h∗Gm,V )
d0,12−→ H2(X, h∗Gm,V )

→ Ker[H2(V,Gm,V )→ H0(X,R2h∗Gm,V )]

→ H1(X,R1h∗Gm,V ).

(3)

С другой стороны, R1h∗Gm,V = 0 в силу аргументов п. (b) доказательства леммы
4.4.1 в [3]. Поэтому (3) даёт изоморфизм

H2(X, h∗Gm,V ) →̃ Ker[Br′(V )→ H0(X,R2h∗Gm,V )]

и (2) даёт точную последовательность

0→ Br′(X)→ Ker[Br′(V )→ H0(X,R2h∗Gm,V )]→ H2(X,DivvertX ). (4)

В дальнейшем мы обозначаем через η общую схемную точку кривой C и через
κ(y)s сепарабельное замыкание поля вычетов κ(y) в алгебраическом замыкании κ(y).
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Существует каноническое отображение Br(k)→ Br′(V ), индуцированное структур-
ным морфизмом V → Spec k. С другой стороны, существует каноническая точная
последовательность

0→ Br(C)→ Br(k)→
⊕
v∈C
v 6=η

Homcont(Gal(κ(v)s/κ(v)),Q/Z)

→ H3(C,Gm)→ H3(Spec(k),Gm)

[4, гл. III, § 2, пример 2.22(а)], где Homcont обозначает группу непрерывных гомомор-
физмов. В нашем случае C – полная гладкая алгебраическая кривая над конечным
полем Fq, поэтому Br(C) = 0 и H3(C,Gm) = Q/Z [4, гл. III, § 2, пример 2.22(g)]. Мы
приходим к хорошо известной точной последовательности глобальной теории полей
классов

0→ Br(k)→
⊕
v∈C
v 6=η

Homcont(Gal(κ(v)s/κ(v)),Q/Z)→ Q/Z. (5)

Для замкнутой точки v ∈ C рассмотрим каноническое вложение iv : Specκ(v) ↪→
C. Спектральная последовательность Лере

Ep,q
2 = Hp(C,Rqiv∗Z)→ Hp+q(Specκ(v),Z)

дает точную последовательность

0→ E1,0
2 → E1 → E0,1

2

d0,12−→ E2,0
2 → E2

1 → E1,1
2 ,

где E2
1 = Ker[E2 → E0,2

2 ] [4, приложение B]; следовательно, мы имеем точную по-
следовательность

0→ H1(C, iv∗Z)→ H1(Specκ(v),Z)

→ H0(C,R1iv∗Z)
d0,12−→ H2(C, iv∗Z)

→ Ker[H2(Specκ(v),Z)→ H0(C,R2iv∗Z)]
→ H1(C,R1iv∗Z).

(6)

Хорошо известно, что Rqiv∗Z = 0 для всех q > 0 [4, гл. III, § 2, пример 2.22(а)];
поэтому (6) даёт изоморфизм

H2(C, iv∗Z) →̃ H2(Specκ(v),Z).

С другой стороны,

H2(Specκ(v),Z) →̃ Homcont(Gal(κ(v)s/κ(v)),Q/Z)

[4, гл. III, § 2, пример 2.22]. Следовательно,
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H2(C,DivC)
def
= H2

C,⊕
v∈C
v 6=η

iv∗Z


=

⊕
v∈C
v 6=η

H2(C, iv∗Z)

=
⊕
v∈C
v 6=η

Homcont(Gal(κ(v)s/κ(v)),Q/Z)

[4, гл. III, § 2, пример 2.22(а)]. Поэтому (5) даёт точную последовательность

0→ Br(k)→ H2(C,DivC). (7)

С другой стороны, имеется канонический морфизм

π∗ : H∗(C,DivC)→ H∗(X, π∗(DivC)).

Каноническое вложение π∗(DivC) ↪→ DivvertX даёт каноническое отображение

H2(X, π∗(DivC))→ H2(X,DivvertX ).

Следовательно, имеются канонические морфизмы

ϕ : Br(k)→ Br′(V ), (8)

H2(C,DivC)→ H2(X,DivvertX ). (9)

Пусть B = Ker[Br′(V ) → H0(X,R2h∗Gm,V )]. Очевидно, что (4), (7) – (9) дают
коммутативную диаграмму с точными строками

0 −→ Br′(X) −→ B −→ H2(X,DivvertX )

↑ ϕ ↑ ↑
0 −→ Br(k) ∩ ϕ−1(B) −→ H2(C,DivC)

(10)

По условию теоремы 1 для простого числа l, не делящего Card([NS(V )]tors) и
отличного от характеристики поля Fq, верна гипотеза Тэйта для дивизоров на V

NS(V )⊗Ql →̃ [H2(V ⊗ ks,Ql(1))]
Gal(ks/k).

Поэтому в силу [5, теорема 2.2] группа Br′(V ⊗k ks)Gal(ks/k)(l) конечна.
Хорошо известно, что спектральная последовательность Хохшильда–Серра

Hp(Gal(ks/k), Hq
ét(V ⊗k ks,Gm)) =⇒ Hp+q

ét (V,Gm)

даёт точную последовательность

0→ E1,0
2 → E1 → E0,1

2

d0,12−→ E2,0
2 → E2

1 → E1,1
2 → E3,0

2 ,
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где E2
1 = Ker[E2 → E0,2

2 ]; очевидно, что эта последовательность имеет вид

0→ Pic(V )→ Pic(V ⊗k ks)Gal(ks/k)

→ Br(k)→ Ker[Br′(V )→ Br′(V ⊗k ks)Gal(ks/k)]

→ H1(Gal(ks/k),Pic(V ⊗k ks))→ H3(Gal(ks/k),Gm).

Поэтому из конечности группы Br′(V ⊗k ks)Gal(ks/k)(l) и тривиальности группы
H1(Gal(ks/k),Pic(V ⊗k ks))(l) (так как l не делит порядок группы кручения в
Pic(V ⊗k ks)) следует, что группа [Br′(V )/ Im(Br(k)→ Br′(V ))](l) конечна.

Значит, группа

B/[ϕ(Br(k)) ∩B](l) = Coker[Br(k) ∩ ϕ−1(B)
ϕ−→ B](l)

конечная. Поэтому достаточно показать, что пересечение группы Br′(X)(l) с обра-
зом морфизма групп

[Br(k) ∩ ϕ−1(B)](l)
ϕ−→ B(l)

конечно. В силу коммутативности диаграммы (10) достаточно доказать конечность
ядра канонического отображения H2(C,DivC)→ H2(X,DivvertX ).

Очевидно, что ядро отображения H2(C,DivC)→ H2(X,DivvertX ) является прямой
суммой по всем замкнутым точкам v кривой C ядер отображений

π∗ : H2(Specκ(v),Z)→
⊕
D

H2(Specκ(D),Z), (11)

которые также можно записать в виде

Homcont(Gal(κ(v)/κ(v)),Q/Z)→
⊕
D

Homcont(Gal(κ(D)s/κ(D)),Q/Z).

Здесь D пробегает неприводимые компоненты слоя морфизма X → C над точкой v,
поле κ(D)s является сепарабельным замыканием поля κ(D) рациональных функций
на D.

Пусть κD – целое замыкание κ(v) в поле κ(D). Тогда κ(v) ⊂ κ(D) – такое расши-
рение полей, что многообразие D является геометрически целым над κD. Мы имеем
композицию канонических морфизмов полей

κ(D) = κD(D)← κD ← κ(v),

индуцирующую композицию отображений

H2(Specκ(v),Z)→ H2(SpecκD,Z)→ H2(SpecκD(D),Z) = H2(Specκ(D),Z).

Очевидно, что композиция

H2(Specκ(v),Z) π∗−→
⊕
D

H2(Specκ(D),Z)→ H2(Specκ(D),Z) (12)

отображения π∗ в (11) и канонической проекции⊕
D

H2(Specκ(D),Z)→ H2(Specκ(D),Z)
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является композицией канонических отображений

H2(Specκ(v),Z)→ H2(SpecκD,Z)→ H2(SpecκD(D),Z) = H2(Specκ(D),Z)

x 7→multπ−1(v)(D)·x
−−−−−−−−−−−→ H2(Specκ(D),Z), (13)

где multπ−1(v)(D) – кратность подмногообразия D в слое Xv = π−1(v).
Пусть Fq – конечное поле порядка q и пусть W ↪→ PnFq – геометрически неприво-

димое проективное подмногообразие размерности r и степени d. Хорошо известный
результат Ленга и Вейля [6, теорема 1] показывает, что

|Card(W (Fq))− qr| ≤ (d− 1)(d− 2) qr−1/2 + c(n, d, r) qr−1

для константы c(n, d, r) > 0, зависящей только от n, d и r.
В силу оценки Ленга–Вейля и леммы Гензеля многообразие V имеет точки по-

чти во всех пополнениях глобального поля k. Другими словами, имеется такое ко-
нечное множество S замкнутых точек кривой C, что для всех v /∈ S морфизм
X → C, ограниченный на спектр локального кольца Ov, имеет сечение θ : SpecOv →
X ×C SpecOv. В силу следствия 2.2 в [7], точка θ(v) является регулярной точкой
схемного слоя π−1(v). Поэтому Oπ−1(v),θ(v) – регулярное локальное кольцо и слой
π−1(v) аналитически неприводим в точке θ(v) [8, гл. 11, замечание 1 к предложению
11.24]; в частности, θ(SpecOv) пересекает одну неприводимую компоненту схемно-
го слоя π−1(v) (то, что сечение на регулярной модели пересекает в точности одну
неприводимую компоненту кратности 1 слоя, доказано также в [9, лемма 1.1, b]).
Поэтому любой вертикальный дивизор Картье D с носителем в слое π−1(v) может
быть единственным образом записан в виде

D = n0 · π−1(v) +
∑
i

ni ·Di,

где nj ∈ Z и Di – такие неприводимые компоненты слоя π−1(v), что выполнено
равенство Di ∩ θ(SpecOv) = ∅. Следовательно, получаем разложение пучков

DivvertX×CSpecOv = π∗(DivSpecOv)⊕

 ⊕
y∈X×CSpecOv\V, codimX×CSpecOv (y)=1,

{y}∩ θ(SpecOv)=∅

iy∗Z

 . (14)

Соотношение π ◦ θ = idSpecOv показывает, что композиция

H∗(SpecOv,DivSpecOv)
π∗−→ H∗(X ×C SpecOv, π∗(DivSpecOv))
θ∗−→ H∗(SpecOv,DivSpecOv)

является тождественным отображением. Поэтому мы получаем вложение

H2(SpecOv,DivSpecOv)
π∗

↪→ H2(X ×C SpecOv, π∗(DivSpecOv)).
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С другой стороны, разложение (14) даёт вложение

H2(X ×C SpecOv, π∗(DivSpecOv)) ↪→ H2(X ×C SpecOv,DivvertX×CSpecOv)).

Следовательно, для v /∈ S ядро отображения (11) тривиально.
Остаётся доказать, что для v ∈ S ядро композиции (12) конечно.
Для начала заметим, что отображение H2(SpecκD,Z)→ H2(Specκ(D),Z) в ком-

позиции (13) инъективно. Действительно, это отображение совпадает с отображе-
нием

H1(Gal(κD/κD),Q/Z)→ H1(Gal(κ(D)s/κ(D)),Q/Z).

Оно инъективно, потому что κ(D) и любое алгебраическое замыкание поля κD ли-
нейно разделены, так что имеется канонический изоморфизм [10, гл. V, § 10, п. 4,
теорема 1]

Gal(κD/κD) →̃ Gal(κD(D)/κ(D));

остаётся использовать каноническую последовательность инфляции – ограничения
[11, гл. IV, § 5, предложение 5.1]

0→ H1(Gal(κD(D)/κ(D)),Q/Z) inf−→ H1(Gal(κ(D)s/κ(D)),Q/Z)
res−→ H1(Gal(κ(D)s/κD(D)),Q/Z).

Следовательно, достаточно доказать конечность ядра композиции отображений

H2(Specκ(v),Z)→ H2(SpecκD,Z)
x 7→multπ−1(v)(D)·x
−−−−−−−−−−−→ H2(SpecκD,Z). (15)

Пусть d = [κD : κ(v)]. Поскольку композиция ограничения и коограничения явля-
ется умножением на d, то мы видим, что ядро композиции (15) содержится в ядре
умножения на multπ−1(v)(D) · d : Q/Z → Q/Z, которое, очевидно, конечно. Теорема
1 доказана.
Теорема 2. Пусть π : X → C – сюръективный морфизм гладких проективных
многообразий над конечным полем Fq нечетной характеристики p, общий схем-
ный слой которого является K3–поверхностью V над полем k = κ(C) рациональ-
ных функций кривой C. Предположим, что NS(V ) = NS(V ⊗ k). Тогда для любого
простого числа l 6= p

NS(X)⊗Ql →̃ [H2(X ⊗ Fq,Ql(1))]
Gal(Fq/Fq).

Действительно, для K3 – поверхности V верна гипотеза Тэйта для дивизоров
[12], поэтому теорема следует из предложений 1− 2 и теоремы 1.
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Abstract. We investigate interrelations between the Tate conjecture for divisors on a fibred

variety over a finite field and the Tate conjecture for divisors on the generic scheme fibre under the

condition that the generic scheme fibre has zero irregularity. Let π : X → C be a surjective morphism

of smooth projective varieties over a finite field Fq of characteristic p, C is a curve and the generic

scheme fibre of π is a smooth variety V over the field k = κ(C) of rational functions of the curve C,

k is an algebraic closure of the field k, ks is its separable closure, NS(V ) is the Néron - Severi group

of classes of divisors on the variety V modulo algebraic equivalence, and assume that the following

conditions hold: H1(V ⊗ k,OV⊗ k) = 0, NS(V ) = NS(V ⊗ k). If, for a prime number l not dividing

Card([NS(V )]tors) and different from the characteristic of the field Fq, the following relation holds

NS(V ) ⊗ Ql →̃ [H2(V ⊗ ks,Ql(1))]Gal(ks/k) (in other words, if the Tate conjecture for divisors on V
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holds), then for any prime number l 6= char(Fq) the Tate conjecture holds for divisors on X: NS(X)⊗
Ql →̃ [H2(X⊗Fq,Ql(1))]Gal(Fq/Fq). In particular, it follows from this result that the Tate conjecture for

divisors on an arithmetic model of a K 3 surface over a sufficiently large global field of finite characteristic

different from 2 holds as well.
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