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Аннотация. В данной работе рассматривается нелокальная динамика модели двух связанных
генераторов с запаздывающей обратной связью. Эта модель имеет вид системы двух дифферен-
циальных уравнений с запаздыванием. Функция обратной связи является нелинейной, финитной
и гладкой. Главным предположением в задаче является то, что связь между генераторами доста-
точно малая. Асимптотическими методами исследуется существование релаксационных периоди-
ческих решений данной системы. Для этого в фазовом пространстве исходной системы выделяет-
ся специальное множество. Затем находится асимптотика решений данной системы с начальными
условиями из этого множества. С помощью этой асимптотики строится специальное отображе-
ние, описывающее в главном динамику исходной задачи. Доказывается, что все решения данного
отображения являются негрубыми циклами периода два. В результате удается сформулировать
условия на параметр связи, при выполнении которых исходная система имеет двупараметрическое
семейство негрубых неоднородных релаксационных периодических асимптотических по невязке
решений.
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Введение
Рассмотрим дифференциальное уравнение с запаздыванием

u̇+ u = λF (u(t− T )). (1)

Здесь u — скалярная функция, параметр запаздывания T и коэффициент λ поло-
жительны, а F (u) — некоторая нелинейная функция. Предполагаем, что функция
F (u) является финитной, то есть для некоторого p > 0 имеет место равенство

F (u) =

{
f(u), |u| < p,

0, |u| ≥ p.
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Уравнения такого вида возникают в электротехнике [1–3] и радиофизике [4, 5].
Будем предполагать, что параметр λ является достаточно большим:

λ� 1. (2)

B [6,7] было показано, что при условии невырожденности при всех достаточно боль-
ших λ > 0 (1) имеет одно или два устойчивых релаксационных периодических ре-
шения, и была найдена их асимптотика при λ→ +∞.

Рассмотрим систему из двух связанных уравнений вида (1) при условии (2).

u̇1 + u1 = λF (u1(t− T )) + γ(u2 − u1),
u̇2 + u2 = λF (u2(t− T )) + γ(u1 − u2),

(3)

где параметр связи γ положителен. Эта система, очевидно, имеет однородный (u1 ≡
u2) релаксационный цикл, однако его устойчивость или неустойчивость определя-
ется величиной параметра γ. В работе [8] было показано, что при некоторых усло-
виях на функцию f(u) при γ = γ1(lnλ)−1 (где γ1 > 0) при всех достаточно больших
λ > 0 структура аттракторов (3) определяется аттракторами специальных одномер-
ных отображений. Приведены соответствующие формулы для таких отображений
и построена асимптотика решений (3). Также было доказано, что для каждого до-
статочно большого значения λ > 0 существует γ∗1 > 0 такое, что при всех γ1 > γ∗1
однородное периодическое релаксационные решение (3) будет устойчивым.

В данной работе исследуется нелокальная динамика системы (3) при условии

γ = γ1λ
−α, γ1 > 0, 1/2 < α < 1. (4)

Также предполагается, что функция f(u) гладкая и удовлетворяет условиям
uf(u) > 0, 0 < |u| < p,

f(−p) = f(0) = f(p) = 0,

f(u) = const1(p− u)2, 0 < p− u� 1,

f(u) = const2(p+ u)2, 0 < p+ u� 1.

(5)

1. Метод исследования

Мы изучаем нелокальную динамику системы (3) при условиях (2), (4), (5) с помо-
щью специального метода большого параметра [9, 10].

Опишем суть данного метода. В фазовом пространстве C[−T,0](R2) исходной си-
стемы выбираем множество S(x), зависящее от параметра x. Далее находим асимп-
тотику при λ→ +∞ всех решений u(t, φ, λ) = (u1(t, φ, λ), u2(t, φ, λ))T с начальными
условиями u(s, φ) = φ(s) из множества S(x). Доказываем, что существует значение
x̄ такое, что каждое решение u(t, φ, λ) через некоторое время t(φ, λ) принадлежит
множеству S(x̄): u(s + t(φ, λ), φ, λ) ∈ S(x̄). Это означает, что существует оператор
последования Π такой, что

Π(φ(s)) = u(s+ t(φ, λ), φ), и ΠS(x) ⊂ S(x̄).
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По асимптотике решений аналитически получаем зависимость x̄ от x в виде x̄ =
ψ(x) + o(1).

Пусть x1, x2, . . . , xk – цикл отображения x̄ = ψ(x), причем |ψ′(x1) · . . . ·ψ′(xk)| 6= 1.
Тогда для всех достаточно больших λ > 0 получаем Πk(x1) ∈ S(x1). Отсюда следует,
что оператор Πk имеет неподвижную точку. Следовательно, существует функция
φ∗(s) ∈ S(x1) такая, что Πk(φ∗(s)) = φ∗(s). Поэтому решение u(t, φ∗, λ) исходной
системы периодическое с периодом t(φ∗, λ)+ t(Π(φ∗), λ)+ . . .+ t(Πk−1(φ∗), λ). Данное
решение имеет ту же устойчивость, что и цикл x1, x2, . . . , xk отображения x̄ = ψ(x).

Данный метод применялся в работах [11–14].

2. Динамика системы (3) при условиях (2), (4), (5)
Для исследования асимптотики решений (3) применим схему из предыдущего раз-
дела. Определим множество S(x) ⊂ C[−T,0](R2) начальных условий. Введем обо-
значения. Пусть параметр k равен 1 или −1, параметр x 6= 0, причем kx > 0, а
для параметра β выполнено неравенство 0 < β < α. Фиксируем значения k, x, β.
Множество функций u1(t, β, x), u2(t, β, x), удовлетворяющих условиям

|u1| > p, |u2| > p, при t ∈ [−T, 0), (6)

u1|t=0 = kp, u2|t=0 = xpλβ, (7)

обозначим через S(x).
Тогда при t ∈ [0, T ] выполняются условия F (u1(t − T )) ≡ F (u2(t − T )) ≡ 0.

Следовательно, имеют место формулы

u1(t, β, x) = kp(1 + o(1)) exp(−t), u2(t, β, x) = xpλβ(1 + o(1)) exp(−t).

Заметим, что в силу того, что на отрезке t ∈ [0, T ] система (3) имеет вид системы
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, то при фиксирован-
ных значениях k0, x0, β0 все решения (3) с начальными условиями из класса S(x0)
совпадают при t ∈ [0, T ], и, следовательно, совпадают при всех t ≥ 0.

При t ∈ [T, 2T ] имеем

u1(t, β, x) = λ[g(t) + o(1)],

u2(t, β, x) = xpλβ(1 + o(1)) exp(−t) + γ1λ
1−α[g1(t) + o(1)],

где

g(t) =

t∫
T

exp(s− t)f(kp exp(T − s))ds, g1(t) =

t∫
T

exp(s− t)g(s)ds.

Отсюда получаем, что
u1(2T, β, x) = λ[g(2T ) + o(1)],

u2(2T, β, x) =


xpλβ exp(−2T )[1 + o(1)], при 1− α < β < α;

γ1λ
1−αg1(2T )[1 + o(1)], при 0 < β < 1− α;

λ1−α[xp exp(−2T ) + γ1g1(2T ) + o(1)], при β = 1− α.
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Из (5) следует, что при t ∈ [2T, 3T ] будут совпадать главные члены асимптотики
решений системы (3) и системы

u̇1 + u1 = γ1λ
−α(u2 − u1), u̇2 + u2 = γ1λ

−α(u1 − u2). (8)

Следовательно, при t ∈ [2T, 3T ] верны неравенства |u1(t, β, x)| > p и |u2(t, β, x)| > p.
Пусть ti (i = 1, 2) — первый момент времени такой, что ti > 2T и |ui(ti, β, x)| = p.
Обозначим t0 = min{t1, t2}, t̃ = t − 2T . Тогда при t ∈ [2T, t0] система (3) имеет вид
(8) и верны следующие асимптотические формулы:

u1(t, β, x) = λ[g(2T ) + o(1)] exp(−t̃),

u2(t, β, x) =


xpλβ exp(−2T )[1 + o(1)]e−t̃, при 1− α < β < α;

γ1λ
1−α(g1(2T ) + g(2T )t̃+ o(1))e−t̃, при 0 < β < 1− α;

λ1−α(xp exp(−2T ) + γ1(g1(2T ) + g(2T )t̃) + o(1)
)
e−t̃, при β = 1− α.

Из данных формул следует, что

t0 =

{
(β + o(1)) lnλ, при 1− α < β < α;

(1− α + o(1)) lnλ, при 0 < β ≤ 1− α.

В итоге при t = t0 приходим к равенствам

u2(t0, β, x) = kp, u1(t0, β, x) = x̄pλβ̄,

в которых с точностью до o(1)

β̄ =

{
1− β, при 1− α < β < α,

α, при 0 < β ≤ 1− α;
(9)

x̄ =


g(2T )

|x|pe−2T
, при 1− α < β < α,

k[γ1(1− α) lnλ]−1, при 0 < β ≤ 1− α.
(10)

Таким образом, при t = t0 ситуация вернулась к исходной (при t = 0) с заменой
u1 на u2, u2 на u1 и заменой параметров β и x соответственно на β̄ и x̄ согласно
формулам (9), (10).

При β из интервала (1 − α, α) получаем итерационный процесс по параметрам
β и x

βn+1 = 1− βn, xn+1 =
g(2T )

|xn|pe−2T
, n = 1, 2, . . . (11)

Из равенства (11) следует, что βn+2 = βn и xn+2 = xn. Таким образом, все ре-
шения отображения (11) являются негрубыми циклами периода 2. Для исходной
системы (3) при всех достаточно больших λ > 0 можно утверждать существо-
вание асимптотических по невязке семейств периодических решений с периодом
T0(λ) = (1 + o(1)) lnλ, у которых значения параметров β и x с точностью до o(1)
меняются по закону (11). Выводы о существовании точных периодических решений
и об их устойчивости сделать нельзя.
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Отметим, что каждая компонента негрубых асимптотических по невязке реше-
ний системы (3) один раз на периоде T0(λ) за короткий промежуток времени (по-
рядка O(1)) совершает скачок от величины порядка единицы до величины порядка
O(λ), а остальной промежуток времени убывает по экспоненциальному закону до
величины порядка единицы.

3. Выводы

Асимптотическими методами исследована нелокальная динамика системы из двух
связанных автогенераторов с нелинейной финитной запаздывающей обратной свя-
зью. Показано, что при условиях (4) и (5) при всех достаточно больших λ > 0
система (3) имеет двупараметрическое семейство негрубых неоднородных релакса-
ционных периодических асимптотических по невязке решений.
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Abstract. In this paper, we consider the nonlocal dynamics of the model of two coupled oscillators
with delayed feedback. This model has the form of a system of two differential equations with delay.
The feedback function is non-linear, finite and smooth. The main assumption in the problem is that
the coupling between the generators is sufficiently small. With the help of asymptotic methods we
investigate the existence of relaxation periodic solutions of a given system. For this purpose, a special
set is constructed in the phase space of the original system. Then we build an asymptotics of the solutions
of the given system with initial conditions from this set. Using this asymptotics, a special mapping is
constructed. Dynamics of this map describes the dynamics of the original problem in general. It is
proved that all solutions of this mapping are non-rough cycles of period two. As a result, we formulate
conditions for the coupling parameter such that the initial system has a two-parameter family of non-
rough inhomogeneous relaxation periodic asymptotic (with respect to the residual) solutions.
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