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Аннотация. В работе для одного класса слабо нелинейных систем с зависящими от состояния
коэффициентами рассматривается подход к построению нелинейного следящего управления по вы-
ходу на конечном интервале времени. Предложенный метод синтеза состоит из двух основных эта-
пов. Сначала с помощью ранее предложенного автором алгоритма на основе уравнений Риккати, с
зависящими от состояния коэффициентами (State Dependent Riccati Equation – SDRE), находится
нелинейный регулятор по состоянию. На втором этапе ставится задача построения наблюдателя
полного порядка, которая сводится к задаче дифференциальной игры. Вид её решения получен с
помощью принципа гарантированного управления, позволяющего относительно заданного функ-
ционала найти наилучшие коэффициенты наблюдателя при наихудшей реализации неопределен-
ностей. Однотипность полученных уравнений позволила для определения матрицы наблюдателя
использовать алгоритм решения из первого этапа. Особенностями предложенного подхода явля-
ются отсутствие принципа разделения задач синтеза управления и наблюдения, который имеет
место в линейных системах, поскольку матрица коэффициентов наблюдателя оказалась зависимой
от матрицы коэффициентов обратной связи, и использование численно-аналитических процедур
для определения этих матриц, что позволяет значительно снизить вычислительную сложность
алгоритма управления.
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Введение
В настоящее время для решения задач управления нелинейными системами при-
меняется множество подходов. Одним из перспективных является техника, осно-
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ванная на решении матричных уравнений Риккати для систем с коэффициентами
(SDRE), зависящими от состояния (см. обзоры [1, 2]). Её суть состоит в представле-
нии исходной системы в псевдолинейном виде, в котором матрицы системы и управ-
ления зависят от состояния. Закон управления имеет стандартный для линейно-
квадратичной задачи вид, однако для его реализации в процессе управления необ-
ходимо в каждый момент времени численно находить решение соответствующе-
го SDRE, что может наталкиваться на вычислительные ограничения. В работе [3]
на основе SDRE-техники был предложен подход для решения задачи слежения на
конечном интервале регулирования для слабо нелинейных полностью наблюдае-
мых систем. Поскольку отыскание точного решения в общем случае представляет-
ся достаточно трудоемкой с вычислительной точки зрения задачей, был предложен
численно-аналитический алгоритм приближенного синтеза, существенно снижаю-
щий вычислительную сложность по сравнению с распространенной SDRE-техникой.
Однако для применения подхода [3] необходимо построить соответствующий наблю-
датель, позволяющий получить оценку неизвестного состояния системы. Эта задача
сводится к задаче синтеза управления при неопределенности, для решения которой
используется минимаксный принцип из [4–6].

1. Синтез регулятора

Рассмотрим управляемую нелинейную систему вида

ẋ = A(x, µ)x+B(x, µ)u, y = Cx, x(t0) = x0,
A(x, µ) = A0 + µA1(x), B(x, µ) = B0 + µB1(x),

x ∈ X ⊂ Rn, y ∈ Y ⊂ Rm, u ∈ Rr, t ∈ [t0, t1] , 0 < µ ≤ µ0,
(1)

где x, y и u – векторы состояния, выхода и управления соответственно, µ0 – неко-
торое заданное достаточно малое положительное число, A0, B0 и С – известные
постоянные матрицы, A1(x) ∈ Rn×n, B1(x) ∈ Rn×r – известные матрицы с доста-
точно гладкими и ограниченными по аргументу x элементами, X и Y – некоторые
ограниченные множества, для любого непрерывного управления u(t) траектории
замкнутой системы (1) существуют, единственны и принадлежатХ на [t0, t1].

Пусть эталонное поведение системы (1) описывается решением дифференциаль-
ного уравнения

ẋr = Ar(xr, µ)xr, yr = Cxr, xr(t0) = x0r,
Ar(xr, µ) = Ar,0 + Ar,1(xr), xr ∈ X, yr ∈ Y, t ∈ [t0, t1],

где xr и yr – желаемые (эталонные) траектория системы и ее выход, Аr,0 – извест-
ная постоянная матрица, а Аr,1(xr) – известная матрица с достаточно гладкими
и ограниченными по аргументу xr элементами. Начальные состояния x0 и xr0 в об-
щем случае полагаются неизвестными. Если xr0 известно, то вся эталонная траекто-
рия фактически заранее известна. Этому случаю может соответствовать, например,
использование специального задающего устройства, начальное состояние которого
может выбираться.

Определим следующий функционал качества
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I(u) = 1
2
eT (t1)Fe(t1) + 1

2

∫ t1
t0

(
eTQ(y, yr, µ)e+ uTRu

)
dt→ min

u
,

Q(y, yr, µ) = Q0 + µQ1(y, yr), e = y − yr,
(2)

где заданные симметрические матрицы Q(y, yr, µ) ≥ 0, Q0 > 0, R > 0, F > 0 при
y, yr ∈ Y, 0 < µ ≤ µ0. Здесь и далее знаками >0 (≥0) обозначается положитель-
ная определенность (полуопределенность) соответствующей матрицы. Необходимо
найти такое непрерывное управление по выходу u(y, µ, t), которое обеспечивает
приближенное решение задачи (1)–(2).

Известно, что исходная задача (1)–(2) может быть представлена [7] в виде

˙̃x = Ã(x̃, µ)x̃+ B̃(x, µ)u, x̃(t0) = x̃0,

Ĩ(u) = 1
2
x̃T (t1)F̃ x̃(t1) + 1

2

∫ t1
t0

(
x̃T Q̃(ỹ, µ)x̃+ uTRu

)
dt→ min

u
,

(3)

где x̃ =

[
x
xr

]
∈ R2n, ỹ =

[
y
yr

]
∈ R2m – расширенные векторы состояния и

выхода,

Ã(x̃, µ) =

[
A(x, µ) 0

0 Ar(xr, µ)

]
∈ R2n×2n, B̃(x, µ) =

[
B(x, µ)

0

]
∈ R2n×r,

Q̃(ỹ, µ) =

[
CTQ(ỹ, µ)C −CTQ(ỹ, µ)C
−CTQ(ỹ, µ)C CTQ(ỹ, µ)C

]
∈ R2n×2n ≥ 0,

F̃ =

[
CTFC −CTFC
−CTFC CTFC

]
∈ R2n×2n ≥ 0,

нулевые блоки в матрицах Ã(x̃, µ) и B̃(x, µ) есть матрицы соответствующих размер-
ностей.

Зададим представления

Ã(x̃, µ) = Ã0 + µÃ1(x̃), B̃(x, µ) = B̃0 + µB̃1(x), Q̃(ỹ, µ) = Q̃0 + µQ̃1(ỹ),

Ã0 =

[
A0 0
0 Ar,0

]
, Ã1(x̃) =

[
A1(x) 0

0 Ar,1(xr)

]
, B̃0 =

[
B0

0

]
, B̃1(x) =

[
B1(x)

0

]
,

Q̃0 =

[
CTQ0C −CTQ0C
−CTQ0C CTQ0C

]
, Q̃1(ỹ) =

[
CTQ1(ỹ)C −CTQ1(ỹ)C
−CTQ1(ỹ)C CTQ1(ỹ)C

]
.

Введем следующие условия:

I. Траектории замкнутой системы (1) существуют, единственны и принадлежат Х
на [t0, t1] для любого непрерывного управления u(t), где X – некоторое огра-
ниченное множество пространства состояний; элементы матриц Ã1(x̃), B̃1(x)
ограниченные, непрерывные и достаточно гладкие при x, xr ∈ X; µ ∈ (0, µ0].

II. Тройка матриц
{
Ã0, B̃0, HP

}
, где HT

PHP = Q̃0, стабилизируема и наблюдаема.

III. Матрицы системы Ã0, Ã1(x̃), B̃0, B̃1(x) и симметрические матрицы критерия
R > 0, Q0 ≥ 0, Q1(y) ≥ 0, F > 0, а также µ0 > 0 таковы, что P̃0+µP̃1(x̃, t) > 0
при x, xr ∈ X, t ∈ [t0, t1), µ ∈ (0, µ0].

В работе [3] при условиях I–III для полностью наблюдаемой системы (вектор x
точно известен) предложено управление, приближенно решающее задачу (3), в виде
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u(x̃, µ, t) = −K(x̃, µ, t)x̃ = u0(x̃) + µu1(x̃, t, µ), (4)

где K(x̃, µ, t) = R−1(B̃0 + µB̃1(x̃))T (P̃0 + µP̃1(x̃, t)), u0(x̃) = −R−1B̃T
0 P̃0x̃ –

линейная часть, а нелинейную коррекцию формирует µu1(x̃, t, µ) =

= −µR−1
(
B̃T

1 (x̃)P̃0 + (B̃0 + µB̃1(x̃))T P̃1(x̃, t)
)
x̃. Согласно [3] при условиях I–III име-

ем следующий численно-аналитический алгоритм построения приближенного управ-
ления в задаче нелинейного слежения.

1. Находим u0(x̃) как u0(x̃) = −R−1B̃T
0 P̃0x̃ , где P̃0 – положительно определенное

решение уравнения P̃0Ã0 + ÃT0 P̃0 − P̃0B̃0R
−1
0 B̃T

0 P̃0 + Q̃0 = 0.

2. Находим P̃1(x̃, µ, t) с помощью

P̃1(x̃, µ, t) = eÃ
T
Pcl, 0(t1−t)MP e

ÃPcl,0(t1−t) +

∫ ∞
0

eÃ
T
Pcl, 0σDP (x̃)eÃPcl, 0σdσ, (5)

где DP (x̃) = P̃0

(
Ã1 − B̃1R

−1B̃T
0 P̃0

)
+
(
Ã1 − B̃1R

−1B̃T
0 P̃0

)T
P̃0 + Q̃1, ÃPcl,0 =

Ã0 − B̃0R
−1B̃T

0 P̃0, а матрица MP находится как

MP =
1

µ
(F̃ − P̃0)−

∫ ∞
0

eÃ
T
cl, 0σ DP (x̃(t1))|x(t1)=x(t) e

Ãcl, 0σdσ.

3. Определяем итоговое управление (4).

Сделаем несколько замечаний. Поскольку будущая траектория системы являет-
ся неизвестной, в предложенном алгоритме матрица DP (x̃(t1)) вычисляется в пред-
положении, что x̃(t) и x̃(t1) слабо отличаются вблизи t1, т.е. вместо x̃(t1) исполь-
зуется x̃(t). Если эталонная траектория известна заранее, то можно, предполагая
близость x (t1) к xr(t1), вычислить DP , используя x (t1) = xr(t1). «Жесткость» этих
двух предположений смягчается тем, что первый член в (5) в силу Reλ

(
ÃPcl, 0

)
< 0

существенен лишь в окрестности t1. Отметим, что алгоритм предлагает аналитиче-
скую формулу для неизвестной матрицы P̃1(x̃, t), зависящей от состояния системы,
что существенно снижает вычислительную сложность алгоритма управления.

Кроме того, отметим, что имеет место выражение

P̃ (x̃, t, µ) = P̃ 0 + µP̃1(x̃, t, µ) =

eÃ
T
Pcl, 0(t1−t)F̃ eÃPcl,0(t1−t) + P̃0 − eÃ

T
Pcl, 0(t1−t)P̃0e

ÃPcl,0(t1−t)+

µ
(∫∞

0
eÃ

T
Pcl, 0σD(x̃(t))eÃPcl, 0σdσ − eÃT

Pcl, 0(t1−t)
∫∞
0
eÃ

T
Pcl, 0σD (x̃(t)) eÃPcl, 0σdσeÃPcl,0(t1−t)

)
.

Таким образом, поскольку eÃ
T
Pcl, 0(t1−t)F̃ eÃPcl,0(t1−t)+ P̃0−eÃ

T
Pcl, 0(t1−t)P̃0e

ÃPcl,0(t1−t) >
0 при t ∈ [t0, t1), то условие III будет всегда выполнено при достаточно малом µ0.
Кроме того, для выполнения III достаточно, чтобы D (x̃(t)) > 0 при x, xr ∈ X, t ∈
[t0, t1).

Предложенный алгоритм может быть применен к задаче управления по выходу,
если построить соответствующий наблюдатель, определяющий в каждый момент
времени оценку неизвестного состояния x̃.
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2. Синтез наблюдателя
Составим уравнение наблюдателя состояния полного порядка [8]

˙̃χ = Ã(χ̃, µ)χ̃+ B̃(χ, µ)u+ ΓC̃(x̃− χ̃), χ̃(0) = χ̃0, (6)

где χ̃ =

[
χ
χr

]
∈ R2n – вектор оценки состояния x̃, т.е. χ – оценка x, а χr – оценка

xr, χ, χr ∈ X, C̃ =

[
C 0
0 C

]
∈ R2m×2n, а Γ ∈ R2n×2m – подлежащая определению

матрица коэффициентов наблюдателя. Вычитая (6) из первого уравнения системы
(3), получаем

˙̃x− ˙̃χ = Ã(x̃, µ)x̃− Ã(χ̃, µ)χ̃+ (B̃(x, µ)− B̃(χ, µ))u− ΓC̃(x̃− χ̃) =

(Ã0 − ΓC̃)(x̃− χ̃) + µ
(
Ã1(x̃)x̃− Ã1(χ̃)χ̃+ (B̃1(x)− B̃1(χ))u

)
.

Введем ошибку слежения ex = x̃− χ̃, тогда последнее уравнение можно перепи-
сать в виде

ėx = (Ã0 − ΓC̃)ex + µ
(
Ã1(x̃)x̃− Ã1(χ̃)χ̃+ (B̃1(x)− B̃1(χ))u

)
.

Подчеркнем, что x̃ и x здесь являются неизвестными. Рассмотрим неоднород-
ность, присутствующую при µ. С учетом того, что управление (4) будет строиться
на основе наблюдателя, справедливо u = −K(χ̃, µ, t)χ̃. Тогда имеем

Ã1(x̃)x̃− Ã1(χ̃)χ̃− (B̃1(x)− B̃1(χ))Kχ̃ =

Ã1(x̃)x̃− (Ã1(χ̃) + (B̃1(x)− B̃1(χ))K)χ̃+ (Ã1(χ̃) + (B̃1(x)− B̃1(χ))K)x̃−
(Ã1(χ̃) + (B̃1(x)− B̃1(χ))K)x̃ =

(Ã1(x̃)− Ã1(χ̃)− (B̃1(x)− B̃1(χ))K)x̃+ (Ã1(χ̃) + (B̃1(x)− B̃1(χ))K)ex =

(Ã1(χ̃)− B̃1(χ)K)ex + B̃1(x)Kex + (Ã1(x̃)− Ã1(χ̃)− (B̃1(x)− B̃1(χ))K)x̃ =

(Ã1(χ̃)− B̃1(χ)K)ex + l(x̃, χ̃, µ, t),

где l(x̃, χ̃, µ, t) = B̃1(x)K(χ̃, µ, t)ex+(Ã1(x̃)−Ã1(χ̃)−(B̃1(x)−B̃1(χ))K(χ̃, µ, t))x̃ ∈ R2n

– неизвестный вектор. Представим l в виде l(x̃, χ̃, µ, t) = L(χ̃, µ, t)ex, где L(χ̃, µ, t) ∈
R2n×2n – неизвестная матрица. Тогда уравнение динамики ошибки имеет вид

ėx = (Ã0 − ΓC̃ + µ(Ã1(χ̃)− B̃1(χ)K + L))ex =

(Ã0 − ΓC̃ + µ(Ãcl,1(χ̃, µ, t) + L))ex = W (χ̃, µ, t, L)ex,

гдеW (χ̃, µ, t, L) = Ã0−ΓC̃+µ(Ãcl,1(χ̃, µ, t)+L),Ãcl,1(χ̃, µ, t) = Ã1(χ̃)−B̃1(χ)K(χ̃, µ, t).
От полученной системы для ошибки перейдем к другой, обладающей при каж-

дом χ̃, µ, t,L теми же собственными значениями, а значит, в линейном приближении
эквивалентную исходной с точки зрения свойств устойчивости

ėx = W T (χ̃, µ, t, L)ex = (Ã0 − ΓC̃ + µ(Ãcl,1(χ̃, µ, t) + L))T ex =

(Ã0 + µÃcl,1(χ̃, µ, t))
T ex − C̃TΓT ex + µLT ex.

Таким образом, приходим к системе

ėx = ĀT (χ̃, µ, t)ex − C̃Tv + υ, (7)
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где ĀT (χ̃, µ, t) = ÃT0 + µÃTcl,1(χ̃, µ, t), а v(x̃, χ̃, µ, t) = ΓT ex ∈ R2m, υ(x̃, χ̃, µ, t) =
µLT ex ∈ R2n – новые управление и неизвестное возмущение.

Рассмотрим неопределенность υ(x̃, χ̃, µ, t) как управление противодействующего
игрока. Такая трактовка приводит к дифференциальной игре. Для её решения при-
меним принцип гарантированного управления [4–6], который приводит к отысканию
оптимального v(x̃, χ̃, µ, t) при наихудшей реализации υ с точки зрения функционала

Ie(v, υ) =
1
2
eTx (t1)Feex(t1) + 1

2

∫ t1
t0

(
eTxQe(χ̃, µ)ex + vTRvv − υTRυυ

)
dt→ min

v
max
υ

Qe(χ̃, µ) = Qe,0 + µQe,1(χ̃),

, (8)

где Fe ≥ 0, Qe,0 ≥ 0, Qe,1 ≥ 0, Rv > 0, Rυ > 0 – заданные весовые матрицы.

Определим условия

IV. Пара матриц
{
ĀT (χ̃, µ, t), C̃T

}
управляема при всех χ, χr ∈ X, µ ∈ (0, µ0],

t ∈ [t0, t1].

V. C̃TR−1v C̃ −R−1υ > 0.

По аналогии с работой [6], где интервал регулирования предполагается доста-
точно большим по сравнению со временем переходного процесса, при выполнении
IV–V законы управления и возмущения определяются как v = R−1v CN(χ̃, µ, t)ex,
υ = R−1υ N(χ̃, µ, t)ex, где N(χ̃, µ, t) – положительно определенное решение уравнения
SDRE

Ṅ +NĀT + ĀN −N
(
C̃TR−1v C̃ −R−1υ

)
N +Qe = 0, N(t1) = Fe, (9)

Из полученных соотношений следует, что

Γ(χ̃, µ, t) = N(χ̃, µ, t)C̃TR−1v ,
L(χ̃, µ, t) = 1

µ
N(χ̃, µ, t)R−1υ .

(10)

Основную трудность представляет решение дифференциального SDRE (9). Од-
нако можно заметить, что сформулированная выше задача (3) и задача (7)–(8)
имеют схожую структуру. Поэтому для приближенного решения (9) в задаче по-
строения наблюдателя можно применить уже изложенный выше алгоритм из [3],
использовавшийся для решения схожего SDRE в задаче синтеза управления. Для
этого введем условия

VI. Траектории замкнутой системы (7) на [t0, t1] существуют, единственны и χ, χr ∈
X для любых непрерывных v(t), υ(t); элементы матрицы Ā(χ̃, µ, t) ограничен-
ны, непрерывны и достаточно гладкие при χ, χr ∈ X,µ ∈ (0, µ0], t ∈ [t0, t1].

VII. Тройка матриц
{
ÃT0 , C̃

T , HN

}
, где HT

NHN = Qe,0, стабилизируема и наблюдае-
ма.
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VIII. Матрицы системы Ã0, Ãcl,1(χ̃, µ, t), C̃ и симметрические матрицы критерия Rv >
0, Rυ > 0, Qe,0 ≥ 0, Qe,1(χ̃) ≥ 0 , Fe ≥ 0, а также µ0 > 0 таковы, что
N0 + µN1(χ̃, µ, t) > 0 при χ, χr ∈ X, t ∈ [t0, t1), µ ∈ (0, µ0].

Таким образом, в соответствии с разделом 1 находится регулятор по состоянию.
Затем, при выполнении IV–VIII строится наблюдатель по следующей численно-
аналитической процедуре.

1. Находим N0 как положительно определенное решение уравнения

N0Ã
T
0 + Ã0N0 −N0

(
C̃TR−1v C̃ −R−1υ

)
N0 +Qe,0 = 0.

2. Находим N1(χ̃, µ, t) с помощью

N1(χ̃, µ, t) = eÃ
T
Ncl, 0(t1−t)MNe

ÃNcl,0(t1−t) +

∫ ∞
0

eÃ
T
Ncl, 0σDN(χ̃, µ, t)eÃNcl, 0σdσ,

где

MN = 1
µ
(Fe −N0)−

∫∞
0
eÃ

T
Ncl, 0σ DN (χ̃(t1), µ, t1)|χ̃(t1)=χ̃(t) e

ÃNcl, 0σdσ,

DN(χ̃, µ, t) = N0Ã
T
cl,1(χ̃, µ, t) + Ãcl,1(χ̃, µ, t)N0 +Qe,1(χ̃),

ÃNcl, 0 = ÃT0 −
(
C̃TR−1v C̃ −R−1υ

)
N0.

3. Определяем Γ(χ̃, µ, t) c помощью (10), считая N(χ̃, µ, t) = N0 + µN1(χ̃, µ, t).

4. Находим наблюдатель (6), задав начальное состояние χ̃0 произвольным обра-
зом.

Теперь мы можем применить найденное управление (4), используя в нем вместо
неизвестного вектора состояния x̃ его оценку χ̃.

Замечание 1. В отличие от линейных систем [9] в данном случае принцип раз-
деления задач синтеза управления и наблюдения полностью не выполняется, по-
скольку матрица коэффициентов наблюдателя Г зависит от матрицы коэффициен-
тов обратной связи K.

Замечание 2. Если известно начальное состояние x 0 или xr0, тогда при t ≥ t0
с помощью наблюдателя можно получить абсолютно точные оценки вектора x или
xr соответственно, задав χ0 = x 0 или χr0 = xr0. Eсли эталонная траектория xr из-
вестна заранее (что означает χr ≡ xr согласно замечанию выше), то можно, пред-
полагая близость x (t1) к xr(t1) и близость χ(t1) к χr(t1), вычислять DN , используя
χ(t1) = χr(t1) = xr(t1).

Замечание 3. Как в случае с условием III, условие VIII выполняется при до-
статочно малом µ0.
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Заключение

В данной статье рассмотрен подход к построению нелинейного управления по вы-
ходу для задачи слежения в слабо нелинейной системе. Построение наблюдателя
состояния основано на принципе гарантированного управления. Синтез управления
и наблюдателя приводит к необходимости рассмотрения подобных уравнений Рик-
кати, с зависящими от состояния коэффициентами, и для их решения применяется
один и тот же приближенный подход. Его основное достоинство – использование
аналитических выражений, которые существенно снижают вычислительные затра-
ты по сравнению с обычным методом, когда соответствующее уравнение Риккати
решается в процессе управления для каждого состояния системы.
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Abstract. In this paper, an approach to the construction of nonlinear output tracking control
on a finite time interval for a class of weakly nonlinear systems with state-dependent coefficients is
considered. The proposed method of control synthesis consists of two main stages. At the first stage,
a nonlinear state feedback regulator is constructed by using a previously proposed control algorithm
based on the State Dependent Riccati Equation (SDRE). At the second stage, the problem of full-
order observer construction is formulated and then it is reduced to the differential game problem. The
form of its solution is obtained with the help of the guaranteed (minimax) control principle, which
allows to find the best observer coefficients with respect to a given functional considering the worst-
case uncertainty realization. The form of the obtained equations made it possible to use the algorithm
from the first stage to determine the observer matrix. The proposed approach is characterized by the
nonapplicability of the estimation and control separation principle used for linear systems, since the
matrix of observer coefficients turned out to be dependent on the feedback coefficients matrix. The
use of numerical-analytical procedures for determination of observer and feedback coefficients matrices
significantly reduces the computational complexity of the control algorithm.
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