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Аннотация. Рассматриваются эколого-экономические модели оптимального сбора ресурса,
заданные дифференциальными уравнениями с импульсным воздействием, которые зависят от слу-
чайных параметров. Предполагаем, что длины интервалов θk между моментами импульсов τk
являются случайными величинами и размеры импульсного воздействия зависят от случайных па-
раметров vk, k = 1, 2, . . . Одним из примеров таких объектов является уравнение с импульсами,
моделирующее динамику популяции, подверженной промыслу. При отсутствии эксплуатации раз-
витие популяции описывается дифференциальным уравнением ẋ = g(x), а в моменты времени τk
из популяции извлекается случайная доля ресурса vk, k = 1, 2, . . . На процесс сбора можно влиять
таким образом, чтобы остановить заготовку в том случае, когда ее доля окажется достаточно боль-
шой, чтобы сохранить возможно больший остаток ресурса для увеличения размера следующего
сбора. Пусть уравнение ẋ = g(x) имеет асимптотически устойчивое решение ϕ(t) ≡ K, областью
притяжения которого является интервал (K1,K2), где 0 6 K1 < K < K2. Построено управление
u = (u1, . . . , uk, . . . ), ограничивающее долю добываемого ресурса в каждый момент времени τk та-
ким образом, чтобы количество оставшегося ресурса, начиная с некоторого момента τk0

, было не
меньше заданного значения x ∈ (K1,K). Для любого x ∈ (K1,K) получены оценки средней вре-
менной выгоды, выполненные с вероятностью единица. Показано, что существует единственное
x∗ ∈ (K1,K), при котором оценка снизу достигает наибольшего значения. Таким образом, описан
способ эксплуатации популяции, при котором значение средней временной выгоды можно оценить
снизу с вероятностью единица по возможности наибольшим числом.
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Введение
Рассматриваются эколого-экономические модели оптимального сбора ресурса, за-
данные дифференциальными уравнениями с импульсным воздействием, которые за-
висят от случайных параметров. Предполагаем, что длины интервалов θk = τk−τk−1
между моментами импульсов τk являются случайными величинами и размеры им-
пульсного воздействия зависят от случайных параметров vk, k = 1, 2, . . . . Одним из
примеров таких объектов является уравнение с импульсами, моделирующее дина-
мику популяции, подверженной промыслу; полагаем, что изменение размера по-
пуляции (равное размеру промысловых заготовок) в моменты τk, а также сами
эти моменты зависят от различных воздействий внешней среды, поэтому динами-
ка популяции описывается уравнением со случайными параметрами. При отсут-
ствии эксплуатации развитие популяции описывается дифференциальным уравне-
нием ẋ = g(x), а в моменты времени τk из популяции извлекается некоторая слу-
чайная доля ресурса vk, k = 1, 2, . . . . Здесь θk ∈ Ω1 ⊆ [α1, β1], где 0 < α1 6 β1 < ∞,
vk ∈ Ω2 ⊆ [0, 1].

Пусть имеется возможность влиять на процесс сбора ресурса таким образом, что-
бы остановить заготовку в том случае, когда ее доля окажется достаточно большой
(больше некоторого значения uk ∈ [0, 1) в момент τk), чтобы сохранить возможно
больший остаток ресурса для увеличения размера следующего сбора. В этом случае
доля добываемого ресурса будет равна `k = `(vk, uk), где

`(vk, uk) =

{
vk, если vk < uk,

uk, если vk > uk.

Таким образом, мы рассматриваем эксплуатируемую популяцию, динамика которой
задана дифференциальным уравнением с импульсным воздействием

ẋ = g(x), t 6= τk,

∆x
∣∣
t=τk

= −`(vk, uk)x, k = 1, 2, . . . ,
(1)

где ∆x
∣∣
t=τk

= x(τk)− x(τk − 0), θk = τk − τk−1 ∈ Ω1, (x, vk, uk) ∈ [0,+∞)× Ω2 × [0, 1].

Предполагаем, что решения уравнения непрерывны справа, функция g(x) определе-
на и непрерывно дифференцируема для всех x ∈ [0,+∞). Пусть также имеет место
следующее условие — существует K > 0 такое, что ϕ(t) ≡ K является асимпто-
тически устойчивым решением уравнения ẋ = g(x). Данное условие выполнено,
если K > 0 — стационарное состояние уравнения ẋ = g(x) и g′(K) < 0 (см. [1, c. 30]).
В частности, оно выполнено для следующих уравнений:

1. Логистическое уравнение ẋ = (a−bx)x, где коэффициенты a > 0 и b > 0 явля-
ются показателями роста популяции и внутривидовой конкуренции соответственно.
Этим уравнением также описывается эффективность рекламного воздействия на
покупателей при реализации нового товара.

2. Уравнение, учитывающее нижнюю критическую границу численности попу-

ляции и самоограничение при больших плотностях ẋ = a
βx2

β + γx
− dx − δx2; здесь

все постоянные a, β, γ, d, δ положительные (модель динамики популяции А.Д. Ба-
зыкина, см. [1, c. 44]).
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3. Уравнение динамики популяции ẋ = ax(x− L)(K − x), где a > 0, K > L > 0,
L — нижняя критическая плотность популяции, K — стационарная плотность.

4. Уравнение Гомпертца ẋ = − εx

lnK
ln
x

K
, где ε > 0, K > 1.

Обозначим U
.
= {u : u = (u1, . . . , uk, . . . )}, где uk ∈ [0, 1], θ

.
= (θ1, . . . , θk, . . . ),

θk ∈ Ω1, `
.
= (`1, . . . , `k, . . . ), `k = `(vk, uk). Пусть Xk = Xk(θ, `, x0) — количество

ресурса до сбора в момент τk, k = 1, 2, . . . , зависящее от длин промежутков θ1, . . . , θk
между моментами сбора, долей ресурса `i = `(vi, ui), i = 1, . . . , k − 1, собранного в
предыдущие моменты времени, и начального значения x0. Для любого x0 > 0 введем
в рассмотрение функцию

H∗
(
θ, `, x0

) .
= lim

n→∞

n∑
k=1

Xk

(
θ, `, x0

)
`k

n∑
k=1

θk

, (2)

которую назовем средней временной выгодой от извлечения ресурса.

Предположим, что областью притяжения решения ϕ(t) ≡ K является интер-
вал (K1, K2), где 0 6 K1 < K < K2. В данной работе построено управление
u = (u1, . . . , uk, . . . ), ограничивающее долю добываемого ресурса в каждый мо-
мент времени τk таким образом, чтобы количество оставшегося ресурса, начиная
с некоторого момента τk0 (зависящего от x0), было не меньше заданного значения
x ∈ (K1, K). Для любого x ∈ (K1, K) получены оценки средней временной выго-
ды, выполненные с вероятностью единица. Показано, что существует единственное
x∗ ∈ (K1, K), при котором оценка снизу достигает наибольшего значения. Таким об-
разом, мы описываем способ эксплуатации популяции, при котором значение сред-
ней временной выгоды H∗

(
θ, `, x0

)
можно оценить снизу с вероятностью единица по

возможности наибольшим числом.

Отметим, что в детерминированном случае, когда длины промежутков между
импульсами и величины импульсного воздействия фиксированы, различные зада-
чи оптимальной эксплуатации популяций исследуются в [2–5]. Одной из первых
работ, посвященной оптимальному сбору ресурса в вероятностных моделях, явля-
ется, по-видимому, [6], в которой показано, что стохастическую рыбную популяцию
можно эксплуатировать до достижения определенного уровня (escapement level), не
зависящего от текущего размера популяции. Сравнение различных характеристик
для вероятностной и детерминированной моделей проводится в [6,7]; вопросы опти-
мальной эксплуатации популяций, заданных различными вероятностными моделя-
ми, также рассматриваются в [8–10] (более подробный обзор литературы приведен
в [7]). В работе [11] получены оценки функции H∗

(
θ, `, x0

)
в случае, когда динамика

популяции задана логистическим уравнением ẋ = (a − bx)x и длины промежут-
ков между импульсами одинаковые. Здесь также показано, что при недостаточном
ограничении на извлечение ресурса значение средней временной выгоды (2) может
равняться нулю для всех или для почти всех значений случайных параметров.
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1. Описание вероятностной модели
Вероятностная модель, заданная дифференциальным уравнением со случайными
параметрами (1), подробно описана в работах [12, 13]. Приведем краткое описание
для полноты изложения. В данной модели моменты τk являются моментами скач-
ков для системы с импульсным воздействием; в частном случае, τ1, τ2, . . . — это
моменты промысловых заготовок для модели популяции, подверженной промыслу.
Полагаем, что τ0 = 0, θk = τk − τk−1 ∈ Ω1 ⊆ [α1, β1] и величина скачка в момент τk
зависит от случайного параметра vk ∈ Ω2 ⊆ [0, 1]. Таким образом, все параметры
принадлежат множеству Ω = Ω1 ×Ω2, причем любое из множеств Ω1 или Ω2 может
содержать только один элемент. Если все множество Ω состоит из одного элемента,
вероятностная модель совпадает с детерминированной.

Определим вероятностное пространство (Σ,A, µ) как прямое произведением ве-
роятностных пространств (Σ1,A1, µ1) и (Σ2,A2, µ2). Здесь Σ1 означает множество
числовых последовательностей θ = (θ0, θ1, . . . , θk, . . . ), где θk ∈ Ω1, система множеств
A1 является наименьшей сигма-алгеброй, порожденной цилиндрическими множе-
ствами

Ek
.
= {θ ∈ Σ1 : θ1 ∈ I1, . . . , θk ∈ Ik}, где Ii

.
= (ti, si], i = 1, . . . , k,

а вероятностная мера µ1 определена следующим образом. Для каждого промежутка
Ii, i = 1, 2, . . . , определим вероятностную меру µ̃1(Ii) = F1(si) − F1(ti) с помощью
функции распределения F1(t). На алгебре цилиндрических множеств построим меру

µ̃1(Ek) = µ̃1(I1) · . . . · µ̃1(Ik),

тогда в силу теоремы А.Н. Колмогорова (см., например, [14, с. 176]) на измеримом
пространстве (Σ1,A1) существует единственная вероятностная мера µ1, которая яв-
ляется продолжением меры µ̃1 на сигма-алгебру A1. Таким же образом определяем
вероятностное пространство (Σ2,A2, µ2), где Σ2

.
= {v : v = (v1, . . . , vk, . . . )}, vk ∈ Ω2,

мера µ̃2 задана с помощью функции распределения F2(t).
Отметим, что Σ = Σ1 × Σ2 = {σ : σ = (ω1, . . . , ωk, . . . )}, где ωk = (θk, vk) ∈ Ω.

Зададим сигма-алгебру A = A1 × A2 и меру µ = µ1 × µ2, которая является прямым
произведением вероятностных мер µ1 и µ2. Это означает, что µ(A×B) = µ1(A)µ2(B)
для всех A ∈ A1, B ∈ A2.

2. Оценка средней временной выгоды
для вероятностной модели динамики популяции

Определим ϕ(t, x) как решение уравнения ẋ = g(x), удовлетворяющее начальному
условию ϕ(0, x) = x, где t > 0, x > 0. Если ϑ ∈ Ω1, то функция ϕ(ϑ, x) является слу-
чайной величиной, заданной на множестве Ω1. Положим u(x, ϕ(ϑ, x)) = 1− x

ϕ(ϑ, x)
.

Рассмотрим функцию

`(ω, x) = `
(
v, u(x, ϕ(ϑ, x))

)
=

{
v, если v < u(x, ϕ(ϑ, x)) ,

u(x, ϕ(ϑ, x)), если v > u(x, ϕ(ϑ, x)) ,
(3)
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которая является случайной величиной на множестве Ω = Ω1 × Ω2.
Если g(K) = 0, то уравнение ẋ = g(x) имеет решение ϕ(t) ≡ K. Если g′(K) < 0, то

решение ϕ(t) ≡ K асимптотически устойчиво. Напомним, что областью асимптоти-
ческой устойчивости (областью притяжения) решения ϕ(t) ≡ K уравнения ẋ = g(x)
является множество всех точек x ∈ R, обладающих свойством lim

t→∞
ϕ(t, x) = K.

БуквойM будем обозначать математическое ожидание случайной величины, mθ

— математическое ожидание длин интервалов θ1, θ2, . . . Отметим, что 0 < α1 6 mθ 6
β1 <∞.

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) уравнение ẋ = g(x) имеет асимптотически устойчивое решение ϕ(t) ≡ K

и интервал (K1, K2) является областью притяжения этого решения (0 6 K1 <
K < K2);

2) Ω1 ⊆ [α1, β1], где 0 < α1 6 β1 <∞, Ω2 ⊆ [0, 1] и F2(0) < 1.
Тогда для любых (x, x0) ∈ (K1, K) × (K1, K2) существует управление u ∈ U

такое, что для почти всех σ ∈ Σ выполнены неравенства

M
(
ϕ(ϑ, x)`(ω, x)

)
mθ

6 H∗
(
θ, `, x0

)
6
KM`(ω, x)

mθ

. (4)

Доказательство. Пусть Xk — размер популяции перед и xk — размер популяции
после извлечения ресурса в некоторый момент времени τk; тогда xk = (1 − `k)Xk,
k = 1, 2, . . . . Покажем, что управления uk, при которых выполнено (4), можно опре-
делить равенствами uk = 1− x

ϕ(θk, x)
при всех k > k0, где k0 зависит от начального

размера популяции x0. Рассмотрим три случая.
1. Если x0 ∈ [x,K], то X1 = ϕ(θ1, x0) > ϕ(θ1, x). Поскольку (K1, K2) является

областью притяжения решения ϕ(t) ≡ K, то функция t 7→ ϕ(t, x) возрастает для
любого x ∈ (K1, K), поэтому ϕ(t, x) > ϕ(0, x) = x для всех t > 0, x ∈ (K1, K).

Положим uk = 1 − x

ϕ(θk, x)
для всех k ∈ N, тогда из неравенства `1 6 u1 следует,

что
x1 = (1− `1)X1 > (1− u1)X1 =

xX1

ϕ(θ1, x)
> x.

Далее, X2 = ϕ(θ2, x1) > ϕ(θ2, x). Аналогично получаем, что Xk > ϕ(θk, x) для всех
k ∈ N. Поэтому, если u = (u1, . . . , uk, . . .), то `k = `(ωk, x) и

H∗
(
θ, `, x0

)
> lim

n→∞

1
n∑
k=1

θk

n∑
k=1

ϕ(θk, x)`(ωk, x). (5)

2. Пусть x0 ∈ (K1, x). Положим uk = 0 для всех k = 1, . . . , k0, где k0 = k0(x0) —
первое из натуральных чисел, таких что xk = Xk = ϕ(τk, x0) > x.Данное значение k0
существует, так как точка x0 содержится в области притяжения решения ϕ(t) ≡ K.

Определим uk = 1 − x

ϕ(θk, x)
для всех k > k0, тогда Xk > ϕ(θk, x) при всех k > k0;

это доказывается так же, как в первом пункте. Следовательно, неравенство (5)
справедливо при выбранном управлении u = (u1, . . . , uk, . . .).
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Отметим, что случайные величины ϕ(θk, x)`(ωk, x) независимы, одинаково рас-
пределены и так как 0 6 ϕ(θk, x)`(ωk, x) < Ku(x, ϕ(θk, x)) для всех k ∈ N, то

M
∣∣ϕ(θk, x)`(ωk, x)

∣∣ < KMu(x, ϕ(θk, x)) 6 K <∞.

Тогда из усиленного закона больших чисел Колмогорова следует, что для почти
всех σ ∈ Σ имеет место равенство

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ϕ(θk, x)`(ωk, x) = M
(
ϕ(ϑ, x)`(ω, x)

)
.

Из усиленного закона больших чисел также следует, что lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

θk = mθ, поэтому

из (5) получаем первое неравенство в (4).
Далее, если x0 6 K, то Xk 6 K для любых uk и всех k ∈ N, поэтому

H∗
(
θ, `, x0

)
6 K lim

n→∞

1
n∑
k=1

θk

n∑
k=1

`(ωk, x) =
KM`(ω, x)

mθ

для почти всех σ ∈ Σ, то есть выполнено последнее неравенство в (4).
3. Покажем, что утверждение теоремы справедливо при x0 ∈ (K,K2). Пусть

k1 = k1(x0) — наименьшее из натуральных чисел, таких что xk 6 K при u1 = . . . =
uk = 1; покажем, что данное число существует с вероятностью единица. Отметим
сначала, что такое число существует, если vk1 = 1 при некотором k1 ∈ N; тогда
xk = 0 при всех k > k1.

Пусть теперь vk 6= 1 для всех k ∈ N. Поскольку функция t 7→ ϕ(t, x) монотонно
убывает при x > K, тоXk+1 = ϕ(θk+1, xk) < xk, если xk > K, k = 0, 1, . . . .Далее, если
uk = 1, то `(vk, 1) = vk; поэтому, если x0 > K и u1 = 1, то x1 = X1(1−v1) < x0(1−v1);
если x1 > K и u1 = u2 = 1, то

x2 = X2(1− v2) < x1(1− v2) < x0(1− v1)(1− v2).

Аналогично получаем, что если xk > K и u1 = . . . = uk+1 = 1, то

xk+1 < x0(1− v1)(1− v2) · . . . · (1− vk+1).

Рассмотрим последовательность независимых одинаково распределенных случай-
ных величин {Ck(v)}∞k=1, где Ck(v) = Ck(vk) = 1− vk. Введем также последователь-
ность {Sk(v)}∞k=1, где

Sk(v) = ln(1− v1) + . . .+ ln(1− vk),

которая является случайным блужданием на прямой. Покажем, что если F2(0) < 1,
то

M ln(1− vk) < 0. (6)

Действительно, так как vk ∈ [0, 1), то ln(1 − vk) 6 0, поэтому для математического
ожидания либо выполнено неравенство (6), либо M ln(1 − vk) = 0. В последнем
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случае vk = 0 с вероятностью единица [14, глава 2, §6], что противоречит условию
F2(0) = µ̃2(vk = 0) < 1. Из (6) следует, что с вероятностью единица Sk(v) уходит в
минус бесконечность (см. [15, глава 12, §2]). Это означает, что существует множество
Σ0

2 ⊆ Σ2 такое, что µ2(Σ
0
2) = 1 и lim

k→∞
Sk(v) = −∞ для всех v ∈ Σ0

2. Следовательно,

lim
k→∞

C1(v1)·. . .·Ck(vk) = 0 для всех v ∈ Σ0
2, поэтому с вероятностью единица найдется

k1 = k1(x0) такое, что Xk1(1− vk1) 6 K.

Выберем управление uk = 1 для всех k = 1, . . . , k1 − 1, uk1 = 1− x

Xk1

и uk = 1−
x

ϕ(θk, x)
для всех k > k1. Тогда из xk1 = Xk1(1−`k1) и неравенства vk 6 `(vk, uk) 6 uk

получаем, что
x = Xk1(1− uk1) 6 xk1 6 Xk1(1− vk1) 6 K.

Дальнейшее доказательство повторяет доказательство первых двух пунктов.

3. Построение наибольшей оценки снизу
для средней временной выгоды,
выполненной с вероятностью единица

Из равенства (3) следует, что

ϕ(ϑ, x)`(ω, x) =

{
vϕ(ϑ, x), если v < u(x, ϕ(ϑ, x)),

ϕ(ϑ, x)− x, если v > u(x, ϕ(ϑ, x)).

Предположим, что распределения F1 и F2 имеют плотности f1 и f2 соответствен-
но. Рассмотрим математическое ожидание случайной величины ϕ(ϑ, x)`(ω, x) как
функцию переменной x :

m(x)
.
= M

(
ϕ(ϑ, x)`(ω, x)

)
=

∫ ∞
0

ϕ(t, x)f1(t)dt

∫ u(x,ϕ(t,x))

0

sf2(s)ds+

+

∫ ∞
0

(
ϕ(t, x)− x

)(
1− F2

(
u(x, ϕ(t, x))

))
f1(t)dt. (7)

Утверждение 1. Пусть распределения F1 и F2 имеют плотности f1 и f2 соот-
ветственно, g(K1) = g(K) = 0, g′(K) < 0, g′(K1) > 0, g′′(x) < 0 при x ∈ (K1, K). То-
гда функция m(x) достигает максимального значения при x = x∗, где x∗ ∈ (K1, K)
является единственным решением уравнения m′(x) = 0 :∫ ∞

0

ϕ′x(t, x)f1(t)dt

∫ u(x,ϕ(t,x))

0

sf2(s)ds+

∫ ∞
0

(
ϕ′x(t, x)−1

)(
1−F2

(
u(x, ϕ(t, x))

))
f1(t)dt = 0.

(8)

Доказательство. Напомним, что через ϕ(t, x) мы обозначаем решение уравнения
ẋ = g(x), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x) = x. Покажем, что нера-
венства ϕ′x(t, x) > 0 и ϕ′′xx(t, x) 6 0 выполнены для всех (t, x) ∈ (0,∞) × (K1, K).
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Из единственности решений уравнения следует, что функция x 7→ ϕ(t, x) возрас-
тающая. Действительно, если существуют такие x1 < x2, что ϕ(t, x1) > ϕ(t, x2), то
найдется точка t∗ ∈ (0, t] такая, что ϕ(t∗, x1) = ϕ(t∗, x2); получили противоречие.

Рассмотрим функцию ψ(t, x)
.
= ϕ′x(t, x), которая удовлетворяет уравнению ẏ =

g′x(ϕ(t, x))y и начальному условию ψ(0, x) = 1 для всех x ∈ [K1, K] (см. [16, глава
5, §23]). Так как g′′(x) < 0 при x ∈ (K1, K), то g′(x) убывает на данном интервале.
Функция x 7→ ϕ(t, x) возрастающая, поэтому x 7→ g′x(ϕ(t, x)) убывает для любого
фиксированного t ∈ (0,∞). Таким образом, если x1 < x2, то

g′x(ϕ(t, x1)) > g′x(ϕ(t, x2))

при каждом t ∈ (0,∞). Поэтому в силу теоремы Чаплыгина о дифференциальном
неравенстве (см. [17]) ψ(t, x1) > ψ(t, x2), то есть ϕ′x(t, x1) > ϕ′x(t, x2) для любого
t ∈ (0,∞). Это означает, что функция x 7→ ϕ′x(t, x) убывающая, тогда ϕ′′xx(t, x) 6 0
для всех (t, x) ∈ (0,∞)× (K1, K), причем множество тех x ∈ (K1, K), при которых
ϕ′′xx(t, x) = 0, не более чем счетно.

Чтобы показать, что (8) имеет единственное решение, нужно доказать, что функ-
ция m′(x) убывает на интервале (K1, K) и на концах интервала удовлетворяет нера-
венствам m′(K1) > 0, m′(K) < 0. Найдем

m′′(x) =

∫ ∞
0

ϕ′′xx(t, x)f1(t)dt

∫ u(x,ϕ(t,x))

0

sf2(s)ds+

+

∫ ∞
0

ϕ′′xx(t, x)
(

1− F2

(
u(x, ϕ(t, x))

))
f1(t)dt.

Тогда из условий, полученных для функции ϕ′′xx(t, x), следует, что m′′(x) 6 0 для
всех x ∈ (K1, K) и множество тех x ∈ (K1, K), при которых m′′(x) = 0, не более
чем счетно; поэтому m′(x) убывает на (K1, K). Далее, так как g(K1) = g(K) = 0,
то ϕ(t,K) ≡ K, ϕ(t,K1) ≡ K1, поэтому u(K,ϕ(t,K)) = u(K1, ϕ(t,K1)) = 0; из (8)
следует, что

m′(K) = (1− F2(0))

∫ ∞
0

(
ϕ′x(t,K)− 1

)
f1(t)dt. (9)

Функция ψ(t,K)
.
= ϕ′x(t,K) удовлетворяет уравнению ẏ = g′(K)y, где g′(K) < 0; по-

этому ψ(t,K) является убывающей и, так как ψ(0, K) = 1, то ϕ′x(t,K) = ψ(t,K) < 1
для всех t ∈ (0,∞). Таким образом, из (9) следует, что m′(K) < 0. Аналогично, из
неравенства g′(K1) > 0 получаем, что m′(K1) > 0.

При доказательстве теоремы 1 построено управление u ∈ U такое, что для любых
(x, x0) ∈ (K1, K)× (K1, K2) неравенства (4) выполнены при почти всех σ ∈ Σ. Пусть
математическое ожидание m(x) = M

(
ϕ(ϑ, x)`(ω, x)

)
достигает максимального зна-

чения при x = x∗ ∈ (K1, K). В следующем утверждении приведено одно из управ-
лений u∗ = (u∗1, u

∗
2, . . .) ∈ U, при котором среднюю временную выгоду H∗

(
θ, `, x0

)
можно оценить снизу по возможности наибольшим числом. Данное управление u∗
ограничивает долю добываемого ресурса в каждый момент сбора τk таким обра-
зом, чтобы количество оставшегося ресурса, начиная с некоторого момента време-
ни τk0(x0), было не меньше значения x∗. Оно строится по тому же принципу, что и
управление u ∈ U в теореме 1.
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Следствие 1. Пусть m(x) достигает максимального значения при x = x∗ ∈
(K1, K); ũ∗k

.
= 1 − x∗

ϕ(θk, x∗)
, k ∈ N. Управление u∗ = (u∗1, u

∗
2, . . .) ∈ U, при кото-

ром для любого x0 ∈ (K1, K2) при почти всех σ ∈ Σ выполнены неравенства

M
(
ϕ(ϑ, x∗)`(ω, x∗)

)
mθ

6 H∗
(
θ, `, x0

)
6
KM`(ω, x∗)

mθ

,

можно определить следующим образом:
1) если x0 ∈ [x∗, K], то u∗k = ũ∗k для всех k ∈ N;
2) если x0 ∈ (K1, x

∗), то u∗k = 0 для всех k = 1, . . . , k0 и u∗k = ũ∗k для всех k > k0,
где k0 = k0(x0) — наименьшее из натуральных чисел, таких что xk > x∗ при
u1 = . . . = uk = 0;

3) если x0 ∈ (K,K2), то u∗k = 1 для всех k = 1, . . . , k1 − 1, u∗k1 = 1− x∗

Xk1

, u∗k = ũ∗k

для всех k > k1; здесь k1 = k1(x0) — наименьшее из натуральных чисел, таких что
xk 6 K при u1 = . . . = uk = 1.

Пример 1. Найдем оценку средней временной выгоды H∗
(
θ, `, x0

)
для уравне-

ния (1), в котором g(x) = x(1− x); то есть при отсутствии эксплуатации динамика
популяции задана логистическим уравнением ẋ = x(1− x). Пусть распределение F1

длин интервалов θ1, θ2, . . . между моментами извлечения ресурса является равно-
мерным на отрезке [1, 2], а распределение F2 величин v1, v2, . . . — равномерным на
отрезке [0, 1].

Отметим, что решением уравнения ẋ = x(1− x), удовлетворяющим начальному
условию ϕ(0, x) = x, является функция

ϕ(t, x) =
xet

1− x+ xet

и, кроме того, данное уравнение имеет асимптотически устойчивое решение ϕ(t) ≡ 1.
Выпишем математическое ожидание случайной величины ϕ(ϑ, x)`(ω, x), опуская
промежуточные вычисления:

m(x) =

∫ 2

1

xetdt

1− x+ xet

∫ (1−x)(1−e−t)

0

sds+

∫ 2

1

x(1− x)(1− e−t)dt =

=
1

2

(
ln
(
x(e2 − 1) + 1

)
− ln

(
x(e− 1) + 1

)
− x2 + (e−2 − e−1)x(1− x)

)
.

Также найдем

M`(ω, x) =

∫ 2

1

dt

∫ (1−x)(1−e−t)

0

sds+ (1− x)

∫ 2

1

(e−t − e−2t)(1− x+ xet)dt =

=
(1− x)2

4

(
2− e−2 + e−4

)
+ x(1− x)

(
1− e−1 + e−2

)
.

Функция m(x) достигает максимального значения при x ≈ 0, 382,

m(0, 382) ≈ 0, 397, M`(ω; 0, 382) ≈ 0, 438, mθ = 1, 5, K = 1,
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поэтому из (4) получаем оценку средней временной выгоды

0, 265 6 H∗
(
θ, `, x0

)
6 0, 292,

которая справедлива для почти всех σ ∈ Σ.
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Abstract. We consider environmental-economical models of optimal harvesting, given by the dif-
ferential equations with impulse action, which depend on random parameters. We assume, that lengths
of intervals θk between the moments of impulses τk are random variables and the sizes of impulse in-
fluence depend on random parameters vk, k = 1, 2, . . . One example of such objects is an equation with
impulses, modelling dynamics of the population subject to harvesting. In the absence of harvesting, the
population development is described by the differential equation ẋ = g(x) and in time moments τk some
random share of resource vk, k = 1, 2, . . . is taken from population. We can control gathering process
so that to stop harvesting when its share will appear big enough to keep possible biggest the rest of a
resource to increase the size of the following gathering. Let the equation ẋ = g(x) have an asymptotic
stable solution ϕ(t) ≡ K and the interval (K1,K2) is the attraction area of the given solution (here
0 6 K1 < K < K2). We construct the control u = (u1, . . . , uk, . . . ), limiting a share of harvesting
resource at each moment of time τk, so that the quantity of the remained resource, since some moment
τk0 , would be not less than the given value x ∈ (K1,K). For any x ∈ (K1,K) the estimations of average
time profit, valid with probability one, are received. It is shown, that there is a unique x∗ ∈ (K1,K), at
which the lower estimation reaches the greatest value. Thus, we described the way of population control
at which the value of average time profit can be lower estimated with probability 1 by the greatest
number whenever possible.
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