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О гипотезах Ходжа, Тэйта и Мамфорда–Тэйта для
расслоенных произведений семейств регулярных

поверхностей с геометрическим родом 1

Орешкина (Никольская) О. В.

получена 24 декабря 2017

Аннотация. Доказаны гипотезы Ходжа, Тэйта и Мамфорда–Тэйта для расслоенного произ-
ведения двух неизотривиальных 1-параметрических семейств регулярных поверхностей с геомет-
рическим родом 1 при некоторых условиях на вырожденные слои, ранги групп Нерона–Севери
общих геометрических слоёв семейств и представления групп Ходжа в трансцендентных частях
рациональных когомологий.

Пусть πi : Xi → C (i = 1, 2)− проективное неизотривиальное семейство поверхностей (воз-
можно, с вырождениями) над гладкой проективной кривой C. Предположим, что дискриминант-
ные локусы ∆i = {δ ∈ C | Sing(Xiδ) 6= ∅} не пересекаются, h2,0(Xks) = 1, h1,0(Xks) = 0 для
любого гладкого слоя Xks, причём выполнены следующие условия:

(i) для любой точки δ ∈ ∆i и преобразования Пикара–Лефшеца γ ∈ GL(H2(Xis,Q)), ассоции-
рованного с гладкой частью π′

i : X ′
i → C \∆i морфизма πi и с обходом вокруг точки δ ∈ C, имеем

неравенство (log(γ))2 6= 0;
(ii) многообразия Xi (i = 1, 2), кривая C и структурные морфизмы πi : Xi → C определены

над некоторым конечнопорожденным подполем k ↪→ C.
Если для общих геометрических слоев X1s и X2s выполнено хотя бы одно из следую-

щих условий: (a) b2(X1s) − rank NS(X1s) является нечетным числом, b2(X1s) − rank NS(X1s) 6=
b2(X2s) − rank NS(X2s); (b) кольцо EndHg(X1s) NSQ(X1s)

⊥ – мнимое квадратичное поле, b2(X1s) −
rank NS(X1s) 6= 4, EndHg(X2s) NSQ(X2s)

⊥ – вполне вещественное поле или b2(X1s)−rank NS(X1s) >

b2(X2s) − rank NS(X2s); (c) [b2(X1s) − rank NS(X1s) 6= 4, EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ = Q; b2(X1s) −

rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s), то для расслоенного произведения X1×C X2 верна гипоте-
за Ходжа, для любого гладкого проективного k-многообразия X0 с условием X1×C X2 →̃ X0⊗k C
верны гипотеза Тэйта об алгебраических циклах и гипотеза Мамфорда–Тэйта для когомологий
чётной степени. Более того, пространство H2

ét(X0 ⊗k k,Ql(1)) порождается классами дивизоров.
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Введение
Пусть X − гладкое проективное комплексное многообразие, r ∈ Z, r ≥ 0,

H2r(X,Q)⊗Q C = ⊕p+q=2rH
p,q(X,C)

− разложение Ходжа. Гипотеза Ходжа [1] утверждает, что Q-пространство

H2r(X,Q) ∩ Hr,r(X,C)

порождается классами когомологий алгебраических циклов коразмерности r на X.
Эта гипотеза верна для всех многообразий размерности ≤ 3, для всех простых абе-
левых многообразий простой размерности [2], а также для некоторых других типов
абелевых многообразий, перечисленных в обзоре [3], для гладких моделей рассло-
енных произведений некоторых неизотривиальных семейств K3-поверхностей над
гладкой проективной кривой [4], [5], [6].

С другой стороны, гипотеза Мамфорда–Тэйта утверждает, что для любого глад-
кого проективного многообразия X0 над конечнопорождённым подполем k ↪→ C
алгебра Ли образа l-адического представления

ρ
(n)
l : Gal(k/k)→ GL(Hn

ét(X0 ⊗k k,Ql))

изоморфна алгебре Ли Lie MT(Hn(X0⊗kC,Q))(Ql) группы l-адических точек груп-
пы Мамфорда–Тэйта MT(Hn(X0⊗kC,Q)) структуры Ходжа Hn(X0⊗kC,Q) [7], [8].

Эта гипотеза верна, например, для K3-поверхностей [9] и абсолютно простых
абелевых многообразий простой размерности [10], [11].

Наконец, гипотеза Тэйта об алгебраических циклах утверждает, что для любо-
го гладкого проективного многообразия X0 над конечнопорождённым полем k и
любого простого числа l 6= char(k) Ql-пространство

H2r
ét (X0 ⊗k ks,Ql(r))

Gal(ks/k)

порождается классами алгебраических циклов коразмерности r на X0 [12].
Эта гипотеза верна для K3-поверхностей [9], для абелевых многообразий над

конечными и числовыми полями в случае r = 1 ( [13], [14]), для абсолютно простых
абелевых многообразий простой размерности над конечными полями [15], для регу-
лярных поверхностей с геометрическим родом 1 – слоёв неизотривиального гладкого
семейства – в случае char(k) = 0 [16].

Мы доказываем гипотезы Ходжа, Тэйта и Мамфорда–Тэйта для расслоенного
произведения двух неизотривиальных 1-параметрических семейств регулярных по-
верхностей с геометрическим родом 1 при некоторых условиях на вырожденные
слои, ранги групп Нерона–Севери общих геометрических слоёв семейств и пред-
ставления групп Ходжа в трансцендентных частях рациональных когомологий.

Основными результатами являются теорема 1 и следствие 1.
Заметим, что в качестве гладких слоев семейств могут быть K3-поверхности, а

также минимальные регулярные поверхности основного типа (размерности Кодаи-
ры κ = 2) с геометрическим родом 1, принадлежащие одному из следующих типов:
(a) поверхности с K2 ≤ 2; (b) поверхности с 3 ≤ K2 ≤ 8, модули которых лежат
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в одной компоненте модулей с поверхностью Тодорова; (c) поверхности с K2 = 3 с
кручением группы Пикара Z/3Z.

Автор благодарит С.Г. Танкеева за внимательное прочтение рукописи и инте-
ресные обсуждения.

1. Отображение периодов и группы Ходжа

1.1. Типы гладких слоев семейств поверхностей

Пусть V – гладкая проективная поверхность основного типа над конечнопорож-
денным полем k ↪→ C с h2,0(V ⊗k C) = 1. Если минимальная модель поверхности
V ⊗k C принадлежит одному из следующих типов:

(a) поверхности с q = 0 и K2 ≤ 2;
(b) поверхности с q = 0 и 3 ≤ K2 ≤ 8, модули которых лежат в одной компоненте

модулей с поверхностью Тодорова;
(c) поверхности с q = 0 и K2 = 3 с кручением группы Пикара Z/3Z;
(d) поверхности с q = 1 и K2 = 2;
(e) поверхности с q = 1 и K2 = 3 и общим слоем отображения Альбанезе рода 3;
(f) поверхности с q = 1 и K2 = 4 в любой из восьми компонент модулей,

описанных в работе Пигнателли [17],
то можно считать, что существует такой гладкий проективный k-морфизм f : X →
S над некоторой гладкой связной базой S, что отображение периодов, ассоцииро-
ванное с вариацией структур Ходжа R2fC∗Q, непостоянно, причём многообразие
V является слоем морфизма f над некоторой точкой s ∈ S(k), гипотеза Тэйта
для дивизоров на V и гипотеза Мамфорда–Тэйта для когомологий степени 2 вер-
ны [16, теорема 9.3].

1.2. Определение групп Ходжа и Мамфорда–Тэйта

Пусть S – гладкое проективное многообразие. Рассмотрим разложение Ходжа

Hn(S,Q)⊗Q C =
⊕
p+q=n

Hp,q(S,C),

где Hp,q(S,C) – пространство гармонических форм типа (p, q).
Пусть U1 = {eiθ|θ ∈ R} – единичная окружность. Определим ее действие в

Hn(S,Q) ⊗Q C следующим образом: eiθ действует на Hp,q(S,C) как умножение на
число eiθ(p−q). В итоге мы получаем морфизм групп

U1 h−→ GL(Hn(S,Q)⊗Q R).

Определение 1. Группой Ходжа структуры Ходжа Hn(S,Q) называется наимень-
шая алгебраическая Q-подруппа Hg(Hn(S,Q)) ↪→ GL(Hn(S,Q)), группа R-точек
которой содержит h(U1).

По теореме Лефшеца о дивизорах имеем:

H2(S,Q)Hg(H2(S,Q)) = H2(S,Q) ∩H1,1(S,C) = NS(S)⊗Z Q def
= NSQ(S),
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где NS(S) – группа Нерона–Севери многообразия S.
Определим действие группы C× = ResC/R(Gm)(R) в Hn(S,Q) ⊗Q C следующим

образом: элемент z ∈ C× действует на Hp,q(S,C) как умножение на число zpzq. В
итоге получаем морфизм групп

C× h−→ GL(Hn(S,Q))⊗Q R.

Определение 2. Группой Мамфорда–Тэйта MT(Hn(S,Q)) называется наимень-
шая алгебраическая Q-подруппа MT(Hn(S,Q)) ↪→ GL(Hn(S,Q)), группа R-точек
которой содержит h(C×).

Описание группы Hg(H2(S,Q)) в случае, когда h2,0(S) = 1, содержится в работе
Ю.Г. Зархина [18].

1.3. Точки, общие в смысле Ходжа, непостоянное отображе-
ние периодов и бесконечная группа монодромии

Лемма 1. [19, п. 1.10]. Пусть f : X → S – гладкий проективный морфизм
над гладкой связной комплексной кривой S, слоями которого являются поверхно-
сти Xs с h2,0(Xs) = 1. Если отображение периодов, ассоциированное с вариацией
структур Ходжа R2f∗Q, непостоянно, то существует такое счётное подмно-
жество ∆countable ⊂ S, что функция s 7→ rank NS(Xs) постоянна на множестве
S \∆countable.

По определению, s ∈ S \ ∆countable, если и только если связная компонента
единицы замыкания в Q-топологии Зариского образа представления монодромии
π1(S, s) → GL(H2(Xs,Q)) является нормальной подгруппой группы Ходжа
Hg(H2(Xs,Q)) [20, §0, теорема о нормальной подгруппе]. Такие точки s называются
общими в смысле Ходжа.

Лемма 1 позволяет заменять выражение ”точка, общая в смысле Ходжа” на выра-
жение ”общая геометрическая точка”, где ”общность” точки означает ее принадлеж-
ность множеству S\∆countable для некоторого счётного подмножества ∆countable ↪→ S.

Предложение 1. [20, §1, предложение 1.2]. Пусть f : X → S – гладкое проек-
тивное семейство поверхностей с h2,0 = 1. Тогда следующие условия эквивалентны:

а) отображение периодов голоморфной 2-формы не является отображением S
в точку (другими словами, отображение периодов, ассоциированное с вариацией
структур Ходжа R2f∗Q, непостоянно);

б) образ представления монодромии π1(S, s) → GL(H2(Xs,Q)) бесконечен.
Мы называем проективное семейство f : X → S гладких поверхностей, удовле-

творяющее условиям предложения 1, неизотривиальным. Если f : X → S – его
компактификация, то семейство f : X → S также называется неизотривиальным.

2. Доказательство основной теоремы

2.1. Формулировка основной теоремы

Теорема 1. Пусть πi : Xi → C (i = 1, 2)− проективное неизотривиальное
семейство поверхностей (возможно, с вырождениями) над гладкой проективной
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кривой C. Предположим, что дискриминантные локусы

∆i = {δ ∈ C | Sing(Xiδ) 6= ∅} (i = 1, 2)

не пересекаются, h2,0(Xks) = 1, h1,0(Xks) = 0 для любого гладкого слоя Xks, при-
чём выполнены следующие условия:

(i) любой вырожденный слой Xiδ ⊂ Xi является объединением гладких непри-
водимых поверхностей кратности 1 с нормальными пересечениями и геометриче-
ским родом 0 (случай сильного вырождения);

(ii) замыкание образа монодромии π1(C \ ∆i, s) → GL(H2(Xis,Q)) в топологии
Зариского является связной Q-группой;

(iii) многообразия Xi (i = 1, 2), кривая C и структурные морфизмы πi : Xi → C
определены над некоторым конечнопорожденным подполем k ↪→ C.

Если для общих геометрических слоев X1s и X2s выполнено хотя бы одно из
следующих условий:

(a) b2(X1s)− rank NS(X1s) является нечетным числом,
b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s);

(b) кольцо EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ – мнимое квадратичное поле,

b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= 4,

EndHg(X2s) NSQ(X2s)
⊥ – вполне вещественное поле или

b2(X1s)− rank NS(X1s) > b2(X2s)− rank NS(X2s);

(c) b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= 4, EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ = Q,

b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s),
то для расслоенного произведения X1 ×C X2 верна гипотеза Ходжа, для любого
гладкого проективного k-многообразия X0 с условием X1×CX2→̃X0⊗kC верны ги-
потеза Тэйта об алгебраических циклах и гипотеза Мамфорда–Тэйта для когомо-
логий чётной степени. Более того, пространство H2

ét(X0⊗kk,Ql(1)) порождается
классами дивизоров.

2.2. Морфизмы трансцендентных частей и представления
монодромии

Положим ∆ = ∆1 ∪∆2, C
′ = C \∆

j
↪→ C, π′i = πi |π−1

i (C′): π
−1
i (C ′)

def
= X ′i → C ′, π :

X1 ×C X2 → C − структурный морфизм расслоенного произведения, π′ = π |π−1(C′):

π−1(C ′)
def
= X ′ → C ′.

Всюду в дальнейшем G
(2)
i – замыкание в Q-топологии Зариского образа пред-

ставления монодромии π1(C ′, s)→ GL(H2(Xis,Q)).
Лемма 2. При выполнении условий теоремы 1 для общих геометрических слоёв

X1s, X2s имеем:

Homπ1(C′,s)(NSQ(X1s)
⊥,NSQ(X2s)

⊥) = 0.

Эта лемма доказана в [19, п. 2.3] для случая (а); в [5, лемма 2] для случая (b);
в [6, п. 1.4] для случая (с).
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2.3. Рациональные когомологии степени 2
и группы Нерона–Севери

Из леммы 2 легко получается следующий результат:
Лемма 3. [19, п. 2.8]. Имеем: H2(Xk,Q) = NSQ(Xk), H2(X,Q) = NSQ(X).
Кроме того, согласно сильной теореме Лефшеца H4(Xk,Q) = H2(Xk,Q) ^

clXk
(Hk), где Hk – гиперплоское сечение многообразия Xk. Поэтому из леммы 3

следует, что пространство H4(Xk,Q) порождается алгебраическими классами кого-
мологий.

2.4. Доказательство основной теоремы

Пусть
f : Z → π−1(∆)

– нормализация схемы π−1(∆). Тогда Z – несвязное объединение гладких непри-
водимых компонент дивизора π−1(∆). Поскольку f : Z → π−1(∆) – разрешение
особенностей замкнутой подсхемы i∆ : π−1(∆) ↪→ X, то имеется точная последова-
тельность смешанных Q-структур Ходжа [21, следствие (8.2.8)]:

H2(Z,Q)
(i∆f)∗−−−→ H4(X,Q)→ H4(X ′,Q),

где (i∆f)∗ – морфизм бистепени (1, 1) смешанных структур Ходжа. Поэтому

(i∆f)∗H
2(Z,Q) = Ker

[
H4(X,Q)→ H4(X ′,Q)

]
.

Действуя по алгоритму п. 2.8 в [19], легко проверить, что имеется точная после-
довательность

0→ (i∆f)∗ NSQ(Z)→ [H4(X,Q) ∩ H2,2(X,C)]→ H0(C ′, R4π′∗Q)→ 0,

в которой пространство H0(C ′, R4π′∗Q) порождается образами алгебраических клас-
сов на X. Значит, для X верна гипотеза Ходжа об алгебраических циклах.

С другой стороны, поскольку пространство H0(C ′, R4π′∗Q) порождается образа-
ми алгебраических классов на X, то из точности последовательности рациональных
структур Ходжа [19, формула (2.16)]

0→ (i∆f)∗H
2(Z,Q)→ H4(X,Q)→ H0(C ′, R4π′∗Q)→ 0

следует, что
Hg(H4(X,Q)) = Hg((i∆f)∗H

2(Z,Q))

в силу тривиальности действия окружности U1 на алгебраических классах когомо-
логий типа (2, 2), поэтому согласно [3, лемма В.53] имеем

MT(H4(X,Q)) = Gm ·Hg(H4(X,Q)) = Gm ·Hg((i∆f)∗H
2(Z,Q)) =

= MT((i∆f)∗H
2(Z,Q)).

Значит, достаточно доказать гипотезу Мамфорда-Тэйта для когомологий сте-
пени 2 многообразия Z, являющегося несвязным объединением произведений вида
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S×T или T ×S, где S – гладкая проективная поверхность с геометрическим родом
0, T – гладкая регулярная поверхность с геометрическим родом 1.

Заметим, что в силу формулы Кюннета H2(S × T,Q) = H2(S,Q) ⊕ H2(T,Q),
потому что H1(T,Q) = 0.

С другой стороны, pg(S) = 0, поэтому H2(S,Q) порождается классами дивизо-
ров. Значит, гипотеза Мамфорда–Тэйта для когомологий четной степени сводится к
гипотезе Мамфорда–Тэйта для поверхности T , а этот случай следует из результатов
Моонена [16, теорема 9.3].

Наконец, хорошо известно, что из гипотезы Мамфорда-Тэйта для когомологий
X0 чётной степени следует эквивалентность доказанной выше гипотезы Ходжа для
X1 ×C X2 = X0 ⊗k C и гипотезы Тэйта для X0 (с учётом леммы 3).

2.5. Следствие из основной теоремы

Следствие 1. Пусть πi : Xi → C (i = 1, 2)− проективное неизотривиальное
семейство поверхностей (возможно, с вырождениями) над гладкой проективной
кривой C. Предположим, что дискриминантные локусы

∆i = {δ ∈ C | Sing(Xiδ) 6= ∅} (i = 1, 2)

не пересекаются, h2,0(Xks) = 1, h1,0(Xks) = 0 для любого гладкого слоя Xks, при-
чём выполнены следующие условия:

(i) для любой точки δ ∈ ∆i и преобразования Пикара–Лефшеца

γ ∈ GL(H2(Xis,Q)),

ассоциированного с гладкой частью π′i : X ′i → C\∆i морфизма πi и с обходом вокруг
точки δ ∈ C, имеем неравенство (log(γ))2 6= 0;

(ii) многообразия Xi (i = 1, 2), кривая C и структурные морфизмы πi : Xi → C
определены над некоторым конечнопорожденным подполем k ↪→ C.

Если для общих геометрических слоев X1s и X2s выполнено хотя бы одно из
следующих условий:

(a) b2(X1s)− rank NS(X1s) является нечетным числом,
b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s);

(b) кольцо EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ – мнимое квадратичное поле,

b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= 4,
EndHg(X2s) NSQ(X2s)

⊥ – вполне вещественное поле или
b2(X1s)− rank NS(X1s) > b2(X2s)− rank NS(X2s);

(c) [b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= 4, EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ = Q;

b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s),
то для расслоенного произведения X1 ×C X2 верна гипотеза Ходжа, для любого
гладкого проективного k-многообразия X0 с условием X1 ×C X2 →̃ X0 ⊗k C вер-
ны гипотеза Тэйта об алгебраических циклах и гипотеза Мамфорда–Тэйта для
когомологий чётной степени. Более того, пространство H2

ét(X0 ⊗k k,Ql(1)) по-
рождается классами дивизоров.

Доказательство. Пусть D∗ – проколотый диск на C с центром δ ∈ ∆i. Фундамен-
тальная группа π1(D∗, s) →̃Z действует на когомологиях общего слоя Xis, s ∈ D∗.
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Обозначим через γ ∈ GL(H2(Xis,Q)) образ образующей группы π1(D∗, s), называе-
мый преобразованием Пикара–Лефшеца или локальным преобразованием монодро-
мии.

По условию следствия преобразование Пикара–Лефшеца γ удовлетворяет усло-
вию N2 6= 0, где N = log(γ). Это свойство сохраняется при переходе к подходящей
гладкой проективной модели схемы Xi ×C C̃ над C̃, где C̃ −→ C – произволь-
ное определённое над k разветвлённое накрытие кривой C. Действительно, можно
считать, что отображение C̃ −→ C индуцирует отображение проколотых дисков
D̃∗ → D∗, задаваемое формулой t = τn в локальных координатах t и τ на C и C̃
соответственно (так, что точка δ задается уравнением t = 0). Морфизм D̃∗ → D∗ не
разветвлён, имеет степень n и определяет вложение π1(D̃∗, s̃) ↪→ π1(D∗, s), поэтому
γ̃ = γn. Остаётся заметить, что log(γn) = n log(γ), так что (log(γ̃))2 6= 0.

Используя в случае необходимости такую замену базы C̃ −→ C, мы можем
считать, что выполнено условие (ii) теоремы 1.

Проверим, что в рассматриваемом случае можно считать выполненным условие
(i) теоремы 1.

Действительно, в силу теоремы Мамфорда о полустабильных редукциях [22, с.
53–54] мы можем считать, что все вырожденные слои морфизма πi : Xi → C являют-
ся объединениями гладких неприводимых поверхностей кратности 1 с нормальными
пересечениями.

Пусть Xiδ = V1 + . . . + Vn, где Vj – неприводимая компонента дивизора Xiδ.
Тогда по теореме Вик.С.Куликова [23, теорема 2.7] имеем:

pg(Xis) =
n∑
j=1

pg(Vj) +
1

2
ckh1 +h2(Π(Xiδ)), (2.1)

где в рассматриваемом случае

pg(Xis)
def
= h2,0(Xis) = dimCH

0(Xis,Ω
2
Xis

) = 1,

pg(Vj)
def
= h2,0(Vj) = dimCH

0(Vj,Ω
2
Vj

),

ckh1 def
= dimQ Coker(

⊕
i

H1(Vi,Q) →
⊕
i<j

H1(Vi ∩ Vj,Q)),

h2(Π(Xiδ))
def
= dimH2(Π(Xiδ)),

Π(Xiδ) – полиэдр, ассоциированный с вырождениемXiδ = V1 + . . .+ Vn. Кроме того,
N2 = (log(γ))2 = 0 тогда и только тогда, когда h2(Π(Xiδ)) = 0 [23, теорема 2.7,
(а)].

В нашем случае N2 6= 0, поэтому h2(Π(Xiδ)) 6= 0. В силу формулы (2.1) и
равенства pg(Xis) = 1 имеем равенства pg(Vj) = 0 для всех j. Значит, выполнено
условие (i) теоремы 1.

Остаётся заметить, что если W → V – сюръективный k-морфизм гладких про-
ективных k-многообразий, то из гипотезы Мамфорда–Тэйта для когомологий чёт-
ной степени многообразия W следует гипотеза Мамфорда–Тэйта для когомологий



320
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 25, №3 (2018)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 25, No 3 (2018)

чётной степени многообразия V [24, следствие 4.4]. Это доказывает следствие 1, по-
тому что из гипотезы Мамфорда–Тэйта дляX0 следует эквивалентность доказанной
выше гипотезы Ходжа для X1 ×C X2 = X0 ⊗k C и гипотезы Тэйта для X0.

Замечание 1. Предположим, что общий слой Xkη морфизма πk : Xk → C(k =
1, 2) имеет размерность Кодаиры κ(Xkη) = 2 (другими словами, является поверх-
ностью основного типа) и род кривой C больше 1. Тогда для расслоенного произ-
ведения X = X1 ×C X2 имеем в силу теоремы Каваматы [25, теорема 2] и теоремы
Биркара [26, теорема 1.3]:

κ(X) > κ(X1η ×κ(η) X2η) + κ(C) > κ(X1η) + κ(X2η) + κ(C) = 5,

так что в рассматриваемом случае многообразие X является многообразием основ-
ного типа.
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Abstract. The Hodge, Tate and Mumford-Tate conjectures are proved for the fibre product of two
non-isotrivial 1-parameter families of regular surfaces with geometric genus 1 under some conditions on
degenerated fibres, the ranks of the Néron - Severi groups of generic geometric fibres and representations
of Hodge groups in transcendental parts of rational cohomology.

Let πi : Xi → C (i = 1, 2) be a projective non-isotrivial family (possibly with degeneracies) over
a smooth projective curve C. Assume that the discriminant loci ∆i = {δ ∈ C | Sing(Xiδ) 6= ∅} (i =
1, 2) are disjoint, h2,0(Xks) = 1, h1,0(Xks) = 0 for any smooth fibre Xks, and the following conditions
hold:

(i) for any point δ ∈ ∆i and the Picard-Lefschetz transformation γ ∈ GL(H2(Xis,Q)), associated
with a smooth part π′

i : X ′
i → C \∆i of the morphism πi and with a loop around the point δ ∈ C, we

have (log(γ))2 6= 0;
(ii) the variety Xi (i = 1, 2), the curve C and the structure morphisms πi : Xi → C are defined over

a finitely generated subfield k ↪→ C.
If for generic geometric fibres X1s and X2s at least one of the following conditions holds:
(a) b2(X1s) − rank NS(X1s) is an odd prime number, b2(X1s) − rank NS(X1s) 6= b2(X2s) −

rank NS(X2s);
(b) the ring EndHg(X1s) NSQ(X1s)

⊥ is an imaginary quadratic field, b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= 4,

EndHg(X2s) NSQ(X2s)
⊥ is a totally real field or b2(X1s)− rank NS(X1s) > b2(X2s)− rank NS(X2s) ;

(c) [b2(X1s) − rank NS(X1s) 6= 4, EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ = Q; b2(X1s) − rank NS(X1s) 6=

b2(X2s)− rank NS(X2s),
then for the fibre product X1×CX2 the Hodge conjecture is true, for any smooth projective k-variety X0

with the condition X1×CX2 →̃ X0⊗kC the Tate conjecture on algebraic cycles and the Mumford-Tate
conjecture for cohomology of even degree are true.
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representation
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