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Асимптотическими методами изучаются динамические свойства комплекс-
ного уравнения с пространственно-распределенными параметрами. Построены
семейства специальных параболических уравнений, не содержащих большие и
малые параметры, нелокальная динамика которых определяет поведение ре-
шений исходного уравнения.

Введение
Исследованию динамических свойств уравнений с пространственно-распреде-

ленными параметрами посвящено значительное число работ (см., например, [1, 2, 3,
4, 5]). В работе [4] изучались динамические свойства пространственно-распределен-
ного комплексного уравнения, которое будем называть уравнением Курамото с про-
странственно-распределенным управлением

u̇ = (A−B|u|2)u + Γ




∞∫

−∞

F (s)u(t, x + s) ds− u




и периодическими краевыми условиями

u(t, x + 2π) ≡ u(t, x).

Параметры задачи таковы, что

Re A > 0, Re B > 0, Re Γ > 0
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та Президента Российской Федерации (контракт № МК-3867.2011.1) и гранта правительства Рос-
сийской Федерации 11.G34.31.0053.
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и выполнены условия нормировки
∞∫

−∞

F (s)ds = 1.

Простые нормирующие замены позволяют перейти к уравнению

u̇ = [1 + (−1 + ib)|u|2]u + γ(1 + iα)

( ∫ ∞

−∞
F (s)u(t, x + s)ds− u

)
(1)

с краевыми условиями
u(t, x + 2π) ≡ u(t, x). (2)

В силу условия на знаки действительных частей параметров A, B и Γ получаем

γ > 0.

В [4] функция F (x) задана равенством F (x) = k
2
exp(−k|x|). В настоящей работе

будем считать, что F (x) гладкая и, возможно, несимметричная относительно нуля.
Поэтому ниже предполагаем, что

F (s) =
1

2µ
√

π
exp

(
−(s + h)2

4µ2

)
, (µ > 0). (3)

Краевая задача (1), (2) может иметь решения вида бегущих волн uk(t, x) =
ρk exp(iωkt + ikx), где k — целое: k = 0,±1,±2, . . . Для определения ρk и ωk имеют
место равенства (для тех целых k, для которых ρ2

k > 0)

ρ2
k = 1 + γ

[
(cos(kh) + α sin(kh)) exp(−µ2k2)− 1

]
,

ωk = bρ2
k + γ

[
(α cos(kh)− sin(kh)) exp(−µ2k2)− α

]
.

Сформулировать критерий устойчивости бегущих волн в замкнутой форме, а
также исследовать динамические свойства краевой задачи (1), (2) при всех рас-
сматриваемых значениях параметров затруднительно. В настоящей работе пред-
принята попытка асимптотического изучения этих вопросов в предположении, что
хотя бы один из параметров γ или µ является либо асимптотически малым, либо
асимптотически большим. Отметим, что в [4] асимптотически малым рассматри-
вался параметр γ, а значение параметра, аналогичного µ, в [4] примерно равно 0.2.

В §1 исследуется устойчивость бегущих волн. Сначала предполагается, что па-
раметр µ достаточно большой: µ À 1. Этот случай наиболее простой. Следующее
утверждение в §1 касается ситуации, когда значение µ > 0 как-то фиксировано, а
большим является параметр γ: γ À 1. Наиболее интересные результаты относят-
ся к случаю, когда параметр µ является малым: 0 < µ ¿ 1. Показано, например,
что неустойчивость всех бегущих волн может иметь

”
взрывной“ характер. Сразу

отметим важную в вопросах динамики роль параметров b, α и h.
В условиях §2 показано, что динамические свойства (1), (2) в главном опреде-

ляются нелокальной динамикой специально построенной краевой задачи параболи-
ческого типа. Поскольку соответствующие структуры формируются, в основном,
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на невысоких модах, они названы медленно осциллирующими. В §3 предполагает-
ся, что так называемые диффузионные свойства исходного уравнения малы. В этом
случае будет показано, что для краевой задачи (1), (2) характерны быстро осцилли-
рующие, т.е. формирующиеся на асимптотически больших модах, режимы. Для их
нахождения будут построены специальные семейства нелинейных параболических
краевых задач. В §4 исследуется динамика (1) при условии существенной несим-
метричности F (x), когда параметр отклонения h не является малым. В заключении
будут приведены некоторые выводы.

§1. Устойчивость бегущих волн
1. Пусть выполнено условие симметричности h = 0. Линеаризуем краевую задачу

(1), (2) на бегущей волне uk(t, x). Для этого подставим u = uk(t, x)(1 + v(t, x)) и в
полученной краевой задаче отбросим все слагаемые порядка выше первого:

v̇ = −iωkv + 2(−1 + ib)ρ2
k Re v + (1 + (−1 + ib)ρ2

k)v +

+ γ(1 + iα)

( ∞∫

−∞

F (s) exp(iks)v(t, x + s) ds− v

)
.

Характеристическое уравнение этой линейной системы имеет вид :

λ2
m + λm

[
2ρ2

k − γ(∆km − iωkSkm)
]
+

γ

4

[
(∆km − iαSkm)2 + (α∆km + iSkm)2

]−
− γρ2

k

[
(1− αb)∆km − iSkm(α + b)

]
= 0, m = 0,±1,±2, . . . (4)

где
∆km = Ak+m + Ak−m − 2Ak,
Skm = Ak−m − Ak+m,

An = exp(−µ2n2).

1.1. Пусть выполнено условие
µ À 1. (5)

Утверждение 1. Существует такое µ0 > 0, что при всех µ > µ0 все бегущие
волны с номерами k 6= 0, если они существуют, неустойчивы, а бегущая волна
u0(t, x) орбитально устойчива (неустойчива), если

γ(1 + α2) + 2(1− αb) > 0 (< 0).

1.2. Пусть параметр µ > 0 фиксирован, а значение γ достаточно велико:

γ À 1.

Утверждение 2. Существует такое γ0 > 0, что при всех γ > γ0 существует
единственная бегущая волна с номером k = 0. Эта волна орбитально устойчива
(неустойчива), если

1− αb > 0 (< 0).
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1.3. Пусть параметр µ является малым:

0 < µ ¿ 1.

Утверждение 3. Пусть
1− αb < 0. (6)

Тогда найдется такое µ0 > 0, что при всех 0 < µ < µ0 все бегущие волны неустой-
чивы.

Пусть выполнено
1− αb > 0. (7)

Тогда при µ → 0 количество устойчивых бегущих волн неограниченно возрастает.
Для того, чтобы более точно и полно сформулировать соответствующий результат,
введем несколько обозначений. Фиксируем произвольное вещественное z ∈ (−∞,∞)
и через Θ = Θ(µ) ∈ [0, 1) обозначим такую величину, что zµ−1 + Θ является целым.
Рассмотрим бегущие волны с асимптотически большими при µ → 0 номерами волн
k = zµ−1 + Θ:

u(t, x, z) = ρ(z) exp[iω(z) + i(zµ−1 + Θ)x],

где
ρ2(z) = 1 + γ[exp(−z2 − 2zΘµ− µ2Θ2)− 1],

ω(z) = bρ2(z) + γα[exp(−z2 − 2zΘµ− µ2Θ2)− 1].

Выражение для ρ2(z) определено при тех z (и достаточно малых µ), для которых

1 + γ
[
exp(−z2)− 1

]
> 0.

При условии γ < 1 это неравенство справедливо для всех z, а при γ > 1 оно имеет
место только при z ∈ (0, z0), где

z2
0 = ln

γ

γ − 1
.

Ниже удобно считать, что при γ < 1 имеем z2
0 = ∞.

Утверждение 4. Фиксируем произвольно z ∈ (−∞,∞), и пусть z2 < min
(

1
2
, z2

0

)
(

1
2

< z2 < z2
0

)
. Тогда найдутся такие γ0 > 0 и µ0 > 0, что при всех γ ∈ (0, γ0) и

µ ∈ (0, µ0) решение u(t, x, z) асимптотически орбитально устойчиво (неустойчи-
во).

1.4. Предположим теперь, что параметр γ является достаточно малым:

0 < γ ¿ 1.

В этом случае существует бесконечно много бегущих волн с номерами k = 0,±1,
±2, . . . . Положим ∆k = max

m6=0
Re ∆km.

Утверждение 5. Пусть выполнено условие (6). Тогда существует такое γ0 > 0,
что при всех 0 < γ < γ0 все бегущие волны неустойчивы.
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Если же 1 − αb > 0, то при всех достаточно малых γ бегущая волна uk(t, x)
устойчива (неустойчива), если ∆k > 0 (< 0).

2. В случае
0 < γ ¿ 1, h = 0, 1− αb > 0

построим уравнения, с помощью которых в главном описывается поведение реше-
ний (1), (2) в окрестности uk(t, x). Для этого представим решения (из окрестности
uk(t, x)) в форме

u(t, x) = ρk exp[iωkt + ikx + iϕk(τ, x)](1 + γV (t, τ, x) + . . . ),

где τ = γt – медленное время, k = 0,±1,±2, . . . , а функция ϕk(τ, x) – 2π-периодична
по x. Для определения ϕk(τ, x) тогда приходим к уравнению

∂ϕk

∂τ
= Ω + g

∫ ∞

−∞
F (s)[sin(ks + ϕk(τ, x + s)− ϕk(t, x) + q)]ds, (8)

в котором

Ω = −g sin q, g = [(1 + α2(1 + b2)]1/2, q = arctg α− arctg b.

Отметим, что решению uk(t, x) уравнения (1) отвечает постоянное решение (8) той
же устойчивости.

В [4] на основе численного анализа показано, что динамика (8) при αb > 1 мо-
жет быть достаточно сложной. Из утверждения 5 вытекает, что при условии (6)
все простейшие решения – бегущие волны – неустойчивы. Отметим еще, что эта
неустойчивость при малых µ –

”
взрывная“, т.е. асимптотически много корней соот-

ветствующих характеристических уравнений находятся в правой комплексной по-
луплоскости.

При достаточно малых значениях параметра µ (в [4] приведено характерное зна-
чение µ ≈ 1

4
) уравнение (8) можно упростить. Заметим, что для произвольной фик-

сированной дважды непрерывно дифференцируемой функции f(s) выполнено со-
отношение ∫ ∞

−∞
F (s)f(s)ds = f(0) + µ2f ′′(0) + o(µ2).

Положим ϕk(r, x) = −(α + b)−1(1− αb) ln yk(r, x), где r = µ2τ. Тогда из (8) полу-
чаем (с точностью до o(1) при µ → 0) линейную краевую задачу

∂yk

∂r
= (1− αb)

∂2yk

∂x2
− 2(α + b)k

∂yk

∂x
+ k2(1− αb)−1(α + b)yk, (9)

yk(r, x + 2π) ≡ yk(r, x). (10)

Условие (7) говорит о том, что эта краевая задача является параболической. При
некоторых условиях невырожденности каждое решение (9), (10) при больших вре-
менах r близко к функции вида const · exp(k2(1 − α)−1(α + b)2r), поэтому главная
часть ϕk(τ, x) близка к −µ2k2(α + b). Тем самым решения из малой окрестности
uk(t, x) при t → ∞ стремятся к uk(t + const, x). Отметим еще, что при условии (6)
имеет место “взрывная“ неустойчивость решения uk(t, x).
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Важно подчеркнуть, что переход к краевой задаче (9), (10) справедлив при ма-
лых µ для каждого номера k, но является неравномерным. Покажем это. Пусть z 6= 0
произвольно фиксировано, и положим в (8) k = (µ−1z +Θ)+m, (m = 0,±1,±2, . . . ).
Тогда получаем, что роль краевой задачи (9), (10) играет краевая задача

∂ym

∂r
= (1− 2z2) exp(−z2)[(1− αb)

∂2ym

∂x2
− 2(α + b)m

∂ym

∂x
+

+m2(1− αb)−1(α + b)ym], ym(r, x + 2π) ≡ ym(r, x).

Отсюда вытекает, что для бегущих волн с указанными номерами k при z2 < 1
2
имеет

место устойчивость, а при z2 > 1
2
— неустойчивость.

3. По-видимому, представляет интерес рассмотрение несимметричной функции
F (s) :

F (s) =
1

2µ
√

π
exp

(
−(s + h)2

4µ2

)
, h 6= 0. (11)

Для того, чтобы проиллюстрировать новые моменты, которые возникают из-за от-
клонения h, остановимся кратко на

”
предельном“ случае при µ → 0. Рассмотрим

уравнение

u̇ = [1 + (−1 + ib)|u|2]u + γ(1 + iα)[u(t, x− h)− u(t, x)]. (12)

Это уравнение имеет счетное множество бегущих волн uk(t, x) = ρk exp(iωkt + ikx),
где

ρ2
k = 1 + γ(cos kh + α sin kh− 1),

ωk = b + γ[(b + α) cos kh + (αb− 1) sin kh− (b + α)].

Для исследования устойчивости uk(t, x) линеаризуем (12) на этом решении и
перейдем к рассмотрению соответствующего характеристического уравнения. Как
оказывается, знак вещественных частей всех корней этого уравнения определяется
(при малых γ и с точностью до O(γ2)) знаком выражений Re ∆, где

∆ = γρ2
k((−1 + ib)(1− iα)eikh + (−1− ib)(1 + iα)e−ikh)[e−ihm − 1] = (1− e−ihm)R(z).

Здесь z = hk, R(z) = (1 − αb) cos z + (b + α) sin z, m = 0,±1,±2, . . . . При малых
значениях отклонения h, а, по-видимому, этот случай наиболее интересен, вся чис-
ловая ось разбивается на зоны, в зависимости от знака функции R(z). В зонах, где
R(z) < 0 бегущие волны с номерами k = zµ−1+Θ неустойчивы, а там, где R(z) > 0 —
устойчивы. Правда, в последнем случае могут возникнуть дополнительные слож-
ности из-за необходимости анализировать поведение корней характеристического
уравнения при тех номерах m, для которых 1− cos hm = 0.

§2. Динамика уравнения Курамото с большим коэффициентом
пространственно-распределенного управления. Медленно
осциллирующие структуры

Здесь и ниже предполагаем, что имеет место формула (11) и коэффициент γ
является достаточно большим, а значение µ — малым. Обозначим

γ(1 + iα) = ε−1eiϕ, 0 < ε ¿ 1, −π

2
< ϕ <

π

2
. (13)
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Параметры ε и µ естественно считать однопорядковыми, т.е. для некоторго фикси-
рованного c > 0 имеем

µ = cε. (14)

Удобно в (1) домножить левую и правую часть на ε и произвести замену времени

t = ετ.

В результате получим краевую задачу

∂u

∂τ
= ε[A−B|u|2]u + eiϕ

[ ∫ ∞

−∞
F (s)u(τ, x + s)ds− u

]
,

u(τ, x + 2π) ≡ u(τ, x).
(15)

Характеристическое уравнение для соответствующей линейной части (15) имеет
вид

λm = εa− eiϕ[exp[−ihm− κεm2]− 1] (m = 0,±1,±2, . . .). (16)

При условиях h 6= 0, ϕ 6= 0 и при условиях общности положения для достаточно
малых ε уравнение (16) имеет асимптотически большое количество корней, веще-
ственные части которых положительны и отделены от нуля при ε → 0. Тем самым
в ограниченной области фазового пространства C[0,2π] краевая задача (15) не может
иметь устойчивых установившихся режимов. В связи с этим ниже предполагаем,
что для некоторых фиксированных h1 и ϕ1 имеем

h = ε1/2h1, ϕ = ε1/2ϕ1. (17)

При условиях (17) уравнение (16) имеет совокупность корней λm = λm(ε) (m =
0,±1,±2, . . .), для каждого из которых справедлива асимптотика

λm = iε1/2h1m + ε[a + iϕ1h1m− (κ + h2
1/2)m2] + O(ε3/2).

Тем самым вещественные части бесконечно многих корней характеристического
уравнения стремятся к нулю при ε → 0. Это означает, что в задаче об устойчи-
вости нулевого состояния равновесия в (15) реализуется критический случай бес-
конечной размерности. Методика исследования для таких случаев разработана в
[9]. Применим её для изучения уравнения (15). Согласно этой методике, введем в
рассмотрение формальный ряд

u =
∞∑

m=−∞
ξm(t) exp[imy] + εu1(t, y) + . . . , (18)

где t = ετ , y = x + (ε1/2h1 + εϕ1h1)t. Подставляя (18) в (15) и приравнивая коэффи-
циенты при одинаковых степенях ε, получим бесконечную систему обыкновенных
дифференциальных уравнений для определения величины ξm(t). Как оказывается,
эту систему можно записать в виде одного комплексного параболического уравне-

ния типа Гинзбурга – Ландау относительно ξ(t, y) =
∞∑

m=−∞
ξm(t) exp(imy):

∂ξ

∂t
= (κ + h2

1/2)
∂2ξ

∂y2
+ [a− b|ξ|2]ξ (19)
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с периодическими краевыми условиями

ξ(t, y + 2π) ≡ ξ(t, y). (20)

Теорема 1. Пусть ξ0(t, y) — ограниченное при t ≥ t0, y ∈ [0, 2π] решение краевой
задачи (19), (20). Тогда краевая задача (15) имеет асимптотическое по невязке
решение

u0(τ, x, ε) = ξ0

(
t, x + (ε1/2h1 + εϕ1h1)t

)
+ O(ε1/2).

Теорема 2. Пусть ξo(t, y) периодическое решение (19), (20), и только два его
мультипликатора равны 1. Тогда при всех достаточно малых ε краевая задача (15)
имеет периодическое решение u0(τ, x, ε) той же, что и ξ0(t, y), устойчивости и

u0(τ, x, ε) = ξ0

(
(1 + O(ε1/2))t, x + (ε1/2h1 + εϕ1h1 + O(ε3/2))t

)
+ O(ε1/2).

Заметим, что результаты остаются справедливы и при h1 = 0. Важно отметить,
что в случае h1 = 0 параметр ϕ может принимать любые значения.

§3. Быстро осциллирующие структуры
В этом разделе будет показано, что уменьшение коэффициентов диффузии мо-

жет приводить к появлению семейств быстро осциллирующих по пространственной
переменной структур. Эти структуры условно можно разбить на два типа. Первый
из них появляется при пропорциональном уменьшении коэффициентов c, h2

1, играю-
щих роль диффузии. Образование структур происходит в окрестностях асимптоти-
чески больших мод. Однако произведение коэффициентов диффузии на величину
(асимптотически большую) соответствующих мод является асимптотически малой
величиной. Или, другими словами, квадраты соответствующих мод по порядку сов-
падают с величиной, обратной отклонению пространственной переменной. Второй
тип структур возникает при уменьшении только диффузионного коэффициента c.
Здесь тоже быстро осциллирующие структуры формируются за счет взаимодей-
ствия большого числа далеко расположенных друг от друга мод. Главное отличие
от структур первого типа состоит в том, что здесь не квадраты значений мод, а
сами значения этих мод по порядку совпадают с величиной, обратной отклонению
пространственной переменной. Рассмотрим эти два случая отдельно.

3.1. Структуры первого типа. Положим

c = εc1, h1 = ε1/2h2. (21)

Фиксируем произвольно вещественное z, а через Θ = Θ(ε, z) обозначим величину
из полуинтервала (0, 1], дополняющую выражение zε−1/2 до целого. Рассмотрим
множество целых чисел вида (zε−1/2 + Θ)m + n (m,n = 0,±1,±2, . . .). Для этих
чисел характеристическое уравнение (16) имеет совокупность корней

λm,n = iε1/2h2z + ε

[
a + h2(Θm + n)i + iϕ1h2zm− (κ1 + d1 +

1

2
h2

2)z
2m2

]
+ O(ε3/2).
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Роль краевой задачи (19), (20) в рассматриваемом случае играет зависящее от па-
раметра z семейство краевых задач

∂ξ

∂t
= z2

(
κ1 +

1

2
h2

2

)∂2ξ

∂v2
+ (A−B|ξ|2)ξ + ih2

∂ξ

∂w
, (22)

ξ(t, v + 2π, w) ≡ ξ(t, v, w + 2π) ≡ ξ(t, v, w). (23)

Связь между решениями (22), (23) и (15) устанавливает формула

u(τ, x, ε) = ξ
(
t, (zε−1/2 + Θ)x + (ε1/2h2z + εh2Θ + εϕ1h2z)t, x

)
+ O(ε1/2).

Теорема 3. Пусть при некотором z = z0 краевая задача (22), (23) имеет огра-
ниченное при t ≥ t0, v, w ∈ [0, 2π] решение ξ0(t, v, w). Тогда краевая задача (15)
имеет асимптотическое по невязке решение

u0(τ, x) = ξ0

(
t, (z0ε

−1/2 + Θ)x + (ε1/2h2z0 + εh2Θ + εϕ1h2z0 + O(ε3/2))t, x
)

+ O(ε1/2).

3.2. Структуры второго типа. Пусть, в отличие от (21), только коэффициент c
предполагается асимптотически малым:

c = εc1.

Рассмотрим множество целых чисел (2πh−1
1 ε−1/2+Θ)m+n (здесь Θ ∈ [0, 1) такое, что

выражение в скобках целое: m,n = 0,±1,±2, . . .). Характеристическое уравнение
(16) имеет совокупность корней, вещественные части которых стремятся к нулю
при ε → 0:

λm,n = ih1(Θm + n)(ε1/2 + εϕ1) + ε
[
a− 4π2

h2
1

(κ1 + d1)m
2 − 1

2
h2

1(Θm + n)2
]

+ O(ε3/2).

Отсюда заключаем, что динамика (15) определяется краевой задачей

∂ξ

∂t
= 4π2h−2

1 c1
∂2ξ

∂v2
+

h2
1

2

(
Θ

∂

∂v
+

∂

∂w

)2

ξ + (A−B|ξ|2)ξ, (24)

ξ(t, v + 2π, w) ≡ ξ(t, v, w + 2π) ≡ ξ(t, v, w). (25)

Теорема 4. Пусть при некотором Θ = Θ0 краевая задача (24), (25) имеет ограни-
ченное при t ≥ t0, v, w ∈ [0, 2π] решение ξ0(t, v, w). Тогда краевая задача (15) имеет
асимптотическое по невязке решение

u0(τ, x) = ξ0(t, (2πh−1
1 ε

−1/2
k + Θ0)x + h1Θ0(ε

1/2
k + εkϕ1)t, x + h1(ε

1/2
k + εkϕ1)t) + O(ε

1/2
k ),

где последовательность εk → 0 определяется из уравнения Θ(ε) = Θ0.

§4. Случай существенно несимметричной F (x)

Здесь предполагаем, что параметр h не является малым, а близок к некоторо-
му рационально соизмеримому с π числу. Это означает, что для некоторых целых,
взаимно простых m1 и m2 имеем
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h =
πm1

m2

− ε1/2h1. (26)

В характеристическом уравнении (16) положим m = Nn, где N = m2, если m1

четно, и N = 2m2, если m1 нечетно, а n = 0,±1,±2, . . . . Повторяя построения §2,
получаем аналогичную (19), (20) краевую задачу

∂ξ

∂t
= N2(c +

1

2
h2

1)
∂2ξ

∂y2
+ [A−B|ξ|2]ξ, (27)

ξ(t, y + 2π) ≡ ξ(t, y), (28)

а связь между решениями (15) и (27), (28) устанавливает формула

u(τ, x, ε) = ξ
(
t, N(x− (ε1/2h1 + εϕ1h1)t)

)
+ O(ε1/2). (29)

Соответственно в случае (21) приходим к краевой задаче

∂ξ

∂t
= z2N2

(
c1 +

1

2
h2

1

)∂2ξ

∂v2
+ [A−B|ξ|2]ξ + ih2N

∂ξ

∂w
,

ξ(t, v + 2π, w) ≡ ξ(t, v, w + 2π) ≡ ξ(t, v, w),

а аналогом соотношения (29) служит формула

u(τ, x, ε) = ξ
(
t, N(zε−1/2 + Θ)x + N(ε1/2h2z + εh2Θ + εϕ1h2z)t, Nx

)
+ O(ε1/2).

Более интересна ситуация, когда выполнено только условие c = εc1. Обозначим
через Θ = Θ(ε) ∈ (0, N ] такую величину, которая дополняет выражение
πm1(m2h1ε

1/2)−1 до целого кратного N . Рассмотрим совокупность целых чисел M =
{(πm1(m2h1ε

1/2)−1 + Θ)p}, p = 0,±1,±2, . . . . Тогда вещественные части корней λm,n

с номерами m из M и n = 0,±1,±2, . . . стремятся к нулю при ε → 0:

λm,n = ih1(Θp + n)(ε1/2 + εϕ1) + ε
[
a− π2m2

1

m2
2h

2
1

(κ1 + d1)p
2 − 1

2
h2

1(Θp + n)2
]

+ O(ε3/2).

Аналогом (24),(25) здесь является краевая задача

∂ξ

∂t
=

[
π2m2

1

m2
2h

2
1

c1

]
∂2ξ

∂v2
+

1

2
h2

1

(
Θ

∂

∂v
+

∂

∂w

)2

ξ + [A−B|ξ|2]ξ,

ξ(t, v + 2π, w) ≡ ξ(t, v, w + 2π) ≡ ξ(t, v, w).

Здесь u(τ, x, ε) = ξ(t, (πm1(m2h1ε
1/2)−1 +Θ)x+h1Θ(ε1/2 + εϕ1)t, x+h1(ε

1/2 + εϕ1)t)+
O(ε1/2).

Конечно, и в рассматриваемых ситуациях имеют место результаты о связи ре-
шений построенных краевых задач и асимптотических по невязке решений краевой
задачи (15).
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Выводы
Исследован вопрос об устойчивости бегущих волн в уравнении Курамото с ма-

лым коэффициентом пространственно-распределенного управления. Показано, на-
пример, что неустойчивость носит, как правило,

”
взрывной“ характер. Особый ин-

терес представляют результаты об устойчивости бегущих волн с асимптотически
большими модами.

Рассмотрена динамика уравнения Курамото с большим коэффициентом прос-
транственно-распределенного управления. Для нахождения главных частей асимп-
тотических представлений решений исходной краевой задачи построены специаль-
ные нелинейные семейства эволюционных, как правило, параболических уравнений
(не содержащих малые и большие параметры). Известно, что уравнения такого типа
обладают богатой и сложной динамикой (см., например, [10]). Присутствие конти-
нуального параметра z в таких семействах позволяет сделать вывод о мультиста-
бильности как о характерном явлении в системах уравнении Курамото при боль-
шом коэффициенте пространственно распределенного управления. Присутствие в
построенных уравнениях параметра Θ говорит о возможности реализации беско-
нечного процесса прямых и обратных бифуркаций при увеличении параметра K
(уменьшении параметра ε).

Построение главных членов асимптотических разложений решений (1) откры-
вает путь к нахождению решений с любой наперед заданной степенью точности по
параметру ε. В ряде случаев, на основе разработанных в [11] оценок норм некото-
рых линейных операторов, удается обосновать существование точных решений (с
построенной асимптотикой) и ответить на вопрос об их устойчивости.

Полученные результаты допускают распространение и на другие более общие
системы уравнений. Интересны, например, новые явления, возникающие в случае
двумерной области изменения пространственной переменной (см., [12]). Отметим
еще, что для уравнений с запаздыванием получаем эволюционные уравнения с от-
клонением пространственной переменной, т.е. запаздывание по времени переходит
в отклонение по пространственной переменной.
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