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Аннотация

С помощью интегрального выражения вводится аналог эйлеровой характеристики для полутоно-
вых изображений. Получена теорема, позволяющая вычислять эту характеристику суммированием
некоторой функции, определенной на полутоновых фрагментах размера 2 × 2. Приведенный пример
и компьютерная модель показывают, что вышеуказанная характеристика является естественным про-
должением эйлеровой характеристики на множестве полутоновых изображений.

В работах [1-10] рассматривались подходы к вычислению эйлеровой характеристики черно-белого циф-
рового изображения. В работах [11, 12] реализована одна из возможностей введения аналогов эйлеровой
характеристики для полутоновых изображений с помощью многочленов. В настоящей работе предлага-
ется другой способ построения аналога эйлеровой характеристики для такого рода изображений.

Под полутоновыми цифровыми изображениями будем понимать матрицу A = (aij) размера m × n с
элементами aij ∈ [0; 1]. Для любого t ∈ [0; 1] сопоставим матрице A матрицу Ãt = (ãij), где

Ãt =
{

ãij = 1, если aij ≥ t,
ãij = 0, если aij < t.

(1)

Следуя подходу работы [10], считая матрицу Ãt черно-белым цифровым изображением, построенным на
основе прямоугольной решетки, можно вычислить эйлерову характеристику для этой матрицы χk(Ãt),
где k = 1, 2, в соответствии с двумя типами связности на прямоугольной решетке. Определим теперь
семейство следующих интегральных характеристик матрицы A:

χIk,l(A) = (l + 1)

1∫

0

tlχk(Ãt)dt, где l ≥ 0.

Для всех этих характеристик выполняется следующее свойство, а именно если матрица A представ-
ляет собой черно-белое цифровое изображение, то χIk,l(A) = χk(A), то есть такого рода интегральные
характеристики являются нецелочисленным продолжением эйлеровой характеристики на множество по-
лутоновых цифровых изображений.

По аналогии с [10] под полутоновыми фрагментами s размера 2×2 будем понимать любую подматрицу
матрицы A вида:

s =
(

aij aij+1

ai+1j ai+1j+1

)

с элементами на отрезке [0, 1]. Для любого t ∈ [0, 1] естественным образом в соответствии с правилом (1)
определим фрагмент s̃t размера 2× 2. Верна следующая

Теорема. Для любого полутонового изображения A существует функция Fk,p(s), определенная на
множестве всех полутоновых фрагментов s размера 2× 2 , такая, что верно соотношение

χIk,l(A) =
∑

s∈A

Fk,l(s), где k = 1, 2; l ≥ 0.

Доказательство. Отметим, что, согласно [10], для любого t ∈ [0, 1] верно равенство

χk(Ãt) =
∑

s∈A

Fk(s̃t),
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применяя формулу для интегральной характеристики, получаем равенства

χIk,l(A) = (l + 1)

1∫

0

tlχk(Ãt)dt = (l + 1)

1∫

0

tl
∑

s∈A

Fk(s̃t)dt =
∑

s∈A

(l + 1)

1∫

0

tlFk(s̃t)dt,

откуда получаем выражение для функции

Fk,p(s) = (l + 1)

1∫

0

tlFk(s̃t)dt.

Теорема доказана.
Приведем пример вычисления предложенной интегральной характеристики для изображения размера

4× 7.

Рис. 1.

Рис. 2.

χl(A) =





(l + 1)
p∫
0

tldt + (l + 1)
q∫
p

tldt, p ≤ q.

(l + 1)
q∫
0

tl(−1)dt + (l + 1)
p∫
q

tl2dt, q ≥ p.
=

{
q(l+1) − 2p(l+1), q ≤ p.
2p(l+1) − 3q(l+1), q ≥ p.

Случай 1. p = q = 0, χl(A) = 0.
Случай 2. p = 0, q = 1 =⇒ p ≤ q, χl(A) = 1.
Случай 3. p = 1, q = 0 =⇒ p ≤ p, χl(A) = 2.
Случай 4. p = 1, q = 1 =⇒ p = q, χl(A) = −1.

Рассмотренные случаи показывают хорошее согласование с классической эйлеровой характеристикой
для черно-белых изображений.

Ниже приведен один из результатов компьютерного эксперимента для изображения на рис. 3 для
условного экрана размера 50× 50.

t 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
χ(Ãt) 1 0 0 0 -1 -1 -1 -1 -1

l 0 1 2 3 10 20
χl(A) -0.4 -0.74 -0.874 -0.9374 -0.9995 -0.9999

Отметим, что при l −→ ∞ значение предложенной интегральной характеристики стремится к значе-
нию эйлеровой характеристики изображения, составленного из пикселей яркости 1.
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Рис. 3.
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Integral near-Eiler characteristics of halftone digital images

Parfenov P.G., Kapliy I.A.

In works analog of Eiler characteristics for halftone images introduce by the instrumentality of integral
expression. Deduced theorem allows to calculate this characteristic by summation of some function defined on
halftone fragments of size 2*2. Example and computer model mentioned show that foregoing characteristic is a
natural continuation of Eiler characteristics on the set of halftone images.


