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Аннотация. Разрабатывается способ оценки практической стойкости обфусцирующих пре-
образований программ, основанный на вычислении показателя похожести для исходной, обфусци-
рованной и деобфусцированной программ. Предлагаются кандидаты для показателей похожести,
в основе вычисления которых лежат такие характеристики программ, как граф потока управ-
ления, время символьного выполнения и степень покрытия при символьном выполнении. Граф
потока управления рассматривается как основа для построения других кандидатов для показа-
телей похожести программ. На его основе предлагается новый кандидат для показателя похо-
жести, при вычислении которого находится расстояние Хэмминга между матрицами смежности
графов потока управления сравниваемых программ. Строится схема оценки (анализа) стойкости
обфусцирующих преобразований, в соответствии с которой для исходной, обфусцированной и де-
обфусцированной программ вычисляются или находятся характеристики этих программ, которые
сравниваются в соответствии с выбранной моделью сравнения. Разработанная схема, в частности,
подходит для сравнения программ на основе показателей похожести. В работе разрабатывается
и реализуется один из ключевых блоков построенной схемы – блок получения характеристик про-
грамм, скомпилированных для архитектуры x86/x86_64. Разработанный блок позволяет находить
граф потока управления, время символьного выполнения и степень покрытия при символьном вы-
полнении. Приводятся некоторые результаты работы построенного блока.

Ключевые слова: обфускация кода, стойкость, символьное исполнение
Для цитирования: Борисов П.Д., Косолапов Ю.В., "Об автоматическом анализе практической стойкости обфус-
цирующих преобразований", Моделирование и анализ информационных систем, 26:3 (2019), 3 71 –3 13 .
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Введение
Обфускация (или запутывание) программного кода используется для защиты про-
грамм от анализа типа обратной инженерии (reverse engineering). Обфускация мо-
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жет применяться на разных уровнях: на уровне исходного кода, на уровне про-
межуточного представления, а также на уровне машинных команд. При этом це-
лью обфускации является не только затруднение понимания алгоритмов программы
при статическом анализе, но и затруднение понимания при динамическом анализе.
В настоящее время разработано множество способов обфускации, которые на интуи-
тивном уровне позволяют затруднить понимание защищаемых алгоритмов, однако
нет теоретического обоснования стойкости для этих методов. Отметим, что пони-
мание (comprehension) исходного кода программного обеспечения является в насто-
ящее время активно исследуемой областью в программной инженерии [1], а в [2]
для измерения понятности кода предлагаются метрики, построенные на основе зна-
ний из области обфускации исходного кода (пока отсутствует экспериментальное
доказательство пригодности этих метрик).

При разработке обфусцирующего преобразования важной задачей представляет-
ся обоснование стойкости этого преобразования к современным методам деобфуска-
ции (к распутыванию кода) [3]. Деобфускация может выполняться как с использова-
нием автоматических средств деобфускаци (автоматическая деобфускация, без уча-
стия человека), так и с участием человека-эксперта, использующего инструменталь-
ные средства анализа. В [4] показано, что для многих способов обфускации имеют-
ся способы деобфускации, многие из которых поддаются автоматизации. Поэто-
му актуальными являются задачи, во-первых, разработки способа анализа стойко-
сти обфусцирующих преобразований, примененных на любом уровне, а во-вторых,
актуальна задача разработки практически устойчивых способов обфускации к ав-
томатической деобфускации. В настоящей работе разрабатывается схема оценки
практической стойкости обфусцирующих преобразований к автоматическим мето-
дам деобфускации.

Статья кроме введения и заключения содержит три раздела. Первый раздел по-
священ обзору работ в области современных методов обфускации и автоматической
деобфускации. Во втором разделе предлагается способ оценки стойкости обфус-
цирующих преобразований на основе вычисления показателя похожести программ
для исходной, обфусцированной и деобфусцированной программ. Третий раздел
посвящен разработке и реализации схемы оценки стойкости обфусцирующих пре-
образований.

1. Обзор работ

1.1. Обфускация в программной инженерии

В настоящее время исследование в области обфускации ведется по двум направ-
лениям: 1) применение обфускации в криптографии и 2) обфускация в программ-
ной инженерии и компьютерной безопасности [5]. В области криптографии интерес
к обфускации вызван тем доказанным фактом, что если возможно создать тео-
ретически стойкий алгоритм обфускации программ, то его можно преобразовать
в криптосистему с открытым ключом, в которой секретным ключом будет сам ал-
горитм расшифрования, а открытым ключом будет обфусцированная шифрующая
программа [6]. В программной инженерии обфускация применяется для решения
следующих задач: для защиты алгоритмов, представляющих собой интеллектуаль-
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ную собственность [7] (в частности, для включения «водяных» знаков), для защиты
критических участков кода (например, при проверке лицензий) [8], для маскиров-
ки критичных данных, например, ключа шифрования и/или расшифрования [6],
для маскировки известного программного обеспечения под новое программное обес-
печение (например, для обхода сигнатурного анализа антивирусных программ и си-
стем обнаружения вторжений) [9, 10], для защиты программ от эксплуатации воз-
можных уязвимостей (диверсификация) [11,12], в частности, от атак типа повторно
выполнения исполнимого кода [13].

Можно выделить следующие уровни обфускации программного кода: уровень
исходного кода (C/C++/Java/JavaScript и т.п.), уровень промежуточного кода (бит
код LLVM) и уровень целевого исполняемого кода (байт-код Java и WebAssembly,
машинный код для архитектуры Intel x86/x86_64 и т.п.). Здесь и далее под уров-
нем целевого исполняемого кода понимается уровень, на котором непосредствен-
но выполняются инструкции кода; в качестве интерпретатора на таком уровне мо-
гут выступать, например, процессор архитектуры Intel x86/x86_64 или виртуаль-
ная Java-машина. На каждом из этих уровней могут применяться как специфич-
ные для каждого уровня способы обфускации (например, шифрование константных
строк, замена имен переменных, добавление избыточных инструкций, добавление
непрозрачных предикатов, перестановка базовых блоков), так и общие для всех
уровней способы (например, замена набора инструкций эквивалентным по функци-
ональности набором инструкций, вставка мертвого кода).

1.2. Автоматическая деобфускация

В [14] предлагается обфусцирующие преобразования оценивать по трем характе-
ристикам: стоимость обфусцирующего преобразования (cost), устойчивость к ав-
томатической деобфускации (resilience) и устойчивость к деобфускации человеком
(potency). Две последние характеристики определяют стойкость преобразований.
Автоматическая деобфускация находит применение, например, при исследовании
новых образцов вредоносного кода, когда сначала необходимо выяснить, является
ли этот образец действительно новым вредоносным кодом, или это обфусцирован-
ная версия вредоносного кода с уже известной сигнатурой. Также автоматическая
деобфускация применяется при выявлении плагиата программного обеспечения [15].
Деобфускация кода человеком обычно выполняется в случае, если автоматические
способы деобфускации не дают результатов. Эмпирически установлено, что пони-
мание программ человеком по своей природе тесно связано с обработкой челове-
ком естественного языка [1]. Учитывая, что привлечение человека к деобфускации
обычно существенно повышает стоимость процесса деобфускации, большое внима-
ние уделяется разработке и усовершенствованию автоматических способов деобфус-
кации, в частности, на основе символьного исполнения (см. [16, 17]). Отметим, что
это, в свою очередь, приводит к развитию способов обфускации, направленных на
противодействие автоматическому распутыванию кода [18].

Автоматическая деобфускация программ может выполняться как статически,
так и динамически. Статический анализ не предполагает запуск кода, в то вре-
мя как при динамическом анализе программа запускается. Совместное использова-
ние статического и динамического анализа при оценке стойкости обфусцирующих
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преобразований обусловлено тем, что такие преобразования могут быть устойчивы
к статическому анализу, но не быть устойчивыми к динамическому, или наоборот.
Отметим, что при статическом анализе могут использоваться техники, аналогич-
ные тем, которые используются в компиляторах при оптимизации программ: по-
иск циклов, условных операторов, выявление избыточных операций, недостижимо-
го и/или мертвого кода и т.п. При динамическом анализе используется, например,
сравнение трассы выполненных команд с кодом программы.

Одним из мощных средств, используемом в автоматической деобфускации про-
грамм, является символьное исполнение кода [17–19], которое изначально было
разработано для автоматического тестирования программного обеспечения, поиска
ошибок и выявления уязвимостей [20]. Символьное исполнение позволяет постро-
ить наборы входных данных, на которых будет исполняться определенный путь
в программе [20]. Эту задачу выполняет решающий модуль (resolver). Таким об-
разом, для каждого пути исполнения формируется набор ограничений на входные
параметры, по которым могут быть сгенерированы конкретные наборы значений,
используемых для прохождения этого пути. Решение данной задачи обычно по-
лучается с помощью SMT-решателя (Satisfiability Modulo Theories). Результатом
работы символьного интерпретатора являются наборы входных параметров про-
граммы и процент покрытия кода программы символьным исполнением. Для ана-
лиза программ символьное исполнение используется в таких средствах как S2E [16]
(на основе символьного интерпретатора KLEE [21]), Triton [17], Angr [22]. Для за-
щиты от методов анализа (деобфускации), применяющих символьное исполнение,
в работах [18, 23] предлагается использовать непрозрачные предикаты на основе
криптографических хэш-функций. В этом случае у решающего модуля может по-
требоваться длительное время для нахождения условий, при которых предикат яв-
ляется истинным/ложным. Однако непрозрачные предикаты могут быть выявлены
при динамическом символьном исполнении (dynamic symbolic execution), например,
путем многоразового запуска программы [24].

В настоящей работе предлагается проводить оценку практической стойкости
обфусцирующих преобразований по отношению к заданным автоматическим мето-
дам деобфускации. Заметим, что здесь не рассматриваются вопросы теоретической
вычислительной стойкости (стойкость по отношению ко всем полиномиальным ал-
горитмам деобфускации).

2. Оценка стойкости

2.1. Информационно-аналитическая модель

Пусть 𝒫 — множество всех исполнимых программ для фиксированной архитектуры
вычислительного устройства, представленных в заранее известном формате (напри-
мер, на языке ассемблера), 𝒯 — множество таких отображений (преобразований)
вида 𝜏 : 𝒫 → 𝒫 , что для каждой программы 𝑃 ∈ 𝒫 программа 𝜏(𝑃 ) семантиче-
ски эквивалентна программе 𝑃 на всех допустимых входных данных. Во множество
𝒯 , в частности, входят оптимизирующие код преобразования, а также обфусциру-
ющие и деобфусцирующие преобразования. Множество 𝒯 задает на множестве 𝒫
отношение эквивалентности: две программы 𝑃1 и 𝑃2 эквивалентны, тогда и толь-
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ко тогда, когда существует такое отображение 𝜏 , что 𝑃1 = 𝜏(𝑃2). Во множестве 𝒯
выделим подмножество обфусцирующих преобразований 𝒯 𝑂, которые направлены
на затруднение понимания программ. В 𝒯 𝑂 рассмотрим некоторое фиксированное
множество преобразований

{𝜏 𝑜1 , ..., 𝜏 𝑜
𝑟 } ⊆ 𝒯 𝑂. (1)

и деобфусцирующее преобразование 𝜏 𝑑 ∈ 𝒯 ∖ 𝒯 𝑂. Требуется из набора (1) выбрать
преобразование, наиболее устойчивое к деобфусцирующему преобразованию 𝜏 𝑑.

2.2. Способ оценки стойкости

В настоящей работе выбор преобразования из набора (1) предлагается выполнять
на основе вычисления показателя похожести для программ 𝜏 𝑑(𝜏 𝑜𝑖 (𝑃 )) и 𝑃 (∈ 𝒫),
𝑖 = 1, ..., 𝑟. Для сравнения двух программ рассмотрим показатель похожести

𝛿 : 𝒫 × 𝒫 → [0, 1](⊆ R).

При этом будем полагать, что 𝛿(𝑃1, 𝑃2) = 𝛿(𝑃2, 𝑃1) для всех (𝑃1, 𝑃2) ∈ 𝒫 × 𝒫
и 𝛿(𝑃, 𝑃 ) = 0 для всех 𝑃 из 𝒫 . Для показателя 𝛿 рассмотрим такую пару (𝜖+𝛿 , 𝜖

−
𝛿 ) ∈

[0, 1] × [0, 1], что при 𝛿(𝑃1, 𝑃2) ≤ 𝜖+𝛿 программы 𝑃1, 𝑃2(∈ 𝒫) считаются похожими, а
при 𝛿(𝑃1, 𝑃2) ≥ 𝜖+𝛿 – непохожими. Очевидно, что для показателя похожести должно
выполняться неравенство

𝜖+𝛿 < 𝜖−𝛿 . (2)

Для заданного показателя 𝛿 пара (𝜖+𝛿 , 𝜖
−
𝛿 ) может быть найдена в результате вычис-

лительного эксперимента в соответствии со следующим алгоритмом 1.
Исходные параметры: 𝒫(⊆ 𝒫) – подмножество различных по

функционалу исполнимых программ,
𝛿 : 𝒫 × 𝒫 → [0, 1] — претендент на показатель
похожести, 𝒯 ⊆ 𝒯 ∖ 𝒯 𝑂 — подмножество
необфусцирующих преобразований

Результат: пара (𝜖+𝛿 , 𝜖
−
𝛿 )

𝜖+𝛿 := 0, 𝜖−𝛿 := 1
для каждого 𝑃 ∈ 𝒫 выполнять

построить 𝒯 (𝑃 ) = {𝜏(𝑃 ) : 𝜏 ∈ 𝒯 }
для каждого (𝑃1, 𝑃2) ∈ 𝒯 (𝑃 )× 𝒯 (𝑃 ) выполнять

𝜖+𝛿 := max{𝜖+𝛿 , 𝛿(𝑃1, 𝑃2)}
конец цикла
для каждого 𝑃 ∈ 𝒫 , 𝑃 ̸= 𝑃 выполнять

𝜖−𝛿 := min{𝜖−𝛿 , 𝛿(𝑃, 𝑃 )}
конец цикла

конец цикла
Алгоритм 1: Экспериментальное вычисление пары (𝜖+𝛿 , 𝜖

−
𝛿 )

Algorithm 1: Experimental calculation of pair (𝜖+𝛿 , 𝜖
−
𝛿 )

Значения показателя 𝛿 естественным образом отображаются в два возможных
значения: программы похожи (П) или непохожи (Н). Если 𝜖+𝛿 < 𝛿(𝑃1, 𝑃2) < 𝜖−𝛿 , то в
случае 𝛿(𝑃1, 𝑃2) ∈ [0, 𝜖+𝛿 +(𝜖−𝛿 − 𝜖+𝛿 )/2] полагаем, что программы похожи, а в против-
ном случае считаем, что программы непохожи.
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Определение 1. Будем говорить, что обфусцирующее преобразование 𝜏 𝑜(∈ 𝒯 𝑂)
эффективно в рамках показателя 𝛿, если

∀𝑃 ∈ 𝒫 𝛿(𝑃, 𝜏 𝑜𝑏𝑓 (𝑃 )) ≥ 𝜖−𝛿 .

Другими словами, преобразование является эффективным, если исходная и об-
фусцированная программа считаются непохожими в рамках показателя 𝛿.

Определение 2. Будем говорить, что деобфусцирующее отображение 𝜏 𝑑 явля-
ется эффективным преобразованием для преобразования 𝜏 𝑜 в рамках показателя
похожести 𝛿, если

∀𝑃 ∈ 𝒫 𝛿(𝑃, 𝜏 𝑑(𝜏 𝑜(𝑃 ))) ≤ 𝜖+𝛿 .

Аналогично можно ввести определения 𝒫-эффективных обфусцирующих и де-
обфусцирующих преобразований, если в определениях 1 и 2 рассмотреть вместо
множества всех программ 𝒫 некоторое фиксированное подмножество 𝒫 .

Для программы 𝑃 , обфусцирующего преобразования 𝜏 𝑜 и деобфусцирующего
преобразования 𝜏 𝑑 возможны восемь возможных сочетаний значения показателя 𝛿,
которые представлены в таблице 1.

Таблица 1. Сочетания значений показателя похожести 𝛿 для заданного
обфусцирующего преобразования 𝜏 𝑜 и деобфусцирующего преобразования 𝜏 𝑑

Table 1. Combinations of values of the similarity index 𝛿 for a given obfuscating
transformation 𝜏 𝑜 and deobfussing transformation 𝜏 𝑑

𝛿(𝑃, 𝜏 𝑜(𝑃 )) 𝛿(𝜏 𝑜(𝑃 ), 𝜏 𝑑(𝜏 𝑜(𝑃 ))) 𝛿(𝑃, 𝜏 𝑑(𝜏 𝑜(𝑃 )))
1 П П П
2 П П Н
3 П Н П
4 П Н Н
5 Н П П
6 Н П Н
7 Н Н П
8 Н Н Н

Преобразования, соответствующие первым четырем сочетаниям таблицы, не яв-
ляются эффективными обфусцирующими преобразованиями. Сочетания 6 и 8 соот-
ветствуют эффективному обфусцирующему преобразованию 𝜏 𝑜, устойчивому в рам-
ках показателя 𝛿 к деобфусцирующему преобразованию 𝜏 𝑑, так как, с одной сторо-
ны, по показателю 𝛿 обфусцированная и исходная программы непохожи, а с другой
стороны, исходная программа и деобфусцированная непохожи. Сочетания 5, 7, на-
оборот, соответствуют обфусцирующему преобразованию 𝜏 𝑜, неустойчивому к деоб-
фусцирующему преобразованию 𝜏 𝑑 (также в рамках показателя 𝛿).

Утверждение 1. Для определения стойкости эффективного обфусцирующего пре-
образования 𝜏 𝑜 к деобфусцирующему преобразованию 𝜏 𝑑 в рамках показателя похо-
жести 𝛿 достаточно вычислить 𝛿(𝑃, 𝜏 𝑑(𝜏 𝑜(𝑃 ))).
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Доказательство. По условию, преобразование 𝜏 𝑜 эффективное. Так как значение
показателя 𝛿(𝑃, 𝜏 𝑑(𝜏 𝑜(𝑃 ))) для сочетаний 6 и 8 таблицы 1 одинаковое (для строк 5 и 7
значение также одинаковое, но отличается от значения в строках 6 и 8), то для опре-
деления стойкости этого значения достаточно.

Таким образом, если из заданного набора (1) обфусцирующих преобразований
требуется выбрать наиболее устойчивое к заданному методу деобфускации 𝜏 𝑑, то сле-
дует выбирать обфусцирующиее преобразование 𝜏 𝑜 с наибольшим числовым зна-
чением 𝛿(𝑃, 𝜏 𝑑(𝜏 𝑜(𝑃 ))), соответствующим бинарному значению «Н» (программы 𝑃
и 𝜏 𝑑(𝜏 𝑜(𝑃 )) непохожи). Если же имеется набор показателей похожести {𝛿1, ..., 𝛿𝑛},
то наиболее стойким следует считать преобразование 𝜏 𝑜 с наибольшим числом пока-
зателей 𝛿𝑖, значения которых для программ 𝑃 и 𝜏 𝑑(𝜏 𝑜(𝑃 )) соответствуют бинарному
значению «Н» и принимают наибольшее значение.

Стоит отметить, что если для пары (𝜖+𝛿 , 𝜖
−
𝛿 ), найденной в соответствии с алго-

ритмом 1, не выполняется условие (2), то считается, что показатель 𝛿 не подходит
для оценки эффективности и стойкости обфусцирующих преобразований в рамках
предлагаемого способа. Поиск подходящего показателя похожести, для которого
выполняется условие (2), является актуальной и, как можно заключить из обзо-
ра [15], пока нерешенной задачей. В частности, остается пока открытым вопрос
о составе множества 𝒯 , используемом в алгоритме 1 для нахождения значений,
соответствующих похожим программам. Можно предположить, что во множество
𝒯 следует включать преобразования, соответствующие, например, преобразовани-
ям разных компиляторов (из исходного кода в код целевой архитектуры), разным
опциям компиляции, использующим различные наборы оптимизирующих преобра-
зований. Однако, в частности, некоторые оптимизирующие преобразования, могут
рассматриваться и как обфусцирующие преобразования. Поэтому необходимы ис-
следования для определения состава множества 𝒯 . Другим способом построения
множества 𝒯 (𝑃 ) может быть выбор различных версий/обновлений одной програм-
мы 𝑃 .

Кроме поиска подходящих показателей похожести актуальными являются за-
дачи построения эффективно вычислимых показателей похожести и установление
корреляции между различными показателями похожести. В следующем разделе
предлагаются возможные кандидаты для показателей похожести.

2.3. Показатели похожести программ

2.3.1. Похожесть графов потока управления

Множество всех возможных путей выполнения программы 𝑃 (∈ 𝒫), представлен-
ное в виде графа 𝐺𝑃 = (𝑉𝑃 , 𝐸𝑃 ) называется графом потока управления (control
flow graph) программы. Узлы из 𝑉𝑃 такого графа обычно соответствуют базовым
блокам программы 𝑃 – последовательностям команд, завершающимися командами
перехода на другие базовые блоки. Ребра (из 𝐸𝑃 ), исходящие из заданного узла, со-
ответствуют условиям, при выполнении которых совершается переход из заданного
базового блока к следующему базовому блоку. Как показывают исследования, граф
потока управления является важной характеристикой программ, используемой при
их сравнении [15]. Многие обфусцирующие преобразования не влияют или слабо
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влияют на топологию графа, что используется, например, для выявления обфус-
цированных версий уже известных вредоносных программ [25–28]. Для сравнения
графов часто используется подход, основанный на итеративном поиске и сопостав-
лении в графах наиболее «похожих» узлов [29,30]. Под сопоставлением здесь пони-
мается присвоение этим узлам одинаковых меток, уникальных в рамках каждого
графа. Некоторые другие подходы к сравнению графов рассматриваются в [31].
Там же предлагается методология для оценки различных способов сравнения гра-
фов потока управления.

В настоящей работе для сравнения графов потока управления программ 𝑃1

и 𝑃2 предлагается использовать утилиту BinDiff, в которой реализован алгоритм
сопоставления вершин из [30]. Результатом работы этой программы является число
в диапазоне от 0 (программы полностью отличаются) до 1 (программы полностью
совпадают). Такой показатель похожести обозначим 𝛿BinDiff , а его значение опреде-
ляется формулой:

𝛿BinDiff(𝑃1, 𝑃2) = 1− BinDiff(𝑃1, 𝑃2). (3)

2.3.2. Похожесть при символьном исполнении

В разделе 1.2. отмечается, что важными характеристиками символьного исполне-
ния являются время исполнения, необходимое для генерации входных параметров,
и процент покрытия кода. Время исполнения зависит от времени, необходимого
SMT-решателю. Пусть 𝑡SE(𝑃 ) и 𝑐SE(𝑃 ) – время, необходимое SMT-решателю, и сте-
пень покрытия кода при символьном исполнении программы 𝑃 (∈ 𝒫) соответствен-
но. Тогда можно рассмотреть два показателя похожести программ 𝑃1 и 𝑃2 в рамках
символьного исполнения:

𝛿𝑡SE(𝑃1, 𝑃2) =
|𝑡SE(𝑃1)− 𝑡SE(𝑃2)|

max{𝑡SE(𝑃1), 𝑡SE(𝑃2)}
, (4)

𝛿𝑐SE(𝑃1, 𝑃2) =
|𝑐SE(𝑃1)− 𝑐SE(𝑃2)|

max{𝑐SE(𝑃1), 𝑐SE(𝑃2)}
. (5)

2.3.3. О построении новых показателей похожести

На основе графа потока управления могут быть построены и другие показатели
похожести, отличные от (3). Разнообразие показателей, с одной стороны, позволяет
выбрать наиболее подходящий показатель в рамках предлагаемого выше способа,
а с другой стороны, множество показателей может быть использовано при постро-
ении показателя похожести на основе машинного обучения. Отметим, что значения
разных показателей похожести могут быть использованы для построения вектора
характеристик, например, в алгоритмах машинного обучения, использующих метод
опорных векторов SVM (Support Vector Method). Рассмотрим возможный подход
к построению показателей похожести на основе графа потока управления.

Пусть 𝑃1 и 𝑃2 – программы, графы потока управления которых требуется срав-
нить, [𝑛] = {1, ..., 𝑛}. Для удобства отождествим узлы каждого графа с метками,
присвоенными этим узлам после выполнения процедуры сопоставления узлов гра-
фов 𝐺𝑃1 и 𝐺𝑃2 , например, в соответствии с алгоритмом из [30]. При этом узлам
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графов, которые не были сопоставлены, присваиваются уникальные метки в рам-
ках двух графов. Пусть 𝑘 = |𝑉𝑃1 ∪ 𝑉𝑃2 | — число различных меток для двух графов.
Для 𝑖 = 1, 2 по графу 𝐺𝑖 построим граф 𝐺′

𝑖 = (𝑉𝑃1 ∪ 𝑉𝑃2 , 𝐸𝑃𝑖
), которому сопоставим

(𝑘 × 𝑘)-матрицу смежности 𝐴𝑖, столбцы и строки которой пронумерованы элемен-
тами множества 𝑉𝑃1 ∪ 𝑉𝑃2 :

𝐴𝑖
𝑣,𝑣 =

{︂
1, (𝑣, 𝑣) ∈ 𝐸𝑃𝑖

0, (𝑣, 𝑣) ̸∈ 𝐸𝑃𝑖

.

Величину 𝜌(𝐴1, 𝐴2) = {(𝑖, 𝑗) ∈ [𝑘] × [𝑘] : 𝑎1𝑖,𝑗 ̸= 𝑎2𝑖,𝑗} будем называть расстоянием
Хэмминга между матрицами 𝐴1 и 𝐴2, так как она равна числу пар индексов, где
элементы матриц 𝐴 и 𝐵 отличаются. Такое расстояние в [32] называется расстоя-
нием редактирования графа. В качестве показателя похожести для 𝑃1 и 𝑃2 предла-
гается нормированное расстояние Хэмминга между соответствующими матрицами
𝐴1 и 𝐴2:

𝛿Hamm =
𝜌(𝐴1, 𝐴2)

𝑘2
. (6)

Для применения показателя похожести 𝛿Hamm узлам двух сравниваемых про-
грамм должны быть присвоены метки, что является непростой задачей. Некото-
рые подходы сопоставления вершин предлагаются, например, в [29, 30]. Для сопо-
ставления базовых блоков представляется возможным применение нечетких хэш-
функций, которые слабо чувствительны к небольшим изменениям [33]. Тогда в срав-
ниваемых программах базовым блокам присваиваются одинаковые метки, если хэш-
значения, вычисленные по коду этих базовых блоков, наиболее близки. Затем по-
иск наиболее похожих базовых блоков повторяется, но при этом не учитываются
ранее помеченные блоки. Заметим, что для применения такого подхода необходимо
представление кода базовых блоков в виде, подходящем для применения нечетких
хэш-функций (или других методов сравнения).

Отметим, что если вместо графа потока управления рассматривать граф вы-
зовов системных функций и/или библиотечных функций при статическом анализе,
или трассу системных вызовов при динамическом анализе (такую трассу, например,
в операционной системе Linux можно получить с помощью утилит strace/ltrace),
то задача вычисления показателя 𝛿Hamm упрощается, так как узлы уже имеют метки
— названия системных и/или библиотечных функций. Однако сравнение на основе
графов системных/библиотечных функций имеет ограниченную сферу применения:
этот подход неприменим для сравнения программ, в которых не применяются си-
стемные/библиотечные функции (программы в рамках такого показателя похоже-
сти будут всегда похожими).

3. Схема анализа стойкости

3.1. Схема на основе сравнения характеристик

Так как при обфускации и деобфускации вносятся изменения в программный код,
то это может привести к изменению характеристик, от которых зависят показатели
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похожести. В [34] проведен обзор характеристик программного обеспечения, пред-
ложенных различными исследователями для оценки сложности программного обес-
печения. К числу таких характеристик относятся, в частности, плотность условных
операторов, число различных путей выполнения программы, размер программы,
число различных операторов, степень влияния изменения одного модуля програм-
мы на остальные модули программы. О влиянии некоторых из этих характеристик
на сложность понимания программ выдвинуты гипотезы в [35].

Схема анализа стойкости обфусцирующих преобразований показана на рис. 1.
Исходная программа подвергается обфускации с помощью преобразования 𝜏 𝑜; ре-
зультат обфускации затем подается на вход блока деобфускации, где применяет-
ся выбранное преобразование 𝜏 𝑑; в блоке нахождения характеристик вычисляют-
ся характеристики программ, которые сравниваются в блоке оценки стойкости.
Для сравнения характеристик программного обеспечения может быть использована
модель на основе похожести программ из раздела 2.2.. В качестве характеристик,

Рис. 1. Структурная схема оценки стойкости обфусцирующих преобразований
Fig. 1. Structural scheme for assessing the persistence of obfusting transformations

получаемых в блоке нахождения характеристик, могут быть такие характеристи-
ки, как граф потока управления программ, время символьного исполнения, степень
покрытия при символьном исполнении. Тогда в блоке оценки стойкости могут ис-
пользоваться показатели 𝛿BinDiff , 𝛿Hamm, 𝛿𝑡SE, 𝛿𝑐SE (см. формулы (3), (6), (4) и (5)).

Заметим, что граф потока управления может быть найден с помощью множества
автоматизированных средств. Такой граф может быть получен, в частности, для
исполнимого файла, скомпилированного для целевой архитектуры, например, Intel
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x86/x86_64. Для нахождения характеристик символьного исполнения таких файлов
разработан и реализован подход, описанный в следующем разделе.

3.2. Нахождение характеристик символьного исполнения

Для оценки стойкости обфусцирующих преобразований разработан алгоритм на-
хождения характеристик исполнимых файлов, скомпилированных для архитекту-
ры Intel x86/x86_64 [36]. Результатом выполнения этого алгоритма являются ха-
рактеристики программ, которые могут быть использованы для оценки стойкости
обфусцирующих преобразований в рамках схемы оценки стойкости обфусцирующих
преобразований, показанной на рис. 1. Модель нахождения характеристик включа-
ет следующие компоненты: модуль дизассемблирования, модуль трансляции кода
программы на языке ассемблера в код на языке промежуточного представления,
модуль оптимизации, модуль символьного исполнения, модуль сбора анализируе-
мых характеристик на уровне промежуточного представления.

Рис. 2. Реализация блока нахождения характеристик на основе символьного
исполнения

Fig. 2. Implementing a block for finding characteristics based on symbolic execution

Модуль дизассемблирования реализуется с помощью средства IDA Pro 7.0 [37]
и утилиты mcsema-disass, входящей в фреймворк McSema [39], предназначенной
для транслирования исполнимых программ, скомпилированных для архитектур
x86/x86_64/arm, в программы на языке промежуточного представления LLVM IR
(Low Level Virtual Machine Intermediate Representation) [38]. Средство IDA Pro 7.0
дизассемблирует программу, а утилита mcsema-disass, используя API-интерфейс
IDA Pro 7.0, на основе полученного представления формирует граф потока управ-
ления. В качестве промежуточного представления используется биткод LLVM IR.
Модуль трансляции в промежуточное представление LLVM IR реализуется с помо-
щью утилиты mcsema_lift из состава фреймворка McSema. Утилита mcsema_lift
генерирует LLVM IR по полученному графу потока управления программы. Таким
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образом, исполнимая программа транслируется в единый модуль в промежуточном
представлении LLVM IR. Модуль оптимизации представлен утилитой opt из соста-
ва LLVM. Оптимизация программы производится на уровне промежуточного пред-
ставления. Символьное исполнение выполняется с помощью фреймворка KLEE [21].
Напомним, что суть символьного исполнения заключается в подмене входных па-
раметров программы символьными значениями. Источниками входных параметров
для консольных программ часто являются аргументы командной строки и стандарт-
ный поток ввода. Символьный интерпретатор пытается исследовать всю программу,
определить все возможные пути исполнения и соответствующие этим путям вход-
ные параметры. Каждое ветвление в программе воспринимается как ограничение
на входные параметры, которым они должны удовлетворять, чтобы продолжить
выполнение программы по каждому из возможных путей.

В качестве примера работы реализованного алгоритма нахождения характери-
стик символьного выполнения проведен ряд экспериментов с программой Maze, ре-
ализованной на языке С, исходный код которой доступен в сети. Программа пред-
ставляет собой простую игру, для победы в которой необходимо через стандартный
поток ввода (stdin) правильно задать путь до выхода из представленного на консо-
ли лабиринта. Для компиляции программы использовался компилятор Obfuscator-
LLVM [40], в котором имеется возможность добавить обфусцирующие преобразова-
ния на стадии представления программы на языке LLVM IR. В ходе эксперимента
программа Maze была скомпилирована в четырех разных режимах: без примене-
ния обфусцирующих преобразований (maze-org), с применением обфусцирующего
преобразования Instruction Substitution (maze-sub), с применением преобразования
Control Flow Flattening (maze-fla), а также с применением обфусцирующего преоб-
разования Bogus Control Flow (maze-bcf). Каждый из полученных четырех испол-
нимых файлов был подан на вход схемы (см. рис. 2) и получены соответствующие
характеристики: время символьного исполнения и степень покрытия кода при сим-
вольном исполнении. Результаты анализа показаны в таблице 2.

Таблица 2. Пример вычисления характеристик для программы Maze
Table 2. An example of calculating characteristics for the program Maze

Исполнимый
файл

Время символь-
ного исполне-
ния, c.

Степень по-
крытия кода,
%

maze-org 43,48 31,53
maze-sub 43,56 31,58
maze-fla 244,85 34,61
maze-bcf 40,41 35,43

Как видно из таблицы, применение обфусцирующих преобразований изменяет
время символьного исполнения программы. В то же время степень покрытия кода
показала неоднозначные значения. Обфусцирующее преобразование Control Flow
Flattening значительно увеличило время символьного исполнения, в то время как
остальные обфусцирующие преобразования не оказали заметного эффекта на время
символьного исполнения.
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Заключение

В настоящей работе разработана схема автоматической оценки стойкости обфус-
цирующих преобразований, основанная на вычислении характеристик трех версий
программы: исходной программы, обфусцированной программы и деобфусцирован-
ной программы. Предложены характеристики, которые могут быть использованы
в рамках построенной модели на основе похожести программ. Построена реализация
алгоритма вычисления характеристик на основе символьного исполнения. Экспери-
менты показали, что обфусцирующие преобразования влияют на характеристики,
на основе которых вычисляются предложенные показатели похожести.

Дальнейшим направлением исследования является проведение экспериментов
для оценки применимости предложенных показателей похожести (3), (6), (4) и (5),
разработка новых показателей, в частности, на основе методов машинного обучения,
а также исследование корреляции различных показателей похожести.
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Аннотация. В работе исследуется задача формальной верификации (математически стро-
гой проверки правильности) диаграмм цифровых сигналов, используемых на практике на ран-
них стадиях разработки микроэлектронных цифровых устройств (цифровых схем). Отправной
точкой разработки схемы, согласно современным методам проектирования, является её описа-
ние на каком-либо высокоабстрактном языке описания аппаратуры (hardware description language,
HDL). Обязательным этапом разработки HDL-кода схемы является отладка этого кода, схожая
по устройству и важности с отладкой программ. Один из популярных способов отладки
HDL-кода основан на получении и проверке правильности диаграммы сигналов, то есть сово-
купности графиков сигналов: функций, описывающих изменение значений в выделенных местах
схемы в реальном времени. В работе предлагаются математические средства автоматизации про-
верки правильности таких диаграмм, основанные на понятиях и методах верификации систем
относительно формул темпоральных логик и учитывающие такие характерные особенности сиг-
налов в HDL и соответствующих свойств правильности диаграмм в неформальном смысле, как
реальное время, троичность и наличие точек фронтов. Троичность сигнала означает, что наряду
с основными логическими значениями 0 и 1 сигнал может принимать и неопределённое значение:
одно из значений 0 и 1, но неизвестно или неважно, какое именно. Точкой фронта называется
момент изменения значения сигнала. В работе предлагаются понятия, утверждения и алгоритмы,
предназначенные для формализации и решения задачи верификации диаграмм сигналов: опреде-
ления сигналов и диаграмм, учитывающие упомянутые характерные особенности сигналов; тем-
поральная логика, предназначенная для описания свойств диаграмм сигналов, и соответствующая
постановка задачи верификации диаграмм; метод решения предлагаемой задачи верификации, ос-
нованный на сведении к задачам преобразования и анализа сигналов; соответствующий алгоритм
верификации диаграмм с обоснованием корректности и “приемлемой” оценкой сложности.
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Введение

Данная работа представляет собой попытку применения методов формальной ве-
рификации [1] (математически строгой проверки правильности выполнения систем)
для формализации и автоматизации одного из этапов разработки цифровых мик-
роэлектронных устройств (цифровых схем) [2]. Отправной точкой проектирования
цифровой схемы, согласно современным подходам, является разработка её функ-
ционала на каком-либо языке описания аппаратуры (hardware description language,
HDL) [2] на высоком уровне абстракции, не учитывающем многие физические и тех-
нологические особенности схем. Обязательным этапом разработки HDL-кода схемы
является отладка этого кода, схожая с отладкой программ, но основанная на поня-
тиях и типах данных, характерных для схем. Основным таким понятием является
цифровой сигнал: функция, описывающая изменение логических значений (1 и 0;
истина и ложь; высокий и низкий уровни напряжения в заданном месте схемы)
в реальном времени. Сигналы в рамках HDL могут принимать и другие значения,
например: неопределённое значение, то есть одно из значений 0, 1, но неизвест-
но или неважно, какое именно; значение высокого импеданса, то есть физически
изолированная точка схемы; арифметические значения в двоичной записи для со-
вокупностей сигналов. В данной работе рассматриваются сигналы, принимающие
три значения: 0, 1 и *. Значение * трактуется как неопределённость в упомянутом
смысле, а также как полноценное независимое третье значение сигнала. Соответ-
ствующим двояким образом трактуется и троичность сигналов.

Один из популярных способов отладки HDL-описания схемы устроен следую-
щим образом. Разрабатывается показательное семейство наборов значений входных
сигналов, то есть тестовое покрытие. Выполняется симуляция схемы на элементах
покрытия подходящим программным средством: вычисление значений выходных
сигналов согласно особой семантике языка, реализованной в средстве. В резуль-
тате симуляции вычисляется диаграмма сигналов: совокупность графиков, описы-
вающих изменение значений сигналов в выделенных местах схемы в действитель-
ном (реальном) модельном времени. Полученная диаграмма изучается экспертом
на предмет правильности: соответствия поведения схемы, представленного в диа-
грамме, ожидаемому. Основной целью работы является разработка математических
средств, пригодных для автоматизации такой проверки правильности диаграмм.

Для наглядности рассмотрим в качестве примера D-триггер [2]: однобитовую
схемную ячейку памяти, используемую практически во всех нетривиальных цифро-
вых схемах. D-триггер содержит два входных сигнала (𝑖𝑛, 𝑐𝑙𝑘) и один выходной сиг-
нал (𝑜𝑢𝑡), и его функционирование можно коротко описать так: каждый раз, когда
значение 𝑐𝑙𝑘 изменяется с 0 на 1 (то есть наступает так называемый передний фронт
сигнала), в триггере сохраняется текущее значение 𝑖𝑛; значение 𝑜𝑢𝑡 всегда совпадает
с последним сохранённым значением. Пример диаграммы, которую можно получить
в результате программной симуляции правильного HDL-кода D-триггера, приведён
на рисунке 1. В этой диаграмме по горизонтали отложена шкала реального вре-
мени, и по строкам изображены графики сигналов 𝑖𝑛, 𝑐𝑙𝑘 и 𝑜𝑢𝑡. Нижний, средний
и верхний уровни строк соответствуют значениям 0, * и 1. Вертикальные линии со-
ответствуют мгновенным изменениям значений сигналов (фронтам). Отметим, что
неопределённое значение сигнала 𝑜𝑢𝑡 на рисунке 1 возникает по трём причинам:
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Рис. 1. Диаграмма сигналов D-триггера
Fig. 1. A waveform of a D flip-flop

до первого переднего фронта сигнала 𝑐𝑙𝑘 значение, сохранённое в триггере, про-
извольно; если значение сигнала 𝑖𝑛 в момент переднего фронта 𝑐𝑙𝑘 не определено,
то и сохраняемое значение не определено; если сигнал 𝑖𝑛 в момент переднего фрон-
та 𝑐𝑙𝑘 изменяет своё значение, то может сохраниться как значение до изменения,
так и после (это известный схемный эффект, называемый метастабильностью [2]).

Отправной точкой формальной верификации диаграммы сигналов является за-
пись свойства правильности на формальном языке. Как видно из рассмотренного
примера, в подходящем формальном языке требуется иметь средства рассужде-
ния о взаимосвязи логических значений во времени. Такие средства содержатся
в языках темпоральных логик [1]. Наиболее популярные темпоральные логики, как
правило, принадлежат одному из двух широких классов: логики дискретного вре-
мени, в которых время описывается множеством целых чисел, и логики реального
времени, в которых время описывается множеством действительных чисел. При
использовании дискретных логик для верификации схема обычно заменяется ко-
нечным автоматом, выполняющим переходы в моменты передних фронтов выбран-
ного (тактового) сигнала. В исследованиях встречается широкий спектр вариаций
такой замены, и с основными идеями таких вариаций можно ознакомиться, напри-
мер, в [2–5] (в том числе с использованием троичности — в [6]). Такая замена без
потери полноты описания поведения возможна только для синхронных схем [2]: из-
меняющих своё состояние только по указанным фронтам единственного тактового
сигнала. Для остальных схем (асинхронных) применение такого подхода сопряжено
с дополнительным анализом схемы и потерей точности описания её поведения. Тем-
поральные логики реального времени, основанные на понятиях сигнала, наиболее
близких к используемому на практике в диаграммах, предлагаются в [7, 8]. В этих
работах рассматриваются двоичные сигналы, и кроме того, в предлагаемых языках
отсутствуют средства рассуждения о фронтах сигналов, и из-за этого предлагае-
мые языки практически непригодны для верификации диаграмм сигналов: значе-
ние * часто встречается в диаграммах, и неопределённость либо произвольность —
в рассуждениях о правильности диаграмм, и даже в таких простых схемах, как
D-триггер, требуются средства рассуждения о фронтах сигналов.

В работе предлагаются: формальный язык (темпоральная логика), предназна-
ченный для записи свойств диаграмм троичных сигналов и содержащий, в числе
прочего, средства записи высказываний о моментах фронтов сигналов; сопутствую-
щий набор понятий, включая строгие определения троичного сигнала и диаграммы;
постановку и конструктивное алгоритмическое решение задачи верификации диа-
грамм относительно формул предлагаемой логики. Текст работы имеет следующую
структуру. В разделе 1 обсуждаются понятия и обозначения, не относящиеся непо-
средственно к цифровым сигналам и предлагаемому языку. В разделе 2 вводятся
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Рис. 2. Таблицы значений троичных функций
Fig. 2. Value tables of three-valued functions

основные определения и обозначения, относящиеся к троичным сигналам и диа-
граммам. В разделе 3 предлагаются синтаксис и семантика формул логики, пред-
назначенной для записи свойств правильности диаграмм и для ясности названной
логикой троичных сигналов, и строгая постановка задачи верификации диаграмм.
В разделе 4 вводится альтернативная семантика формул, позволяющая перефор-
мулировать задачу верификации диаграмм как задачу преобразования и анали-
за сигналов. Соответствующий решающий алгоритм с обоснованием корректности
и грубой оценкой сложности приведён в разделе 5. Наконец, в разделе 6 обсуждает-
ся набор операций, выразимых в логике троичных сигналов, и приводятся примеры
формул, выражающих правильность диаграмм несложных “реальных” схем.

1. Общие обозначения

Записями N, N0 и R обозначим соответственно множества всех натуральных чи-
сел, всех целых неотрицательных чисел и всех действительных чисел. В работе
используются следующие виды интервалов (конечные интервалы действительных
чисел): (𝑥, 𝑦) = {𝑧 | 𝑧 ∈ R, 𝑥 < 𝑧 < 𝑦}; [𝑥, 𝑦) = {𝑧 | 𝑧 ∈ R, 𝑥 ≤ 𝑧 < 𝑦};
(𝑥, 𝑦] = {𝑧 | 𝑧 ∈ R, 𝑥 < 𝑧 ≤ 𝑦}; [𝑥, 𝑦] = {𝑧 | 𝑧 ∈ R, 𝑥 ≤ 𝑧 ≤ 𝑦}. Также в работе исполь-
зуются диапазоны целых неотрицательных чисел: [𝑥..𝑦] = {𝑧 | 𝑧 ∈ N0, 𝑥 ≤ 𝑧 ≤ 𝑦}.

Рассмотрим произвольную функцию 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 . Записью 𝑓−1(𝑦) обозначим мно-
жество {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓(𝑥) = 𝑦}. Записью 𝑓⟨𝑍⟩ ∼ 𝑣, где 𝑍 ⊆ 𝑋 и ∼ — равенство (=) или
неравенство ( ̸=), обозначим следующий факт: для каждого элемента 𝑧 множества 𝑍
верно 𝑓(𝑧) ∼ 𝑦. Будем говорить, что значение функции 𝑓 постоянно на множестве
𝑍, 𝑍 ⊆ 𝑋, если существует значение 𝑦, 𝑦 ∈ 𝑌 , такое что 𝑓⟨𝑍⟩ = 𝑦.

Записью T обозначим множество {0, 1, *}. Это множество будет использоваться
в двух смыслах. В широком смысле, T — множество значений, которыми опериру-
ют троичные функции [9]. В узком смысле, T — множество истинностных значений
троичной логики Клини [10, 11], согласно которой 0 трактуется как ложь, 1 — как
истина, и * — как неопределённое значение: либо истина, либо ложь, но неизвестно
или неважно, что именно. Троичной функцией (местности 𝑛, где 𝑛 ∈ N) называется
функция вида f : T𝑛 → T. На рисунке 2 изображены таблицы значений троичных
функций, использующихся в разделах 3 и 6: отрицание (¬), дизъюнкция (∨) и рав-
носильность (↔) логики Клини; равносильность алгебры троичных функций (⇔);
функция ⊑, означающая, что левый аргумент можно доопределить до правого.
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Рис. 3. График сигнала (𝑠) и заготовки, не являющейся сигналом (𝜌)
Fig. 3. Plots of a signal (𝑠), and a non-signal preform (𝜌)

2. Троичные цифровые сигналы

Далее полагаются заданными действительные чи́сла a и b, задающие область опре-
деления (a,b) рассматриваемых сигналов. Чи́сла интервала [a,b] назовём момен-
тами времени, а также точками (временно́й оси). Точки интервалов [a,b), (a,b]
и (a,b) будем называть соответственно левыми, правыми и внутренними.

Записью T↕ обозначим множество T∪{↕}, где ↕ — фронтальное значение, ↕ /∈ T.
Сигнальной функцией назовём отображение вида 𝜒 : (a,b) → T↕. Будем говорить,
что функция 𝜒 имеет значение 𝑣 справа от левой точки ℓ, если существует точ-
ка 𝑡, такая что ℓ < 𝑡 и 𝜒⟨(ℓ, 𝑡)⟩ = 𝑣, и имеет значение 𝑣 слева от правой точки
𝑟, если существует точка 𝑡, такая что 𝑡 < 𝑟 и 𝜒⟨(𝑡, 𝑟)⟩ = 𝑣. Значения 𝜒 справа
и слева от точки 𝑡 обозначим записями 𝜒(𝑡+ 0) и 𝜒(𝑡− 0) соответственно. Сигналь-
ную функцию 𝜌 назовём заготовкой троичного цифрового сигнала, если множество
𝜌−1(↕) конечно и на каждом интервале ℐ, таком что 𝜌⟨ℐ⟩ ̸= ↕, значение 𝜌 постоянно.
Пусть 𝜌−1(↕) = {𝑡1, . . . , 𝑡𝑘}, где 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑘. Точку 𝑡𝑖 назовём точкой 𝑖-го фронта
заготовки 𝜌. Записью |𝜌| обозначим общее число точек фронтов 𝜌: |𝜌| = 𝑘. Точки
t𝜌𝑖 , 𝑖 ∈ [0..𝑘 + 1], определим так: (t𝜌0, t

𝜌
1, . . . , t

𝜌
𝑘, t

𝜌
𝑘+1) = (a, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘,b). Записями I𝜌

𝑖

и v𝜌𝑖 , 𝑖 ∈ [0..𝑘], обозначим соответственно интервал (t𝜌𝑖 , t
𝜌
𝑖+1) и значение из T, такое

что 𝜌⟨I𝜌
𝑖 ⟩ = v𝜌𝑖 . Отметим, что каждое значение v𝜌𝑖 существует и единственно, так

как значение функции 𝜌 на каждом интервале I𝜌
𝑖 постоянно и множество 𝜌−1(↕)

конечно.

Пример 1. На рисунке 3 изображены графики заготовок 𝑠 и 𝜌 на интервале (0, 5),
определяемых так: |𝑠| = 4, (t𝑠0, . . . , t

𝑠
5) = [0..5], I𝑠

𝑖 = (𝑖, 𝑖 + 1), где 𝑖 ∈ [0..4],
и (v𝑠0, . . . , v

𝑠
4) = (1, 0, *, 1, 0); |𝜌| = 3, (t𝜌0, . . . , t

𝜌
4) = (0, 1, 2, 3, 5), I𝜌

𝑖 = (𝑖, 𝑖 + 1), где
𝑖 ∈ [0..2], I𝜌

3 = (3, 5) и (v𝜌0, v
𝜌
1, v

𝜌
2, v

𝜌
3) = (*, 1, 1, 0). Значения 0, * и 1 соответствуют

нижнему, среднему (пунктирному) и верхнему уровням графиков. Вертикальные
линии соответствуют значению ↕.

Утверждение 1. Для любых заготовки 𝜌, точки 𝑡 и индекса 𝑖, 𝑖 ∈ [0..|𝜌|], спра-
ведливо следующее:

1. [a,b] ∖ (I𝜌
0 ∪ · · · ∪ I𝜌

|𝜌|) = {t𝜌0, . . . , t𝜌|𝜌|+1}.
2. Если 𝑡 ∈ I𝜌

𝑖 , то 𝜌(𝑡− 0) = 𝜌(𝑡) = 𝜌(𝑡+ 0) = v𝜌𝑖 .
3. Если 𝑡 = t𝜌𝑖 , то 𝜌(𝑡+ 0) = v𝜌𝑖 .
4. Если 𝑡 = t𝜌𝑖+1, то 𝜌(𝑡− 0) = v𝜌𝑖 .

Доказательство. Пункт 1 следует из определений t𝜌0, . . . , t
𝜌
|𝜌|+1 и I𝜌

0, . . . , I
𝜌
|𝜌|. Если

𝑡 ∈ [t𝜌𝑖 , t
𝜌
𝑖+1), то 𝜌(𝑡+0) = 𝜌⟨(𝑡, t𝜌𝑖+1)⟩ = 𝜌⟨(t𝜌𝑖 , t𝜌𝑖+1)⟩ = v𝜌𝑖 . Если 𝑡 ∈ (t𝜌𝑖 , t

𝜌
𝑖+1], то 𝜌(𝑡−0) =

𝜌⟨(t𝜌𝑖 , 𝑡)⟩ = 𝜌⟨(t𝜌𝑖 , t𝜌𝑖+1)⟩ = v𝜌𝑖 . Если 𝑡 ∈ (t𝜌𝑖 , t
𝜌
𝑖+1), то 𝜌(𝑡) = 𝜌⟨(t𝜌𝑖 , t𝜌𝑖+1)⟩ = v𝜌𝑖 .
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Следствие. Для любых заготовки 𝜌, левой точки ℓ и внутренней точки 𝑡, такой
что 𝑡 ̸= ↕, существуют единственные индексы 𝑖, 𝑗 диапазона [0..|𝜌|], такие что
ℓ ∈ [t𝜌𝑖 , t

𝜌
𝑖+1) и 𝑡 ∈ (t𝜌𝑗 , t

𝜌
𝑗+1).

Для обозначения индексов 𝑖, 𝑗 последнего следствия будем использовать соот-
ветственно записи [ℓ+ 0] и [𝑡] на месте индекса 𝑚 в задании точек t𝜌𝑚, значений v𝜌𝑚
и интервалов I𝜌

𝑚. Троичным цифровым сигналом назовём заготовку 𝑠, такую что
v𝑠𝑖−1 ̸= v𝑠𝑖 для всех 𝑖, 𝑖 ∈ [1..|𝑠|]. Диаграммой сигналов над конечным множеством пе-
ременных Var назовём отображение 𝐷 : Var → S, где S — множество всех сигналов.
Множество Var далее полагаем заданным по умолчанию.

Пример 2. Заготовка 𝜌 из примера 1 не является сигналом, так как v𝜌1 = v𝜌2 = 1.
Заготовка 𝑠 из того же примера является сигналом.

Упорядочим множество T: 0 < * < 1. Точкой переднего (заднего) фронта сигнала
𝑠 назовём точку фронта t𝑠𝑖 , такую что v𝑠𝑖−1 < v𝑠𝑖 (v𝑠𝑖−1 > v𝑠𝑖 ). Тот факт, что 𝑡 является
точкой переднего фронта сигнала 𝑠, будем записывать в следующем виде: 𝑠(𝑡) = ↑.
Для произвольной точки 𝑡 записью 𝑛𝑒𝑥𝑡↑(𝑠, 𝑡) обозначим точку 𝑡′ переднего фронта,
следующего за 𝑡 в 𝑠: 𝑡 < 𝑡′; 𝑠(𝑡′) = ↑; 𝑠⟨(𝑡, 𝑡′)⟩ ̸= ↑. Тактом сигнала 𝑠 назовём интервал
(ℓ, 𝑟), такой что: ℓ < 𝑟; ℓ = a или 𝑠(ℓ) = ↑; 𝑟 = b или 𝑠(𝑟) = ↑; 𝑠⟨(ℓ, 𝑟)⟩ ̸= ↑. Такт
(ℓ, 𝑟) назовём тактом точки 𝑡 и обозначим записью 𝐶(𝑠, 𝑡), если 𝑡 ∈ [ℓ, 𝑟).

3. Формулы и задача верификации
В данном разделе предлагается логика троичных сигналов, включающая в себя
синтаксис и семантику формул, предназначенных для описания свойств диаграмм,
и постановку задачи верификации диаграмм. Синтаксис формул (над множеством
переменных Var) зададим следующей формой Бэкуса-Наура:

𝜙 ::= 1 | * | 𝑥 | f(𝜙1, . . . , 𝜙𝑘) | (𝜙1 ⊕ 𝜙2) | (	𝜙1),
где 𝜙, 𝜙1, 𝜙2, . . . , 𝜙𝑘 — формулы, 𝑥 ∈ Var, f — 𝑘-местная троичная функция, ⊕ ∈
{U,C,X} — двуместный темпоральный оператор и 	 — одноместный оператор
отражения. Перечисленные функции и операторы будем называть сигнальными
операциями. В записи формул иногда будем использовать инфиксную нотацию для
троичных функций и опускать внешнюю пару скобок, а также другие пары ско-
бок согласно приоритетам операций: наиболее приоритетны одноместные операции;
затем U, C и X; затем остальные троичные функции с обычными приоритетами.

Заметим, что сигнал 𝑠 может трактоваться как описание изменения истинностно-
го значения формулы в реальном времени: 𝑠(𝑡±0) — как истинность, ложность или
неопределённость до и после точки 𝑡; 𝑠(𝑡) — как обозначение постоянства (стабиль-
ности) значения в точке 𝑡, если 𝑠(𝑡) ∈ T, и непостоянства (нестабильности), если
𝑠(𝑡) = ↕. При этом сигнал однозначно задаётся спектром истинностных значений
справа от всех внутренних точек, что обосновывается следующим утверждением.

Утверждение 2. Для любых сигнала 𝑠, внутренней точки 𝑡 и правой точки 𝑟
и для сигнальной функции 𝑠+0, определяемой тождеством 𝑠+0(𝑡) = 𝑠(𝑡 + 0), верно
следующее:

1. Если 𝑠(𝑡− 0) = 𝑠(𝑡+ 0), то 𝑠(𝑡) = 𝑠+0(𝑡), а иначе 𝑠(𝑡) = ↕.
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2. Существует точка ℓ, такая что ℓ < 𝑟 и 𝑠(𝑟 − 0) = 𝑠+0⟨(ℓ, 𝑟)⟩.

Доказательство. Пункт 1 следует из утверждения 1 и определения сигнала.
Пункт 2. Пусть I𝑠

[𝑟−0] = I𝑠
𝑖 . По утверждению 1, для любой точки 𝑡′ интервала I𝑠

𝑖

верно 𝑠+0(𝑡′) = 𝑠(𝑡′ + 0) = v𝑠𝑖 = 𝑠(𝑟 − 0). Значит, 𝑠+0⟨(t𝑠𝑖 , 𝑟)⟩ = 𝑠+0⟨I𝑠
𝑖 ⟩ = 𝑠(𝑟 − 0),

и при этом t𝑠𝑖 < 𝑟.

Отразим упомянутую выше трактовку сигналов и свойства, сформулированные
в утверждении 2, в логической семантике формул. Сопоставим каждой формуле
𝜙, диаграмме 𝐷 и левой точке ℓ значение 𝜙[𝐷, ℓ + 0] множества T, которое будем
называть значением формулы 𝜙 на диаграмме 𝐷 справа от левой точки ℓ. В опре-
делении будем использовать вспомогательные виды значений 𝜙 на 𝐷:

∙ Значение слева от правой точки 𝑟:

𝜙[𝐷, 𝑟 − 0] =

{︂
𝑣, если ∃ℓ ∈ [a, 𝑟) : ∀𝑡 ∈ (ℓ, 𝑟) : 𝜙[𝐷, 𝑡 + 0] = 𝑣 ∈ T;
* в остальных случаях.

∙ Значение во внутренней точке 𝑡:

𝜙[𝐷, 𝑡] =

{︂
𝜙[𝐷, 𝑡 + 0], если 𝜙[𝐷, 𝑡− 0] = 𝜙[𝐷, 𝑡 + 0];
↕ в остальных случаях.

∙ Значение на интервале ℐ: 𝜙[𝐷, ℐ] ∼ 𝑣 ⇔ для любой точки 𝑡 интервала ℐ верно
𝜙[𝐷, 𝑡] ∼ 𝑣, где ∼ — равенство (=) или неравенство ( ̸=).

В описании семантики формул понадобятся обобщения понятий переднего фрон-
та и такта с сигналов на формулы. Для формулы 𝜙, диаграммы 𝐷 и внутренней
точки 𝑡 записью 𝜙[𝐷, 𝑡] = ↑ обозначим следующий факт: 𝜙[𝐷, 𝑡 − 0] < 𝜙[𝐷, 𝑡 + 0].
Содержательное прочтение: формула 𝜙 становится достовернее на 𝐷 в 𝑡 или, по-
другому, 𝑡 — точка переднего фронта формулы 𝜙 на 𝐷. Записью 𝑛𝑒𝑥𝑡↑(𝜙,𝐷, 𝑡), где
𝑡 — произвольная точка, обозначим передний фронт 𝑡′ формулы 𝜙, следующий за 𝑡
на 𝐷: 𝑡 < 𝑡′; 𝜙[𝐷, 𝑡′] = ↑; 𝜙[𝐷, (𝑡, 𝑡′)] ̸= ↑. Тактом формулы 𝜙 на 𝐷 назовём интервал
(ℓ, 𝑟), такой что: ℓ < 𝑟; ℓ = a или 𝜙[𝐷, ℓ] = ↑; 𝑟 = b или 𝜙[𝐷, 𝑟] = ↑; 𝜙[𝐷, (ℓ, 𝑟)] ̸= ↑.
Записью 𝐶(𝜙,𝐷, 𝑡) обозначим такт (ℓ, 𝑟) формулы 𝜙 на 𝐷, такой что 𝑡 ∈ [ℓ, 𝑟).

Отражением точки 𝑡, сигнала 𝑠 и диаграммы 𝐷 назовём соответственно точку
𝑡	, сигнал 𝑠	 и диаграмму 𝐷	, определяемые тождествами 𝑡	 = (a+ b− 𝑡), 𝑠	(𝑡) =
𝑠(𝑡	) и 𝐷	(𝑥) = 𝐷(𝑥)	.

Утверждение 3. Для любого сигнала 𝑠 существует единственный сигнал 𝑠	.

Доказательство. Единственность следует из того, что для любого сигнала 𝑠 и лю-
бой внутренней точки 𝑡 значение 𝑠(𝑡	) определено однозначно.
Существование. Рассмотрим такую заготовку 𝜌: 𝜌−1(↕) = {𝑡	 | 𝑡 ∈ 𝑠−1(↕)}; v𝜌𝑖 =
v𝑠|𝑠|−𝑖, 𝑖 ∈ [0..|𝑠|]. Верны соотношения v𝜌𝑖−1 = v𝑠|𝑠|−𝑖+1 ̸= v𝑠|𝑠|−𝑖 = v𝜌𝑖 , 𝑖 ∈ [1..|𝜌|], а значит,
𝜌 — сигнал. Рассмотрим произвольную внутреннюю точку 𝑡. Если 𝜌(𝑡) = ↕, то 𝑡 ∈
𝜌−1(↕), а значит, 𝑡	 ∈ {𝑡	 | 𝑡 ∈ 𝜌−1(↕)} = {𝑡		 | 𝑡 ∈ 𝑠−1(↕)} = 𝑠−1(↕), то есть 𝜌(𝑡) =
↕ = 𝑠(𝑡	). Если 𝜌(𝑡) ̸= ↕ и I𝜌

[𝑡] = I𝜌
𝑖 , то 𝑡	 ∈ (t𝜌𝑖+1

	, t𝜌𝑖
	) = (t𝑠|𝑠|−(𝑖+1), t

𝑠
|𝑠|−𝑖) = I𝑠

|𝑠|−𝑖,
а значит, 𝜌(𝑡) = 𝜌⟨I𝜌

𝑖 ⟩ = v𝜌𝑖 = v𝑠|𝑠|−𝑖 = 𝑠⟨I𝑠
|𝑠|−𝑖⟩ = 𝑠(𝑡	). Таким образом, 𝜌 — сигнал,

такой что для любой внутренней точки 𝑡 верно 𝜌(𝑡) = 𝑠(𝑡	), то есть 𝜌 = 𝑠	.

Семантику формул (значение 𝜙[𝐷, ℓ + 0]) определим следующими правилами:
∙ 1[𝐷, ℓ + 0] = 1.
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∙ *[𝐷, ℓ + 0] = *.
∙ 𝑥[𝐷, ℓ + 0] = 𝐷(𝑥)(ℓ+ 0), если 𝑥 ∈ Var.
∙ f(𝜙1, . . . , 𝜙𝑘)[𝐷, ℓ + 0] = f(𝜙1[𝐷, ℓ + 0], . . . , 𝜙𝑘[𝐷, ℓ + 0]).

∙ (𝜙U𝜓)[𝐷, ℓ + 0] =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, если ∃𝑡 ∈ (ℓ,b) : 𝜓[𝐷, 𝑡] = (𝜙 ∨ 𝜓)[𝐷, (ℓ, 𝑡)] = 1;
*, если условие выше неверно и

∃𝑡 ∈ (ℓ,b) : 𝜓[𝐷, 𝑡] ̸= 0 и (𝜙 ∨ 𝜓)[𝐷, (ℓ, 𝑡)] ̸= 0;
0 в остальных случаях.

∙ (𝜙C𝜓)[𝐷, ℓ + 0] =

⎧⎨⎩
1, если 𝜙[𝐷,𝐶(𝜓,𝐷, ℓ)] = 1;
0, если ∃𝑡 ∈ 𝐶(𝜓,𝐷, ℓ) : 𝜙[𝐷, 𝑡] = 0;
* в остальных случаях.

∙ (𝜙X𝜓)[𝐷, ℓ + 0] =

{︂
𝑣, если ∃𝑡 = 𝑛𝑒𝑥𝑡↑(𝜓,𝐷, ℓ) и 𝜙[𝐷, 𝑡] = 𝑣 ∈ T;
* в остальных случаях.

∙ (	𝜙)[𝐷, ℓ + 0] = 𝜙[𝐷	, ℓ	 − 0].

Содержательное прочтение темпоральных операторов: 𝜙U𝜓 — 𝜓 станет истин-
ным, а до тех пор будет истинно 𝜙; 𝜙C𝜓 — 𝜙 истинно на текущем такте формулы
𝜓; 𝜙X𝜓 — 𝜙 будет истинным в момент следующего переднего фронта формулы 𝜓;
	𝜙 — формула 𝜙 истинна, если поменять ролями будущее и прошлое (отразить
временну́ю ось и все сигналы относительно текущей точки). Строгая семантика
и содержательная трактовка оператора U совмещает в себе семантику и трактовку
одноимённого оператора двоичных логик реального времени [1, 7] и троичных ло-
гик дискретного времени [12, 13]. Известные нам темпоральные логики реального
времени не содержат операторов, сколь-нибудь схожих с операторами C и X. Из-
вестные нам темпоральные логики дискретного времени не содержат операторов,
схожих с C, и нередко содержат одноместный оператор X (“в следующий момент
времени”; в некоторых системах обозначений — ∘) [1,13], отдалённо похожий на опе-
ратор X логики троичных сигналов, но ввиду отсутствия реального времени и точек
фронтов существенно отличающийся и трактовкой, и строгим определением.

Запись 𝐷 |= 𝜙 (формула 𝜙 выполняется на диаграмме 𝐷) будем использовать
как синоним записи 𝜙[𝐷, a + 0] = 1. Задача верификации, исследуемая в работе,
формулируется так: для заданных диаграммы 𝐷 и формулы 𝜙 проверить справед-
ливость соотношения 𝐷 |= 𝜙.

4. Сигнальная семантика формул

Решение задачи верификации основано на подходе к заданию семантики формул,
согласно которому каждым формуле 𝜙 и диаграмме 𝐷 сопоставляется сигнал, опи-
сывающий изменение значения формулы с течением реального времени. Для про-
извольных формулы 𝜙 и диаграммы 𝐷 определим функцию 𝜙[[𝐷]] : (a,b) → T↕
тождеством 𝜙[[𝐷]](𝑡) = 𝜙[𝐷, 𝑡]. Сигнальная семантика формул определяется этой
функцией. Далее в разделе обосновывается корректность сигнальной семантики:
доказывается, что функция 𝜙[[𝐷]] является сигналом и что значения сигнала 𝜙[[𝐷]]
и формулы 𝜙 на 𝐷 слева от правой точки и справа от левой точки всегда равны.
Предлагаемое решение задачи верификации основано на сведе́нии проверки соот-
ношения 𝜙 |= 𝐷 к вычислению и анализу сигнала 𝜙[[𝐷]].
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Записью ∆(𝜒1, 𝜒2), где 𝜒1, 𝜒2 — сигнальные функции, обозначим множество всех
внутренних точек 𝑡, таких что 𝜒1(𝑡) ̸= 𝜒2(𝑡). Функции 𝜒1, 𝜒2 назовём почти равны-
ми, если множество ∆(𝜒1, 𝜒2) конечно.

Лемма 1. Для любых почти равных заготовок 𝜌1, 𝜌2, левой точки ℓ и правой
точки 𝑟 верны равенства 𝜌1(ℓ+ 0) = 𝜌2(ℓ+ 0) и 𝜌1(𝑟 − 0) = 𝜌2(𝑟 − 0).

Доказательство. По определению значения заготовки справа, существуют точки
𝑟1 и 𝑟2, такие что ℓ < 𝑟1, ℓ < 𝑟2 и 𝜌1(ℓ + 0) = 𝜌1⟨(ℓ, 𝑟1)⟩ и 𝜌2(ℓ + 0) = 𝜌1⟨(ℓ, 𝑟2)⟩.
Рассмотрим точку 𝑟, равную наименьшей из точек 𝑟1, 𝑟2. Множество ∆ = (ℓ, 𝑟) ∩
∆(𝜌1, 𝜌2) конечно, так как заготовки 𝜌1, 𝜌2 почти равны. Рассмотрим наименьшую
точку 𝑡 множества ∆. Так как (ℓ, 𝑡) ∩ ∆ = ∅, ℓ < 𝑡 и (ℓ, 𝑡) ⊆ (ℓ, 𝑟1) ∩ (ℓ, 𝑟2), верно
𝜌1(ℓ+ 0) = 𝜌1⟨(ℓ, 𝑡)⟩ = 𝜌2⟨(ℓ, 𝑡)⟩ = 𝜌2(ℓ+ 0).

Обоснование равенства 𝜌1(𝑟 − 0) = 𝜌2(𝑟 − 0) аналогично.

Лемма 2. Для любой заготовки 𝜌 существует единственный почти равный сиг-
нал 𝑠.

Доказательство. Существование. Пусть 𝑚1 < · · · < 𝑚𝑘 — все индексы диапазона
[1..|𝜌|], такие что v𝜌𝑚𝑗−1 ̸= v𝜌𝑚𝑗

. Рассмотрим заготовку 𝑠 следующего вида: 𝑠−1(↕) =
{t𝜌𝑚1

, . . . , t𝜌𝑚𝑘
}; v𝑠0 = v𝜌0; v𝑠𝑖 = v𝜌𝑚𝑖

, 𝑖 ∈ [1..𝑘]. По заданию 𝑠, для каждого 𝑖, 𝑖 ∈ [1..𝑘],
справедлива цепочка соотношений (*): v𝜌𝑚𝑖−1

= v𝜌𝑚𝑖−1+1 = · · · = v𝜌𝑚𝑖−1 ̸= v𝜌𝑚𝑖
. Из (*)

следует, что v𝑠𝑖−1 = v𝜌𝑚𝑖−1
̸= v𝜌𝑚𝑖

= v𝑠𝑖 для всех 𝑖, 𝑖 ∈ [1..|𝑠|], а значит, 𝑠 — сигнал.
Также из (*) следует, что для любой точки 𝑡 любого интервала I𝜌

𝑗 , 𝑗 ∈ [0..|𝜌|], верно
𝑠(𝑡) = 𝜌(𝑡). По утверждению 1, ∆(𝑠, 𝜌) ⊆ (a,b) ∖ (I𝜌

0 ∪ · · · ∪ I𝜌
|𝜌|) = 𝜌−1(↕). Значит,

множество ∆(𝑠, 𝜌) конечно, то есть сигнал 𝑠 почти равен заготовке 𝜌.
Единственность. Рассмотрим произвольные различные сигналы 𝑠1, 𝑠2: суще-

ствует внутренняя точка 𝑡, такая что 𝑠1(𝑡) ̸= 𝑠2(𝑡). Покажем, что сигналы 𝑠1, 𝑠2 не
являются почти равными. Предположим от противного, что 𝑠1(𝑡 − 0) = 𝑠2(𝑡 − 0)
и 𝑠1(𝑡 + 0) = 𝑠2(𝑡 + 0). Если 𝑠1(𝑡 − 0) = 𝑠1(𝑡 + 0), то, по утверждению 2, 𝑠1(𝑡) =
𝑠1(𝑡 + 0) = 𝑠2(𝑡 + 0) = 𝑠2(𝑡) (противоречие). Иначе 𝑠1(𝑡 − 0) ̸= 𝑠1(𝑡 + 0) и, по утвер-
ждению 2, 𝑠1(𝑡) = 𝑠2(𝑡) = ↕ (противоречие). Значит предположение неверно, то есть
верно хотя бы одно из неравенств 𝑠1(𝑡− 0) ̸= 𝑠2(𝑡− 0), 𝑠1(𝑡+ 0) ̸= 𝑠2(𝑡+ 0). Тогда из
леммы 1 следует, что сигналы 𝑠1, 𝑠2 не являются почти равными.

Опираясь на лемму 2, обозначим (существующий и единственный) сигнал, почти
равный заготовке 𝜌, записью 𝜌↕. Для заданных формулы 𝜙 и диаграммы 𝐷 функ-
цию 𝜙[[𝐷]] назовём корректной, если для любых левой точки ℓ и правой точки 𝑟
верны равенства 𝜙[[𝐷]](ℓ + 0) = 𝜙[𝐷, ℓ + 0] и 𝜙[[𝐷]](𝑟 − 0) = 𝜙[𝐷, 𝑟 − 0]. В форму-
лировках следующих далее лемм 3–10 для краткости опущено общее начало “для
любых диаграммы 𝐷, формулы 𝜙, заготовки 𝜌 и сигнала 𝑠 верно следующее”.

Лемма 3. Если для любой левой точки ℓ верно 𝑠(ℓ+0) = 𝜙[𝐷, ℓ+0], то 𝑠 = 𝜙[[𝐷]] —
корректный сигнал.

Доказательство. Рассмотрим произвольную правую точку 𝑟. По утверждению 2,
существует точка 𝑡, такая что 𝑡 < 𝑟 и 𝑠(𝑟−0) = 𝑠+0⟨(𝑡, 𝑟)⟩. Значит, для любой точки
𝑡′ интервала (𝑡, 𝑟) верно 𝑠(𝑟 − 0) = 𝑠(𝑡′ + 0) = 𝜙[𝐷, 𝑡′ + 0]. По определению значения
формулы слева, 𝑠(𝑟 − 0) = 𝜙[𝐷, 𝑟 − 0].
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Рассмотрим произвольную внутреннюю точку 𝑡. По условию и по доказанному,
𝑠(𝑡 + 0) = 𝜙[𝐷, 𝑡 + 0] и 𝑠(𝑡 − 0) = 𝜙[𝐷, 𝑡 − 0]. По утверждению 2 и определению
значения формулы в точке, 𝑠(𝑡) = 𝜙[𝐷, 𝑡].

Лемма 4. Если для любой левой точки ℓ верно 𝜌(ℓ+0) = 𝜙[𝐷, ℓ+0], то 𝜌↕ = 𝜙[[𝐷]] —
корректный сигнал.

Доказательство. 𝜌↕ — сигнал, почти равный 𝜌. По лемме 1, для любой левой точки
ℓ верно 𝜌↕(ℓ + 0) = 𝜌(ℓ + 0) = 𝜙[𝐷, ℓ + 0]. Значит, сигнал 𝜌↕ подходит под условие
леммы 3.

Лемма 5. Если 𝜙 ∈ {1, *} ∪ Var, то 𝜙[[𝐷]] — корректный сигнал.

Доказательство. Случай 1 : 𝜙 = 𝑣 ∈ {0, 1}. Рассмотрим сигнал 𝑠, всюду принима-
ющий значение 𝑣. Для любой левой точки ℓ верно 𝑠(ℓ+ 0) = 𝑣 = 𝜙[𝐷, ℓ + 0].
Случай 2 : 𝜙 = 𝑥 ∈ Var. Рассмотрим сигнал 𝑠 = 𝐷(𝑥). Для любой левой точки ℓ
верно 𝑠(ℓ+ 0) = 𝐷(𝑥)(ℓ+ 0) = 𝜙[𝐷, ℓ + 0].
Итог : по лемме 3, в обоих случаях 𝑠 = 𝜙[[𝐷]] — корректный сигнал.

Для троичной функции f местности 𝑘 и сигналов 𝑠1, . . . , 𝑠𝑘 записью f(𝑠1, . . . , 𝑠𝑘)
обозначим такую заготовку 𝜌:

𝜌−1(↕) = 𝑠−1
1 (↕) ∪ · · · ∪ 𝑠−1

𝑘 (↕); v𝜌𝑖 = f(𝑠1(t
𝜌
𝑖 + 0), . . . , 𝑠𝑘(t𝜌𝑖 + 0)), 𝑖 ∈ [0..|𝜌|].

Лемма 6. Если f — троичная функция, 𝜙 = f(𝜓1, . . . , 𝜓𝑘) и 𝑠1 = 𝜓1[[𝐷]], . . . , 𝑠𝑘 =
𝜓𝑘[[𝐷]] — корректные сигналы, то f(𝑠1, . . . , 𝑠𝑘)↕ = 𝜙[[𝐷]] — корректный сигнал.

Доказательство. Пусть 𝜌 = f(𝑠1, . . . , 𝑠𝑘). По лемме 4, достаточно показать, что для
любой левой точки ℓ верно 𝜌(ℓ+ 0) = 𝜙[𝐷, ℓ + 0].

Пусть I𝜌
[ℓ+0] = I𝜌

𝑖 . По утверждению 1 и заданию 𝜌, верны равенства 𝜌(ℓ+0) = v𝜌𝑖 =

f(𝑠1(t
𝜌
𝑖 +0), . . . , 𝑠𝑘(t𝜌𝑖 +0)) = f(𝑠1⟨I𝜌

𝑖 ⟩, . . . , 𝑠𝑘⟨I𝜌
𝑖 ⟩) = f(𝑠1(ℓ+0), . . . , 𝑠𝑘(ℓ+0)). По условию

леммы, верны равенства f(𝑠1(ℓ+0), . . . , 𝑠𝑘(ℓ+0)) = f(𝜓1[[𝐷]](ℓ+0), . . . , 𝜓𝑘[[𝐷]](ℓ+0)) =
f(𝜓1[𝐷, ℓ + 0], . . . , 𝜓𝑘[𝐷, ℓ + 0]) = f(𝜓1, . . . , 𝜓𝑘)[𝐷, ℓ + 0] = 𝜙[𝐷, ℓ + 0].

Для сигналов 𝑠1, 𝑠2 записью U(𝑠1, 𝑠2) обозначим такую заготовку 𝜌:
𝜌−1(↕) = 𝑠−1

1 (↕) ∪ 𝑠−1
2 (↕);

v𝜌𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, если ∃𝑗 ∈ [0..|𝑠2|] : t𝜌𝑖 < t𝑠2𝑗+1, v

𝑠2
𝑗 = 1 и 𝑠1⟨(t𝜌𝑖 , t𝑠2𝑗 )⟩ = 1;

*, если условие выше не выполнено и
∃𝑗 ∈ [0..|𝑠2|] : t𝜌𝑖 < t𝑠2𝑗+1, v

𝑠2
𝑗 ̸= 0 и 𝑠1⟨(t𝜌𝑖 , t𝑠2𝑗 )⟩ ̸= 0;

0 в остальных случаях, 𝑖 ∈ [0..|𝜌|].

Лемма 7. Если 𝜙 = (𝜓1U𝜓2) и 𝑠1 = 𝜓1[[𝐷]], 𝑠2 = 𝜓2[[𝐷]] — корректные сигналы,
то U(𝑠1, 𝑠2)

↕ = 𝜙[[𝐷]] — корректный сигнал.

Доказательство. Пусть 𝜌 = U(𝑠1, 𝑠2). По лемме 4, достаточно показать, что для
любой левой точки ℓ верно 𝜌(ℓ + 0) = 𝜙[𝐷, ℓ + 0]. Пусть, для ясности, I𝜌

[ℓ+0] = I𝜌
𝑖 .

По утверждению 1, достаточно показать, что v𝜌𝑖 = 𝜙[𝐷, ℓ + 0].
Случай 1 : v𝜌𝑖 = 1. Тогда для некоторого 𝑗, 𝑗 ∈ [0..|𝑠2|], верно t𝜌𝑖 < t𝑠2𝑗+1, v

𝑠2
𝑗 = 1

и 𝑠1⟨(t𝜌𝑖 , t𝑠2𝑗 )⟩ = 1.
Подслучай (а): ℓ ≥ t𝑠2𝑗 . По заданию множества 𝜌−1(↕) и выбору индекса 𝑖, верны нера-
венства t𝑠2𝑗 ≤ ℓ < t𝜌𝑖+1 ≤ t𝑠2𝑗+1. Рассмотрим точку 𝑡 = (ℓ+ t𝑠2𝑗+1)/2. По утверждению 1,
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верно 𝑠2(𝑡) = 𝑠2⟨(ℓ, 𝑡)⟩ = 1. По заданию 𝑠2, верно 𝜓2[𝐷, 𝑡] = 𝜓2[𝐷, (ℓ, 𝑡)] = 1. По логи-
ческой семантике дизъюнкции и последнему равенству, верно (𝜓1∨𝜓2)[𝐷, (ℓ, 𝑡)] = 1.
Значит, 𝜙[𝐷, ℓ + 0] = 1.
Подслучай (б): ℓ < t𝑠2𝑗 . Тогда 𝑠1⟨(ℓ, t𝑠2𝑗 )⟩ = 𝑠2⟨(t𝜌𝑖 , t𝑠2𝑗 )⟩ = 1. По заданию 𝑠1, верно
𝜓1[𝐷, (ℓ, t

𝑠2
𝑗 )] = 1. Рассмотрим точку 𝑡 = (t𝑠2𝑗 + t𝑠2𝑗+1)/2. По утверждению 1, верно

𝑠2(𝑡) = 𝑠2⟨(t𝑠2𝑗 , 𝑡)⟩ = 1. По заданию 𝑠2, верно 𝜓2[𝐷, 𝑡] = 𝜓2[𝐷, (t
𝑠2
𝑗 , 𝑡)] = 1. Из получен-

ных равенств 𝜓1[𝐷, (ℓ, t
𝑠2
𝑗 )] = 𝜓2[𝐷, (t

𝑠2
𝑗 , 𝑡)] = 1 следует равенство (𝜓1∨𝜓2)[𝐷, (ℓ, 𝑡)] =

1. Значит, с учётом соотношения 𝜓2[𝐷, 𝑡] = 1, верно 𝜙[𝐷, ℓ + 0] = 1.
Случай 2 : v𝜌𝑖 ̸= 0. Тогда, аналогично случаю 1, верно 𝜙[𝐷, ℓ] ̸= 0.
Случай 3 : 𝜙[𝐷, ℓ + 0] = 1. Тогда существует точка 𝑡, такая что ℓ < 𝑡 и 𝜓2[𝐷, 𝑡] =
(𝜓1 ∨ 𝜓2)[𝐷, (ℓ, 𝑡)] = 1. Пусть I𝑠2

[ℓ+0] = I𝑠2
𝑚 и I𝑠2

[𝑡] = I𝑠2
𝑘 . Тогда v𝑠2𝑘 = 𝑠2(𝑡) = 1, и так как

ℓ < 𝑡, то верно 𝑚 ≤ 𝑘. Рассмотрим наименьший индекс 𝑗 диапазона [𝑚..𝑘], такой
что v𝑠2𝑗 = 1. По выбору индексов 𝑖 и 𝑚 и неравенству 𝑚 ≤ 𝑗, верно t𝜌𝑖 ≤ ℓ < t𝑠2𝑗+1.

Предположим, что существует точка 𝑡′ интервала (ℓ, t𝑠2𝑗 ), такая что 𝑠1(𝑡′) ̸= 1.
Тогда, по утверждению 2, существует точка 𝑡′′ интервала (ℓ, 𝑡′], такая что 𝑠1(𝑡′′+0) ̸=
1. По выбору индекса 𝑗, верно 𝑠2⟨(ℓ, t𝑠2𝑗 )⟩ ̸= 1, а значит, 𝑠2(𝑡′′ + 0) ̸= 1. Пусть
𝑠12 = (𝜓1 ∨ 𝜓2)[[𝐷]]. По лемме 6, 𝑠12 — корректный сигнал, а значит, 𝑠12(𝑡′′ + 0) =
∨(𝑠1(𝑡

′′ + 0), 𝑠2(𝑡
′′ + 0)) ̸= 1. При этом, согласно полученному в начале случая,

𝑠12(𝑡
′′ + 0) = 𝑠12⟨(𝑡′′, 𝑡)⟩ = 𝑠12⟨(ℓ, 𝑡)⟩ = 1, что противоречит последнему неравен-

ству. Следовательно, предположение неверно: 𝑠1⟨(ℓ, t𝑠2𝑗 )⟩ = 1 и, по утверждению 1
и выбору индекса 𝑖, 𝑠1⟨(t𝜌𝑖 , t𝑠2𝑗 )⟩ = 1.

Итог рассуждений случая 3: существует индекс 𝑗, такой что t𝜌𝑖 ≤ t𝑠2𝑗 , v𝑠2𝑗 = 1
и 𝑠1⟨(t𝜌𝑖 , t𝑠2𝑗 )⟩ = 1. Значит, по заданию 𝜌, верно v𝜌𝑖 = 1.
Случай 4 : 𝜙[𝐷, ℓ + 0] ̸= 0. Тогда, аналогично случаю 3, верно v𝜌𝑖 ̸= 0.
Итог : верны равносильности v𝜌𝑖 = 1 ⇔ 𝜙[𝐷, ℓ + 0] = 1 и v𝜌𝑖 ̸= 0 ⇔ 𝜙[𝐷, ℓ + 0] ̸= 0.
Значит, так как v𝜌𝑖 ∈ {0, 1, *}, верно и равенство v𝜌𝑖 = 𝜙[𝐷, ℓ + 0].

Для сигналов 𝑠1, 𝑠2 записью C(𝑠1, 𝑠2) обозначим такую заготовку 𝜌:
𝜌−1(↕) = 𝑠−1

1 (↕) ∪ 𝑠−1
2 (↕);

v𝜌𝑖 =

⎧⎨⎩
1, если 𝑠1⟨𝐶(𝑠2, t

𝜌
𝑖 )⟩ = 1;

0, если ∃𝑡 ∈ 𝐶(𝑠2, t
𝜌
𝑖 ) : 𝑠1(𝑡) = 0;

* в остальных случаях, 𝑖 ∈ [0..|𝜌|].
Лемма 8. Если 𝜙 = (𝜓1C𝜓2) и 𝑠1 = 𝜓1[[𝐷]], 𝑠2 = 𝜓2[[𝐷]] — корректные сигналы,
то C(𝑠1, 𝑠2)

↕ = 𝜙[[𝐷]] — корректный сигнал.

Доказательство. Пусть 𝜌 = C(𝑠1, 𝑠2). Аналогично доказательству леммы 7, доста-
точно показать, что если I𝜌

[ℓ+0] = I𝜌
𝑖 , то v𝜌𝑖 = 𝜙[𝐷, ℓ + 0]. Для обоснования этого

равенства достаточно заметить следующее. По заданию 𝑠1, для любой внутренней
точки 𝑡 верно 𝑠1(𝑡) = 𝜓1[𝐷, 𝑡]. По заданию 𝑠2 и определениям передних фронтов
и тактов сигналов и формул, 𝐶(𝑠2, t

𝜌
𝑖 ) = 𝐶(𝑠2, ℓ) = 𝐶(𝜓2, 𝐷, ℓ).

Для сигналов 𝑠1, 𝑠2 записью X(𝑠1, 𝑠2) обозначим такую заготовку 𝜌:
𝜌−1(↕) = 𝑠−1

1 (↕) ∪ 𝑠−1
2 (↕);

v𝜌𝑖 =

{︂
𝑣, если ∃𝑡 = 𝑛𝑒𝑥𝑡↑(𝑠2, t

𝜌
𝑖 ) и 𝑣 = 𝑠1(𝑡) ̸= ↕;

* в остальных случаях, 𝑖 ∈ [0..|𝜌|].
Лемма 9. Если 𝜙 = (𝜓1X𝜓2) и 𝑠1 = 𝜓1[[𝐷]], 𝑠2 = 𝜓2[[𝐷]] — корректные сигналы,
то X(𝑠1, 𝑠2)

↕ = 𝜙[[𝐷]] — корректный сигнал.
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Доказательство. Пусть 𝜌 = X(𝑠1, 𝑠2). Аналогично доказательству леммы 7, доста-
точно показать, что если I𝜌

[ℓ+0] = I𝜌
𝑖 , то v

𝜌
𝑖 = 𝜙[𝐷, ℓ+0]. Для обоснования этого равен-

ства достаточно заметить следующее. По заданию 𝑠1, для любой внутренней точки
𝑡 верно 𝑠1(𝑡) = 𝜓1[𝐷, 𝑡]. По заданию 𝑠2 и определениям передних фронтов и сле-
дующих передних фронтов сигналов и формул, значения 𝑛𝑒𝑥𝑡↑(𝑠2, t

𝜌
𝑖 ), 𝑛𝑒𝑥𝑡↑(𝑠2, ℓ)

и 𝑛𝑒𝑥𝑡↑(𝜓2, 𝐷, ℓ) либо все не определены, либо все определены и равны.

Лемма 10. Если 𝜙 = (	𝜓) и 𝑠 = 𝜓[[𝐷	]] — корректный сигнал, то 𝑠	 = 𝜙[[𝐷]] —
корректный сигнал.

Доказательство. По лемме 3, достаточно показать, что для любой левой точки ℓ
верно 𝑠	(ℓ+0) = 𝜙[𝐷, 𝑡+0]. По условию леммы и определениям отражения сигнала
и точки и значений сигнала справа и слева, верна цепочка равенств 𝑠	(ℓ + 0) =
𝑠(ℓ	 − 0) = 𝜓[[𝐷	]](ℓ	 − 0) = 𝜓[𝐷	, ℓ	 − 0] = 𝜙[𝐷, ℓ + 0].

Теорема 1. Для любых формулы 𝜙 и диаграммы 𝐷 функция 𝜙[[𝐷]] является кор-
ректным сигналом.

Доказательство. Применим индукцию по построению формулы. База индукции:
𝜙 ∈ {1, *} ∪ Var — обосновывается леммой 5. Индуктивный переход: 𝜙 = (𝜓1 ⊕ 𝜓2),
где ⊕ ∈ {U,C,X}, или 𝜙 = (	𝜓) — обосновывается леммами 6–10.

5. Алгоритм верификации диаграмм сигналов
Заготовку 𝜌 назовём рациональной, если все числа множества 𝜌−1(↕) ∪ {a,b} раци-
ональны. Рациональной диаграммой назовём диаграмму, все сигналы области зна-
чений которой рациональны. В алгоритмах работы с сигналами рассматриваются
только рациональные точки, заготовки, сигналы и диаграммы. Такое ограничение
типично для моделей с реальным временем [1,8] и связано с тем, что: множество дей-
ствительных чисел континуально; разнообразие входных данных алгоритма и мно-
жество рациональных чисел счётны; любое действительное число можно прибли-
зить рациональным с любой заданной точностью. Отметим, что в алгоритмах мож-
но использовать и более широкие (но всё равно счётные) множества чисел по срав-
нению с рациональными, однако на практике это обычно не требуется, и в описании
алгоритмов это не столь важно.

В качестве конечного представления 𝜌 заготовки 𝜌 в алгоритмах будем исполь-
зовать пару ⟨𝑇, 𝑉 ⟩, где 𝑇 = (t𝜌1, . . . , t

𝜌
|𝜌|) и 𝑉 = (v𝜌0, v

𝜌
1, . . . , v

𝜌
|𝜌|). В связи с устройством

такого представления 𝜌 будем в алгоритмах использовать записи |𝜌|, t𝜌𝑖 и v𝜌𝑗 , где
𝑖 ∈ [0..|𝜌| + 1] и 𝑗 ∈ [0..|𝜌|], понимая под этим размер набора 𝑇 , соответствующие
точки и значения представления и точки a, b. Диаграмму 𝐷 представим в виде
конечного отображения 𝐷, сопоставляющего каждой переменной 𝑥 пару 𝑠. Записью
|𝐷| обозначим общее число точек фронтов образов 𝐷: |𝐷| =

∑︀
𝑥∈𝑉 𝑎𝑟 |𝐷(𝑥)|. Записью

|𝜙|, где 𝜙 — формула, обозначим общее число сигнальных операций в 𝜙.
Алгоритм верификации (проверки соотношения 𝐷 |= 𝜙) опишем в процедурном

стиле. Результат выполнения процедуры 𝜋 на входных данных 𝑜1, . . . , 𝑜𝑚 обозначим
записью 𝜋(𝑜1, . . . , 𝑜𝑚). Проверками будем называть процедуры с двумя возможны-
ми результатами: 0 (неуспех) и 1 (успех). Сложностью процедуры в дальнейших
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оценках будем считать общее число сравнений и присваиваний значений множества
T↕ и точек. Обсуждаемые далее оценки сложности не являются оптимальными,
но достаточны для обоснования полиномиальной разрешимости исследуемой зада-
чи.

Алгоритм отождествляется с основной процедурой Π, описанной после всех вспо-
могательных процедур. В описаниях процедур полагается, что: 𝜌 — рациональная
заготовка; 𝑠, 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑘 — рациональные сигналы; ℓ, 𝑟 и 𝑡 — рациональные левая,
правая и внутренняя точки соответственно; 𝑣 ∈ T.

Процедура 𝜋+0: 𝜋+0(𝑠, ℓ) = 𝑠(ℓ+ 0). Устройство процедуры:
∙ Перебором вычислить индекс 𝑖 диапазона [0..|𝑠|], такой что t𝑠𝑖 ≤ ℓ < t𝑠𝑖+1.
∙ Выдать результат: 𝜋+0(𝑠, ℓ) = v𝑠𝑖 .

Корректность процедуры обосновывается утверждением 1.
Сложность процедуры : 𝑂(|𝑠|).
Процедура 𝜋−0: 𝜋−0(𝑠, 𝑟) = 𝑠(𝑟 − 0). Устройство процедуры:

∙ Перебором вычислить индекс 𝑖 диапазона [0..|𝑠|], такой что t𝑠𝑖 < 𝑟 ≤ t𝑠𝑖+1.
∙ Выдать результат: 𝜋−0(𝑠, 𝑟) = v𝑠𝑖 .

Корректность процедуры обосновывается утверждением 1.
Сложность процедуры : 𝑂(|𝑠|).
Процедура 𝜋𝑣𝑎𝑙: 𝜋𝑣𝑎𝑙(𝑠, 𝑡) = 𝑠(𝑡). Устройство процедуры:

∙ Вычислить значения 𝑣− = 𝜋−0(𝑠, 𝑡) и 𝑣+ = 𝜋+0(𝑠, 𝑡).
∙ Выдать результат: если 𝑣− = 𝑣+, то 𝜋𝑣𝑎𝑙(𝑠, 𝑡) = 𝑣+; иначе 𝜋𝑣𝑎𝑙(𝑠, 𝑡) = ↕.

Корректность процедуры обосновывается утверждением 2 и корректностью проце-
дур 𝜋−0, 𝜋+0. Сложность процедуры : 𝑂(|𝑠|), определяется вызовами 𝜋−0, 𝜋+0.

Процедура 𝜋𝑐𝑙𝑒𝑎𝑛: 𝜋𝑐𝑙𝑒𝑎𝑛(𝜌) = 𝜌↕. Устройство процедуры:
∙ Перебором вычислить все индексы 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 диапазона [1..|𝜌|],

такие что v𝜌𝑖𝑗−1 ̸= v𝜌𝑖𝑗 , в порядке возрастания.
∙ Выдать результат: 𝜋𝑐𝑙𝑒𝑎𝑛(𝜌) = ⟨(t𝜌𝑖1 , . . . t

𝜌
𝑖𝑘

), (v𝜌0, v
𝜌
𝑖1
, . . . , v𝜌𝑖𝑘)⟩.

Корректность процедуры обосновывается в доказательстве леммы 2.
Сложность процедуры : 𝑂(|𝜌|).
Проверка 𝜋∀: 𝜋∀(𝑠, ℓ, 𝑟, 𝑣) = 1 ⇔ 𝑠⟨(ℓ, 𝑟)⟩ = 𝑣. Устройство проверки:

∙ Если 𝑟 ≤ ℓ, то выдать результат: 𝜋∀(𝑠, ℓ, 𝑟, 𝑣) = 1. Иначе продолжить проверку.
∙ Перебором вычислить индекс 𝑖 диапазона [0..|𝑠|], такой что t𝑠𝑖 ≤ ℓ < t𝑠𝑖+1.
∙ Выдать результат: 𝜋∀(𝑠, ℓ, 𝑟, 𝑣) = 1 ⇔ 𝑟 ≤ t𝑠𝑖+1 и v𝑠𝑖 = 𝑣.

Корректность проверки обосновывается утверждением 1: проверка успешна в том
и только том случае, если (ℓ, 𝑟) = ∅ или для некоторого 𝑖 верно (ℓ, 𝑟) ⊆ I𝑠

𝑖 и 𝑣 = v𝑠𝑖 .
Сложность проверки : 𝑂(|𝑠|).
Проверка 𝜋∃: 𝜋∃(𝑠, ℓ, 𝑟, 𝑣) = 1 ⇔ ∃𝑡 ∈ (ℓ, 𝑟) : 𝑠(𝑡) = 𝑣. Устройство проверки:

∙ Если 𝑟 ≤ ℓ, то выдать результат: 𝜋∃(𝑠, ℓ, 𝑟, 𝑣) = 0. Иначе продолжить проверку.
∙ Перебором вычислить индекс 𝑖 диапазона [0..|𝑠|], такой что t𝑠𝑖 ≤ ℓ < t𝑠𝑖+1.
∙ Перебором вычислить индекс 𝑗 диапазона [𝑖..|𝑠|], такой что t𝑠𝑗 < 𝑟 ≤ t𝑠𝑗+1.
∙ Выдать результат:
𝜋∃(𝑠, ℓ, 𝑟, 𝑣) = 1 ⇔ хотя бы одно из значений v𝑠𝑘, 𝑘 ∈ [𝑖..𝑗], равно 𝑣.
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Корректность проверки обосновывается утверждением 1: проверка успешна в том
и только том случае, если (ℓ, 𝑟) ̸= ∅ и интервал (ℓ, 𝑟) пересекается хотя бы с одним
интервалом I𝑠

𝑘, таким что v𝑠𝑘 = 1. Сложность проверки : 𝑂(|𝑠|).

Проверка 𝜋↑: 𝜋↑(𝑠, 𝑡) = 1 ⇔ 𝑠(𝑡) = ↑. Устройство проверки:
∙ Вычислить значения 𝑣− = 𝜋−0(𝑠, 𝑡) и 𝑣+ = 𝜋+0(𝑠, 𝑡).
∙ Выдать результат: 𝜋↑(𝑠, 𝑡) = 1 ⇔ 𝑣− < 𝑣+.

Корректность проверки обосновывается определением точки переднего фронта сиг-
нала, утверждением 2 и корректностью процедур 𝜋−0, 𝜋+0.
Сложность проверки : 𝑂(|𝑠|), определяется вызовами процедур 𝜋−0 и 𝜋+0.

Процедура 𝜋𝑛𝑒𝑥𝑡: 𝜋𝑛𝑒𝑥𝑡(𝑠, ℓ) =

{︂
𝑛𝑒𝑥𝑡↑(𝑠, ℓ), если это значение существует;
b иначе.

Устройство процедуры:
∙ Перебором вычислить наименьший индекс 𝑖 диапазона [1..|𝑠|],

такой что ℓ < t𝑠𝑖 и проверка 𝜋↑(𝑠, t𝑠𝑖 ) успешна.
Если перебором такой индекс не обнаружен, то положить 𝑖 = |𝑠| + 1.

∙ Выдать результат: 𝜋𝑛𝑒𝑥𝑡(𝑠, ℓ) = t𝑠𝑖 .
Корректность процедуры обосновывается определением точки следующего фронта
и корректностью проверки 𝜋↑.
Сложность процедуры : 𝑂(|𝑠|2), определяется |𝑠| вызовами проверки 𝜋↑.

Процедура 𝜋𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒: 𝜋𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒(𝑠, ℓ) = ⟨𝑡1, 𝑡2⟩ — пара точек, такая что (𝑡1, 𝑡2) = 𝐶(𝑠, ℓ).
Устройство процедуры:

∙ Перебором вычислить наибольший индекс 𝑖 диапазона [1..|𝑠|],
такой что t𝑠𝑖 ≤ ℓ и проверка 𝜋↑(𝑠, t𝑠𝑖 ) успешна.
Если такого индекса не существует, то положить 𝑖 = 0.

∙ Вычислить индекс 𝑗 = 𝜋𝑛𝑒𝑥𝑡(𝑠, ℓ).
∙ Выдать результат: 𝜋𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒(𝑠, ℓ) = ⟨t𝑠𝑖 , t𝑠𝑗⟩.

Корректность процедуры обосновывается определением такта точки 𝑡 и коррект-
ностью проверки 𝜋↑ и процедуры 𝜋𝑛𝑒𝑥𝑡.
Сложность процедуры : 𝑂(|𝑠|2), определяется |𝑠| вызовами процедуры 𝜋↑.

Процедура 𝜋	: 𝜋	(𝑠) = 𝑠	. Устройство процедуры:
∙ Выдать результат: 𝜋	(𝑠) = ⟨(t𝑠|𝑠|	, t𝑠|𝑠|−1

	, . . . , t𝑠1
	), (v𝑠|𝑠|, v

𝑠
|𝑠|−1, . . . , v

𝑠
0)⟩.

Корректность процедуры обосновывается в доказательстве утверждения 3.
Сложность процедуры : 𝑂(|𝑠|).

Процедура 𝜋	′: 𝜋	′(𝐷) = 𝐷	. Устройство процедуры:
∙ Для каждой переменной 𝑥 вычислить представление 𝑠𝑥 = 𝜋	(𝐷(𝑥)).
∙ Выдать результат: 𝜋	′(𝐷) — отображение, сопоставляющее каждой перемен-

ной 𝑥 представление 𝑠𝑥.
Корректность процедуры обосновывается определением отражения диаграммы
и корректностью процедуры 𝜋	.
Сложность процедуры : 𝑂(|𝐷|), определяется сложностью процедуры 𝜋	.

Спектр процедур 𝜋f: 𝜋f(𝑠1, . . . , 𝑠𝑘) = f(𝑠1, . . . , 𝑠𝑘), где f — 𝑘-местная троичная
функция. Устройство каждой такой процедуры:
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∙ Перебором точек, содержащихся в 𝑠1, . . . , 𝑠𝑘, вычислить набор (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) всех
таких точек без повторений в порядке возрастания. Положить 𝑡0 = a.

∙ Для каждого индекса 𝑖 диапазона [0..𝑚]
вычислить значение 𝑣𝑖 = f(𝜋+0(𝑠1, 𝑡𝑖), . . . , 𝜋+0(𝑠𝑘, 𝑡𝑖)).

∙ Выдать результат: 𝜋f(𝑠1, . . . , 𝑠𝑘) = ⟨(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚), (𝑣0, . . . , 𝑣𝑚)⟩.
Корректность процедуры обосновывается определением заготовки f(𝑠1, . . . , 𝑠𝑘) и кор-
ректностью процедуры 𝜋+0. Сложность процедуры : 𝑂(𝑛2), где 𝑛 = |𝑠1| + · · · + |𝑠𝑘|,
определяется 𝑂(𝑛) вызовами процедуры 𝜋+0.

Процедура 𝜋U: 𝜋U(𝑠1, 𝑠2) = U(𝑠1, 𝑠2). Устройство процедуры:
∙ Перебором точек, содержащихся в 𝑠1, 𝑠2, вычислить набор (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) всех

таких точек без повторений в порядке возрастания. Положить 𝑡0 = a.
∙ Для каждого индекса 𝑖 диапазона [0..𝑚] вычислить значение 𝑣𝑖:

– перебором проверить, существует ли индекс 𝑗 диапазона [0..|𝑠2|],
такой что 𝑡𝑖 < t𝑠2𝑗+1, v

𝑠2
𝑗 = 1 и проверка 𝜋∀(𝑠1, 𝑡𝑖, t

𝑠2
𝑗 , 1) успешна:

если существует, то 𝑣𝑖 = 1, иначе продолжить вычисление 𝑣𝑖;
– перебором проверить, существует ли индекс 𝑗 диапазона [0..|𝑠2|],

такой что 𝑡𝑖 < t𝑠2𝑗+1, v
𝑠2
𝑗 ̸= 0 и проверка 𝜋∃(𝑠1, 𝑡𝑖, t

𝑠2
𝑗 , 0) неуспешна:

если существует, то 𝑣𝑖 = *, иначе 𝑣𝑖 = 0.
∙ Выдать результат: 𝜋U(𝑠1, 𝑠2) = ⟨(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚), (𝑣0, . . . , 𝑣𝑚)⟩.

Корректность процедуры обосновывается определением заготовки U(𝑠1, 𝑠2) и кор-
ректностью процедур 𝜋∀, 𝜋∃. Сложность процедуры : 𝑂(𝑛3), где 𝑛 = |𝑠1|+ |𝑠2|, опре-
деляется 𝑂(𝑛2) вызовами процедур 𝜋∀, 𝜋∃.

Процедура 𝜋C: 𝜋C(𝑠1, 𝑠2) = C(𝑠1, 𝑠2). Устройство процедуры:
∙ Перебором точек, содержащихся в 𝑠1, 𝑠2, вычислить набор (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) всех

таких точек без повторений в порядке возрастания. Положить 𝑡0 = a.
∙ Для каждого индекса 𝑖 диапазона [0..𝑚] вычислить значение 𝑣𝑖:

– вычислить пару точек ⟨𝑡𝑖1, 𝑡𝑖2⟩ = 𝜋𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒(𝑠2, 𝑡𝑖);
– если проверка 𝜋∀(𝑠1, 𝑡

𝑖
1, 𝑡

𝑖
2, 1) успешна, то 𝑣𝑖 = 1,

а иначе продолжить вычисление 𝑣𝑖;
– если проверка 𝜋∃(𝑠1, 𝑡

𝑖
1, 𝑡

𝑖
2, 0) успешна, то 𝑣𝑖 = 0, иначе 𝑣𝑖 = *.

∙ Выдать результат: 𝜋C(𝑠1, 𝑠2) = ⟨(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚), (𝑣0, . . . , 𝑣𝑚)⟩.
Корректность процедуры обосновывается определением заготовки C(𝑠1, 𝑠2) и кор-
ректностью процедур 𝜋𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒, 𝜋∀, 𝜋∃. Сложность процедуры : 𝑂(𝑛3), где 𝑛 = |𝑠1|+ |𝑠2|,
определяется 𝑂(𝑛) вызовами процедуры 𝜋𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒.

Процедура 𝜋X: 𝜋X(𝑠1, 𝑠2) = X(𝑠1, 𝑠2). Устройство процедуры:
∙ Перебором точек, содержащихся в 𝑠1, 𝑠2, вычислить набор (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) всех

таких точек без повторений в порядке возрастания. Положить 𝑡0 = a.
∙ Для каждого индекса 𝑖 диапазона [0..𝑚] вычислить значение 𝑣𝑖:

– вычислить точку 𝑡′𝑖 = 𝜋𝑛𝑒𝑥𝑡(𝑠2, 𝑡𝑖) и, если 𝑡′𝑖 ̸= b, значение 𝑣′𝑖 = 𝜋𝑣𝑎𝑙(𝑠1, 𝑡
′
𝑖);

– если 𝑡′𝑖 ̸= b и 𝑣′𝑖 ̸= ↕, то 𝑣𝑖 = 𝑣′𝑖, а иначе 𝑣𝑖 = *.
∙ Выдать результат: 𝜋X(𝑠1, 𝑠2) = ⟨(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚), (𝑣0, . . . , 𝑣𝑚)⟩.

Корректность процедуры обосновывается определением заготовки X(𝑠1, 𝑠2) и кор-
ректностью процедур 𝜋𝑛𝑒𝑥𝑡, 𝜋𝑣𝑎𝑙. Сложность процедуры : 𝑂(𝑛3), где 𝑛 = |𝑠1| + |𝑠2|,
определяется 𝑂(𝑛) вызовами процедуры 𝜋𝑛𝑒𝑥𝑡.
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Процедура 𝜋[]: 𝜋[](𝜙,𝐷) = 𝜙[[𝐷]]. Устройство процедуры:
∙ В зависимости от вида формулы 𝜙 выдать результат:

– если 𝜙 = 𝑣 ∈ {1, *}, то 𝜋[](𝜙,𝐷) = ⟨(), (𝑣)⟩;
– если 𝜙 = 𝑥 ∈ Var, то 𝜋[](𝜙,𝐷) = 𝐷(𝑥);
– если 𝜙 = f(𝜓1, . . . , 𝜓𝑘), где f — троичная функция,

то 𝜋[](𝜙,𝐷) = 𝜋𝑐𝑙𝑒𝑎𝑛(𝜋f(𝜋[](𝜓1, 𝐷), . . . 𝜋[](𝜓𝑘, 𝐷)));
– если 𝜙 = (𝜓1 ⊕ 𝜓2), где ⊕ ∈ {U,C,X},

то 𝜋[](𝜙,𝐷) = 𝜋𝑐𝑙𝑒𝑎𝑛(𝜋⊕(𝜋[](𝜓1, 𝐷), 𝜋[](𝜓2, 𝐷))).
– если 𝜙 = (	𝜓), то 𝜋[](𝜙,𝐷) = 𝜋	(𝜋[](𝜓, 𝜋	′(𝐷)).

Корректность процедуры обосновывается индукцией согласно доказательству тео-
ремы 1, леммами 5–10 и корректностью процедур 𝜋f, 𝜋U, 𝜋C, 𝜋X, 𝜋	, 𝜋	′ и 𝜋𝑐𝑙𝑒𝑎𝑛.
Сложность процедуры : 𝑂(|𝜙| · |𝐷|3), определяется сложностями используемых про-
цедур, способом организации рекурсии и тем фактом, что все точки вычисляемых
представлений содержатся в образах 𝐷 и 𝐷	.

Проверка Π: Π(𝜙,𝐷) = 1 ⇔ 𝐷 |= 𝜙. Устройство проверки:
∙ Вычислить сигнал, определяемый сигнальной семантикой: 𝑠 = 𝜋[](𝜙,𝐷).
∙ Выдать результат: Π(𝜙,𝐷) = 1 ⇔ v𝑠0 = 1.

Корректность проверки обосновывается корректностью процедуры 𝜋[] и:
∙ определением выполнимости формул: 𝐷 |= 𝜙 ⇔ 𝜙[𝐷, a + 0] = 1;
∙ теоремой 1, согласно которой вычисляемый сигнал 𝑠 корректен;
∙ определением корректного сигнала: 𝜙[𝐷, a + 0] = 𝑠(a + 0);
∙ утверждением 1: 𝑠(a + 0) = v𝑠0.

Сложность проверки : 𝑂(|𝜙| · |𝐷|3), определяется вызовом процедуры 𝜋[].
Корректностью и сложностью процедуры Π обосновывается следующая теорема.

Теорема 2. Задача верификации рациональных диаграмм относительно формул
логики троичных сигналов полиномиально разрешима.

Пример 3. Положим, что (a,b) = (0, 11) и Var = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}. Рассмотрим формулу
𝜙 = (((𝑎C𝑏) ∨ 𝑐)U	(𝑑X𝑏))

и диаграмму 𝐷, значениями которой являются сигналы, изображённые в верхних
четырёх строках рисунка 4. Принцип прочтения рисунка обозначен в примере 1.
Этапы проверки соотношения 𝐷 |= 𝜙 согласно алгоритму Π устроены так:

1. Последовательно вычисляются сигналы, изображённые на рисунке 4 и соот-
ветствующие подформулам формулы 𝜙, включая саму формулу 𝜙. При вычис-
лении сигнала, соответствующего подформуле 	(𝑑X𝑏), используются сигналы
𝐷	(𝑏) и 𝐷	(𝑑). Эти сигналы изображены в пятой и шестой строках рисунка 4.

2. Для сигнала 𝑠 = 𝜙[[𝐷]] проверяется равенство v𝑠0 = 1.
В данном примере равенство не выполнено (v𝑠0 = *), а значит, 𝐷 ̸|= 𝜙.

6. Выразительные возможности формул

При помощи оператора U обычным образом [1] можно определить другие тем-
поральные операторы. В будущем 𝜙 станет истинным: F𝜙 = 1U𝜙. Всегда в бу-
дущем истинно 𝜙: G𝜙 = ¬F¬𝜙. Используя оператор 	, можно определить ана-
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t
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D(a)
D(b)
D(c)
D(d)
D	(b)
D	(d)

(aCb)[[D]]
((aCb) ∨ c)[[D]]

(dXb)[[D	]]
(	(dXb))[[D]]

(((aCb) ∨ c)U	(dXb))[[D]]

Рис. 4. Пример выполнения основного этапа алгоритма верификации диаграмм
Fig. 4. An execution example for the main stage of the verification algorithm

логи имеющихся темпоральных операторов, рассуждающие о прошедшем време-
ни [1,8,14]. В прошлом было истинным 𝜓, и с тех пор истинно 𝜙: 𝜙U−𝜓 = 	(	𝜙U	𝜓).
В прошлом 𝜙 было истинным: F−𝜙 = 1U−𝜙. В прошлом 𝜙 всегда было истинным:
G−𝜙 = ¬F−¬𝜙. Комбинируя имеющиеся операции, можно определить и другие
операторы, полезные для записи свойств диаграмм. Во время следующего заднего
фронта формулы 𝜓 истинно 𝜙: 𝜙X¬𝜓. Во время предыдущего переднего фронта
формулы 𝜓 истинно 𝜙: 𝜙X−𝜓 = 	(	𝜙X	𝜓). Формула 𝜙 истинна на следующем
такте формулы 𝜓: 𝜙Cx𝜓 = (𝜙C𝜓)X𝜓. Значение 𝜙 изменяется только в моменты
передних фронтов формулы 𝜓: 𝜙S𝜓 = G(𝜙⇔ 𝜙C𝜓).

Далее приведено два простых, но показательных примера, демонстрирующих
применение логики троичных сигналов для записи свойств правильности “реаль-
ных” диаграмм. Отдельно отметим, что в рамках логик, предлагаемых во всех из-
вестных нам работах, в том числе всех упомянутых в тексте, невозможно точно
и полно выразить даже такие несложные свойства.

D-триггер. Функционирование D-триггера и пример соответствующей правиль-
ной диаграммы его выполнения обсуждаются во введении к работе. Свойство пра-
вильности диаграммы выполнения триггера можно записать в виде двух формул:

𝑜𝑢𝑡S𝑐𝑙𝑘 и G(𝑖𝑛X−𝑐𝑙𝑘 ⊑ 𝑜𝑢𝑡).
Содержательное прочтение последней формулы: если значение 𝑖𝑛 в момент послед-
него переднего фронта 𝑐𝑙𝑘 определено, то оно равно текущему значению 𝑜𝑢𝑡. Этой
формулой учитываются, в числе прочего, произвольность значения 𝑜𝑢𝑡 до первого
переднего фронта сигнала 𝑐𝑙𝑘 в диаграмме и эффект метастабильности [2]: если
в момент переднего фронта 𝑐𝑙𝑘 значение 𝑖𝑛 изменяется (фронтально), то сохраня-
ется произвольное (неопределённое) значение.

Счётчик чётности. Рассмотрим схему с входными сигналами 𝑖𝑛, 𝑐𝑙𝑘 и выходным
сигналом 𝑜𝑢𝑡, функционирующую так: если в момент переднего фронта сигнала
𝑐𝑙𝑘 сигнал 𝑖𝑛 имеет значение 1, то значение 𝑜𝑢𝑡 изменяется на противоположное;
в остальные моменты значение 𝑜𝑢𝑡 не изменяется. Свойство правильности диаграмм
выполнения такой схемы может быть записано двумя формулами:



3 94
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 26, №3 (2019)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 26, No 3 (2019)

𝑜𝑢𝑡S𝑐𝑙𝑘 и G(¬(𝑜𝑢𝑡↔ 𝑖𝑛X𝑐𝑙𝑘) ⊑ 𝑜𝑢𝑡Cx𝑐𝑙𝑘).
Содержательное прочтение последней формулы: если текущее значение 𝑜𝑢𝑡 и значе-
ние 𝑖𝑛 в момент следующего переднего фронта сигнала 𝑐𝑙𝑘 определены, то значение
𝑜𝑢𝑡 на следующем такте сигнала 𝑐𝑙𝑘 равно сумме по модулю два этих двух значений.

Заключение

В работе предложена система понятий, утверждений и алгоритмов, нацеленная
на формализацию и автоматическую проверку свойств правильности диаграмм тро-
ичных цифровых сигналов и включающая в себя определения троичного цифрового
сигнала и диаграммы, логический язык описания свойств диаграмм (логику троич-
ных сигналов), постановку задачи верификации диаграмм относительно формул
этой логики и конструктивное алгоритмическое решение этой задачи. В определе-
ниях учтён ряд особенностей диаграмм, возникающих на практике при отладке кода
схем на языках описания аппаратуры: неопределённые значения, мгновенные фрон-
ты сигналов и действительное модельное время. Предложенная логика похожа на
известные темпоральные логики, но при этом содержит особые операторы (C, X, 	
и другие), предназначенные для формализации свойств поведения схемных сигна-
лов и для единообразного расширения логики операторами прошедшего времени.
Операторы, аналогичные C, X и производным от них, нехарактерны для известных
нам логик как дискретного, так и реального времени. Устройством и “естественно-
стью” оператора X подчёркивается промежуточное положение логики троичных
сигналов между логиками дискретного времени и реального времени.
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Аннотация. В данной работе рассматривается модель развития пиринговой файлообменной
сети, организуемой одним торрент-трекером. Модель построена на основе обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Определены фазовые переменные, описывающие состояние торрент-
трекера и организуемой им сети (в первом приближении – это количество пользователей трекера,
активно участвующих в информационном обмене, и количество активных раздач), проанализиро-
ваны факторы, влияющие на изменение количества пользователей и количества раздач. На основе
анализа разработана система дифференциальных уравнений, в первом приближении описываю-
щая эволюцию файлообменной сети, организуемой торрент-трекером, – жёсткая динамическая
модель эволюции торрент-трекера. Исследованы особые точки жёсткой модели эволюции трекера,
описано их возможное количество и тип. Описаны все конфигурации общего положения, возмож-
ные в жёсткой модели эволюции торрент-трекера. Изображён фазовый портрет жёсткой модели.
На основе анализа жёсткой модели получена система дифференциальных уравнений, описываю-
щая эволюцию файлообменной сети с учётом зависимости интенсивности притока новых пользо-
вателей от общего количества потенциальной аудитории торрент-трекера, а также зависимости
скорости вымирания раздач от приходящегося на одну раздачу количества пользователей – мяг-
кая динамическая модель эволюции торрент-трекера. Исследованы особые точки мягкой модели
эволюции трекера, описано их возможное количество и тип. Описаны все конфигурации общего
положения, возможные в мягкой модели эволюции торрент-трекера. Изображены фазовые порт-
реты каждой конфигурации. Получено соотношение параметров, необходимое для устойчивости
стабильного состояния трекера. Проанализировано влияние различных административных мер
на запас устойчивости трекера в целом. Показана необходимость поддержки раздач администра-
цией на узкоспециализированных торрент-трекерах с малой потенциальной аудиторией.

Ключевые слова: файлообменные сети, обыкновенные дифференциальные уравнения, дина-
мические системы, устойчивость
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Введение

В настоящее время огромное количество информации распространяется при помо-
щи децентрализованных сетей. В частности, для распространения файлов широ-
ко применяется протокол BitTorrent [1], где для распространения информации ис-
пользуется сложная система (пиринговая сеть), не сохраняющая распространяемые
файлы на централизованных серверах (наборы из нескольких логически связанных
файлов, распространяемых вместе, согласно протоколу BitTorrent, объединяются
в непрерывный поток, поэтому в дальнейшем такой набор также будем называть
файлом), и включающая:

∙ множество пользователей, хранящих файлы на своих локальных носителях;

∙ для каждого распространяемого файла— подсистему, включающую, в свою
очередь:

– информацию о характеристиках распространяемого файла (торрент-файл);

– площадку для получения торрент-файла (элемент каталога);

– множества пользователей, хранящих файл и предоставляющих доступ
к нему (сидеров) и пользователей, скачивающих этот файл (личеров);
участники информационного обмена — сидеры и личеры— в совокупно-
сти называемых пирами;

– распределённую инфраструктуру, оперативно обновляющую и распро-
страняющую информацию о сидерах и личерах, а также организующую
информационный обмен между ними;

всё это объединяется понятием раздачи файла (также раздачей называют
и процесс распространения файла в пиринговой сети);

∙ глобальную инфраструктуру, обеспечивающую информационный обмен меж-
ду пользователями и функционирование раздач— торрент-трекер. Понятие
трекера также часто расширяется и применяется и к сообществу его поль-
зователей, и к множеству всех поддерживаемых раздач.

Наиболее значимыми характеристиками торрент-трекера, а значит, и организуемой
им пиринговой файлообменной сети, является количество его активных пользовате-
лей (не только зарегистрированных, но и участвующих в информационном обмене)
и количество поддерживаемых ими раздач.

Существуют универсальные трекеры и специализированные, распространяющие
контент определённой направленности. В свою очередь, специализированные тре-
керы могут выступать агрегаторами контента разнообразного происхождения или
распространять авторский контент, производимый администрацией.

Регулярно основываются новые трекеры. Часть из них успешно развивается
и растёт, часть после короткого подъёма, вызванного энтузиазмом после открытия,
теряет активных пользователей и закрывается. Чем же вызвано различие в разви-
тии торрент-трекеров?
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1. Жёсткая модель эволюции торрент-трекера

Рассмотрим эволюцию пиринговой файлообменной сети, работающей по протоколу
BitTorrent и организуемой некоторым торрент-трекером.

В качестве фазовых переменных [2, 3], описывающих состояние сети, логично
выбрать количество 𝑛 активных пользователей торрент-трекера и количество 𝑤
активных раздач. Рассмотрим основные факторы, влияющие на их изменение.

По принципу предпочтительного присоединения новые пользователи охотнее ре-
гистрируются на крупных трекерах, уже имеющих множество активных пользо-
вателей; кроме того, новых пользователей привлекает большое количество раздач
на трекере (�̇� ∼ 𝑛𝑤, точкой обозначаем производную по времени). Также и пользо-
ватели создают новые раздачи (�̇� ∼ 𝑛).

Кроме того, разочаровавшись, часть пользователей постоянно покидают торрент-
трекер и больше не участвуют в информационном обмене. Также часть раздач, как
показано в [4], со временем теряет сидеров и становится непригодной для скачивания
файла (вымирает). Так как пользователи принимают решение об уходе независимо
друг от друга, аналогично и раздачи вымирают независимо друг от друга, убыль
пользователей и раздач в первом приближении описывается моделью радиоактив-

ного распада

(︃{︂
�̇� ∼ −𝑛
�̇� ∼ −𝑤

)︃
.

Таким образом, получаем первое приближение модели эволюции торрент-трекера:{︂
�̇� = 𝑘1𝑛𝑤 − 𝑏1𝑛
�̇� = 𝑘2𝑛− 𝑏2𝑤

, (1)

где 𝑏1 > 0 и 𝑏2 > 0 характеризуют скорости убыли пользователей и раздач, 𝑘1 > 0
и 𝑘2 > 0— скорости притока. Выбором единиц измерения 𝑛 и 𝑤 можно сделать
𝑘1 = 𝑘2 = 1. Тогда (1) можно записать в виде:{︂

�̇� = 𝑛𝑤 − 𝑏1𝑛
�̇� = 𝑛− 𝑏2𝑤

. (2)

Это, согласно классификации Арнольда [5], жёсткая модель, то есть она приме-
нима на достаточно ограниченном этапе развития.

1.1. Особые точки жёсткой модели

Найдём особые точки системы (2).
Очевидно, при 𝑛 = 0 из стационарности второго уравнения (2) получим 𝑤 = 0,

то есть начало координат (0, 0) всегда будет особой точкой. Можно показать, что
это всегда притягивающий узел.

Если 𝑛 ̸= 0, из стационарности первого уравнения получаем 𝑤 = 𝑏1. Затем из ста-
ционарности второго 𝑛 = 𝑏1𝑏2. Особая точка (𝑛*, 𝑤*) = (𝑏1𝑏2, 𝑏1) всегда является
седлом.
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Рис. 1. Фазовый портрет жёсткой системы (2)
Fig. 1. Hard model phase portrait

1.2. Фазовый портрет жёсткой модели

В соответствии с философией общего положения [6] сепаратрисы седла (𝑛*, 𝑤*)
должны разделять бассейны единственного притягивающего узла (0, 0) и бесконеч-
ности. Фазовый портрет жёсткой системы (рис. 1) подтверждает этот вывод.

То есть, если торрент-трекер успеет набрать достаточное количество пользова-
телей и раздач на волне энтузиазма после создания и к моменту перехода к этапу,
описываемому моделью (2), его состояние (𝑛,𝑤) окажется выше сепаратрисы, то да-
лее количество пользователей и раздач будет бесконечно расти, если нет — будет
стремиться к нулю.

На практике бесконечный рост невозможен. Соответственно, необходимо уточ-
нение жёсткой модели и превращение её в мягкую.

2. Смягчение модели эволюции торрент-трекера

Рост количества пользователей трекера всегда ограничен сверху некоторым объё-
мом 𝑛𝑚𝑎𝑥. Темпы роста в этом случае описываются логистической динамикой Фер-
хюльста (�̇� ∼ 𝑛𝑚𝑎𝑥−𝑛

𝑛𝑚𝑎𝑥
).

Кроме того, в [4] показано, что вероятность вымирания раздачи зависит от раз-
мера её потенциальной аудитории, так что интенсивность убыли раздач 𝑏2 не может
быть постоянной и растёт при уменьшении количества пользователей, приходящих-
ся на раздачу.

С учётом этого составим смягчённый вариант системы (2):{︃
�̇� = 𝑛𝑤 𝑛𝑚𝑎𝑥−𝑛

𝑛𝑚𝑎𝑥
− 𝑏1𝑛

�̇� = 𝑛− 𝑏2𝑤
(︁
1 + 𝑏2𝑁𝑒

− 𝑛
𝑤𝑁0

)︁ , (3)

где 𝑛𝑚𝑎𝑥 > 0—потолок роста числа пользователей, 𝑁0 > 0— среднее число поль-
зователей, приходящихся на одну раздачу, при котором поддержание активности
всех раздач невозможно (катастрофическая пропорция), 𝑏2𝑁 >> 1 характеризует
увеличение скорости вымирания в этом случае.
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Второе уравнение модели (3) не определено при 𝑤 = 0 (на оси 𝑂𝑛). Доопределим
его. При 𝑛 ̸= 0 и стремлении 𝑤 к нулю из первого и третьего квадрантов (то есть
при 𝑛

𝑤
→ +∞) значение в скобках стремится к единице. Так как все физически

реализуемые траектории принадлежат первому квадранту, примем, что при 𝑤 = 0
второе уравнение (3) превращается в �̇� = 𝑛− 𝑏2𝑤, а при 𝑛 = 𝑤 = 0 его правая часть
равна нулю. Тогда при всех физически реализуемых значениях 𝑛 и 𝑤 динамика
системы определена и непрерывна (эта непрерывность нарушается при стремлении
к оси 𝑂𝑛 и началу координат из нереализуемых второго и четвёртого квадрантов).

2.1. Особые точки мягкой модели

Количество особых точек (3) уже не будет постоянным.
При 𝑤 = 0 из стационарности первого уравнения (3) получаем 𝑛 = 0. По данному

в предыдущем разделе доопределению второе уравнение при 𝑛 = 𝑤 = 0 также будет
стационарно. Таким образом, будем считать начало координат (0, 0) особой точкой
модели (3).

При 𝑤 ̸= 0 обозначим 𝑛
𝑤

= 𝑥 и рассмотрим стационарность второго уравне-
ния (3). Получим уравнение 𝑥

𝑏2
= 1 + 𝑏2𝑁𝑒

− 𝑥
𝑁0 , которое при любых положительных

параметрах имеет единственный корень 𝑥*, лежащий между 𝑏2 и 𝑏2(1+𝑏2𝑁). Стацио-
нарность первого уравнения при условии 𝑛

𝑤
= 𝑥* даёт квадратное уравнение 𝑛𝑚𝑎𝑥𝑤−

𝑥*𝑤2−𝑏1𝑛𝑚𝑎𝑥 = 0, которое в зависимости от дискриминанта 1− 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
может не иметь

вещественных решений, иметь одно или два решения 𝑤*
1,2 = 𝑛𝑚𝑎𝑥

2𝑥*

(︁
1±

√︁
1− 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥

)︁
.

Соответственно, 𝑛*
1,2 = 𝑤*

1,2 · 𝑥* = 𝑛𝑚𝑎𝑥

2

(︁
1±

√︁
1− 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥

)︁
.

При 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
<< 1 получим

√︁
1− 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
≈ 1− 1

2
· 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
, то есть{︂

𝑤*
1 ≈ 𝑏1 = 𝑤*

𝑤*
2 ≈ 𝑛𝑚𝑎𝑥

𝑥* − 𝑏1 = 𝑛𝑚𝑎𝑥

𝑥* − 𝑤* (4)

и {︂
𝑛*
1 ≈ 𝑏1𝑥

* > 𝑏1𝑏2 = 𝑛*

𝑛*
2 ≈

(︀
𝑛𝑚𝑎𝑥

𝑥* − 𝑏1
)︀
𝑥* = 𝑛𝑚𝑎𝑥 − 𝑛*

1

. (5)

Точка (𝑛*
1, 𝑤

*
1) соответствует седлу жёсткой модели, (𝑛*

2, 𝑤
*
2)—«потолку» роста тре-

кера и является притягивающим обобщённым узлом.
При 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
= 1 седло и узел сливаются в вырожденную особую точку— седлоузел

(𝑛𝑚𝑎𝑥

2
, 𝑛𝑚𝑎𝑥

2𝑥* ).
Все ненулевые особые точки модели (3), если они существуют, расположены

в первом квадранте координатной плоскости.

2.2. Фазовый портрет мягкой модели

Рассмотрим фазовый портрет модели (3) при различных значениях 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
(рис. 2).

Случай седлоузла не описывается философией общего положения и не показан на
рис. 2.

Отметим, что при приближении к началу координат из первого и третьего квад-
рантов начало координат (0, 0) ведёт себя как притягивающий узел. Траектории
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2
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0

𝑛

𝑤
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Рис. 2. Фазовый портрет мягкой системы (3):
a) при 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
> 1, b) при 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
< 1, c) при 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
<< 1

Fig. 2. Soft model phase portrait:
a) at 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
> 1, b) at 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
< 1, c) at 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
<< 1

отходят от оси 𝑂𝑛 (то есть из состояния, когда нет раздач, но есть некоторое коли-
чество пользователей, что в принципе реализуемо) под наклоном −𝑏1.

Во втором и четвёртом квадрантах траектории входят в ось 𝑂𝑛 вертикально;
поведение при стремлении 𝑛 и 𝑤 к нулю не определено.

Если начальное состояние системы (3) находится на оси 𝑂𝑤 (когда нет пользо-
вателей, а есть только раздачи, что физически нереализуемо), траектория лежит
строго на оси 𝑂𝑤 и направлена в начало координат к физически реализуемому
состоянию (0, 0).

Поведение траекторий второго, третьего и четвёртого квадрантов качественно
не зависит от наличия и положения ненулевых особых точек. Траектории второго
и четвёртого квадрантов заканчиваются на оси 𝑂𝑛, третьего — в начале коорди-
нат (0, 0).

При 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
> 1, когда ненулевых особых точек нет, все траектории первого квад-

ранта также заканчиваются в начале координат (0, 0).
При 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
< 1 сепаратрисы седла (𝑛*

1, 𝑤
*
1) разбивают первый квадрант координат-

ной плоскости на бассейны притяжения начала координат (0, 0) и притягивающего
обобщённого узла (𝑛*

2, 𝑤
*
2).
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2.3. Устойчивость мягкой модели

В отличие от жёсткой модели, для (3) не при всех значениях параметров возможно
устойчивое существование торрент-трекера.

При 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
> 1, сколько бы ни было на трекере пользователей и раздач, со вре-

менем он опустеет и будет закрыт (как правило, администрация закрывает трекер,
не дожидаясь стабилизации в нулевом состоянии). При 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
= 1, хотя теорети-

чески возможна стабилизация в седлоузле, но малейшее изменение состояния или
параметров может привести к попаданию в бассейн начала координат, что означает
постепенную потерю всех пользователей и закрытие.

При 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
< 1 при достаточном начальном количестве пользователей и раздач

имеется возможность стабилизации в ненулевом состоянии (𝑛*
2, 𝑤

*
2). Необходимо от-

метить, что при недостаточном их количестве, в случае, когда начальное состоя-
ние торрент-трекера при переходе к модели (3) лежит ниже сепаратрисы седла —
устойчивое состояние (𝑛*

2, 𝑤
*
2) достигнуто не будет, хотя оно потенциально возможно.

Далее предполагается, что на начальном этапе развития трекера накоплено доста-
точное для стабилизации количество пользователей и раздач, и рассматривается
устойчивость состояния (𝑛*

2, 𝑤
*
2).

В случае, когда 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
незначительно меньше единицы, то есть система (3) имеет

две расположенные рядом ненулевые особые точки, стабилизация торрент-трекера
в состоянии (𝑛*

2, 𝑤
*
2) возможна, причём это состояние достигается достаточно быст-

ро, но оно не слишком устойчиво. Торрент-трекер, как и любая система, всегда под-
вержен случайным внешним воздействиям, вследствие чего есть возможность либо
потери части пользователей и перескока из устойчивого состояния (𝑛*

2, 𝑤
*
2) в бассейн

начала координат (и дальнейшего исчезновения всех пользователей), либо измене-
ния параметров так, что текущее состояние трекера уже окажется в бассейне начала
координат новой системы [7,8].

Наоборот, при 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
<< 1 при достаточном начальном количестве пользователей

трекер будет долгое время устойчиво расти, а затем стабилизируется в обобщён-
ном узле (𝑛*

2, 𝑤
*
2). Чем дальше узел (𝑛*

2, 𝑤
*
2) от седла (𝑛*

1, 𝑤
*
1) и его сепаратрис, тем

устойчивее будет достигнутое стабильное состояние торрент-трекера.
Таким образом, для достижения максимальной устойчивости трекера необходи-

мо достичь 4𝑏1𝑥*

𝑛𝑚𝑎𝑥
<< 1 или, что то же самое,

𝑛𝑚𝑎𝑥 >> 4𝑏1𝑥
*. (6)

С учётом того, что 𝑥* < 𝑏2(1 + 𝑏2𝑁), условие (6) заведомо будет выполняться при
𝑛𝑚𝑎𝑥 >> 4𝑏1𝑏2(1 + 𝑏2𝑁), а с учётом 𝑏2𝑁 >> 1 его можно переписать как

𝑛𝑚𝑎𝑥 >> 4𝑏1𝑏2𝑏2𝑁 . (7)

Для выполнения этого условия при нерегулируемых 𝑏1, 𝑏2, 𝑏2𝑁 необходимо огромное
значение 𝑛𝑚𝑎𝑥. Это выполняется на крупных универсальных и специализированных
трекерах (в частности, rutracker.org, thepiratebay.org, pornolab.net).

Чтобы усилить разрыв между левой и правой частями (7) также желательно
уменьшить параметры оттока 𝑏1, 𝑏2, 𝑏2𝑁 . Отток пользователей 𝑏1 можно уменьшить
как разнообразными не связанными с информационным обменом мерами (реклам-
ные акции, бонусы, торрентовки), так и наличием на трекере уникального контента.
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Таким образом, для понижения 𝑏1 необходимо увеличить количество раздач с ред-
ким контентом или, во всяком случае, максимально долго сохранить имеющиеся.
Как показано в [4], система учёта рейтинга негативно влияет на устойчивость таких
раздач, поэтому от неё желательно отказаться. Также устойчивость раздач редко-
го контента можно укрепить, введя повышенный коэффициент таймбонуса за их
сидирование.

Для уменьшения вымирания раздач 𝑏2 и 𝑏2𝑁 , как показано в [4], администрация
трекера может использовать учёт таймбонуса (времени сидирования), поглощение
дублирующих раздач и обратную связь с ранее скачивавшими и ушедшими с раз-
дачи пользователями.

Для узкоспециализированных торрент-трекеров (при относительно небольшом
𝑛𝑚𝑎𝑥) для выполнения условия (7) необходимо иметь крайне малые параметры от-
тока 𝑏1, 𝑏2, 𝑏2𝑁 . Этого не всегда можно добиться описываемыми выше мерами. Если
торрент-трекер распространяет контент, производимый администрацией, то адми-
нистрация обычно выполняет не только регулирование, но и сидирование раздач
(в частности, debian.org, baibako.tv). Таким образом, раздачи никогда не вымирают
полностью и 𝑏2 → 0, что делает такие трекеры устойчивыми.

Напротив, узкоспециализированный трекер, рассчитанный на самоорганизацию,
вероятнее всего, имеет 𝑛𝑚𝑎𝑥 ≈ 4𝑏1𝑏2𝑏2𝑁 и через какое-то время будет закрыт (в част-
ности, не существующий в настоящее время cultscaro.net). Более устойчивым реше-
нием данной задачи будет тематический раздел на крупном универсальном торрент-
трекере.

Заключение
На основе анализа факторов, влияющих на количество пользователей и количество
раздач в файлообменной сети, была построена жёсткая динамическая модель (2).
На её основе была создана смягчённая модель (3).

Исследование модели показало, что запас устойчивости файлообменной сети
в целом можно повысить, расширяя целевую аудиторию и используя для регули-
рования раздач систему таймбонусов, связь администрации с ранее скачивавшими
файл пользователями и поглощение раздач-дубликатов, но не систему учёта рей-
тинга.

Узкоспециализированные файлообменные сети должны либо сохранять устойчи-
вость за счёт сидирования раздач администрацией, либо вливаться в более крупные
сети как тематические разделы.
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Abstract. In this work, the model of development of the P2P file exchange network organized by
a torrent tracker is considered. The model is constructed on the basis of ordinary differential equations.
The phase variables describing a status of a torrent tracker and the network organized by it (in first
approximation is the number of the users of the tracker who are actively participate in information
exchange, and the number of active torrents) are defined, the factors influencing the change of users
number and the number of torrents are analyzed. On the basis of the analysis the system of differential
equations, in first approximation describing evolution of the file exchange network organized by the tor-
rent tracker — a hard dynamic model of evolution of the torrent tracker is written. Equilibrium points
of hard model of evolution of the tracker are investigated, their possible quantity and type is described.
All configurations of the general provision, possible in a hard model of evolution of the torrent tracker
are described. The phase portrait of the hard model is represented. On the basis of the analysis of
the hard model the system of differential equations describing evolution of a file exchange network with
accounting of dependence of new users inflow intensity on a total quantity of potential audience of
the torrent tracker, and also dependences of speed of torrents extinction on the number of users falling
on one torrent — a soft dynamic model of evolution of a torrent tracker is written. Equilibrium points
of a soft model of tracker evolution are investigated, their possible quantity and type is described. All
configurations of the general provision, possible in a soft model of evolution of the torrent tracker are
described. Phase portraits of each configuration are represented. The ratio of parameters necessary for
the stability of the tracker a stable status is received. The influence of different administrative measures
on a stock of the tracker stability in whole is analyzed. The need of support of torrents by administration
at highly specialized torrent trackers with small potential audience is shown.
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Аннотация. На основе анализа современных средств создания ИС GRID-типа, входящих
в ставший европейским EGI-“стандартом” репозиторий UMD (включая новые версии Globus Toolkit,
ARC, dCache и др.), кратко рассмотрено применение GRID-систем для задач вычислительной хи-
мии. Созданная авторами GRID-система объединяет два кластера с Linux CentOS 7 и базирует-
ся на программном обеспечении из UMD-4. Актуальность и эффективность применения систем
пакетной обработки (у нас используется Torque 4.2.10) в квантовохимических расчетах повыша-
ется для массовых расчетов докинг-комплексов (в т.ч. для задач моделирования лекарств), для
чего был предложен усовершенствованный полуэмпирический метод с более эффективными ап-
проксимациями, реализованный в программном комплексе LSSDOCK на Fortran-95. Для таких
расчетов разработаны новые методы аппроксимаций, в т.ч. для функционалов DFT, и осуществ-
ляется их программная реализация. Разработаны конверторы результатов расчетов по LSSDOCK
в естественный для GRID, основанный на XML, формат CML версии 3. С использованием CML-
формата на базе программных средств dCache реализовано единое дерево виртуальной файловой
GRID-системы, распределённой между гетерогенными узлами, которое используется для хранения
результатов расчетов по LSSDOCK.

Ключевые слова: GRID, UMD, Web-сервисы, распределенная файловая система, CML, кван-
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Построение распределенных ИС с использованием GRID-технологии активно
развивается в настоящее время для решения самых разных задач, например, для
создания инфраструктуры хранения и обработки данных, и включает центры обра-
ботки данных вплоть до суперкомпьютерного уровня (см., например, [1]). Вычис-
лительная химия стала традиционной областью высокопроизводительных вычис-
лений (HPC), и особенно актуальными там представляются задачи моделирования
лекарств, что планируется делать, например, на будущей экзафлопсной суперЭВМ
мира Cray Frontier в знаменитой в суперкомпьютерном мире Национальной лабо-
ратории Ок-Риджа Министерства энергетики США [2]. Для решения таких задач
применяется молекулярный докинг, требующий расчетов энергий взаимодействия
тысяч лигандов с протеином.

Традиционный для этого расчет методом молекулярной механики (см., напри-
мер, [3]) не учитывает квантовых эффектов (в т.ч. межмолекулярный перенос элек-
тронной плотности), актуальных для повышения точности. Поэтому расчеты энер-
гий взаимодействия квантовохимическими методами представляются более универ-
сальными и перспективными [4–6]. Настоящая работа ориентирована на разработку
и применение усовершенствованных методов и программных средств, относящихся
к области квантовой химии.

При таком подходе встает задача обработки большого числа пакетных заданий,
которые можно эффективно выполнять в GRID-среде. Одним из преимуществ тако-
го подхода является возможность интеграции вычислительных мощностей различ-
ных кластеров, что особенно актуально в случае дефицита настроенных на задачи
вычислительной химии суперкомпьютерных ресурсов, в т.ч. в РФ.

Для построения современных GRID-систем необходимо обеспечение высокого
уровня интероперабельности и поддержание современных мировых стандартов ис-
пользуемых программных средств. По этой причине в нашей стране естественно
ориентироваться на использование репозитория UMD, дающего максимальную ин-
тероперабельность на современном европейском уровне EGI [7] и высокое протести-
рованное качество отобранных средств [8].

Современные программные средства построения GRID-систем быстро развива-
ются, причем одни из самых широко употребимых средств могут заменяться други-
ми. Так, в 2018 году Globus Toolkit практически прекратили свое развитие и замене-
ны рядом других программных продуктов, в т.ч. доступных в UMD [7]. А EGI теперь
поддерживает еще и новые средства CMD для облачных вычислений. В 2019 году
появились новые версии UMD 4.8 (последняя – 4.8.5). В их состав входят, напри-
мер, новые версии классических средств управления заданиями на вычислительных
GRID-узлах Globus Gram5 14.1.0, средств передачи данных по протоколу GridFTP
13.8.1 и промежуточного программного обеспечения (ППО) ARC 15.3.19 [9].

Следует отметить, что GRID-системы уже используются для задач вычисли-
тельной химии и не только для квантовой химии. В качестве примера можно ука-
зать на применение GRID-систем для молекулярной динамики [10]. То, что GRID
естественно использовать для моделирования лекарств, указано, например, в [11].
Однако публикаций по применению GRID в задачах квантовой химии не так мно-
го. Известно, что обычные GRID-системы используются для выполнения расче-
тов по высокоэффективным комплексам квантовохимических программ, например,
Gaussian [12]. Наиболее известной ориентированной именно на задачи вычислитель-
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ной химии можно считать GRID-систему (научный портал) MoSGrid (Molecular
Simulation Grid) [13], в которой Gaussian интегрирован со средствами молекуляр-
ной динамики GROMACS, а функции квантовохимических рабочих процессов реа-
лизуются через среду выполнения Parallel Grid и среду разработки Web-сервисов,
и передаются в UNICORE (входившей ранее в состав UMD).

Необходимые для задач моделирования лекарств массовые квантовохимические
расчеты докинг-комплексов, содержащих большие протеины и маленькие молеку-
лы лигандов, требуют огромных вычислительных ресурсов. Так, наш одноточечный
расчет наиболее быстрым полуэмпирическим квантовохимическим методом нулево-
го дифференциального перекрывания (НДП) только одного относительно неболь-
шого протеина из 1663 атомов по программе Gaussian-09 с быстродействующим ал-
горитмом, заменяющим лимитирующую время расчета диагонализацию матрицы
алгоритом с линейным масштабированием времени расчета от ее размера, требует
примерно 6 часов на одном ядре старого процессора Xeon E3-1240/3,3 ГГц (для более
точного метода DFT – больше месяца). Это делает массовые расчеты серий, состо-
ящих из тысяч докинг-комплексов протеин-лиганд, требующими слишком больших
времен, если не использовать специальную методику для кардинального ускорения
таких расчетов.

В рамках методов НДП нами предложена новая методика для дополнительного
ускорения, специализированная на массовые расчеты комплексов протеина с лиган-
дами [4], дающая в нашем программном (на Fortran-95) комплексе LSSDOCK сверх-
высокое быстродействие. Тогда указанный выше расчет требует порядка минуты
на один докинг-комплекс. Эта методика основана на нашем общем аппроксимаци-
онном подходе с явным учетом в локальном гамильтониане лиганда с прилегающей
активной частью протеина специфики данной задачи (расчеты тысяч комплексов
одного и того же крупного протеина с большим числом разнообразных, но относи-
тельно небольших молекул-лигандов), при котором точность расчета практически
не ухудшается.

Указанный выше подход может быть внедрен в более точные, но требующие
значительно больше вычислительных ресурсов, неэмпирические квантовохимиче-
ские методы, в первую очередь, в распространенный метод DFT и в моделирующие
гамильтониан DFT более быстрые методы, в т.ч. в SCC-DFTB.

Такие массовые расчеты могут быть успешно разработаны в форме пакетной
обработки заданий и их возможно эффективно реализовать в GRID-системах. Наш
GRID-сервер был развернут на базе СentOS 7 с ППО ARC 15.3.19 (из UMD-4.8.2),
которое остаётся на данный момент наиболее универсальным ППО из дистрибутива
UMD, включая ARC Resource-coupled EXecution service (A-REX), обеспечивающий
интерфейс с локальными пакетными системами; сервер GridFTP (GFS) и Enhanced
Grid Information Indexing Service (EGIIS). ARC поддерживает все основные языки
описания задач (с которыми обеспечивается интерфейс в системах пакетных за-
даний), используемые в GRID-системах – xRSL, JSDL и JDL. В качестве системы
пакетной обработки у нас применяется Torque 4.2.10, которая используется и для ин-
теграции в GRID-систему высокопроизводительного сервера ЯрГУ NVIDIA DGX-1
с 8 GPU архитектуры V100SXM (с пиковой производительностью 7.8 TFLOPS DP
каждый), работающего с Ubuntu 16.04.

Были развёрнуты также программные средства dCache 3.2.21 из UMD-4.7.0, ко-
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торые обеспечивают сохранность больших объёмов данных и оптимизируют ско-
рость доступа к ним. Для хранения служебной информации используется СУБД
PostgreSQL. dCache предоставляет возможность получить информацию о состоянии
системы и данных в формате GRID-стандартов GLUE 1.3 и 2.0. Данные результатов
квантовохимических расчётов размещаются в естественном для GRID, основанном
на XML-формате CML версии 3 [14]. Разработана система поиска результатов кван-
товохимических расчетов по имени лиганда и его контекстной части, элементам
периодической системы, индексам протеина и др.

Однако бывают ситуации, когда точности используемых в LSSDOCK методов
может быть недостаточно, а требуется использование более точных неэмпирических
методов квантовой химии [5]. Поэтому в настоящее время нами ведется разработ-
ка и программная реализация ускоренного метода с явной физико-математически
корректной аппроксимацией самого гамильтониана DFT, а не его матричных эле-
ментов, что существенно точнее SCC-DFTB.

Предложенные методы и разрабатываемые программные средства для массо-
вых квантовохимических расчетов докинг-комплексов можно эффективно приме-
нять в создаваемой GRID-среде, интегрирующей кластеры в ИОХ РАН и ЯрГУ.
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Аннотация. Статья посвящена математическому моделированию искусственных генных се-
тей. Рассматривается феноменологическая модель простейшей трехзвенной осцилляторной генной
сети — так называемого репрессилятора. Эта сеть содержит три элемента, однонаправленно свя-
занных в кольцо. Первый из них ингибирует синтез второго, второй ингибирует синтез третье-
го, а третий, который замыкает цикл, ингибирует синтез первого. Взаимодействие концентраций
белка и концентрации мРНК удивительно похоже на функционирование биоценоза, состоящего
из шести экологических популяций — трех хищников и трех жертв. Это позволяет предложить
новую феноменологическую модель, которая представлена системой однонаправленно связанных
обыкновенных дифференциальных уравнений. В работе изучена задача существования и устой-
чивости у этой системы релаксационного периодического решения, инвариантного по отношению
к циклическим перестановкам координат. Для нахождения асимптотики этого решения строится
специальная релейная система. В статье доказывается, что периодическое решение релейной систе-
мы дает асимптотическое приближение орбитально асимптотически устойчивого релаксационного
цикла рассматриваемой задачи.
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1. Постановка задачи и описание результатов
Искусственные генетические осцилляторы, объединенные в сети различной ар-

хитектуры, вызывают значительный интерес в связи с тем, что они могут модели-
ровать ряд ключевых биологических процессов, среди которых клеточные циклы
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и циркадные ритмы. В работе [1] предложен простейший генетический осцилля-
тор, названный репрессилятором, который состоит из трех элементов 𝐴𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3.
Каждый из этих элементов однонаправленно ингибирует соседний. А именно, эле-
мент 𝐴1 подавляет синтез 𝐴2, элемент 𝐴2 подавляет синтез 𝐴3, а третий элемент
𝐴3, замыкая цикл, подавляет синтез 𝐴1.

Математическая модель упомянутой генной сети имеет вид

�̇�𝑗 = −𝑝𝑗 +
𝛼

1 + 𝑢𝛾𝑗−1

+ 𝛼0, �̇�𝑗 = 𝛽(𝑝𝑗 − 𝑢𝑗), 𝑗 = 1, 2, 3, (1)

где 𝑢0 = 𝑢3. Следуя работе [1], считаем, что каждый элемент осциллятора 𝐴𝑗 пред-
ставляет собой набор из мРНК (матричной рибонуклеиновой кислоты) с концен-
трацией 𝑝𝑗 и белка с концентрацией 𝑢𝑗. Предполагаем, далее, что изменение во вре-
мени концентраций 𝑝𝑗 характеризуется процессами синтеза и деградации. Первый
из этих процессов описывается функцией 𝛼/(1 + 𝑢𝛾𝑗−1), где 𝑢𝑗−1 — концентрация
белка–репрессора для 𝑗-ой мРНК, 𝛾 = const > 0 — коэффициент кооперативно-
сти, 𝛼 = const > 0 — скорость транскрипции в отсутствии репрессора. Второй же
процесс описывается линейным слагаемым «−𝑝𝑗». И наконец, аддитивная добавка
𝛼0 > 0 в уравнении для 𝑝𝑗 отвечает за утечку промотора.

В случае концентрации белков 𝑢𝑗 ситуация проще. А именно, предполагаем,
что их динамика характеризуется линейными процессами синтеза (слагаемое «𝛽 𝑝𝑗»
в уравнении для 𝑢𝑗 из системы (1)) и деградации (слагаемое «−𝛽 𝑢𝑗» в том же урав-
нении). Здесь 𝛽 = const > 0 — отношение скорости деградации белка к скорости
деградации мРНК.

Как правило, исследование модели (1) проводится в предположении о малости 𝛽
и 𝛼0. В этой ситуации после замены 𝛽𝑡→ 𝑡 и отбрасывания добавки 𝛼0 получается
сингулярно возмущенная система, к которой затем применяется известный принцип
сведения А. Н. Тихонова [2]. Результатом такого сведения оказывается система

�̇�𝑗 = −𝑢𝑗 +
𝛼

1 + 𝑢𝛾𝑗−1

, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑢0 = 𝑢3. (2)

Вопрос об автоколебаниях системы (2) изучался многими авторами (см., напри-
мер, [3–10]). В указанных работах рассматривался случай, когда ее устойчивый цикл
возникает в результате бифуркации Андронова-Хопфа, а также случай 𝛾 ≫ 1.

Помимо модели (2) к настоящему времени предложена целая серия более об-
щих систем, описывающих искусственные генные сети. Например, в статьях [6, 7]
введено в рассмотрение четыре класса таких систем, причем необязательно коль-
цевых. Если же ограничиться простейшими кольцевыми системами, то типовыми
представителями упомянутых классов будут модели

�̇�𝑗 = −𝑢𝑗 +
𝛼

1 + 𝛿1𝑢
𝛾1
𝑗−1 + 𝛿2𝑢

𝛾2
𝑗−2 + . . .+ 𝛿𝑠𝑢

𝛾𝑠
𝑗−𝑠

, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚; (3)

�̇�𝑗 = − 𝑢𝑗 +
𝛼

(1 + 𝛿1𝑢
𝛾1
𝑗−1)(1 + 𝛿2𝑢

𝛾2
𝑗−2) . . . (1 + 𝛿𝑠𝑢

𝛾𝑠
𝑗−𝑠)

,

𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚;

(4)

�̇�𝑗 = −𝑢𝑗 +
𝛼

1 + 𝑢𝛾1𝑗−1𝑢
𝛾2
𝑗−2 . . . 𝑢

𝛾𝑠
𝑗−𝑠

, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚; (5)
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�̇�𝑗 = −𝑢𝑗 +

𝑠∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘

1 + 𝛿𝑘𝑢
𝛾𝑘
𝑗−𝑘

, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. (6)

Во всех случаях (3) – (6) предполагается, что 𝑚 > 𝑠 + 1, 𝑢−𝑘 = 𝑢𝑚−𝑘 при 𝑘 =
0, 1, . . . , 𝑠− 1, 𝛼 = const > 0, 𝛼𝑘, 𝛿𝑘, 𝛾𝑘 = const > 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑠.

Бегущими волнами систем (3) – (6) будем называть специальные периодические
решения, допускающие представления вида

𝑢𝑗 = 𝑢(𝑡+ (𝑗 − 1)∆), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, ∆ = const > 0. (7)

Следует добавить, что бегущие волны (7) являются наиболее естественными
аттракторами кольцевых цепочек однонаправленно связанных уравнений. Одна-
ко в таких цепочках возможны и более сложные колебания. В качестве примера
сошлемся на статью [11], в которой с помощью численного анализа показана реа-
лизуемость хаотического автоколебательного режима в кольце из трех однонаправ-
ленно связанных генераторов. Необходимо также отметить целую серию работ (см.,
например, [12–14]), посвященных проблеме перехода к хаосу в однонаправленно свя-
занных цепочках осцилляторов при подходящем увеличении числа звеньев.

В работах [15, 16] был предложен новый подход к моделированию искусствен-
ных генных сетей. А именно, было замечено, что описанный выше характер взаи-
модействия концентраций 𝑢𝑗 и 𝑝𝑗 напоминает взаимодействие шести экологических
популяций — трех хищников и трех жертв. Действительно, предположим, что 𝑢𝑗,
𝑗 = 1, 2, 3 и 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3 — это плотности численности популяций хищников и жертв
соответственно. Тогда в силу (1) каждый хищник 𝑢𝑗 питается только одной жерт-
вой 𝑝𝑗 (при 𝑝𝑗 ≡ 0 численность 𝑢𝑗 затухает по экспоненциальному закону) и в то же
время оказывает давление только на жертву 𝑝𝑗+1. Последнее выражается в том, что
при увеличении 𝑢𝑗 уменьшается скорость роста численности 𝑝𝑗+1. Кроме того, при
отсутствии хищника–репрессора (𝑢𝑗−1 ≡ 0) численность 𝑝𝑗 стремится при 𝑡 → +∞
к пороговому значению 𝑝𝑗 = 𝛼 + 𝛼0.

Приведенная экологическая интерпретация позволяет для математического мо-
делирования интересующей нас генной сети воспользоваться методикойЮ. С. Коле-
сова [18]. В рамках описанного выше характера взаимодействия хищников и жертв
упомянутая методика приводит к системе

�̇�𝑗 =
𝑟1

1 + 𝑎
[1 + 𝑎(1 − 𝑢𝑗−1) − 𝑝𝑗]𝑝𝑗 + 𝛼, �̇�𝑗 = 𝑟2[𝑝𝑗 − 𝑢𝑗]𝑢𝑗,

𝑗 = 1, 2, 3, 𝑢0 = 𝑢3,
(8)

где все постоянные 𝑟1, 𝑟2, 𝑎, 𝛼 положительны. Подчеркнем, что в уравнение для 𝑝𝑗,
нарушая его вольтеровскую структуру, мы специально включили слагаемое «+𝛼»,
аналогичное добавке 𝛼0 из (1). Как будет показано ниже, в отличие от системы (1),
где можно положить 𝛼0 = 0, в нашем случае требование 𝛼 > 0 является обязатель-
ным.

Как и система (1), новая математическая модель репрессилятора (8) допускает
некоторое упрощение. А именно, предположим сначала, что 𝑟2 ≫ 1, 𝑟1 = 𝑟 ∼ 1.
Тогда согласно принципу сведения [2] при 𝑟2 → +∞ имеем 𝑝𝑗 = 𝑢𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3. Что
же касается компонентов 𝑢𝑗, то для них выходит система

�̇�𝑗 =
𝑟

1 + 𝑎
[1 + 𝑎(1 − 𝑢𝑗−1) − 𝑢𝑗]𝑢𝑗 + 𝛼, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑢0 = 𝑢3, (9)
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представляющая собой альтернативу известной модели (2).
В силу инвариантности системы (9) по отношению к циклическим перестановкам

координат естественным образом возникают вопросы о существовании и устойчи-
вости у нее цикла типа бегущей волны вида

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = (𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡+ ℎ), 𝑢(𝑡+ 2ℎ)), (10)

где ℎ > 0 — фазовый сдвиг, с периодом 𝑇 = 3ℎ.
Ранее в работе [15] эта задача изучалась при 𝑎 → ∞ и 𝛼 ≪ 1, в свою очередь,

в работах [16, 17] рассматривался случай, когда 𝑟 ≫ 1, 𝛼 ≪ 1, а параметр 𝑎 имеет
порядок единицы. Точнее говоря, при условии, что

𝑎 = const > 1, 𝛼 = 𝑟 exp(−𝑏 𝑟), 𝑟 ≫ 1, 𝑏 = const > 0. (11)

В настоящей статье эти вопросы изучаются при дополнительных предположе-
ниях

𝑟 ≫ 1, 𝛼 = 𝑟 exp(−𝑏 𝑟), 1

1 + 𝑎
= exp(−𝑐 𝑟), 𝑏, 𝑐 = const > 0. (12)

Основное внимание ниже уделяется наиболее интересному с математической точ-
ки зрения случаю

𝑐 < 𝑏, (13)

когда форма колебаний является максимально сложной (о случае 𝑐 > 𝑏 будет ска-
зано отдельно в заключительной части работы). Неравенство (13) позволяет ввести
в рассмотрение на плоскости (𝑡, 𝜔) кривую

Γ0 = {(𝑡, 𝜔) : 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐, 𝜔 = 𝑡} ∪ {(𝑡, 𝜔) : 𝑐 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, 𝜔 = 𝑐}∪
∪ {(𝑡, 𝜔) : 𝑡 = 𝑏, −𝑏 ≤ 𝜔 ≤ 𝑐} ∪ {(𝑡, 𝜔) : 𝑏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏+ 𝑐, 𝜔 = −𝑡}∪
∪ {(𝑡, 𝜔) : 𝑏+ 𝑐 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑏, 𝜔 = −𝑏− 𝑐} ∪ {(𝑡, 𝜔) : 𝑡 = 2𝑏, −𝑏− 𝑐 ≤ 𝜔 ≤ −𝑏}∪
∪ {(𝑡, 𝜔) : 2𝑏 ≤ 𝑡 ≤ 3𝑏, 𝜔 = 𝑡− 3𝑏}, (14)

вид которой изображен на рис. 1. Как оказывается, кривая (14), продолженная
с отрезка 0 ≤ 𝑡 ≤ 3𝑏 на всю ось 𝑡 по закону 3𝑏-периодичности, а также кривые,
получающиеся из нее в результате сдвигов вдоль оси 𝑡 на 𝑏 и 2𝑏 соответственно,
являются нулевыми приближениями при 𝑟 → +∞ для компонентов 𝜔𝑗 = (1/𝑟) ln 𝑢𝑗,
𝑗 = 1, 2, 3 некоторого периодического решения системы (9). А именно, справедливы
следующие утверждения.

Теорема 1. Найдется такое достаточно большое 𝑟0 > 0, что при условиях (12),
(13) и при всех 𝑟 ≥ 𝑟0 система (9) допускает самосимметричный цикл

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = (𝑢*(𝑡, 𝑟), 𝑢*(𝑡+ ℎ(𝑟), 𝑟), 𝑢*(𝑡+ 2ℎ(𝑟), 𝑟)), 𝑢*(0, 𝑟) ≡ 1 (15)

периода 𝑇 = 3ℎ(𝑟). При 𝑟 → +∞ для этого цикла выполняются асимптотические
представления

ℎ(𝑟) = 𝑏+
ln 𝑟

𝑟
+

ln 𝑐

𝑟
+ 𝑂

(︂
1

𝑟2

)︂
, 𝐻(Γ(𝑟),Γ0) = 𝑂

(︂
ln 𝑟

𝑟

)︂
,

max
0≤𝑡≤3ℎ(𝑟)

𝑢*(𝑡, 𝑟) = 𝑂(exp(𝑐 𝑟)), min
0≤𝑡≤3ℎ(𝑟)

𝑢*(𝑡, 𝑟) = 𝑂(exp(−(𝑏+ 𝑐) 𝑟)),
(16)
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Рис. 1. Кривая Γ0

Fig. 1 Curve Γ0

где Γ0 — кривая (14),

Γ(𝑟) = {(𝑡, 𝜔) : 0 ≤ 𝑡 ≤ 3ℎ(𝑟), 𝜔 = (1/𝑟) ln 𝑢*(𝑡, 𝑟)}, (17)

а через 𝐻(*, *) обозначено хаусдорфово расстояние между компактами.

Теорема 2. Цикл (15), о котором идет речь в предыдущей теореме, экспоненци-
ально орбитально устойчив.

Доказательство теоремы 1 базируется на том факте, что фигурирующая в (15)
функция 𝑢*(𝑡, 𝑟) удовлетворяет вспомогательному уравнению с запаздыванием

�̇� = 𝑟[1 − (1 − exp(−𝑐 𝑟))𝑢(𝑡− ℎ) − exp(−𝑐 𝑟)𝑢]𝑢+ 𝑟 exp(−𝑏 𝑟). (18)

Рис. 2. Кривая Γ(𝑟) при 𝑏 = 4, 𝑐 = 1, 𝑟 = 10
Fig. 2 Curve Γ(𝑟) for 𝑏 = 4, 𝑐 = 1, 𝑟 = 10
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Тем самым проблема существования периодического режима (15) сводится
к отысканию периодического решения этого уравнения, имеющего период 3ℎ и об-
ладающего свойствами (16). Что же касается устойчивости цикла (15), то она уста-
навливается отдельно посредством асимптотического анализа соответствующей ли-
нейной системы в вариациях.

Наглядное представление о релаксационных свойствах цикла (15) дает график
кривой (17), построенный численно при 𝑏 = 4, 𝑐 = 1, 𝑟 = 10 (см. рис. 2).

2. Доказательство теоремы 1

2.1. Общая схема исследования

Как уже было сказано выше, обоснование теоремы 1 связано с анализом вспомо-
гательного уравнения (18), а точнее говоря, с отысканием у него непостоянного
3ℎ-периодического решения.

При условии (13) выполним в этом уравнении замену 𝑢 = exp(𝑟 𝜔) и положим
𝜀 = 1/𝑟 ≪ 1. В результате для новой переменной 𝜔 = 𝜔(𝑡) приходим к уравнению

�̇� = 1 − exp

(︂
𝜔 − 𝑐

𝜀

)︂
+ exp

(︂
−𝑏+ 𝜔

𝜀

)︂
−
(︁

1 − exp
(︁
−𝑐
𝜀

)︁)︁
exp

(︂
𝜔(𝑡− ℎ)

𝜀

)︂
. (19)

Всюду ниже считаем, что запаздывание ℎ в нем пробегает множество

Ω
def
= [𝑏− 𝛿0, 𝑏+ 𝛿0], (20)

где значение постоянной 𝛿0 > 0 в последующем будет уточнено. Пока же предпола-
гаем выполненным неравенство

𝛿0 < 𝑏− 𝑐. (21)

Опишем теперь класс начальных условий для уравнения (19). В связи с этим
фиксируем достаточно малую постоянную 𝜎0 > 0, удовлетворяющую условиям

𝜎0 <
1

2
(ℎ− 𝑐) ∀ℎ ∈ Ω, 𝜎0 < 𝑐 (22)

(эти неравенства возможны, поскольку в силу (21) имеем ℎ > 𝑐 при всех ℎ ∈ Ω). Да-
лее, введем в рассмотрение множество непрерывных по 𝑡 ∈ [−ℎ−𝜎0,−𝜎0] начальных
функций 𝜙(𝑡), задающееся равенством

𝑆 = {𝜙(𝑡) : −𝑞1 ≤ 𝜙(𝑡) ≤ −𝑞2 при 𝑡 ∈ [−ℎ− 𝜎0,−𝜎0], 𝜙(−𝜎0) = −𝜎0}, (23)

где 𝑞1 > 𝑞2 > 0 — некоторые универсальные (не зависящие от 𝑡, 𝜀, ℎ, 𝜙) постоянные,
выбором которых распорядимся в дальнейшем.

Рассмотрим решение 𝜔 = 𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ), 𝑡 ≥ −𝜎0 уравнения (19) с произвольным
начальным условием 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆 при −ℎ − 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ −𝜎0, обозначим через 𝑡 = 𝑇𝜙(𝜀, ℎ)
второй положительный корень уравнения

𝜔𝜙(𝑡− 𝜎0, 𝜀, ℎ) = −𝜎0 (24)
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(если он существует) и зададим оператор Π, действующий из 𝑆 в пространство
𝐶[−ℎ− 𝜎0,−𝜎0] непрерывных при 𝑡 ∈ [−ℎ− 𝜎0,−𝜎0] функций по правилу

Π(𝜙) = 𝜔𝜙(𝑡+ 𝑇𝜙(𝜀, ℎ), 𝜀, ℎ), 𝑡 ∈ [−ℎ− 𝜎0,−𝜎0]. (25)

Как будет показано в последующем, при подходящем выборе параметров 𝑞1, 𝑞2, 𝛿0, 𝜎0
оператор (25) определен на множестве (23) и, более того, Π(𝑆) ⊂ 𝑆, 𝑇𝜙(𝜀, ℎ) > ℎ
при всех ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆. Далее, поскольку множество 𝑆 замкнуто, ограничено и вы-
пукло, а оператор Π в силу неравенства 𝑇𝜙 > ℎ компактен, то согласно принципу
Шаудера он имеет в 𝑆 хотя бы одну неподвижную точку 𝜙 = ̃︀𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ). Ясно также,
что решение ̃︀𝜔(𝑡, 𝜀, ℎ) = 𝜔𝜙|𝜙=̃︀𝜙 уравнения (19) является периодическим с периодом̃︀𝑇 (𝜀, ℎ) = 𝑇𝜙|𝜙=̃︀𝜙. Что же касается имеющегося в запасе параметра ℎ из множе-
ства (20), то он определяется из уравнения̃︀𝑇 (𝜀, ℎ) = 3ℎ. (26)

Как оказывается, уравнение (26) допускает решение ℎ = ℎ(𝜀), ограниченное
по 𝜀 и такое, что lim ℎ(𝜀) = 𝑏 при 𝜀 → 0. А отсюда, в свою очередь, следует,
что у вспомогательного уравнения (19) при ℎ = ℎ(𝜀) существует интересующее нас
3ℎ(𝜀)-периодическое решение 𝜔(𝑡, 𝜀) = ̃︀𝜔(𝑡, 𝜀, ℎ)|ℎ=ℎ(𝜀).

2.2. Асимптотическое интегрирование вспомогательного
скалярного уравнения

Для того чтобы реализовать описанную в предыдущем пункте программу действий,
необходимо знать равномерную по ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆 асимптотику при 𝜀 → 0 решения
𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) на промежутке времени

− 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ 2ℎ+ 𝑏− 𝜎0/2. (27)

В процессе построения этой асимптотики отрезок (27) разбивается на 11 частей.
Для пояснения сути дела, забегая вперед, отметим, что на указанном отрезке

график функции 𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) асимптотически близок к аналогичной (14) кривой

Γ(ℎ) = {(𝑡, 𝜔) : −𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐, 𝜔 = 𝑡} ∪ {(𝑡, 𝜔) : 𝑐 ≤ 𝑡 ≤ ℎ, 𝜔 = 𝑐}∪
∪ {(𝑡, 𝜔) : 𝑡 = ℎ, −𝑏 ≤ 𝜔 ≤ 𝑐} ∪ {(𝑡, 𝜔) : ℎ ≤ 𝑡 ≤ ℎ+ 𝑐, 𝜔 = ℎ− 𝑏− 𝑡}∪
∪ {(𝑡, 𝜔) : ℎ+ 𝑐 ≤ 𝑡 ≤ 2ℎ, 𝜔 = −𝑏− 𝑐} ∪ {(𝑡, 𝜔) : 𝑡 = 2ℎ, −𝑏− 𝑐 ≤ 𝜔 ≤ −𝑏}∪
∪ {(𝑡, 𝜔) : 2ℎ ≤ 𝑡 ≤ 2ℎ+ 𝑏− 𝜎0/2, 𝜔 = 𝑡− 2ℎ− 𝑏}

(при ℎ = 𝑏, 0 ≤ 𝑡 ≤ 3𝑏−𝜎0/2 она совпадает с Γ0 и имеет вид, показанный на рис. 1).
Ясно, что при обосновании этой близости в специальном рассмотрении нуждаются
промежутки изменения 𝑡, примыкающие к изломам кривой Γ(ℎ), а также промежут-
ки, на которых график 𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) асимптотически близок к одному из вертикальных
участков Γ(ℎ). Исследование каждого из получившихся в итоге промежутков пред-
ставляет собой отдельный этап, которому будет соответствовать своя лемма.

Этап 1 связан с отрезком времени

− 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ− 𝜎0. (28)

Справедливо следующее утверждение.
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Лемма 1. На отрезке (28) при 𝜀 → 0 выполняется равномерное по 𝑡, ℎ, 𝜙 асимп-
тотическое представление

𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) = 𝑐+ 𝜀𝑦0(𝜏)|𝜏=(𝑡−𝑐)/𝜀 + 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, (29)

где
𝑦0(𝜏) = − ln(1 + exp(−𝜏)). (30)

Здесь и ниже одной и той же буквой 𝑞 обозначаются некоторые универсальные
(не зависящие от 𝑡, 𝜀, ℎ, 𝜙) положительные постоянные, точные значения которых
несущественны.

Доказательство. Поскольку длина отрезка (28) равна ℎ, то автоматически
𝜔(𝑡− ℎ) = 𝜙(𝑡− ℎ), а значит, в силу (23) при 𝜀→ 0 имеем

exp

(︂
𝜔(𝑡− ℎ)

𝜀

)︂
= 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
. (31)

Предположим, далее, что на рассматриваемом отрезке справедлива априорная оцен-
ка вида

𝜔 + 𝑏 ≥𝑀, 𝑀 = const > 0, (32)

где, как и в случае буквы 𝑞, здесь и в последующем символом const будем обозначать
различные не зависящие от 𝑡, 𝜀, ℎ, 𝜙 положительные константы.

Выполняя в (19) замены

𝜔 = 𝑐+ 𝜀𝑦(𝜏), 𝜏 =
𝑡− 𝑐

𝜀
(33)

и учитывая соотношения (31), (32), для отыскания 𝑦 приходим к задаче Коши вида

𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 1 − exp 𝑦 + 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝑦|𝜏=−(𝑐+𝜎0)/𝜀 = −𝑐+ 𝜎0

𝜀
. (34)

Непосредственная проверка показывает, что функция (30) удовлетворяет зада-
че (34) с точностью до величин порядка 𝑂(exp(−𝑞/𝜀)) по невязке. Принимая во вни-
мание это обстоятельство и полагая в (34)

𝑦 = 𝑦0(𝜏) + ∆, (35)

для остатка ∆ в первом приближении получаем линейную неоднородную задачу
Коши вида

𝑑∆

𝑑𝜏
= − exp(𝑦0(𝜏))∆ + 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

∆|𝜏=−(𝑐+𝜎0)/𝜀 = 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
.

(36)
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Анализ задачи (36) не вызывает затруднений. Действительно, считая остаток
порядка малости 𝑂(exp(−𝑞/𝜀)) в уравнении из (36) известной функцией, имеем

|∆| ≤𝑀1 exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁
exp

(︂
−

𝜏∫︁
−(𝑐+𝜎0)/𝜀

exp(𝑦0(𝑠)) 𝑑𝑠

)︂
+

+𝑀2 exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁ 𝜏∫︁
−(𝑐+𝜎0)/𝜀

exp

(︂
−

𝜏∫︁
𝑠

exp(𝑦0(𝜎)) 𝑑𝜎

)︂
𝑑𝑠 ≤

≤𝑀3 exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁
,

(37)

где 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3 = const > 0. Далее, объединяя соотношения (35),(37), для реше-
ния задачи (34) получаем равномерное по переменной 𝜏 из множества [−(𝑐+ 𝜎0)/𝜀,
(ℎ− 𝑐− 𝜎0)/𝜀] и по ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆 асимптотическое представление

𝑦 = 𝑦0(𝜏) + 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝜀→ 0.

А отсюда и из (33) требуемое равенство (29) вытекает автоматически.
Для завершения обоснования леммы осталось проверить справедливость усло-

вия (32). Объединяя явную формулу для 𝑦0(𝜏) (см. (30)) с асимптотическим пред-
ставлением (29) (пока априорным), заключаем, что это условие действительно вы-
полняется с любой фиксированной постоянной 𝑀 ∈ (0, 𝑏− 𝜎0). Тем самым при ука-
занном выборе 𝑀 все наши предыдущие построения, носившие условный характер,
обретают законную силу и, в частности, имеет место требуемое асимптотическое
равенство (29).

Обратим внимание на один характерный момент данного этапа, который бу-
дет повторяться и на последующих этапах. А именно, нам удалось найти решение
𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) в явном виде с точностью до экспоненциально малой добавки (т.е. вели-
чины порядка 𝑂(exp(−𝑞/𝜀𝛽)), где 𝛽 = const ∈ (0, 1]). Что же касается обоснова-
ния указанного порядка малости упомянутой добавки, то как на данном этапе, так
и в дальнейшем оно проводится однотипно по приведенной выше схеме. В связи
с этим в последующих леммах соответствующие фрагменты доказательств будут
опускаться.

Интересно отметить, что на отрезках −𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐−𝜎0, 𝑐+𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ−𝜎0 (длина
второго из которых в силу условий (22) положительна) формула (29) допускает
упрощение. Действительно, из очевидных асимптотических свойств

𝑦0(𝜏) = 𝜏 + 𝑂(exp 𝜏), 𝜏 → −∞; 𝑦0(𝜏) = 𝑂(exp(−𝜏)), 𝜏 → +∞

вытекает, что при 𝜀→ 0 равномерно по 𝑡, ℎ, 𝜙

𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) = 𝑡+ 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, −𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐− 𝜎0, (38)

𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) = 𝑐+ 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝑐 + 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ− 𝜎0. (39)
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Этап 2 состоит в рассмотрении отрезка

ℎ− 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ+ 𝛽1𝜀 ln
1

𝜀
, (40)

где 𝛽1 — произвольно фиксированная постоянная из интервала (0, 1). При ука-
занных 𝑡 в силу условия 𝑐 − 𝜎0 > 0 (см. (22)) имеют место включения 𝑡 − ℎ ∈
[−𝜎0, 𝛽1𝜀 ln(1/𝜀)] ⊂ [−𝜎0, 𝑐− 𝜎0]. А отсюда и из (38) вытекает равномерное по 𝑡, ℎ, 𝜙
асимптотическое равенство

𝜔𝜙(𝑡− ℎ, 𝜀, ℎ) = 𝑡− ℎ+ 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝜀→ 0. (41)

Что же касается функции 𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ), то для нее справедлива следующая

Лемма 2. При 𝜀 → 0 равномерно по 𝑡 из отрезка (40) и по ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆 выполня-
ется асимптотическое представление

𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) = 𝑐+ 𝜀𝑣0(𝜏)|𝜏=(𝑡−ℎ)/𝜀 + 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, (42)

где
𝑣0(𝜏) = 𝜏 − exp 𝜏 − ln[1 − exp(− exp 𝜏)]. (43)

Доказательство. Как и в случае леммы 1, обоснование формул (42), (43) прове-
дем сначала при априорном предположении (32), а затем проверим справедливость
и самого этого предположения.

Учтем в правой части уравнения (19) соотношения (32), (41). В результате оно
преобразуется к виду

�̇� = 1 − exp

(︂
𝑡− ℎ

𝜀

)︂
− exp

(︂
𝜔 − 𝑐

𝜀

)︂
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
. (44)

Согласно предыдущему этапу (см. (39)) это уравнение следует дополнить началь-
ным условием

𝜔|𝑡=ℎ−𝜎0 = 𝑐+ 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
. (45)

Далее, нетрудно показать, что функция

𝜔 = 𝑐+ 𝜀𝑣0(𝜏)|𝜏=(𝑡−ℎ)/𝜀 (46)

удовлетворяет задаче Коши (44), (45) с точностью до величин порядка 𝑂(exp(−𝑞/𝜀))
по невязке. Поэтому, рассуждая как и при обосновании леммы 1, убеждаемся в том,
что при априорном условии (32) асимптотическое представление (42) действительно
имеет место.

Для проверки условия (32) привлечем асимптотические свойства

𝑣0(𝜏) = 𝑂(exp 𝜏), 𝜏 → −∞;

𝑣0(𝜏) = 𝜏 − exp 𝜏 + 𝑂(exp(− exp 𝜏)), 𝜏 → +∞.
(47)

Учитывая их в формуле (46), приходим к выводу, что неравенство (32) выполняется
в данном случае с любой фиксированной постоянной 𝑀 из интервала (0, 𝑏+ 𝑐).
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На этапе 3 рассмотрим значения 𝑡 из отрезка

𝑡 = ℎ+ 𝜀

(︂
𝑠+ ln

1

𝜀

)︂
, −(1 − 𝛽1) ln

1

𝜀
≤ 𝑠 ≤ ln(𝑏+ 𝑐) +

2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
− 𝜀𝛽2 , (48)

где 𝛽2 = const ∈ (0, 1), а 𝑠 — новая независимая переменная. В данной ситуации
в силу (38), (42), (43), (47) имеем

𝜔𝜙(𝑡− ℎ, 𝜀, ℎ) = 𝜀

(︂
𝑠+ ln

1

𝜀

)︂
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, (49)

𝜔|𝑠=−(1−𝛽1) ln(1/𝜀) = 𝑐− 𝜀1−𝛽1 + 𝛽1𝜀 ln
1

𝜀
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽1

)︁)︁
. (50)

Эта информация позволяет установить следующее утверждение.

Лемма 3. На отрезке (48) при 𝜀 → 0 справедливо равномерное по 𝑡, ℎ, 𝜙 асимп-
тотическое представление

𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) =

(︂
𝑐− exp 𝑠+ 𝜀

(︂
𝑠+ ln

1

𝜀

)︂)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝑠=(𝑡−ℎ)/𝜀−ln(1/𝜀)

+ 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
. (51)

Здесь и в последующих формулах показатель степени 𝛽 задается равенством 𝛽 =
min(𝛽1, 1 − 𝛽2).

Доказательство. Обоснование формулы (51) проведем при априорных предполо-
жениях

𝜔 − 𝑐 ≤ −𝑀1𝜀
1−𝛽1 , 𝜔 + 𝑏 ≥𝑀2𝜀

𝛽2 , 𝑀1,𝑀2 = const > 0, (52)

а затем убедимся в справедливости самих условий (52).
Учтем соотношения (49), (52) в правой части уравнения (19), перейдем в нем

к переменной 𝑠 (см. (48)) и дополним его начальным условием (50). В результате
приходим к задаче Коши вида

𝑑𝜔

𝑑𝑠
= 𝜀− exp 𝑠+ 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
,

𝜔|𝑠=−(1−𝛽1) ln(1/𝜀) = 𝑐− 𝜀1−𝛽1 + 𝛽1𝜀 ln
1

𝜀
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽1

)︁)︁
.

(53)

Далее, несложная проверка показывает, что функция

𝜔 = 𝑐− exp 𝑠+ 𝜀

(︂
𝑠+ ln

1

𝜀

)︂
(54)

удовлетворяет задаче Коши (53) с точностью до величин порядка 𝑂(exp(−𝑞/𝜀𝛽))
по невязке. А отсюда, в свою очередь, следует, что при условиях (52) требуемое
асимптотическое равенство (51) действительно выполняется.

Отдельно остановимся на проверке априорных предположений (52). В связи
с этим обратим внимание, что для функции (54) соответствующие оценки имеют
место с постоянными 𝑀1 ∈ (0, 1), 𝑀2 ∈ (0, 𝑏 + 𝑐). Тем самым, выбирая изначально
в (52) константы 𝑀1, 𝑀2 описанным образом, убеждаемся в том, что эти оценки
справедливы и для решения 𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ). А это значит, что асимптотическое пред-
ставление (51), носившее до этого условный характер, обретает законную силу.
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Этап 4 состоит в рассмотрении отрезка времени

𝑡 = ℎ+ 𝜀

(︂
ln

1

𝜀
+ ln(𝑏+ 𝑐) +

2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝜀𝜃

)︂
, −𝜀−(1−𝛽2) ≤ 𝜃 ≤ 𝜀−𝛽3 , (55)

где 𝛽3 = const ∈ (0, 1). Снова опираясь на формулу (38), заключаем, что в данном
случае

𝜔𝜙(𝑡− ℎ, 𝜀, ℎ) = 𝜀

(︂
ln

1

𝜀
+ ln(𝑏+ 𝑐) +

2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝜀𝜃

)︂
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
. (56)

Далее, положим

𝑣𝜙(𝜃, 𝜀, ℎ) =
𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) + 𝑏+ 𝜀 ln(1/𝜀)

𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝑡=ℎ+𝜀(ln(1/𝜀)+ln(𝑏+𝑐)+2𝜀 ln(1/𝜀)/(𝑏+𝑐)+𝜀𝜃)

. (57)

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 4. При 𝜀 → 0 равномерно по −𝜀−(1−𝛽2) ≤ 𝜃 ≤ 𝜀−𝛽3 , ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆 для функ-
ции (57) имеет место асимптотическое представление

𝑣𝜙(𝜃, 𝜀, ℎ) = 𝑣*(𝜃, 𝜀) + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, (58)

где

𝑣*(𝜃, 𝜀) = −𝜓(𝜃, 𝜀) + ln

(︂
𝑏+ 𝑐+

∫︁ 𝜃

−𝜀−(1−𝛽2)

exp(𝜓(𝑠, 𝜀)) 𝑑𝑠

)︂
, (59)

𝜓(𝜃, 𝜀) = −𝜀𝜃 +
𝑏+ 𝑐

𝜀

(︂
exp

[︂
2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝜀𝜃

]︂
− 1 − 2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
− 2𝜀2

(𝑏+ 𝑐)2
ln

1

𝜀

)︂
. (60)

Доказательство. Выполним в уравнении (19) замену времени (55), подставим в его
правую часть соотношение (56) и положим

𝜔 = −𝑏− 𝜀 ln
1

𝜀
+ 𝜀𝑣. (61)

В результате для отыскания 𝑣 = 𝑣𝜙(𝜃, 𝜀, ℎ) приходим к уравнению вида

𝑑𝑣

𝑑𝜃
= 𝜀− (𝑏+ 𝑐) exp

[︂
2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝜀𝜃

]︂
+ exp(−𝑣)−

− 𝜀2 exp

(︂
−𝑏+ 𝑐

𝜀
+ 𝑣

)︂
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
.

(62)

Согласно формулам (51), (61) его следует дополнить начальным условием

𝑣|𝜃=−𝜀−(1−𝛽2) =

{︂
𝑏+ 𝑐

𝜀

(︂
1 − exp

[︂
2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝜀𝜃

]︂)︂
+ ln(𝑏+ 𝑐) +

2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+

+ 2 ln
1

𝜀
+ 𝜀𝜃

}︂⃒⃒⃒⃒
𝜃=−𝜀−(1−𝛽2)

+ 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
. (63)
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Для анализа получившейся задачи Коши (62), (63) нам потребуются некоторые
самые общие свойства функции 𝑣*(𝜃, 𝜀). Опираясь на формулы (59), (60), последо-
вательно выводим:

𝜕𝜓

𝜕𝜃
(𝜃, 𝜀) > 0, 𝑣*(𝜃, 𝜀) = ln

(︂
(𝑏+ 𝑐) exp(−𝜓(𝜃, 𝜀))+

+

𝜃∫︁
−𝜀−(1−𝛽2)

exp[𝜓(𝑠, 𝜀) − 𝜓(𝜃, 𝜀)] 𝑑𝑠

)︂
≤ ln

(︂
(𝑏+ 𝑐) exp(−𝜓(𝜃, 𝜀))|𝜃=−𝜀−(1−𝛽2)+

+ 𝜃 + 𝜀−(1−𝛽2)

)︂
≤ 𝑀

𝜀1−𝛽2
, 𝑀 = const > 0. (64)

Далее, принимая во внимание оценки (64), убеждаемся в том, что при 𝜀 → 0 име-
ет место соотношение exp(𝑣*(𝜃, 𝜀) − (𝑏 + 𝑐)/𝜀) = 𝑂(exp(−𝑞/𝜀)). Тем самым функ-
ция (59) удовлетворяет уравнению (62) с точностью до величин порядка мало-
сти 𝑂(exp(−𝑞/𝜀)), а начальному условию (63) — с точностью до величин поряд-
ка 𝑂(exp(−𝑞/𝜀𝛽)). Указанное обстоятельство позволяет для получения требуемого
асимптотического представления (58) воспользоваться схемой, описанной при обос-
новании леммы 1.

Отдельно остановимся на информации о функции 𝑣*(𝜃, 𝜀), которую можно из-
влечь из формулы (59). Для этого обратим внимание, что функция (60) расклады-
вается в сходящийся ряд вида

𝜓(𝜃, 𝜀) = (𝑏+ 𝑐)𝜃 +

∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘+1∑︁
𝑠=0

𝜓𝑘,𝑠(𝜃) ln𝑠 1

𝜀

)︃
𝜀𝑘, (65)

где 𝜓𝑘,𝑠(𝜃) — алгебраические полиномы степени 𝑘 + 1 − 𝑠, причем

𝜓1,0(𝜃) = −𝜃 +
𝑏+ 𝑐

2
𝜃2, 𝜓1,1(𝜃) = 2𝜃 − 2

𝑏+ 𝑐
, 𝜓1,2(𝜃) =

2

𝑏+ 𝑐
. (66)

Подставляя затем ряд (65) в (59) и проводя переразложение по 𝜀, для функции 𝑣*(𝜃, 𝜀)
получаем аналогичный ряд

𝑣*(𝜃, 𝜀) = 𝑣0,*(𝜃) +

∞∑︁
𝑘=1

(︃
2𝑘∑︁
𝑠=0

𝑣𝑘,𝑠,*(𝜃) ln𝑠 1

𝜀

)︃
𝜀𝑘, (67)

который в отличие от ряда (65) носит лишь равномерный по переменной
−𝜀−(1−𝛽2) ≤ 𝜃 ≤ 𝜀−𝛽3 асимптотический характер.
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Несложный подсчет с использованием формул (66) приводит к равенствам

𝑣0,*(𝜃) = −(𝑏+ 𝑐)𝜃 + ln 𝑥*(𝜃),

𝑣1,0,*(𝜃) =
1

𝑥*(𝜃)

(︂
(𝑏+ 𝑐)𝜃 − (𝑏+ 𝑐)2

2
𝜃2− 𝜃

𝑏+ 𝑐
exp(𝑏+ 𝑐)𝜃+

+
2

(𝑏+ 𝑐)2
exp(𝑏+ 𝑐)𝜃

)︂
,

𝑣1,1,*(𝜃) =
2

𝑥*(𝜃)

(︂
1 − (𝑏+ 𝑐)𝜃 − 1

(𝑏+ 𝑐)2
exp(𝑏+ 𝑐)𝜃

)︂
,

𝑣1,2,*(𝜃) = − 2

𝑥*(𝜃)
,

(68)

где 𝑥*(𝜃) = 𝑏+𝑐+(𝑏+𝑐)−1 exp(𝑏+𝑐)𝜃. В общем же случае, опираясь на формулы (68)
и метод математической индукции, получаем асимптотические представления:

𝑣𝑘,𝑠,*(𝜃) = 𝑃𝑘,𝑠,*(𝜃) + 𝑂(exp(𝑞 𝜃)), 𝜃 → −∞, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑘 + 1,

𝑣𝑘,𝑠,*(𝜃) = 𝑂(exp(𝑞 𝜃)), 𝜃 → −∞, 𝑠 = 𝑘 + 2, . . . , 2𝑘,
(69)

𝑣𝑘,𝑠,*(𝜃) = 𝑄𝑘,𝑠,*(𝜃) + 𝑂(exp(−𝑞 𝜃)), 𝜃 → +∞, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑘,

𝑣𝑘,𝑠,*(𝜃) = 𝑂(exp(−𝑞 𝜃)), 𝜃 → +∞, 𝑠 = 𝑘 + 1, . . . , 2𝑘,
(70)

где 𝑞 = const ∈ (0, 𝑏+ 𝑐), а 𝑃𝑘,𝑠,*(𝜃), 𝑄𝑘,𝑠,*(𝜃) — некоторые алгебраические полиномы
степени не выше 𝑘 + 1 − 𝑠 и 𝑘 − 𝑠 соответственно.

Разложения (67), (69), (70) доставляют полную асимптотику функции (59).
Из упомянутых разложений следует, что в дополнение к формуле (58) при 𝜀 → 0
справедливо асимптотическое представление

𝑣*(𝜃, 𝜀) = 𝑣0,*(𝜃) + 𝜀

(︂
𝑣1,0,*(𝜃) + 𝑣1,1,*(𝜃) ln

1

𝜀
+ 𝑣1,2,*(𝜃) ln2 1

𝜀

)︂
+

+

{︃
𝑂(𝜀3𝛽2−1) при −𝜀−(1−𝛽2) ≤ 𝜃 ≤ 0,

𝑂(𝜀2−2𝛽3) при 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜀−𝛽3 .

(71)

На этапе 5 рассмотрению подлежат значения 𝑡 из промежутка

𝑡 = ℎ+ 𝜀

(︂
ln

1

𝜀
+ ln(𝑏+ 𝑐) +

2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝜎

)︂
, 𝜎 ≤ 𝜎 ≤ 𝜎, (72)

где
𝜎 = 𝜀1−𝛽3 , 𝜎 =

𝑐− 𝜎0
𝜀

− ln
1

𝜀
− ln(𝑏+ 𝑐) − 2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
. (73)

В этом случае в силу (38)

𝜔𝜙(𝑡− ℎ, 𝜀, ℎ)= 𝜀

(︂
ln

1

𝜀
+ ln(𝑏+ 𝑐) +

2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝜎

)︂
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, (74)

а для функции

𝑣𝜙(𝜎, 𝜀, ℎ) =
𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) + 𝑏+ 𝜀 ln(1/𝜀)

𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝑡=ℎ+𝜀(ln(1/𝜀)+ln(𝑏+𝑐)+2𝜀 ln(1/𝜀)/(𝑏+𝑐)+𝜎)

(75)

справедлива следующая
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Лемма 5. При 𝜀 → 0 выполняется равномерное по 𝜎 ∈ [𝜎, 𝜎], ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆 асимп-
тотическое равенство

𝑣𝜙(𝜎, 𝜀, ℎ) = 𝑣*(𝜎, 𝜀) + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, (76)

где
𝑣*(𝜎, 𝜀) = −𝜓(𝜎, 𝜀) + ln

(︂
𝑏+ 𝑐+

1

𝜀

∫︁ 𝜎

−𝜀𝛽2
exp(𝜓(𝑠, 𝜀)) 𝑑𝑠

)︂
, (77)

𝜓(𝜎, 𝜀) = −𝜎 +
𝑏+ 𝑐

𝜀

(︂
exp

[︂
2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝜎

]︂
− 1 − 2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
− 2𝜀2

(𝑏+ 𝑐)2
ln

1

𝜀

)︂
. (78)

Доказательство. Обоснование данной леммы аналогично доказательству леммы 4.
А именно, выполним в уравнении (19) замену времени (72), учтем в его правой части
равенство (74) и перейдем к новой переменной 𝑣 по формуле (61). В результате для
отыскания функции (75) получаем аналогичное (62) уравнение

𝜀
𝑑𝑣

𝑑𝜎
= 𝜀− (𝑏+ 𝑐) exp

[︂
2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝜎 + 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁]︂
+ exp(−𝑣)−

− 𝜀2 exp

(︂
−𝑏+ 𝑐

𝜀
+ 𝑣

)︂
.

(79)

В силу предыдущего асимптотического представления (58) его следует дополнить
начальным условием

𝑣|𝜎=𝜎 = 𝑣*(𝜃, 𝜀)|𝜃=𝜀−𝛽3 + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
. (80)

Для анализа задачи Коши (79), (80) необходима некоторая информация о функ-
ции (77). Непосредственная проверка показывает, что она является решением упро-
щенной задачи Коши

𝜀
𝑑𝑣

𝑑𝜎
= 𝜀− (𝑏+ 𝑐) exp

[︂
2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝜎

]︂
+ exp(−𝑣),

𝑣|𝜎=𝜎 = 𝑣*(𝜃, 𝜀)|𝜃=𝜀−𝛽3 .

(81)

Далее, учитывая, что функция (78) монотонно возрастает по 𝜎, из (77) имеем

𝑣*(𝜎, 𝜀) = ln

[︂
(𝑏+ 𝑐) exp(−𝜓(𝜎, 𝜀)) +

1

𝜀

∫︁ 𝜎

−𝜀𝛽2
exp{𝜓(𝑠, 𝜀) − 𝜓(𝜎, 𝜀)} 𝑑𝑠

]︂
≤

≤ ln

[︂
(𝑏+ 𝑐) exp(−𝜓(𝜎, 𝜀)) +

𝜎 + 𝜀𝛽2

𝜀

]︂
≤ ln

[︂
(𝑏+ 𝑐) exp(−𝜓(𝜎, 𝜀)) +

𝜎 + 𝜀𝛽2

𝜀

]︂
.

А отсюда и из явного вида 𝜎, 𝜎 (см. (73)) вытекает, что

𝑣*(𝜎, 𝜀) ≤𝑀 ln
1

𝜀
, 𝑀 = const > 0.

Приведенная информация позволяет утверждать, что

exp

(︂
−𝑏+ 𝑐

𝜀
+ 𝑣*(𝜎, 𝜀)

)︂
= 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝜀→ 0
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и, следовательно, после подстановки в (79), (80) равенства 𝑣 = 𝑣*(𝜎, 𝜀) и перено-
са всех слагаемых из левых частей получившихся выражений в правые выходят
невязки порядка малости 𝑂(exp(−𝑞/𝜀)) exp 𝜎 и 𝑂(exp(−𝑞/𝜀𝛽) соответственно. А это
значит (см. аналогичное место в доказательстве леммы 1), что на отрезке (72) асимп-
тотическое представление (76) действительно выполняется.

Как и на предыдущем этапе, отдельно остановимся на выявлении асимптотиче-
ских свойств функции (77). В связи с этим обратим внимание, что в случае задачи
Коши (81) мы находимся в рамках применимости известных результатов А. Н. Ти-
хонова [2]. Из упомянутых результатов вытекает, что для 𝑣*(𝜎, 𝜀) при 𝜀 → 0 спра-
ведливо равномерное по 𝜎 ∈ [𝜎,+∞) асимптотическое представление

𝑣*(𝜎, 𝜀) = 𝑣0,*(𝜎) +

∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁

𝑠=0

𝑣𝑘,𝑠,*(𝜎) ln𝑠 1

𝜀

)︃
𝜀𝑘. (82)

Как известно [2], члены ряда (82) вычисляются посредством подстановки его
в уравнение из (81) и приравнивания коэффициентов при степенях 𝜀𝑘 ln𝑠(1/𝜀). В ре-
зультате для функций 𝑣𝑘,𝑠,*(𝜎) выходит рекуррентная последовательность алгебра-
ических уравнений, первое из которых нелинейно, а остальные линейны. Из упомя-
нутых уравнений данные функции определяются однозначно. На этом пути, в част-
ности, получаются формулы

𝑣0,*(𝜎) = −𝜎 − ln(𝑏+ 𝑐), 𝑣1,0,*(𝜎) =
2

𝑏+ 𝑐
exp(−𝜎), 𝑣1,1,*(𝜎) = − 2

𝑏+ 𝑐
. (83)

В последующем нам потребуется информация о поведении функции 𝑣*(𝜎, 𝜀)
при 𝜎 → +∞. Для того чтобы разобраться с этим вопросом, положим в уравне-
нии из (81) 𝑣 = −𝜎 + ̃︀𝑣. В результате для ̃︀𝑣 имеем дело с уравнением

𝜀

(︂
𝑑 ̃︀𝑣
𝑑𝜎

− 2

)︂
exp(−𝜎) = −(𝑏+ 𝑐) exp

(︂
2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀

)︂
+ exp(−̃︀𝑣). (84)

Далее, несложный анализ уравнения (84) приводит к равномерному по 𝜀 асимпто-
тическому представлению

̃︀𝑣 = − ln(𝑏+ 𝑐) − 2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝑂(𝜀 exp(−𝜎)), 𝜎 → +∞.

А отсюда вытекает итоговая формула

𝑣*(𝜎, 𝜀) = −𝜎 − ln(𝑏+ 𝑐) − 2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝑂(𝜀 exp(−𝜎)), 𝜎 → +∞. (85)

Завершая этап 5, приведем аналог равенства (71). Принимая во внимание соотно-
шения (82), (83), (85), убеждаемся в том, что в данном случае при 𝜀→ 0 равномерно
по 𝜎 ≤ 𝜎 ≤ 𝜎

𝑣*(𝜎, 𝜀) =

{︃
𝑣0,*(𝜎)+𝜀

(︀
𝑣1,0,*(𝜎)+𝑣1,1,*(𝜎) ln 1

𝜀

)︀
+𝑂

(︀
𝜀2 ln2 1

𝜀

)︀
при 𝜎 ≤ 𝜎 ≤ 1,

−𝜎 − ln(𝑏+ 𝑐) − 2𝜀
𝑏+𝑐

ln 1
𝜀

+ 𝑂(𝜀 exp(−𝜎)) при 1 ≤ 𝜎 ≤ 𝜎.
(86)
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Из формул (75), (76), (86), в свою очередь, следует, что при дополнительном условии

𝜎0 <
𝑐

2
(87)

на параметр 𝜎0 (которое всюду ниже считаем выполненным) и при 𝜀 → 0 имеет
место равномерное по 𝑡, ℎ, 𝜙 асимптотическое представление

𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) = ℎ− 𝑏− 𝑡+ 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, ℎ + 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ+ 𝑐− 𝜎0. (88)

Этап 6 связан с рассмотрением отрезка времени

ℎ+ 𝑐− 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ 2ℎ− 𝜎0. (89)

В данном случае согласно формулам (29), (30) имеем

𝜔𝜙(𝑡− ℎ, 𝜀, ℎ) = 𝑐+ 𝜀𝑦0(𝜏)|𝜏=(𝑡−𝑐−ℎ)/𝜀 + 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
. (90)

Далее, обратимся к функции

𝑦𝜙(𝜏, 𝜀, ℎ) =
𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) + 𝑏+ 𝑐

𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑐+ℎ+𝜀𝜏

, 𝜏 ≤ 𝜏 ≤ 𝜏 , (91)

где 𝜏 = −𝜎0/𝜀, 𝜏 = (ℎ− 𝑐− 𝜎0)/𝜀. Справедливо следующее утверждение.

Лемма 6. При 𝜀 → 0 функция (91) допускает равномерное по 𝜏 из отрезка [𝜏 , 𝜏 ]
и по ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆 асимптотическое представление

𝑦𝜙(𝜏, 𝜀, ℎ) = −𝑦0(𝜏) + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, (92)

где 𝑦0(𝜏) — функция (30).

Доказательство. Перейдем в уравнении (19) к новой независимой переменной 𝜏 =
(𝑡− 𝑐− ℎ)/𝜀, учтем в его правой части равенство (90) и выполним замену

𝜔 = −𝑏− 𝑐+ 𝜀𝑦(𝜏). (93)

В результате для отыскания функции (91) приходим к уравнению вида

𝜇
𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝜇− 1 − 𝜇

1 + exp(−𝜏)
+ exp(−𝑦)−

− exp

(︂
−𝑏+ 3𝑐− 𝜀𝑦

𝜀

)︂
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

(94)

где 𝜇 = exp(−𝑐/𝜀). Согласно равенствам (88), (93) дополним его начальным усло-
вием

𝑦|𝜏=𝜏 = 𝑦𝜙(𝜀, ℎ)
def
=
𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) + 𝑏+ 𝑐

𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝑡=ℎ+𝑐−𝜎0

,

𝑦𝜙(𝜀, ℎ) =
𝜎0
𝜀

+ 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
.

(95)
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Изучим сначала упрощенную задачу Коши

𝜇
𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝜇− 1 − 𝜇

1 + exp(−𝜏)
+ exp(−𝑦), 𝑦|𝜏=𝜏 = 𝑦𝜙(𝜀, ℎ). (96)

Нетрудно убедиться, что для ее решения 𝑦*,𝜙(𝜏, 𝜀, ℎ) справедливы формулы

𝑦*,𝜙(𝜏, 𝜀, ℎ) = ln 𝑧, (97)

𝑧 = exp

{︂
𝑦𝜙(𝜀, ℎ) + 𝜏 − 𝜏 − 1 − 𝜇

𝜇
ln

1 + exp 𝜏

1 + exp 𝜏

}︂
+

+
1

𝜇

𝜏∫︁
𝜏

exp

{︂
𝜏 − 𝑠− 1 − 𝜇

𝜇
ln

1 + exp 𝜏

1 + exp 𝑠

}︂
𝑑𝑠.

(98)

Далее, учитывая в (97), (98) асимптотическое представление для 𝑦𝜙(𝜀, ℎ) (см. (95)),
равенство

1

𝜇

𝜏∫︁
𝜏

exp

{︂
𝜏 − 𝑠− 1 − 𝜇

𝜇
ln

1 + exp 𝜏

1 + exp 𝑠

}︂
𝑑𝑠 =

=
1

1 − 𝜇

(︂
exp(−𝑦0(𝜏)) − (1 + exp 𝜏) exp

{︂
𝜏 − 2𝜏 − 1 − 𝜇

𝜇
ln

1 + exp 𝜏

1 + exp 𝜏

}︂)︂
+

+ 𝑂

(︂
exp

(︂
−𝑐− 2𝜎0

𝜀

)︂)︂
, 𝜀→ 0

и оценки

exp

{︂
𝜏−𝑠− 1 − 𝜇

𝜇
ln

1 + exp 𝜏

1 + exp 𝑠

}︂
≤ 1, exp

{︂
2𝜏−2𝑠− 1 − 𝜇

𝜇
ln

1 + exp 𝜏

1 + exp 𝑠

}︂
≤ 1

𝜏 ≤ 𝑠 ≤ 𝜏 ≤ 𝜏 ,

приходим к выводу, что равномерно по 𝜏 ∈ [𝜏 , 𝜏 ], ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆

𝑦*,𝜙(𝜏, 𝜀, ℎ) = −𝑦0(𝜏) + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, 𝜀→ 0. (99)

Обратный переход от задачи (96) к (94), (95) стандартен: из установленного
равенства (99) вытекает, что

exp

(︂
−𝑏+ 3𝑐− 𝜀𝑦*,𝜙(𝜏, 𝜀, ℎ)

𝜀

)︂
= 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝜀→ 0

и в силу этого функция 𝑦*,𝜙(𝜏, 𝜀, ℎ) удовлетворяет уравнению (94) с точностью
до 𝑂(exp(−𝑞/𝜀)) по невязке. А отсюда, в свою очередь, следует справедливость
требуемого асимптотического представления (92).

Завершая рассмотрение этапа 6, добавим, что на более узком чем (89) отрезке ℎ+
𝑐+𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ 2ℎ−𝜎0 формулы (91), (92) допускают упрощение. Опираясь на очевидное
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свойство 𝑦0(𝜏) = 𝑂(exp(−𝜏)), 𝜏 → +∞, при указанных значениях времени получаем
равномерное по 𝑡, ℎ, 𝜙 асимптотическое равенство

𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) = −𝑏− 𝑐+ 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, 𝜀→ 0. (100)

На этапе 7 обратимся к значениям 𝑡 из отрезка

2ℎ− 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ 2ℎ+ 𝛽1𝜀 ln
1

𝜀
, (101)

где величина 𝛽1 та же самая, что и в (40). Поскольку в этом случае аргумент 𝑡− ℎ
меняется на отрезке (40), то в силу (42) здесь имеем

𝜔𝜙(𝑡− ℎ, 𝜀, ℎ) = 𝑐+ 𝜀𝑣0(𝜏)|𝜏=(𝑡−2ℎ)/𝜀 + 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, (102)

где 𝑣0(𝜏) — функция (43). Далее, введем в рассмотрение аналогичную (91) функцию

𝑣𝜙(𝜏, 𝜀, ℎ) =
𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) + 𝑏+ 𝑐

𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝑡=2ℎ+𝜀𝜏

, 𝜏 ≤ 𝜏 ≤ 𝜏 , (103)

где теперь 𝜏 = −𝜎0/𝜀, 𝜏 = 𝛽1 ln(1/𝜀). Справедлива следующая

Лемма 7. При 𝜀→ 0 для функции (103) выполняется равномерное по 𝜏 из отрезка
[𝜏 , 𝜏 ] и по ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆 асимптотическое равенство

𝑣𝜙(𝜏, 𝜀, ℎ) = −𝑣0(𝜏) + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
. (104)

Доказательство. Обоснование данной леммы аналогично доказательству лем-
мы 6. А именно, выполним в уравнении (19) замену времени 𝜏 = (𝑡 − 2ℎ)/𝜀, учтем
в его правой части соотношение (102) и перейдем к новой переменной 𝑣 по анало-
гичному (93) правилу 𝜔 = −𝑏 − 𝑐 + 𝜀𝑣. В результате получаем аналогичное (94)
уравнение

𝜇
𝑑𝑣

𝑑𝜏
= 𝜇− (1 − 𝜇)

exp(𝜏 − exp 𝜏)

1 − exp(− exp 𝜏)
+ exp(−𝑣)−

− exp

(︂
−𝑏+ 3𝑐− 𝜀𝑣

𝜀

)︂
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

(105)

где по-прежнему 𝜇 = exp(−𝑐/𝜀). Согласно предыдущему этапу его следует допол-
нить начальным условием

𝑣|𝜏=𝜏 = 𝑣𝜙(𝜀, ℎ)
def
=
𝜔𝜙(2ℎ− 𝜎0, 𝜀, ℎ) + 𝑏+ 𝑐

𝜀
, (106)

где в силу (100)
𝑣𝜙(𝜀, ℎ) = 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, 𝜀→ 0. (107)

Как и выше, рассмотрим сначала упрощенную задачу Коши

𝜇
𝑑𝑣

𝑑𝜏
= 𝜇− (1 − 𝜇)

exp(𝜏 − exp 𝜏)

1 − exp(− exp 𝜏)
+ exp(−𝑣), 𝑣|𝜏=𝜏 = 𝑣𝜙(𝜀, ℎ). (108)
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Нетрудно увидеть, что ее решение 𝑣*,𝜙(𝜏, 𝜀, ℎ) задается аналогичными (97), (98) яв-
ными формулами

𝑣*,𝜙(𝜏, 𝜀, ℎ) = ln 𝑧, 𝑧 = exp

{︂
𝑣𝜙(𝜀, ℎ) + 𝜏 − 𝜏 − 1 − 𝜇

𝜇
ln

1 − exp(− exp 𝜏)

1 − exp(− exp 𝜏)

}︂
+

+
1

𝜇

𝜏∫︁
𝜏

exp

{︂
𝜏 − 𝑠− 1 − 𝜇

𝜇
ln

1 − exp(− exp 𝜏)

1 − exp(− exp 𝑠)

}︂
𝑑𝑠. (109)

Далее, объединяя соотношения (107), (109) с формулой

1

𝜇

𝜏∫︁
𝜏

exp

{︂
𝜏 − 𝑠− 1 − 𝜇

𝜇
ln

1 − exp(− exp 𝜏)

1 − exp(− exp 𝑠)

}︂
𝑑𝑠 =

1

1 − 𝜇

(︂
exp(−𝑣0(𝜏))−

− exp(−𝜏 + exp 𝜏)(1−exp(− exp 𝜏)) exp

{︂
𝜏−𝜏− 1 − 𝜇

𝜇
ln

1 − exp(− exp 𝜏)

1 − exp(− exp 𝜏)

}︂)︂
+

+ 𝑂

(︂
exp

(︂
−𝑐− 𝜎0

𝜀

)︂)︂
,

после несложных преобразований приходим к выводу, что равномерно по 𝜏, ℎ, 𝜙

𝑣*,𝜙(𝜏, 𝜀, ℎ) = −𝑣0(𝜏) + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, 𝜀→ 0. (110)

Заключительный этап обоснования леммы, связанный с переходом от задачи (108)
к (105), (106), не вызывает затруднений. Действительно, принимая во внимание
равенство (110), убеждаемся в том, что функция 𝑣*,𝜙(𝜏, 𝜀, ℎ) удовлетворяет урав-
нению (105) с точностью до величин порядка малости 𝑂(exp(−𝑞/𝜀)) по невязке.
Опираясь затем на изложенную при доказательстве леммы 1 стандартную схему,
получаем интересующее нас асимптотическое представление (104).

На этапе 8 имеем дело с отрезком времени

𝑡 = 2ℎ+ 𝜀

(︂
𝑠+ ln

1

𝜀

)︂
, 𝑠 ≤ 𝑠 ≤ 𝑠, (111)

где 𝑠 = −(1 − 𝛽1) ln(1/𝜀), 𝑠 = ln 𝑐 − 𝜀𝛽4 , а постоянная 𝛽4 принадлежит интер-
валу (1 − 𝛽, 1). При указанных 𝑡 в силу равенства (51) запаздывающая компонен-
та 𝜔𝜙(𝑡− ℎ, 𝜀, ℎ) задается формулой

𝜔𝜙(𝑡− ℎ, 𝜀, ℎ) = 𝑐− exp 𝑠+ 𝜀

(︂
𝑠+ ln

1

𝜀

)︂
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
. (112)

Что же касается функции

𝑣𝜙(𝑠, 𝜀, ℎ) =

(︂
𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) + 𝑏+ 𝑐+ 𝜀 ln

1

𝜀

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑡=2ℎ+𝜀(𝑠+ln(1/𝜀))

, (113)

то для нее справедливо следующее утверждение.
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Лемма 8. При 𝜀 → 0 функция (113) допускает равномерное по 𝑠 из отрезка [𝑠, 𝑠]
и по ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆 асимптотическое представление

𝑣𝜙(𝑠, 𝜀, ℎ) = −𝜀𝑠+ exp 𝑠+ 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀1−𝛽4

)︁)︁
. (114)

Доказательство. Выполним в уравнении (19) замену времени (111) и подставим
в его правую часть равенство (112). Полагая затем

𝜔 = −𝑏− 𝑐− 𝜀 ln
1

𝜀
+ 𝑣, (115)

для новой переменной 𝑣 приходим к уравнению

𝜇
𝑑𝑣

𝑑𝑠
= 𝜀𝜇+ exp

(︁
−𝑣
𝜀

)︁
− (1 − 𝜇) exp

{︁
𝑠− exp 𝑠

𝜀

}︁[︁
1 + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁]︁
−

− 𝜀2 exp

(︂
−𝑏+ 3𝑐− 𝑣

𝜀

)︂
, (116)

где 𝜇 = exp(−𝑐/𝜀). Согласно формулам (103), (104), (115) его следует дополнить
начальным условием вида

𝑣|𝑠=𝑠 = (1 − 𝛽1)𝜀 ln
1

𝜀
+ 𝜀1−𝛽1 + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
. (117)

Как обычно, рассмотрим сначала отвечающую задаче (116), (117) упрощенную
задачу Коши

𝜇
𝑑𝑣

𝑑𝑠
= 𝜀𝜇+ exp

(︁
−𝑣
𝜀

)︁
− (1 − 𝜇) exp

{︁
𝑠− exp 𝑠

𝜀

}︁
,

𝑣|𝑠=𝑠 = (1 − 𝛽1)𝜀 ln
1

𝜀
+ 𝜀1−𝛽1

(118)

и заметим, что ее решение 𝑣*(𝑠, 𝜀) может быть выписано в явном виде. А именно,
справедливы равенства

𝑣*(𝑠, 𝜀) = 𝜀 ln 𝑧,

𝑧 = exp

{︂
𝑣(𝜀) + 𝑠− 𝑠− 1 − 𝜇

𝜇

(︂
exp

(︂
−exp 𝑠

𝜀

)︂
− exp

(︁
−exp 𝑠

𝜀

)︁)︂}︂
+

+
1

𝜀𝜇

𝑠∫︁
𝑠

exp

{︂
𝑠− 𝜎 − 1 − 𝜇

𝜇

(︁
exp

(︁
−exp 𝜎

𝜀

)︁
− exp

(︁
−exp 𝑠

𝜀

)︁)︁}︂
𝑑𝜎,

(119)

где 𝑣(𝜀) = −𝑠+ 𝜀−1 exp 𝑠. Далее, опираясь на формулу

1

𝜀𝜇

𝑠∫︁
𝑠

exp

{︂
𝑠− 𝜎 − 1 − 𝜇

𝜇

(︁
exp

(︁
−exp 𝜎

𝜀

)︁
− exp

(︁
−exp 𝑠

𝜀

)︁)︁}︂
𝑑𝜎 =

=
1

1 − 𝜇
exp

(︁
−𝑠+

exp 𝑠

𝜀

)︁ [︂
1 − exp

{︂
2𝑠− 2𝑠+

exp 𝑠

𝜀
− exp 𝑠

𝜀
−

− 1 − 𝜇

𝜇

(︂
exp

(︂
−exp 𝑠

𝜀

)︂
− exp

(︁
−exp 𝑠

𝜀

)︁)︂}︂
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀1−𝛽4

)︁)︁ ]︂
,
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нетрудно показать, что интересующее нас решение (119) упрощенной задачи (118)
допускает при 𝜀→ 0 равномерную по 𝑠 ≤ 𝑠 ≤ 𝑠 асимптотику

𝑣*(𝑠, 𝜀) = −𝜀𝑠+ exp 𝑠+ 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀1−𝛽4

)︁)︁
. (120)

Для завершения доказательства леммы отметим, что в силу (120) при 𝑣 = 𝑣*(𝑠, 𝜀)
слагаемое 𝜀2 exp(−(𝑏 + 3𝑐 − 𝑣)/𝜀) из правой части уравнения (116) имеет поря-
док 𝑂(exp(−𝑞/𝜀)). Тем самым функция 𝑣*(𝑠, 𝜀) удовлетворяет данному уравнению
с точностью до величин порядка малости exp(𝑠− 𝜀−1 exp 𝑠)𝑂(exp(−𝑞/𝜀𝛽)). Началь-
ному же условию (117) она удовлетворяет с точностью до 𝑂(exp(−𝑞/𝜀1−𝛽4)). А по-
скольку 𝛽 > 1 − 𝛽4, то требуемое асимптотическое равенство (114) действительно
выполняется.

Этап 9 связан с отрезком времени

𝑡 = 2ℎ+ 𝜀

(︂
ln 𝑐+ 𝜀𝜃 + ln

1

𝜀

)︂
, −𝜀−(1−𝛽4) ≤ 𝜃 ≤ 𝜀−𝛽5 , (121)

где 𝛽5 = const ∈ (0, 1). В этом случае согласно равенству (51) имеем

𝜔𝜙(𝑡− ℎ, 𝜀, ℎ) = 𝜀

(︂
ln 𝑐+ 𝜀𝜃 + ln

1

𝜀

)︂
− 𝑐(exp(𝜀𝜃) − 1) + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
. (122)

Далее, рассмотрим функцию

𝑤𝜙(𝜃, 𝜀, ℎ) =
𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) + 𝑏+ 𝜀 ln(1/𝜀)

𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝑡=2ℎ+𝜀(ln 𝑐+𝜀𝜃+ln(1/𝜀))

. (123)

Ее асимптотические свойства описывает следующая

Лемма 9. При 𝜀→ 0 для функции (123) выполняется равномерное по 𝜃 из отрез-
ка (121) и по ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆 асимптотическое равенство

𝑤𝜙(𝜃, 𝜀, ℎ) = 𝑤*(𝜃, 𝜀) + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀1−𝛽4

)︁)︁
, (124)

где

𝑤*(𝜃, 𝜀) = 𝛾(𝜃, 𝜀) + ln

(︂∫︁ 𝜃

−1/𝜀

exp{−𝛾(𝑠, 𝜀)} 𝑑𝑠
)︂
, (125)

𝛾(𝜃, 𝜀) = 𝜀𝜃 + exp

(︂
−𝑐 exp(𝜀𝜃) − 1

𝜀

)︂
. (126)

Доказательство. Схема обоснования леммы стандартна: сначала выполняем в урав-
нении (19) замену времени (121), затем подставляем в его правую часть равен-
ство (122) и переходим к новой переменной 𝑤 по формуле

𝜔 = −𝑏− 𝜀 ln
1

𝜀
+ 𝜀𝑤. (127)
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В результате для 𝑤 получаем уравнение

𝑑𝑤

𝑑𝜃
= 𝜀+ exp(−𝑤) − 𝑐

(︁
1 + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁)︁
exp

{︂
𝜀𝜃 − 𝑐

exp(𝜀𝜃) − 1

𝜀

}︂
−

− 𝜀2 exp

(︂
−𝑏+ 𝑐

𝜀
+ 𝑤

)︂
. (128)

В силу соотношений (113), (114), (127) его необходимо дополнить начальным усло-
вием вида

𝑤|𝜃=−𝜀−(1−𝛽4) =

(︂
− ln 𝑐− 𝜀𝜃 + 𝑐

exp(𝜀𝜃) − 1

𝜀

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝜃=−𝜀−(1−𝛽4)

+ 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀1−𝛽4

)︁)︁
. (129)

Убедимся, далее, что функция 𝑤 = 𝑤*(𝜃, 𝜀) удовлетворяет уравнению (128) с точ-
ностью до величин порядка малости 𝑂(exp(−𝑞/𝜀𝛽)) по невязке. Для этого обратимся
к вытекающим из явных формул (125), (126) оценкам

𝜕𝛾

𝜕𝜃
(𝜃, 𝜀) < 0, 𝑤*(𝜃, 𝜀) = ln

(︂∫︁ 𝜃

−1/𝜀

exp{𝛾(𝜃, 𝜀) − 𝛾(𝑠, 𝜀)} 𝑑𝑠
)︂

≤ ln

(︂
1

𝜀
+ 𝜃

)︂
при − 𝜀−(1−𝛽4) ≤ 𝜃 ≤ 0; 𝑤*(𝜃, 𝜀) ≤ 𝛾(𝜃, 𝜀) + ln

(︂
1

𝜀
+ 𝜃

)︂
при 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜀−𝛽5 .

Объединяя их с условием 𝛽 > 1 − 𝛽4, приходим к выводу, что

exp

(︂
−𝑏+ 𝑐

𝜀
+ 𝑤*(𝜃, 𝜀)

)︂
= 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
exp

{︂
𝜀𝜃 − 𝑐

exp(𝜀𝜃) − 1

𝜀

}︂
= 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
.

А отсюда требуемый факт следует автоматически.
Покажем теперь, что функция 𝑤 = 𝑤*(𝜃, 𝜀) удовлетворяет с экспоненциальной

точностью и начальному условию (129). Для проверки этого свойства необходимо
знать асимптотическое поведение при 𝜀→ 0 интеграла

𝐼(𝜃, 𝜀) =

𝜃∫︁
−1/𝜀

exp{−𝛾(𝑠, 𝜀)} 𝑑𝑠, −𝜀−(1−𝛽4) ≤ 𝜃 ≤ 0. (130)

Проводя двукратное интегрирование по частям, последовательно выводим:

𝐼(𝜃, 𝜀) =
1

𝑐
exp

{︂
−𝜀𝑠+ 𝑐

exp(𝜀𝑠) − 1

𝜀
− 𝛾(𝑠, 𝜀)

}︂ ⃒⃒⃒⃒𝑠=𝜃

𝑠=−1/𝜀

+ ∆(𝜃, 𝜀), (131)

∆(𝜃, 𝜀) =

=
1

𝑐

𝜃∫︁
−1/𝜀

(2𝜀− 𝑐 exp(𝜀𝑠)) exp

{︂
−3𝜀𝑠+ 2𝑐

exp(𝜀𝑠) − 1

𝜀

}︂
𝑑{exp(𝜀𝑠− 𝛾(𝑠, 𝜀))} =

= 𝑂

(︂
exp

{︂
2𝑐

exp(𝜀𝜃) − 1

𝜀
− 𝛾(𝜃, 𝜀)

}︂)︂
, (132)
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где остаток равномерен по 𝜃 ∈ [−𝜀−(1−𝛽4), 0]. Учитывая затем соотноше-
ния (130)–(132) при 𝜃 = −𝜀−(1−𝛽4) в формуле (125), убеждаемся в том, что при под-
становке в (129) функции 𝑤 = 𝑤*(𝜃, 𝜀) получается с точностью до величин по-
рядка 𝑂(exp(−𝑞/𝜀1−𝛽4)) верное равенство. И наконец, следует добавить, что приве-
денная информация о 𝑤*(𝜃, 𝜀) позволяет установить асимптотическое представле-
ние (124) по уже неоднократно упоминавшейся стандартной схеме (см. обоснование
леммы 1).

Выявление детальных асимптотических свойств функции (125) представляет со-
бой отдельную проблему. Для ее решения привлечем очевидное разложение

𝛾(𝜃, 𝜀) = 𝛾0(𝜃) +

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘(𝜃)𝜀𝑘, (133)

где 𝛾0(𝜃) = exp(−𝑐 𝜃), 𝛾1(𝜃) = 𝜃−(𝑐 𝜃2/2) exp(−𝑐 𝜃) и т.д. Подставляя, далее, ряд (133)
в (125), приходим к асимптотическому разложению

𝑤*(𝜃, 𝜀) = 𝑤0,*(𝜃) +

∞∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘,*(𝜃)𝜀
𝑘, (134)

где

𝑤0,*(𝜃) = exp(−𝑐 𝜃) + ln ∆*(𝜃), ∆*(𝜃) =

𝜃∫︁
−∞

exp(− exp(−𝑐𝑠)) 𝑑𝑠,

𝑤1,*(𝜃) =
1

∆*(𝜃)

𝜃∫︁
−∞

∆*(𝑠)

(︂
1 +

𝑐2𝑠2

2
exp(−𝑐𝑠) − 𝑐𝑠 exp(−𝑐𝑠)

)︂
𝑑𝑠.

(135)

Отметим, что в отличие от сходящегося ряда (133) разложение (134) является лишь
асимптотическим и пригодным равномерно по 𝜃 из промежутка [−𝜀−(1−𝛽4), 𝜀−𝛽5 ].

Остановимся на поведении членов ряда (134) при 𝜃 → ±∞. В силу фор-
мул (131), (132) при 𝜀→ 0, 𝜃 → −∞, 𝜃 ≥ −𝜀−(1−𝛽4) функция (125) допускает асимп-
тотическое представление

𝑤*(𝜃, 𝜀) = − ln 𝑐− 𝜀𝜃 + 𝑐
exp(𝜀𝜃) − 1

𝜀
+ 𝑂

(︂
exp

(︂
𝑐

exp(𝜀𝜃) − 1

𝜀

)︂)︂
.

Поэтому для 𝑤𝑘,*(𝜃) справедливы равенства

𝑤𝑘,*(𝜃) = 𝑂(𝜃𝑘+1), 𝜃 → −∞, 𝑘 ≥ 0. (136)

В случае 𝜃 → +∞ сначала, опираясь на явный вид фигурирующей в (135) функ-
ции ∆*(𝜃), устанавливаем асимптотическое представление

∆(𝜃) = 𝜃 + 𝑑* + 𝑂(exp(−𝑐 𝜃)), 𝜃 → +∞, (137)

где

𝑑* =

0∫︁
−∞

exp(− exp(−𝑐𝑠)) 𝑑𝑠+

+∞∫︁
0

(exp(− exp(−𝑐𝑠)) − 1) 𝑑𝑠. (138)
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Далее, из (137), (138) и из явных выражений для 𝑤0,*(𝜃), 𝑤1,*(𝜃) вытекает, что

𝑤0,*(𝜃) = 𝑂(ln 𝜃), 𝑤1,*(𝜃) = 𝑂(𝜃), 𝜃 → +∞. (139)

И наконец, опираясь на равенства (137)–(139) и метод математической индукции,
убеждаемся в том, что

𝑤𝑘,*(𝜃) = 𝑂(𝜃𝑘), 𝜃 → +∞, 𝑘 ≥ 1. (140)

Завершая этап 9, приведем простейший вариант асимптотического равенства
для 𝑤*(𝜃, 𝜀), который можно получить из разложения (134). А именно, опираясь
на установленные выше явные формулы (135) и свойства (136), (140), заключаем,
что при 𝜀→ 0

𝑤*(𝜃, 𝜀) = 𝑤0,*(𝜃) + 𝜀𝑤1,*(𝜃) +

{︃
𝑂(𝜀3𝛽4−1) при −𝜀−(1−𝛽4) ≤ 𝜃 ≤ 0,

𝑂(𝜀2−2𝛽5) при 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜀−𝛽5 .
(141)

Этап 10 соответствует отрезку времени

𝑡 = 2ℎ+ 𝜀

(︂
𝑠+ ln

1

𝜀

)︂
, 𝑠 ≤ 𝑠 ≤ 𝑠, (142)

где 𝑠 = ln 𝑐+𝜀1−𝛽5 , 𝑠 = 𝜎0/𝜀− ln(1/𝜀). В этом случае в силу (51), (57), (58), (75), (76)
имеем

𝜔𝜙(𝑡− ℎ, 𝜀, ℎ) ≤ −𝑀𝜀1−𝛽5 , 𝑀 = const ∈ (0, 𝑐). (143)

Учитывая, далее, соотношения (142), (143) в уравнении (19) и переходя в нем к но-
вой переменной 𝑧 по формуле

𝜔 = −𝑏+ 𝜀𝑧, (144)

получаем уравнение вида

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 1 + exp(−𝑧) − exp

(︂
−𝑏+ 𝑐

𝜀
+ 𝑧

)︂
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽5

)︁)︁
. (145)

В силу равенств (123), (124), (144) его следует дополнить начальным условием

𝑧|𝑠=𝑠 = − ln
1

𝜀
+ 𝑤*(𝜃, 𝜀)|𝜃=𝜀−𝛽5 + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀1−𝛽4

)︁)︁
. (146)

При анализе задачи Коши (145), (146) нам потребуется асимптотическое равен-
ство для 𝑤*(𝜃, 𝜀)|𝜃=𝜀−𝛽5 , более детальное чем то, которое дает формула (141). В связи
с этим обратим внимание, что

𝜀−𝛽5∫︁
−1/𝜀

exp{−𝛾(𝑠, 𝜀)} 𝑑𝑠 =

+∞∫︁
−1/𝜀

exp{−𝛾(𝑠, 𝜀)} 𝑑𝑠−
+∞∫︁

𝜀−𝛽5

exp{−𝛾(𝑠, 𝜀)} 𝑑𝑠 =

=

+∞∫︁
−1/𝜀

exp{−𝛾(𝑠, 𝜀)} 𝑑𝑠−
+∞∫︁

𝜀−𝛽5

exp{−𝜀𝑠} 𝑑𝑠+

+∞∫︁
𝜀−𝛽5

exp{−𝜀𝑠}(1−exp{𝜀𝑠−𝛾(𝑠, 𝜀)})𝑑𝑠 =

=

+∞∫︁
−1/𝜀

exp{−𝛾(𝑠, 𝜀)} 𝑑𝑠− exp(−𝜀1−𝛽5)

𝜀
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽5

)︁)︁
,
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+∞∫︁
−1/𝜀

exp{−𝛾(𝑠, 𝜀)} 𝑑𝑠 =

0∫︁
−1/𝜀

exp{−𝛾(𝑠, 𝜀)} 𝑑𝑠+

+∞∫︁
0

exp{−𝜀𝑠} 𝑑𝑠+

+

+∞∫︁
0

exp{−𝜀𝑠}(exp{𝜀𝑠− 𝛾(𝑠, 𝜀)} − 1) 𝑑𝑠 =
1

𝜀
+ 𝑑*(𝜀),

где

𝑑*(𝜀) =

0∫︁
−1/𝜀

exp{−𝛾(𝑠, 𝜀)} 𝑑𝑠+

+∞∫︁
0

exp{−𝜀𝑠}(exp{𝜀𝑠− 𝛾(𝑠, 𝜀)} − 1) 𝑑𝑠.

Заметим еще, что функция 𝑑*(𝜀) раскладывается в асимптотический ряд по целым
степеням 𝜀, а при 𝜀 = 0 совпадает с постоянной (138). И наконец, учитывая приве-
денные соотношения в формуле (125), приходим к выводу, что

𝑤*(𝜃, 𝜀)|𝜃=𝜀−𝛽5 = 𝜀1−𝛽5 + ln

(︂
1 − exp(−𝜀1−𝛽5)

𝜀
+ 𝑑*(𝜀)

)︂
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽5

)︁)︁
. (147)

Для того чтобы сформулировать отвечающий данному этапу строгий результат,
подставим получившееся равенство (147) в (146) и перейдем затем от (145), (146)
к упрощенной задаче Коши

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 1 + exp(−𝑧), 𝑧|𝑠=𝑠 = 𝜀1−𝛽5 + ln[1 − exp(−𝜀1−𝛽5) + 𝜀𝑑*(𝜀)].

Заметим, далее, что решение этой задачи выписывается явно посредством формулы

𝑧 = 𝑠− ln 𝑐+ ln[1 − 𝑐 exp(−𝑠) + 𝜀𝑑*(𝜀)]. (148)

А так как функция (148) удовлетворяет задаче (145), (146) с точностью до величин
порядка 𝑂(exp(−𝑞/𝜀𝛽*)) (здесь и ниже показатель степени 𝛽* задается равенством
𝛽* = min(1 − 𝛽4, 𝛽5)), то справедливо следующее утверждение.

Лемма 10. При 𝜀→ 0 для функции

𝑧𝜙(𝑠, 𝜀, ℎ) =
𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) + 𝑏

𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝑡=2ℎ+𝜀(𝑠+ln(1/𝜀))

(149)

имеет место равномерное по 𝑠 ≤ 𝑠 ≤ 𝑠, ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆 асимптотическое представ-
ление

𝑧𝜙(𝑠, 𝜀, ℎ) = 𝑠− ln 𝑐+ ln[1 − 𝑐 exp(−𝑠) + 𝜀𝑑*(𝜀)] + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁
. (150)

Этап 11, являющийся заключительным, связан с отрезком времени

2ℎ+ 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ 2ℎ+ 𝑏− 𝜎0/2. (151)

Будем считать выполненным дополнительное ограничение

𝛿0 <
3𝜎0
2

(152)
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на параметр 𝛿0. Данное условие гарантирует, что длина отрезка (151) меньше запаз-
дывания ℎ. В этом случае в силу предыдущих равенств (75), (76), (91), (92), (103),
(104), (113), (114), (123), (124), (149), (150) имеем

𝜔𝜙(𝑡− ℎ, 𝜀, ℎ) ≤ −𝑀, 𝑀 = const ∈ (0, 𝑏− 𝜎0). (153)

Кроме того, в дополнение к (153) считаем, что на отрезке (151) справедливы апри-
орные условия

𝜔 + 𝑏 ≥𝑀1, 𝜔 − 𝑐 ≤ −𝑀2, (154)
где 𝑀1,𝑀2 = const > 0.

С учетом неравенств (153), (154) интересующее нас уравнение (19) преобразуется
к весьма простому виду

�̇� = 1 + 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
. (155)

Далее, согласно (149), (150) дополним его начальным условием

𝜔|𝑡=2ℎ+𝜎0 = −𝑏+ 𝜎0 − 𝜀 ln
1

𝜀
− 𝜀 ln 𝑐+ 𝜀 ln(1 + 𝜀𝑑*(𝜀)) + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁
. (156)

Несложный анализ получившейся задачи Коши (155), (156) приводит к выводу, что,
во-первых, ее решение задается равенством

𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) = 𝑡− 2ℎ− 𝑏− 𝜀 ln
1

𝜀
− 𝜀 ln 𝑐+ 𝜀 ln(1 + 𝜀𝑑*(𝜀)) + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁
; (157)

во-вторых, для функции 𝜔 = 𝑡 − 2ℎ − 𝑏 нужные оценки (154) выполняются с кон-
стантами 𝑀1 ∈ (0, 𝜎0), 𝑀2 ∈ (0, 𝑐+ 𝜎0/2). А это значит, что формула (157) обретает
законную силу и справедлива заключительная
Лемма 11. При 𝜀 → 0 решение 𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ) допускает асимптотическое представ-
ление (157), равномерное по 𝑡 из отрезка (151) и по аргументам ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆.

Отдельно остановимся на геометрической интерпретации всех одиннадцати эта-
пов построения асимптотики функции 𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ). Для этого нам потребуется корень
𝑡 = 𝑇𝜙(𝜀, ℎ) уравнения (24), о котором говорилось в п. 2.1. Из лемм 1–11 и усло-
вий (22) вытекает, что момент времени 𝑡 = 𝑇𝜙(𝜀, ℎ)−𝜎0 принадлежит отрезку (151).
В силу представления (157) и равенства (155) упомянутый корень является простым
и при 𝜀→ 0 обладает равномерной по ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆 асимптотикой

𝑇𝜙(𝜀, ℎ)=2ℎ+ 𝑏+ 𝜀 ln
1

𝜀
+𝜀 ln 𝑐−𝜀 ln(1 + 𝜀𝑑*(𝜀)) + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁
. (158)

В свою очередь, наличие корня (158) позволяет определить на плоскости (𝑡, 𝜔) кри-
вую

Γ𝜙(𝜀, ℎ) = {(𝑡, 𝜔) : −𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇𝜙(𝜀, ℎ) − 𝜎0/2, 𝜔 = 𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ)}.
Геометрический смысл лемм 1–11 состоит в том, что при 𝜀 → 0 равномерно

по ℎ ∈ Ω, 𝜙 ∈ 𝑆

𝐻(Γ𝜙(𝜀, ℎ),Γ(ℎ)) = 𝑂

(︂
𝜀 ln

1

𝜀

)︂
, (159)

где Γ(ℎ) — кривая, введенная в рассмотрение в начале данного пункта,
а 𝐻 — хаусдорфово расстояние. Действительно, выше близость между кривыми
Γ𝜙(𝜀, ℎ) и Γ(ℎ) последовательно установлена на одиннадцати различных участках
и из полученных на этих участках асимптотических представлений для Γ𝜙(𝜀, ℎ) тре-
буемое равенство (159) вытекает автоматически.
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2.3. Завершение доказательства теоремы 1

Приступим к реализации описанной в п. 2.1. схемы. В связи с этим обратимся к опе-
ратору (25). Из наших построений следует, что он корректно определен на мно-
жестве (23). Покажем теперь, что при подходящем выборе констант 𝑞1, 𝑞2 в (23)
справедливо включение Π(𝑆) ⊂ 𝑆.

Действительно, опираясь на асимптотическую формулу (159), нетрудно увидеть,
что неравенства

−𝑞1 ≤ 𝜔𝜙(𝑡+ 𝑇𝜙(𝜀, ℎ), 𝜀, ℎ) ≤ −𝑞2 ∀ 𝑡 ∈ [−ℎ− 𝜎0,−𝜎0]

заведомо выполняются с любыми фиксированными константами

𝑞1 > 𝑏+ 𝑐, 𝑞2 ∈ (0, 𝜎0). (160)

А это значит, что при условиях (21), (22), (87), (152), (160) на параметры 𝜎0, 𝑞1,
𝑞2, 𝛿0 имеет место требуемое включение Π(𝑆) ⊂ 𝑆. Далее, в силу вытекающего
из (158) неравенства 𝑇𝜙(𝜀, ℎ) > ℎ оператор Π является компактным. Тем самым,
согласно принципуШаудера, у него существует в 𝑆 хотя бы одна неподвижная точка
𝜙 = ̃︀𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ). Как уже было сказано в п. 2.1., соответствующее решение ̃︀𝜔(𝑡, 𝜀, ℎ) =

𝜔𝜙|𝜙=̃︀𝜙 уравнения (19) оказывается периодическим с периодом ̃︀𝑇 (𝜀, ℎ) = 𝑇𝜙|𝜙=̃︀𝜙.
Добавим еще, что при 𝜀 → 0 для ̃︀𝑇 (𝜀, ℎ) из равенства (158) вытекает равномерное
по ℎ ∈ Ω асимптотическое представление

̃︀𝑇 (𝜀, ℎ)=2ℎ+ 𝑏+ 𝜀 ln
1

𝜀
+𝜀 ln 𝑐−𝜀 ln(1 + 𝜀𝑑*(𝜀)) + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁
. (161)

Обратимся, далее, к уравнению (26) для отыскания свободного параметра ℎ ∈ Ω.
Опираясь на асимптотическую формулу (161), заключаем, что упомянутое уравне-
ние допускает решение ℎ = ℎ(𝜀) с асимптотикой

ℎ(𝜀) = 𝑏+ 𝜀 ln
1

𝜀
+ 𝜀 ln 𝑐− 𝜀 ln(1 + 𝜀𝑑*(𝜀)) + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁
, 𝜀→ 0. (162)

Проделанные в данном пункте построения вместе с содержащимся в п. 2.2.
асимптотическим анализом позволяют разобраться с нашей главной проблемой –
обоснованием теоремы 1. Для этого введем в рассмотрение функцию

𝜔(𝑡, 𝜀) = ̃︀𝜔(𝑡, 𝜀, ℎ)|ℎ=ℎ(𝜀), (163)

которая по построению является периодической с периодом 3ℎ(𝜀). Далее, рассмот-
рим корень 𝑡 = 𝑡0(𝜀) уравнения 𝜔(𝑡, 𝜀) = 0, асимптотически близкий к нулю. Из пред-
ставления (38) и формулы �̇�𝜙 = 1+𝑂(exp(−𝑞/𝜀)), имеющей место на отрезке −𝜎0 ≤
𝑡 ≤ 𝑐− 𝜎0, вытекает, что этот корень является простым и обладает асимптотикой

𝑡0(𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝜀→ 0. (164)

Полагая затем

𝑢*(𝑡, 𝑟) = exp(𝑟 𝜔*(𝑡, 𝑟)), 𝜔*(𝑡, 𝑟) = 𝜔(𝑡+ 𝑡0(𝜀), 𝜀)|𝜀=1/𝑟,

ℎ(𝑟) = ℎ(𝜀)|𝜀=1/𝑟,
(165)
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получаем искомый цикл (15) системы (9), (12).
В заключение отметим, что найденное периодическое решение допускает асимп-

тотику (16). Действительно, нужная формула для ℎ(𝑟) очевидным образом следует
из (162), асимптотическое представление для 𝐻(Γ(𝑟),Γ0) вытекает
из (159), (162), (164), а формулы для максимума и минимума функции 𝑢*(𝑡, 𝑟) по-
лучаются из (165) с учетом установленного в п. 2.2. асимптотического поведения
решения 𝜔𝜙(𝑡, 𝜀, ℎ). Теорема 1 полностью доказана.

3. Доказательство теоремы 2

3.1. Общий план исследования

Для анализа свойств устойчивости цикла (15) выполним в системе (9) при усло-
виях (12), (13) замены переменных 𝑢𝑗 = exp(𝑟 𝜔𝑗), 𝑗 = 1, 2, 3 и положим 𝑟 = 1/𝜀.
В результате приходим к системе вида

�̇�𝑗 = 1 − exp

(︂
𝜔𝑗 − 𝑐

𝜀

)︂
+ exp

(︂
−𝑏+ 𝜔𝑗

𝜀

)︂
−

−
(︁

1 − exp
(︁
−𝑐
𝜀

)︁)︁
exp

(︁𝜔𝑗−1

𝜀

)︁
, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝜔0 = 𝜔3.

(166)

Заметим, далее, что в рамках системы (166) самосимметричному циклу (15) соот-
ветствует периодическое решение

(𝜔1, 𝜔2, 𝜔3) = (𝜔(𝑡, 𝜀), 𝜔(𝑡+ ℎ, 𝜀), 𝜔(𝑡+ 2ℎ, 𝜀)), (167)

где ℎ = ℎ(𝜀), 𝜔(𝑡, 𝜀) — функции (162), (163). В свою очередь, за устойчивость цик-
ла (167) отвечают мультипликаторы линейной системы в вариациях

�̇�𝑗 = −𝐴(𝑡+ (𝑗 − 1)ℎ, 𝜀)𝑔𝑗 − 𝐵(𝑡+ (𝑗 − 1)ℎ, 𝜀)𝑔𝑗−1, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑔0 = 𝑔3 (168)

с коэффициентами

𝐴(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀

(︂
exp

(︂
𝜔(𝑡, 𝜀) − 𝑐

𝜀

)︂
+ exp

(︂
−𝑏+ 𝜔(𝑡, 𝜀)

𝜀

)︂)︂
,

𝐵(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀

(︁
1 − exp

(︁
−𝑐
𝜀

)︁)︁
exp

(︂
𝜔(𝑡− ℎ, 𝜀)

𝜀

)︂
.

(169)

Обратим внимание, что система (166) представляет собой частный случай коль-
цевой системы однонаправленно связанных уравнений, а цикл (167) — это пери-
одический режим типа бегущей волны. Для таких периодических решений в ра-
ботах [14–16] разработан специальный метод анализа свойств устойчивости, суть
которого излагается ниже.

Наряду с (168) рассмотрим вспомогательное скалярное линейное уравнение
с запаздыванием

�̇� = −𝐴(𝑡, 𝜀)𝑔 − κ𝐵(𝑡, 𝜀)𝑔(𝑡− ℎ), (170)

где ℎ – фазовый сдвиг из (167), 𝑔(𝑡) – комплекснозначная функция, κ ∈ C – про-
извольный параметр. Точнее говоря, нас будут интересовать его мультипликаторы
𝜈𝑙(κ, 𝜀), 𝑙 = 1, 2, . . . , занумерованные в порядке убывания модулей.
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Поясним смысл термина «мультипликатор» применительно к уравнению (170).
В связи с этим рассмотрим банахово пространство 𝐸 непрерывных при −ℎ − 𝜎0 ≤
𝑡 ≤ −𝜎0 комплекснозначных функций 𝑔(𝑡) с нормой

||𝑔||𝐸 = max
−ℎ−𝜎0≤𝑡≤−𝜎0

|𝑔(𝑡)|. (171)

Далее, оператором монодромии уравнения (170) назовем ограниченный линейный
оператор 𝑉 (κ, 𝜀) : 𝐸 → 𝐸, действующий на произвольную функцию 𝑔0(𝑡) ∈ 𝐸
по правилу:

𝑉 (κ, 𝜀)𝑔0 = 𝑔(𝑡+ 3ℎ, 𝑔0,κ, 𝜀), −ℎ− 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ −𝜎0, (172)

где через 𝑔(𝑡, 𝑔0,κ, 𝜀) обозначено решение уравнения (170) на отрезке времени −𝜎0 ≤
𝑡 ≤ 3ℎ − 𝜎0 с начальной функцией 𝑔0(𝑡), −ℎ − 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ −𝜎0. Отметим, что в силу
компактности оператора 𝑉 (κ, 𝜀) его спектр заведомо дискретен. Что же касается
мультипликаторов уравнения (170), то таковыми, по аналогии со случаем обыкно-
венных дифференциальных уравнений, будем называть собственные значения опе-
ратора (172).

Остановимся на вопросе о связи между мультипликаторами системы (168) и урав-
нения (170). Имеет место следующее утверждение (см. [14–16]).

Лемма 12. Каждый мультипликатор 𝜈 ∈ C системы (168) допускает представ-
ление

𝜈 = κ3, (173)

где κ – корень одного из уравнений

𝜈𝑙(κ, 𝜀) = κ3, 𝑙 ∈ N. (174)

И обратно, если при некотором 𝑙 = 𝑙0 уравнение (174) имеет ненулевой корень
κ = κ0, то у исходной системы (168) существует мультипликатор 𝜈 = κ3

0 .

В следующих двух пунктах мы проведем асимптотическое вычисление мульти-
пликаторов 𝜈𝑙(κ, 𝜀) и проанализируем уравнения (174). На этом пути для мульти-
пликаторов 𝜈𝑘(𝜀), 𝑘 = 1, 2, 3 системы (168) будут получены соотношения вида

𝜈1(𝜀) ≡ 1, |𝜈𝑘(𝜀)| ≤ exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛿

)︁
, 𝑘 = 2, 3, 𝑞, 𝛿 = const > 0, (175)

означающие, что цикл (15) экспоненциально орбитально устойчив.

3.2. Анализ вспомогательного линейного уравнения

Фиксируем произвольно постоянную 𝐿 > 0 и рассмотрим множество

𝐵 = {𝑔0(𝑡) ∈ 𝐸 : ||𝑔0|| ≤ 𝐿}, (176)

где || * || – норма (171). Нас будет интересовать фигурирующее в (172) решение
𝑔(𝑡, 𝑔0,κ, 𝜀) уравнения (170) с произвольной начальной функцией 𝑔0(𝑡) из множе-
ства (176). Интегрируя уравнение (170) методом шагов, нетрудно увидеть, что на от-
резке

− 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ 3ℎ− 𝜎0 (177)
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зависимость 𝑔(𝑡, 𝑔0,κ, 𝜀) от κ кубическая, т.е.

𝑔(𝑡, 𝑔0,κ, 𝜀) = 𝑔1(𝑡, 𝑔0, 𝜀) + κ 𝑔2(𝑡, 𝑔0, 𝜀) + κ2 𝑔3(𝑡, 𝑔0, 𝜀) + κ3 𝑔4(𝑡, 𝑔0, 𝜀). (178)

Отметим также, что

𝑔𝑘(𝑡, 𝑔0, 𝜀) ≡ 0 при 𝑡 ∈ [−𝜎0, (𝑘 − 2)ℎ− 𝜎0], 𝑘 = 3, 4. (179)

Ниже устанавливаются асимптотические свойства фигурирующих в фор-
муле (178) функций 𝑔𝑘(𝑡, 𝑔0, 𝜀), 𝑘 = 1, . . . , 4, равномерные по 𝑡 из отрезка (177)
и по начальному условию 𝑔0 из множества (176). Соответствующие построения раз-
биваются на те же самые 11 этапов, что и в п. 2.2. Поэтому, опуская технические
детали, здесь ограничимся сводкой итоговых результатов.

На этапе 1, когда 𝑡 меняется на отрезке (28), в силу (23), (29), (30), (169)
при 𝜀→ 0 имеем

𝐴(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀

1

1 + exp(−𝜏)

⃒⃒⃒⃒
𝜏=(𝑡−𝑐)/𝜀

+ 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝐵(𝑡, 𝜀) = 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
.

Принимая во внимание эти обстоятельства и учитывая равенства (179), приходим
к равномерным по 𝑡, 𝑔0 асимптотическим формулам

𝑔1(𝑡, 𝑔0, 𝜀) =
𝑔0(−𝜎0)
1 + exp 𝜏

⃒⃒⃒⃒
𝜏=(𝑡−𝑐)/𝜀

+ 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

𝑔2(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝜀→ 0, 𝑔𝑘(𝑡, 𝑔0, 𝜀) ≡ 0, 𝑘 = 3, 4.

(180)

На этапе 2 для коэффициентов уравнения (170) при 𝜀 → 0 справедливы асимп-
тотические равенства

𝐴(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀
exp(𝑣0(𝜏))|𝜏=(𝑡−ℎ)/𝜀 + 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

𝐵(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀
exp 𝜏 |𝜏=(𝑡−ℎ)/𝜀 + 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

где 𝑣0(𝜏) — функция (43). Объединяя их с уже известной информацией (180), убеж-
даемся в том, что при 𝜀→ 0 равномерно по 𝑡 из отрезка (40) и по 𝑔0 ∈ 𝐵

𝑔1(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝑔3(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝑔4(𝑡, 𝑔0, 𝜀) ≡ 0,

𝑔2(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑔0(−𝜎0)
(︂

1 − exp 𝜏

1 − exp(− exp 𝜏)

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝜏=(𝑡−ℎ)/𝜀

+ 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
. (181)

На этапе 3 для 𝐴(𝑡, 𝜀), 𝐵(𝑡, 𝜀) при 𝜀→ 0 получаются равенства

𝐴(𝑡, 𝜀)=𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, 𝐵(𝑡, 𝜀)=

1

𝜀2
exp 𝑠|𝑠=(𝑡−ℎ)/𝜀−ln(1/𝜀)+𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

а запаздывающие компоненты 𝑔𝑘(𝑡 − ℎ, 𝑔0, 𝜀), 𝑘 = 1, . . . , 4 задаются вытекающими
из (180) равенствами

𝑔1(𝑡− ℎ, 𝑔0, 𝜀) = 𝑔0(−𝜎0) + 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝑔2(𝑡− ℎ, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

𝜀→ 0, 𝑔𝑘(𝑡− ℎ, 𝑔0, 𝜀) ≡ 0, 𝑘 = 3, 4. (182)
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Из приведенных формул и предыдущих равенств (181), в свою очередь, следует,
что для функций 𝑔𝑘(𝑡, 𝑔0, 𝜀), 𝑘 = 1, . . . , 4 выполняются при 𝜀 → 0 равномерные по 𝑡
из отрезка (48) и по 𝑔0 ∈ 𝐵 асимптотические представления

𝑔1(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, 𝑔3(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
,

𝑔4(𝑡, 𝑔0, 𝜀) ≡ 0, (183)

𝑔2(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑔0(−𝜎0)
(︁

1 − exp 𝑠

𝜀

)︁ ⃒⃒⃒⃒
𝑠=(𝑡−ℎ)/𝜀−ln(1/𝜀)

+ 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
.

На этапе 4 коэффициенты уравнения (170) при 𝜀→ 0 приобретают вид

𝐴(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀2
exp(−𝑣*(𝜃, 𝜀)) + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
,

𝐵(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀2
(𝑏+ 𝑐) exp

[︂
2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝜀𝜃

]︂
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

(184)

где 𝜀𝜃 = (𝑡 − ℎ)/𝜀 − ln(1/𝜀) − ln(𝑏 + 𝑐) − 2𝜀 ln(1/𝜀)/(𝑏 + 𝑐), а для 𝑔𝑘(𝑡 − ℎ, 𝑔0, 𝜀),
𝑘 = 1, . . . , 4 сохраняются соотношения (182). Учитывая эти обстоятельства и опира-
ясь на предыдущие формулы (183), убеждаемся в том, что на отрезке (55) при 𝜀→ 0
равномерно по 𝑡, 𝑔0

𝑔1(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, 𝑔3(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
,

𝑔4(𝑡, 𝑔0, 𝜀) ≡ 0, (185)

𝑔2(𝑡, 𝑔0, 𝜀) =
𝑔0(−𝜎0)

𝜀

𝜕𝑣*
𝜕𝜃

(𝜃, 𝜀) + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
.

Здесь 𝑣*(𝜃, 𝜀) — функция (59), а переменная 𝜃 та же самая, что и в (184).
На этапе 5 рассматриваются значения 𝑡 из отрезка (72). В этом случае при 𝜀→ 0

имеем

𝐴(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀2
exp

{︁
−𝑣*(𝜎, 𝜀) + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁}︁
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

𝐵(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀2
(𝑏+ 𝑐) exp

{︂
2𝜀

𝑏+ 𝑐
ln

1

𝜀
+ 𝜎 + 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁}︂
,

(186)

где 𝜎 = (𝑡 − ℎ)/𝜀 − ln(1/𝜀) − ln(𝑏 + 𝑐) − 2𝜀 ln(1/𝜀)/(𝑏 + 𝑐), 𝑣*(𝜎, 𝜀) — функция (77),
а для 𝑔𝑘(𝑡 − ℎ, 𝑔0, 𝜀), 𝑘 = 1, . . . , 4 по-прежнему остаются в силе соотношения (182).
Объединяя эти факты с предыдущими формулами (185), заключаем, что при 𝜀→ 0
равномерно по 𝑡, 𝑔0

𝑔1(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, 𝑔3(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
,

𝑔4(𝑡, 𝑔0, 𝜀) ≡ 0, (187)

𝑔2(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑔0(−𝜎0)
𝜕𝑣*
𝜕𝜎

(𝜎, 𝜀) + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
,

где 𝜎 — переменная из (186).



3 79
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 26, №3 (2019)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 26, No 3 (2019)

Этап 6 связан с отрезком времени (89), на котором при 𝜀→ 0

𝐴(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀
exp

{︁𝑐
𝜀

+ 𝑦0(𝜏)|𝜏=(𝑡−𝑐−ℎ)/𝜀 + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁}︁
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

𝐵(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀
exp

{︁𝑐
𝜀

+ 𝑦0(𝜏)|𝜏=(𝑡−𝑐−ℎ)/𝜀 + 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁}︁
,

где 𝑦0(𝜏) – функция (30). Что же касается запаздывающих компонентов
𝑔𝑘(𝑡 − ℎ, 𝑔0, 𝜀), 𝑘 = 1, . . . , 4, то для них имеют место равенства, получающиеся
из (180) при замене 𝑡 на 𝑡− ℎ. Принимая во внимание эти обстоятельства и опира-
ясь на предыдущие формулы (187), приходим к выводу, что при 𝜀→ 0 равномерно
по 𝑡, 𝑔0

𝑔1(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, 𝑔3(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
,

𝑔4(𝑡, 𝑔0, 𝜀) ≡ 0, (188)

𝑔2(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = − 𝑔0(−𝜎0)
1 + exp 𝜏

⃒⃒⃒⃒
𝜏=(𝑡−𝑐−ℎ)/𝜀

+ 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
.

На этапе 7 имеем дело с отрезком времени (101). Здесь для коэффициентов (169)
при 𝜀→ 0 справедливы соотношения

𝐴(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀
exp

{︁𝑐
𝜀

+ 𝑣0(𝜏)|𝜏=(𝑡−2ℎ)/𝜀 + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁}︁
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

𝐵(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀
exp

{︁𝑐
𝜀

+ 𝑣0(𝜏)|𝜏=(𝑡−2ℎ)/𝜀 + 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁}︁
,

где 𝑣0(𝜏) – функция (43), а функции 𝑔𝑘(𝑡 − ℎ, 𝑔0, 𝜀), 𝑘 = 1, . . . , 4 задаются форму-
лами (181) (в которых 𝑡 следует заменить на 𝑡 − ℎ). Перечисленные факты вместе
с равенствами (188) из предыдущего этапа позволяют заключить, что при 𝜀 → 0
равномерно по 𝑡, 𝑔0 имеют место асимптотические представления

𝑔𝑘(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
, 𝑘 = 1, 2, 4, 𝑔3(𝑡, 𝑔0, 𝜀) =

= −𝑔0(−𝜎0)
(︂

1 − exp 𝜏

1 − exp(− exp 𝜏)

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝜏=(𝑡−2ℎ)/𝜀

+ 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁
.

(189)

На этапе 8 рассматривается отрезок времени (111). На нем при 𝜀 → 0 коэффи-
циенты (169) допускают представления

𝐴(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀2
exp

{︁𝑐
𝜀

+ 𝑠− exp 𝑠

𝜀
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀1−𝛽4

)︁)︁}︁
+

+ 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

𝐵(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀2
exp

{︁𝑐
𝜀

+ 𝑠− exp 𝑠

𝜀
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁}︁
,

(190)

где 𝑠 = (𝑡 − 2ℎ)/𝜀 − ln(1/𝜀), а для 𝑔𝑘(𝑡 − ℎ, 𝑔0, 𝜀), 𝑘 = 1, . . . , 4 справедливы асимп-
тотические равенства (183) (при замене в них 𝑡 на 𝑡 − ℎ). Опираясь на эти факты
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и соотношения (189), при 𝜀 → 0 получаем равномерные по 𝑡, 𝑔0 асимптотические
представления

𝑔𝑘(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀1−𝛽4

)︁)︁
, 𝑘 = 1, 2, 4,

𝑔3(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = −𝑔0(−𝜎0)
(︁

1 − exp 𝑠

𝜀

)︁
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀1−𝛽4

)︁)︁
,

(191)

где 𝑠 — переменная из (190).
На этапе 9 рассматривается отрезок времени (121). В данном случае коэффици-

енты (169) допускают при 𝜀→ 0 асимптотические представления

𝐴(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀2
exp

{︁
−𝑤*(𝜃, 𝜀) + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀1−𝛽4

)︁)︁}︁
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
,

𝐵(𝑡, 𝜀) =
𝑐

𝜀2
exp

{︂
𝜀𝜃 − 𝑐

exp(𝜀𝜃) − 1

𝜀
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽

)︁)︁}︂
,

(192)

где 𝜀𝜃 = (𝑡 − 2ℎ)/𝜀 − ln(1/𝜀) − ln 𝑐, а функции 𝑔𝑘(𝑡 − ℎ, 𝑔0, 𝜀), 𝑘 = 1, . . . , 4 задаются
равенствами вида (183) после замены в них 𝑡 на 𝑡 − ℎ и подстановки 𝑠 = ln 𝑐 + 𝜀𝜃.
Опираясь на эти факты, и учитывая предыдущие формулы (191), убеждаемся в том,
что при 𝜀→ 0 равномерно по 𝑡, 𝑔0

𝑔𝑘(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀1−𝛽4

)︁)︁
, 𝑘 = 1, 2, 4,

𝑔3(𝑡, 𝑔0, 𝜀) =
𝑔0(−𝜎0)

𝜀

𝜕𝑤*

𝜕𝜃
(𝜃, 𝜀) + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀1−𝛽4

)︁)︁
,

(193)

где 𝑤*(𝜃, 𝜀) — функция (125), а 𝜃 — переменная из (192).
Этап 10 связан с отрезком времени (142), на котором при 𝜀→ 0 имеем

𝐴(𝑡, 𝜀) =
𝑐

𝜀
exp

{︁
−𝑠− ln[1 − 𝑐 exp(−𝑠) + 𝜀𝑑*(𝜀)] + 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁}︁
+

+ 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝐵(𝑡, 𝜀) = 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽5

)︁)︁
,

(194)

где 𝑠 = (𝑡 − 2ℎ)/𝜀 − ln(1/𝜀). А отсюда, в свою очередь, с учетом уже известных
из предыдущих этапов равенств для 𝑔𝑘(𝑡 − ℎ, 𝑔0, 𝜀), 𝑘 = 1, . . . , 4 и формул (193)
нетрудно вывести, что при 𝜀 → 0 справедливы равномерные по 𝑡, 𝑔0 асимптотиче-
ские представления

𝑔𝑘(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁
, 𝑘 = 1, 2, 4,

𝑔3(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑔0(−𝜎0)
(︂

1 +
𝑐 exp(−𝑠)

1 − 𝑐 exp(−𝑠) + 𝜀𝑑*(𝜀)

)︂
+ 𝑂

(︁
exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁
,

(195)

где переменная 𝑠 та же самая, что и в (194).
Этап 11, являющийся заключительным, соответствует отрезку времени 2ℎ+𝜎0 ≤

𝑡 ≤ 3ℎ− 𝜎0. При указанных значениях 𝑡 имеем

𝐴(𝑡, 𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝐵(𝑡, 𝜀) = 𝑂

(︁
exp

(︁
−𝑞
𝜀

)︁)︁
, 𝜀→ 0.
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А отсюда и из (195) очевидным образом вытекают равномерные по 𝑡, 𝑔0 асимптоти-
ческие представления

𝑔𝑘(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁
, 𝑘 = 1, 2, 4,

𝑔3(𝑡, 𝑔0, 𝜀) = 𝑔0(−𝜎0) + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁
, 𝜀→ 0.

(196)

3.3. Завершение доказательства теоремы 2

Прежде всего локализуем значения параметра κ, при которых следует рассматри-
вать уравнения (174). В связи с этим обратим внимание, что из соотноше-
ний (172), (178) вытекает представление

𝑉 (κ, 𝜀) = 𝑉0(𝜀) + κ𝑉1(𝜀) + κ2𝑉2(𝜀) + κ3𝑉3(𝜀), (197)

где 𝑉𝑗(𝜀) : 𝐸 → 𝐸, 0 ≤ 𝑗 ≤ 3 — ограниченные линейные операторы. Более того, по-
лагая в множестве (176) постоянную 𝐿 равной 1 и опираясь на проделанный в п. 3.2.
асимптотический анализ решения 𝑔(𝑡, 𝑔0,κ, 𝜀), убеждаемся в справедливости оценок
вида

||𝑉0(𝜀)||𝐸→𝐸 ≤𝑀1 exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁
, ||𝑉1(𝜀)||𝐸→𝐸 ≤𝑀2 exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁
,

||𝑉2(𝜀)||𝐸→𝐸 ≤ 𝑀3

𝜀
, ||𝑉3(𝜀)||𝐸→𝐸 ≤𝑀4 exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁
,

(198)

где 𝑀𝑗 = const > 0, 0 ≤ 𝑗 ≤ 3.
Обратимся, далее, к уравнениям (174) и покажем, что при фиксированном до-

статочно большом 𝑅 > 0 они не имеют корней в множестве {κ ∈ C : |κ| > 𝑅/𝜀}.
Действительно, из (197), (198) заключаем, что

sup
𝑙≥1

|𝜈𝑙(κ, 𝜀)| ≤
3∑︁

𝑗=0

|κ|𝑗||𝑉𝑗(𝜀)||𝐸→𝐸 ≤

≤𝑀1 exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁
+ |κ|𝑀2 exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁
+ |κ|2𝑀3

𝜀
+ |κ|3𝑀4 exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁
.

А поскольку при достаточно большой фиксированной константе 𝑅 и при всех до-
статочно малых 𝜀 выполняется оценка

𝑀1 exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁
+
𝑅

𝜀
𝑀2 exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁
+

+
𝑅2

𝜀3
𝑀3 +

𝑅3

𝜀3
𝑀4 exp

(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁
<
𝑅3

𝜀3
,

(199)

то заведомо

sup
𝑙≥1

|𝜈𝑙(κ, 𝜀)| < |κ|3 ∀κ ∈ C, |κ| > 𝑅

𝜀
.

Тем самым уравнения (174) действительно не имеют корней κ, удовлетворяющих
неравенству |κ| > 𝑅/𝜀.

Приступим теперь непосредственно к асимптотическому вычислению спектра
оператора (172). Справедливо следующее утверждение.
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Лемма 13. Для любых 𝑅 > 0, 𝛿 ∈ (0, 𝛽*) найдутся такие постоянные 𝜀0 =
𝜀0(𝑅, 𝛿) > 0, 𝑞𝑗 = 𝑞𝑗(𝑅, 𝛿) > 0, 𝑗 = 1, 2, что при всех 0 < 𝜀 ≤ 𝜀0 и

κ ∈ Λ
def
=

{︂
κ ∈ C : exp

(︂
− 1

𝜀𝛿

)︂
≤ |κ| ≤ 𝑅

𝜀

}︂
(200)

выполняется неравенство

sup
𝑙≥2

|𝜈𝑙(κ, 𝜀)| ≤ exp
(︁
− 𝑞1
𝜀𝛽*

)︁
. (201)

Что же касается мультипликатора 𝜈1(κ, 𝜀), то при κ ∈ Λ он является простым,
аналитически зависящим от κ и допускает при 𝜀 → 0 равномерные по κ асимп-
тотические представления

𝜈1(κ, 𝜀) = κ2 + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞2
𝜀𝛽*

)︁)︁
,
𝜕𝜈1
𝜕κ

(κ, 𝜀) = 2κ + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞2
𝜀𝛽*

)︁)︁
. (202)

Доказательство. Фиксируем произвольно 𝑅 > 0, 𝛿 ∈ (0, 𝛽*) и будем считать,
что параметр κ из (172) принадлежит множеству (200). Далее, представим опе-
ратор (172) в виде

𝑉 (κ, 𝜀) = 𝑈1(κ, 𝜀) + 𝑈2(κ, 𝜀), 𝑈1(κ, 𝜀)𝑔0 = 𝑔(𝑡+ 3ℎ, ̃︀𝑔0,κ, 𝜀),
𝑈2(κ, 𝜀)𝑔0 = 𝑔0(−𝜎0)𝑔*(𝑡+ 3ℎ,κ, 𝜀), −ℎ− 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ −𝜎0,

(203)

где ̃︀𝑔0(𝑡) = 𝑔0(𝑡) − 𝑔0(−𝜎0), 𝑔*(𝑡,κ, 𝜀) = 𝑔(𝑡, 𝑔0,κ, 𝜀)|𝑔0≡1. Из проделанного в 3.2.
асимптотического анализа решения 𝑔(𝑡, 𝑔0,κ, 𝜀) и из равенства ̃︀𝑔0(−𝜎0) = 0 вытекает,
что фигурирующие в (203) операторы 𝑈𝑗(κ, 𝜀), 𝑗 = 1, 2 допускают оценки

max
κ∈Λ

||𝑈1(κ, 𝜀)||𝐸→𝐸 + max
κ∈Λ

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈1

𝜕κ
(κ, 𝜀)

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐸→𝐸

≤ exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁
,

max
κ∈Λ

||𝑈2(κ, 𝜀)||𝐸→𝐸 + max
κ∈Λ

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈2

𝜕κ
(κ, 𝜀)

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐸→𝐸

≤ 𝑀

𝜀3
, 𝑀 = const > 0.

(204)

Изучим сначала спектральные свойства оператора 𝑈2(κ, 𝜀). Из формул (203) сле-
дует, что он является конечномерным, а его спектр состоит из двух точек — простого
собственного значения 𝜈 = 𝜈*(κ, 𝜀), где 𝜈*(κ, 𝜀) = 𝑔*(3ℎ − 𝜎0,κ, 𝜀), и собственного
значения 𝜈 = 0 бесконечной кратности. Что же касается собственного значения
𝜈*(κ, 𝜀), то для него из представлений (196) (относящихся к случаю 𝑔0(𝑡) ≡ 1) вы-
текают равномерные по κ ∈ Λ асимптотические равенства

𝜈*(κ, 𝜀) = κ2 + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁
,
𝜕𝜈*
𝜕κ

(κ, 𝜀) = 2κ + 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁
. (205)

Обратимся теперь к исходному оператору 𝑉 (κ, 𝜀) и заметим, что в силу соотно-
шения

(𝜈𝐼 − 𝑉 (κ, 𝜀))−1 = (𝐼 − (𝜈𝐼 − 𝑈2(κ, 𝜀))−1𝑈1(κ, 𝜀))−1(𝜈𝐼 − 𝑈2(κ, 𝜀))−1,

где 𝐼 — единичный оператор в пространстве 𝐸, любое значение 𝜈 ∈ C, для которого

||(𝜈𝐼 − 𝑈2(κ, 𝜀))−1𝑈1(κ, 𝜀)||𝐸→𝐸 < 1, (206)
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принадлежит резольвентному множеству этого оператора. Напомним, далее, что
оператор 𝑈1(κ, 𝜀) допускает оценку из (204). В случае же оператора (𝜈𝐼−𝑈2(κ, 𝜀))−1,
опираясь на его явный вид

(𝜈𝐼 − 𝑈2(κ, 𝜀))−1𝑔0 =
𝑔0(𝑡)

𝜈
+

𝑔0(−𝜎0)
𝜈(𝜈 − 𝜈*(κ, 𝜀))

𝑔*(𝑡+ 3ℎ,κ, 𝜀),−ℎ− 𝜎0 ≤ 𝑡 ≤ −𝜎0

и вторую оценку из (204), получаем неравенство

||(𝜈𝐼 − 𝑈2(κ, 𝜀))−1||𝐸→𝐸 ≤ 𝑀(1 + 𝜀3|𝜈|)
𝜀3|𝜈| · |𝜈 − 𝜈*(κ, 𝜀)|

∀ 𝜈 ∈ C, 𝜈 ̸= 0, 𝜈*(κ, 𝜀), ∀κ ∈ Λ,

(207)

где постоянная 𝑀 > 0 не зависит от 𝜀, 𝜈, κ.
На завершающем этапе доказательства леммы 13 объединим оценки (204), (207)

с асимптотическими представлениями (205). В результате убеждаемся в том, что
условие (206) выполняется при любых κ ∈ Λ, 𝜈 ∈ C ∖ {𝑂1 ∪ 𝑂2}, где

𝑂1 = {𝜈 : |𝜈|<exp(−𝑞/𝜀𝛽*)}, 𝑂2 = {𝜈 : |𝜈 − 𝜈*(κ, 𝜀)|<exp(−𝑞/𝜀𝛽*)}, (208)

а постоянная 𝑞 > 0 фиксирована и достаточно мала. Тем самым спектр операто-
ра (172) заведомо принадлежит шарам (208). А отсюда неравенство (201) вытекает
очевидным образом.

Для обоснования соотношений (202) заметим, что при возмущении оператора
𝑈2(κ, 𝜀) аналитической по κ добавкой 𝑈1(κ, 𝜀) порядка малости 𝑂(exp(−𝑞/𝜀𝛽*))
собственное значение 𝜈 = 𝜈*(κ, 𝜀) перейдет в простое и аналитически зависящее
от κ ∈ Λ собственное значение 𝜈 = 𝜈1(κ, 𝜀), причем

𝜈1(κ, 𝜀) − 𝜈*(κ, 𝜀) = 𝑂
(︁

exp
(︁
− 𝑞

𝜀𝛽*

)︁)︁
, 𝜀→ 0 (209)

(в 𝐶1-метрике по переменной κ). Объединяя затем соотношения (205), (209), заклю-
чаем, что при κ ∈ Λ мультипликатор 𝜈1(κ, 𝜀) обладает всеми требуемыми свойства-
ми.

Завершающий этап доказательства теоремы 2 связан с анализом уравне-
ний (174). Фиксируем постоянную 𝑅 > 0, удовлетворяющую условию (199). Тогда
при рассмотрении этих уравнений мы заведомо можем ограничиться значениями
κ ∈ C, |κ| ≤ 𝑅/𝜀. Далее, фиксируем произвольно 𝛿 ∈ (0, 𝛽*) и рассмотрим множе-
ство (200). В силу соотношений (201), (202) уравнение (174) при 𝑙 = 1 допускает
в множестве Λ один простой корень κ = 1, а уравнения (174) при 𝑙 ≥ 2 не имеют
корней, принадлежащих Λ.

Подчеркнем, что наличие корня κ = 1 у соответствующего уравнения (174) га-
рантируется тождеством 𝜈1(1, 𝜀) ≡ 1. Справедливость данного тождества вытекает
из существования при κ = 1 у уравнения (170) единичного мультипликатора (в этом
случае оно представляет собой линеаризацию уравнения (19) на цикле (163)).

Итак, за исключением значения κ = 1 все корни уравнений (174) лежат в мно-
жестве {κ ∈ C : |κ| ≤ exp(−1/𝜀𝛿)}. А отсюда и из (173) для мультипликаторов
исходной системы (168) получаем требуемые свойства (175). Теорема 2 полностью
доказана.
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4. Заключение
Прежде всего обсудим вопрос о границах применимости модели (9). Отметим, что
в отличие от системы (1) в ней нельзя пренебречь утечкой промотора, т.е. положить
𝛼 = 0. Действительно, при 𝑎 > 2, 𝛼 = 0 система (9) имеет устойчивый гомоклини-
ческий треугольник, образованный седлами 𝑂1 = (1 + 𝑎, 0, 0), 𝑂2 = (0, 1 + 𝑎, 0),
𝑂3 = (0, 0, 1 + 𝑎) и соответствующими сепаратрисами. Ясно также, что такого
рода стационарный режим небиологичен, поскольку он соответствует вымиранию
одного из генов. При учете же утечки промотора, т.е. при 𝛼 > 0, устойчивый
гомоклинический треугольник переходит в устойчивый цикл, лежащий в конусе
R3

+ = {(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) : 𝑢𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2, 3}. Иными словами, происходит требуемая
регуляризация автоколебаний.

В заключение сформулируем результат о существовании и устойчивости релак-
сационного цикла у системы (9) при условиях (12) и при

𝑐 > 𝑏. (210)

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Найдется такое достаточно большое 𝑟0 > 0, что при выполнении
условий (12), (210) и при всех 𝑟 ≥ 𝑟0 система (9) имеет экспоненциально орби-
тально устойчивый цикл вида (15) и периода 𝑇 = 3ℎ. При 𝑟 → +∞ для этого
цикла справедливы асимптотические представления

ℎ(𝑟) = 𝑏+ 𝑂

(︂
ln 𝑟

𝑟

)︂
, 𝐻(Γ(𝑟),Γ0) = 𝑂

(︂
ln 𝑟

𝑟

)︂
,

max
0≤𝑡≤3ℎ(𝑟)

𝑢*(𝑡, 𝑟) = 𝑂(exp(𝑏 𝑟)), min
0≤𝑡≤3ℎ(𝑟)

𝑢*(𝑡, 𝑟) = 𝑂(exp(−2𝑏 𝑟)),
(211)

где 𝐻(*, *) — хаусдорфово расстояние, Γ(𝑟) — кривая (17), а Γ0 имеет вид

Γ0 = {(𝑡, 𝜔) : 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, 𝜔 = 𝑡} ∪ {(𝑡, 𝜔) : 𝑡 = 𝑏, −𝑏 ≤ 𝜔 ≤ 𝑏}∪
∪ {(𝑡, 𝜔) : 𝑏 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑏, 𝜔 = −𝑡} ∪ {(𝑡, 𝜔) : 𝑡 = 2𝑏, −2𝑏 ≤ 𝜔 ≤ −𝑏}∪
∪ {(𝑡, 𝜔) : 2𝑏 ≤ 𝑡 ≤ 3𝑏, 𝜔 = 𝑡− 3𝑏}.

Как и в случае теоремы 1, доказательство существования цикла (15), обладаю-
щего свойствами (211), связано с отысканием 3ℎ-периодического решения у вспомо-
гательного уравнения (19). При условии (210) процесс асимптотического интегри-
рования этого уравнения разбивается на 10 этапов. Что же касается устойчивости
цикла (15), то она устанавливается по схеме, изложенной в разделе 3.
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Аннотация. В данной статье рассматривается задача о двухшаговой раскраске произволь-
ного неориентированного связного графа. Она состоит в нахождении такой раскраски в заданное
число цветов, при которой ни одна пара вершин на расстоянии 1 или 2 друг от друга не будет
окрашена в одинаковый цвет. Также в работе ставится соответствующая задача распознавания.

Данная задача тесно связана с классической задачей о раскраске графа. В статье рассматри-
вается и обосновывается полиномиальное сведение задач друг к другу. В частности, это позволяет
доказать NP-полноту задачи о двухшаговой раскраске. Кроме того, определяются некоторые ее
свойства.

Отдельно исследуется задача о двухшаговой раскраске в приложении к прямоугольным гра-
фам решетки. Максимальная степень вершины таких графов может принимать значение от 0 до 4,
и для каждого возможного случая была определена и обоснована функция двухшаговой раскраски
в минимальное число цветов. Полученные функции строятся таким образом, что каждая верши-
на графа может быть раскрашена независимо от остальных, а время раскраски прямоугольного
графа решетки полиномиально при последовательном переборе вершин.
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Введение
В данной статье рассматривается задача о двухшаговой раскраске графа, то есть
такой раскраске, при которой все вершины, находящиеся на расстоянии 1 или 2
друг от друга должны быть окрашены в разные цвета.
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Подобная задача возникает при распределении временных слотов (тайм-слотов)
в сетях, использующих принцип множественного доступа с временным разделени-
ем (см. [1]). В частности, при таком распределении возникает проблема скрытых
узлов. Два узла сети могут находится в зоне видимости третьего узла, но быть при
этом невидимыми друг другу. Если эти два узла получат одинаковый номер тайм-
слота, они будут передавать данные одновременно, что приведет к проблемам на
третьем узле. По сути, каждые три узла сети, для которых возникает описанная
проблема, должны получить разные номера тайм-слотов, что в точности соответ-
ствует условию двухшаговой раскраски вершин графа.

Очевидно, что рассматриваемая задача обобщает классическую задачу о рас-
краске графа (см., например, [2]). Связь между двумя задачами представляет опре-
деленный интерес и освещается в статье.

1. Постановка задачи
Рассмотрим произвольный связный неориентированный граф 𝐺(𝑉,𝐸). Перед тем
как формулировать основную задачу, введем необходимые определения.

Определение 1. Будем называть вершину 𝑣2 ∈ 𝑉 соседом первого порядка для
некоторой вершины 𝑣1 ∈ 𝑉 , если 𝑣1 и 𝑣2 – смежные вершины, то есть существует
ребро {𝑣1, 𝑣2} ∈ 𝐸. Множество всех соседей первого порядка для вершины 𝑣 ∈ 𝑉
будем обозначать через 𝑁 1

𝑣 .

Определение 2. Соседом второго порядка для 𝑣1 ∈ 𝑉 назовем такую вершину
𝑣2 ∈ 𝑉 , что кратчайшее растояние между 𝑣1 и 𝑣2 равно двум. Иначе говоря, 𝑣1 и
𝑣2 – соседи второго порядка, если {𝑣1, 𝑣2} ̸∈ 𝐸 и найдется такая вершина 𝑣3 ∈ 𝑉 ,
что {𝑣1, 𝑣3} ∈ 𝐸 и {𝑣2, 𝑣3} ∈ 𝐸. Множество соседей второго порядка для 𝑣 ∈ 𝑉
обозначим через 𝑁 2

𝑣 .

Определение 3. Множество соседей первого и второго порядка для некоторой
вершины 𝑣 ∈ 𝑉 будем называть соседями 𝑣 и обозначать через 𝑁𝑣 = 𝑁 1

𝑣 ∪𝑁 2
𝑣 .

Теперь может быть сформулирована задача о двухшаговой раскраске графа в об-
щем виде.

Задача 1. Пусть заданы связный неориентированный граф 𝐺(𝑉,𝐸) и натуральное
число 𝐾 – количество цветов. Требуется получить раскраску 𝐺 в 𝐾 цветов таким
образом, чтобы для каждой вершины 𝑣 ∈ 𝑉 ни один из ее соседей первого или
второго порядка не был окрашен в тот же цвет.

Иными словами, требуется определить функцию 𝑓 : 𝑉 → {1, . . . , 𝐾} так, что
для любой вершины 𝑣 ∈ 𝑉 и для любой вершины 𝑣′ ∈ 𝑁𝑣 выполнено

𝑓(𝑣) ̸= 𝑓(𝑣′).

В такой постановке задача требует существование алгоритма, который для лю-
бой пары (𝐺,𝐾) либо находит раскраску 𝐺 в 𝐾 цветов, либо определяет, что рас-
краски не существует. Мы заведомо предполагаем, что для данной задачи не су-
ществует алгоритма с полиномиальной трудоемкостью. Для доказательства этого
факта рассмотрим соответствующую задачу распознавания.
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Задача 2.
УСЛОВИЕ. Задан произвольный связный неориентированный граф 𝐺(𝑉,𝐸) и по-

ложительное число 𝐾.
ВОПРОС. Можно ли раскрасить граф G в 𝑘 цветов, 𝑘 6 𝐾, таким образом,

чтобы для каждой вершины 𝑣 ∈ 𝑉 ни один из ее соседей первого или второго
порядка не был окрашен в тот же цвет?

Задачу о двухшаговой раскраске графа будем обозначать как РАСКРАСКА-2.

2. Сведение задачи РАСКРАСКА-2 к классической
задаче о раскраске графа

Для начала напомним постановку классической задачи о раскрашиваемости гра-
фа (см., например, [2]). Далее будем обозначать данную задачу как РАСКРАСКА.
Отметим, что задача РАСКРАСКА NP-полна (см. [3]).

Задача 3. Задан произвольный неориентированный граф 𝐺(𝑉,𝐸) и натуральное
число K. Требуется найти раскраску (для задачи распознавания определить, су-
ществует ли раскраска) графа 𝐺 в 𝐾 цветов так, чтобы любые две смежные
вершины имели различные цвета.

Несложно заметить, что ограничения задачи РАСКРАСКА слабее, чем задачи
РАСКРАСКА-2, то есть любая двухшаговая раскраска является и обычной рас-
краской, но не всякая раскраска является двухшаговой. Следовательно, с помощью
наложения дополнительных ограничений на параметры любая индивидуальная за-
дача о двухшаговой раскраске может быть сведена к классической задаче, то есть
любой граф может быть модифицирован таким образом, что задача о двухшаговой
раскраске для него может быть решена с помощью алгоритма обычной раскраски.

Пусть заданы граф 𝐺(𝑉,𝐸) и натуральное число 𝐾 – параметры индивидуаль-
ной задачи РАСКРАСКА-2. Будем строить по графу 𝐺 новый граф 𝐺′(𝑉,𝐸 ∪ 𝐸 ′)
так, чтобы решение задачи РАСКРАСКА с параметрами (𝐺′, 𝐾) было в точности
решением исходной задачи.

Пусть в 𝐺 найдутся три вершины 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 ∈ 𝑉 такие, что {𝑣1, 𝑣2} ∈ 𝐸 и {𝑣1, 𝑣3} ∈
𝐸 (рис. 1). По условиям задачи о двухшаговой раскраске данные вершины долж-
ны иметь различные цвета, однако ограничения классической задачи допускают
для вершин 𝑣2 и 𝑣3 одинаковые цвета. Чтобы это исправить, добавим в 𝐺′ ребро
{𝑣2, 𝑣3} (рис. 2).

Заметим, что никакие другие ограничения на раскраску в графе 𝐺′ после вве-
дения нового ребра не добавляются. Можно гарантировать, что после добавления
новых ребер во все подграфы вышеописанного вида, любые две вершины являются
смежными в графе 𝐺′ тогда и только тогда, когда они являются соседями первого
или второго порядка в графе 𝐺.

Теорема 1. Раскраска графа 𝐺′, полученного путем добавления ребер в 𝐺 по выше-
описанным правилам, в 𝐾 цветов в точности есть двухшаговая раскраска графа
𝐺 в 𝐾 цветов.
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Рис. 1. Некоторый подграф 𝑆
графа 𝐺

Fig. 1. Some subgraph 𝑆 of the graph 𝐺
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Рис. 2. Соответствующий ему
подграф 𝑆 ′ графа 𝐺′

Fig. 2. Corresponding subgraph 𝑆 ′ of
the graph 𝐺′

Справедливость теоремы следует непосредственно из предшествующих рассуж-
дений.

Пример 1. Пусть задан некоторый граф 𝐺 (рис. 3) и 𝐾 = 4.
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Рис. 3. Исходный граф 𝐺
Fig. 3. The initial graph 𝐺
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Рис. 4. Построенный по 𝐺 граф 𝐺′

Fig. 4. Graph 𝐺′ constructed from the
graph 𝐺.

Построим по нему граф 𝐺′. Для этого найдем в 𝐺 все тройки вершин, индуциру-
ющие подграфы, которые могут быть достроены до клики размерности 3 с помощью
одного ребра, и добавим эти ребра в граф. В результате получим новый граф 𝐺′

(рис. 4) с множеством ребер 𝐸 ∪ 𝐸 ′, где 𝐸 ′ = {{1, 3}, {2, 4}, {1, 5}, {3, 5}}.
Определим для вершин графа 𝐺′ цвета по правилам классической задачи о рас-

краске (рис. 5, номера цветов указаны рядом с соответствующими вершинами), а за-
тем наложим полученную раскраску на исходный граф (рис. 6). Несложно убедить-
ся, что в результате получена корректная двухшаговая раскраска графа 𝐺.

3. Свойства задачи

Свойство 1 (необходимое условие двухшаговой раскраски). Пусть заданы граф
𝐺 и натуральное число цветов 𝐾. Если граф содержит хотя бы одну вершину,
степень которой не менее 𝐾, задача о двухшаговой раскраске для него не имеет
решения. Иначе говоря, если максимальная степень вершины в графе равна 𝑀 , то
для раскраски данного графа понадобится не менее 𝑀 + 1 цвета.
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Рис. 5. Раскраска графа 𝐺′

Fig. 5. Colouring of the graph 𝐺′
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Рис. 6. Двухшаговая раскраска
графа 𝐺

Fig. 6. Two-step colouring
of the graph 𝐺

В этом несложно убедиться. Рассмотрим подграф 𝐺, содержащий вершину 𝑣 сте-
пени не менее 𝐾. Для определенности будем считать, что deg(𝑣) = 𝐾 + 𝑛, 𝑛 ≥ 0.
На рис. 7 изображен такой подграф. Для удобства соседи первого порядка верши-
ны 𝑣 пронумерованы.

v

. . . .21 K . . . . K + n

1

Рис. 7. Подграф графа 𝐺, индуцированный вершиной 𝑣 и ее соседями
первого порядка

Fig. 7. A subgraph of the graph 𝐺 induced by the vertex 𝑣 and its first-order neighbors

Определим для вершины 𝑣 цвет, пусть это будет цвет 0. Далее для каждого
из ее соседей, начиная с 1, будем определять цвет. Заметим, что цвет очередной
вершины не должен совпадать ни с одним из ранее использованных цветов, так
как для каждой вершины данного подграфа любая другая является соседом. Тогда
при рассмотрении вершины K окажется, что не осталось неиспользованных цветов,
поэтому вершина не может быть раскрашена без нарушения условий задачи. Это
справедливо для всех нераскрашенных вершин данного подграфа. Таким образом,
решения задачи для графа 𝐺 и заданного 𝐾 не существует.

Данное условие является необходимым для двухшаговой раскраски графа, но не
достаточным. Зачастую для графов с наибольшей степенью вершины, равной 𝑀 ,
не удается найти двухшаговую раскраску в 𝑀 + 1 цвет. В ряде случаев происходит
это в силу следующего свойства.

Свойство 2. Пусть имеется граф 𝐺. По нему с помощью преобразований, опи-
санных в разделе 2, строится граф 𝐺′. Если максимальная размерность клики,
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содержащейся в 𝐺′, равна 𝐾, то для двухшаговой раскраски графа 𝐺 потребуется
не менее 𝐾 цветов.

Справедливость данного утверждения следует из теоремы 1 и того факта, что
для раскраски клики потребуется число цветов, равное ее размерности (см. [2]).

В отличие от первого свойства, которое может быть проверено для заданно-
го графа за полиномиальное время, проверить данное свойство в общем случае
не удастся, так как задача поиска в графе клики заданной размерности является
NP-полной (см. [3]). На рис. 8 приведены примеры графов, для двухшаговой рас-
краски которых потребуется больше цветов чем max

𝑣∈𝑉
(deg 𝑣) + 1.

1

1

Рис. 8. Графы, для двухшаговой раскраски которых потребуется 5 цветов
Fig. 8. Graphs that require 5 colours for two-step colouring

4. NP-полнота задачи

Для доказательства NP-полноты задачи РАСКРАСКА-2 мы построим полиноми-
альное сведение NP-полной задачи РАСКРАСКА к задаче РАСКРАСКА-2. Обе за-
дачи в данном разделе мы будем рассматривать в постановке задачи распознавания.
Сначала введем следующую операцию на графе.

Определение 4 (см., например, [4]). Операцией подразбиения ребра {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} произ-
вольного графа 𝐺 на 𝑛 вершинах назовем такую операцию, в результате которой
в множество вершин добавляется новая вершина 𝑣𝑛+1, а ребро {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} заменяется
ребрами {𝑣𝑖, 𝑣𝑛+1} и {𝑣𝑛+1, 𝑣𝑗}.

Теорема 2. Задача РАСКРАСКА-2 является NP-полной.

Доказательство. Пусть дан произвольный граф 𝐺(𝑉,𝐸), |𝑉 | = 𝑛, |𝐸| = 𝑚,
для которого требуется получить раскраску не более чем в 𝐾 цветов. Решением
данной задачи будем считать набор пар вида (𝑣, 𝑐), где 𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑐 ∈ {1, . . . , 𝐾} –
номер цвета, определенный для вершины 𝑣 так, что 𝑐1 ̸= 𝑐2 для любых двух пар
(𝑣1, 𝑐1), (𝑣2, 𝑐2) таких, что {𝑣1, 𝑣2} ∈ 𝐸. Построим по графу 𝐺 граф 𝐺′(𝑉 ∪ 𝑉 ′, 𝐸 ′)
следующим образом.

1. Добавим в граф все вершины из 𝑉 .
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2. Пусть ребра в графе 𝐺 пронумерованы, то есть каждому ребру {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ∈ 𝐸
поставлен во взаимно-однозначное соответствие номер 𝑡 ∈ {1, . . . ,𝑚}. Выпол-
ним для каждого ребра операцию подразбиения, добавив в граф 𝐺′ 𝑚 новых
вершин и 2𝑚 новых ребер следующим образом:

𝑉 ′ =
{︀
𝑣′𝑡

⃒⃒
𝑡 ∈ {1, . . . ,𝑚}

}︀
;

𝐸 ′ =
{︀
{𝑣𝑖, 𝑣′𝑡}, {𝑣′𝑡, 𝑣𝑗}

⃒⃒
{𝑣𝑖, 𝑣𝑗}𝑡 ∈ 𝐸

}︀
.

3. Каждую вершину 𝑣′ ∈ 𝑉 ′ соединим с каждой другой вершиной из множества
𝑉 ′, добавив в 𝐸 ′ набор ребер{︀

{𝑣′𝑖, 𝑣′𝑗}
⃒⃒
𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}, 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚}, 𝑖 ̸= 𝑗

}︀
.

Для полученного графа 𝐺′ можно выделить следующие свойства:
– степени вершин из 𝑉 при переходе в 𝐺′ не изменились;
– все вершины из 𝑉 ′ имеют степень 𝑚 + 1 (каждая вершина смежна с 𝑚 − 1

вершиной из 𝑉 ′ и с двумя некоторыми вершинами из 𝑉 );
– вершины из множества 𝑉 ′ индуцируют клику размерности 𝑚;
– для каждой вершины из 𝑉 все вершины из 𝑉 ′ являются соседями первого или

второго порядка, а также соседями второго порядка являются те вершины
из 𝑉 , которые были смежны в графе 𝐺;

– для каждой вершины из 𝑉 ′ соседями первого или второго порядка являются
все остальные вершины в графе.

Следовательно, при двухшаговой раскраске полученного графа должны выполнять-
ся такие условия:

– каждая вершина из 𝑉 ′ должна иметь цвет, отличный от цвета любой другой
вершины в графе;

– цвет каждой вершины из 𝑉 должен отличаться от цвета любой вершины из 𝑉 ′

и вершин-соседей второго порядка из 𝑉 .
Таким образом, получена новая задача о двухшаговой раскраске для графа 𝐺′ с па-
раметром 𝑚 + 𝐾. Заметим, что решение этой задачи существует тогда и только
тогда, когда существует решение исходной задачи о раскраске графа 𝐺 с парамет-
ром 𝐾.

Предположим, что для задачи РАСКРАСКА-2 данного вида найдено решение
и каждой вершине 𝑣 ∈ 𝑉 ∪ 𝑉 ′ поставлен в соответствие номер цвета из множества
𝐶 = {1, . . . ,𝑚 +𝐾}:

𝑅′ = {(𝑣, 𝑐) | 𝑐 ∈ 𝐶, 𝑣 ∈ 𝑉 ∪ 𝑉 ′}.
Тогда решением исходной задачи РАСКРАСКА является множество

𝑅 = {(𝑣, 𝑐) ∈ 𝑅′ | 𝑣 ∈ 𝑉 }.

Так как каждая вершина из 𝑉 ′ имеет уникальный цвет, а |𝑉 ′| = 𝑚, то для раскрас-
ки множества 𝑉 может быть использовано не более 𝐾 цветов, потому полученное
решение не противоречит условиям.

Наоборот, если получено решение задачи РАСКРАСКА и каждой вершине 𝑣 ∈ 𝑉
поставлен в соответствие номер цвета из множества 𝐶 = {1, . . . , 𝐾}:

𝑅 = {(𝑣, 𝑐) | 𝑐 ∈ 𝐶, 𝑣 ∈ 𝑉 ∪ 𝑉 ′},
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то решением задачи РАСКРАСКА-2 будет

𝑅′ = 𝑅 ∪ {(𝑣𝑖, 𝐾 + 𝑖) | 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}, 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 ′}.

Таким образом, построена функция 𝑓 сведения задачи РАСКРАСКА с парамет-
рами (𝐺(𝑉,𝐸), 𝐾) к задаче РАСКРАСКА-2 с параметрами (𝐺′(𝑉 ∪𝑉 ′, 𝐸 ′), |𝐸|+𝐾).

Оценим трудоемкость данной функции.
1. Операция подразбиения ребер требует перебор всех ребер, поэтому трудоем-

кость данного шага равна 𝑂(𝑚). Число ребер 𝑚 не превосходит 𝑛(𝑛− 1)/2,
тогда трудоемкость шага равна 𝑂(𝑛2).

2. Введение новых ребер потребует перебор всех возможных пар из множества
𝑉 ′, то есть C2

𝑚 операций. C2
𝑚 = (𝑚− 1)𝑚/2 , тогда трудоемкость шага равна

𝑂(𝑚2) = 𝑂(𝑛4).
Следовательно, трудоемкость функции 𝑓 есть 𝑂(𝑛4).

Таким образом, задача РАСКРАСКА с произвольными параметрами (𝐺(𝑉,𝐸), 𝐾)
полиномиально сводится к задаче РАСКРАСКА-2 с параметрами (𝐺′(𝑉 ∪𝑉 ′, 𝐸 ′), |𝐸|+
𝐾). Значит, задача РАСКРАСКА-2 с параметрами (𝐺′(𝑉 ∪𝑉 ′, 𝐸 ′), |𝐸|+𝐾) является
NP-полной. Отсюда следует, что задача РАСКРАСКА-2 с произвольными парамет-
рами также является NP-полной.

Теорема 2 доказана.
Пример 2. Рассмотрим пример сведения индивидуальной задачи раскраски гра-

фа к задаче о двухшаговой раскраске. Пусть задан граф 𝐺 (рис. 9) и число 𝐾 = 3.
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Рис. 9. Исходный граф 𝐺
Fig. 9. The initial graph 𝐺
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Рис. 10. Граф 𝐺 после выполнения
операции подразбиения для всех его

ребер
Fig. 10. Graph 𝐺 after subdivision of

all its edges

Будем строить по нему граф 𝐺′. На первом шаге преобразования выполним опе-
рацию подразбиения для всех ребер исходного графа. На рис. 10 изображен резуль-
тат выполнения этого шага. Добавленные вершины выделены цветом.

Далее соединим все новые вершины между собой так, чтобы они образовали
клику размерности 4. Результат представлен на рис. 11. Таким образом, получен
граф 𝐺′.
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Теперь найдем двухшаговую раскраску для графа 𝐺′ (рис. 11) в 7 цветов. За-
метим, что для каждой из вершин 5–8 определяется уникальный цвет, а остальные
вершины раскрашиваются в три цвета по правилам двухшаговой раскраски.

На последнем шаге найдем раскраску исходного графа. Для этого определим
каждой вершине графа 𝐺 цвет, который получила соответствующая вершина в 𝐺′

(рис. 12).
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Рис. 11. Двухшаговая раскраска
графа 𝐺′

Fig. 11. Two-step colouring
of the graph 𝐺′
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Рис. 12. Раскраска графа 𝐺
Fig. 12. Colouring of the graph 𝐺

5. Двухшаговая раскраска прямоугольного графа
решетки

Определение 5 (см. [5]). Графы решетки – графы, которые могут быть нари-
сованы так, что их вершины лежат на узлах целочисленной решетки, а ребра
соединяют все возможные пары вершин, расположенных на единичном расстоя-
нии друг от друга.

Графы решетки бывают произвольными и прямоугольными, с дырами и без.

Определение 6 (см. [6]). Прямоугольный граф 𝑅(𝑛,𝑚) – подграф беско-
нечного графа решетки, индуцированный множеством вершин 𝑉 (𝑛,𝑚) =
{𝑣 | 1 6 𝑣𝑥 6 𝑛, 1 6 𝑣𝑦 6 𝑚}, где 𝑣𝑥 и 𝑣𝑦 соответствуют координатам вершины
на плоскости. Граница такого графа представляет собой прямоугольник. По опре-
делению прямоугольный граф не может иметь дыр.

Для начала отметим важные для двухшаговой раскраски особенности графов
решетки.

1. Степень любой вершины графа не превосходит 4 (см. [5]). Тогда по свойству
1 для раскраски графа решетки в общем случае требуется не менее 5 цветов.
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2. Понятия соседей первого и второго порядка для графов решетки могут быть
переопределены. Пусть граф решетки 𝐺 задается множеством вершин 𝑉 . Со-
седями первого порядка для 𝑣(𝑣𝑥, 𝑣𝑦) ∈ 𝑉 являются такие вершины 𝑣′(𝑣′𝑥, 𝑣

′
𝑦),

что
|𝑣𝑥 − 𝑣′𝑥|+ |𝑣𝑦 − 𝑣′𝑦| = 1.

Соседями второго порядка для 𝑣(𝑣𝑥, 𝑣𝑦) ∈ 𝑉 являются такие вершины
𝑣′(𝑣′𝑥, 𝑣

′
𝑦), что

|𝑣𝑥 − 𝑣′𝑥|+ |𝑣𝑦 − 𝑣′𝑦| = 2.

Пусть 𝑅(𝑛,𝑚) – произвольный прямоугольный граф решетки, и каждой вершине
𝑣 соответствует пара целых чисел (𝑣𝑥, 𝑣𝑦). Количество цветов, в которые может
быть раскрашен граф 𝑅 зависит от его размерности. Рассмотрим все возможные
ситуации.

Наиболее простой является ситуация min{𝑛,𝑚} = 1. Возможны следующие ва-
рианты.

1. max{𝑛,𝑚} = 1. Граф состоит из одной вершины, для раскраски которой до-
статочно одного цвета.

2. max{𝑛,𝑚} = 2. Граф состоит из двух соединенных ребром вершин, которые
могут быть раскрашены в два цвета.

3. max{𝑛,𝑚} > 2. Граф представляет собой цепь. Степень любой из вершин не
превосходит 2, поэтому 𝑅 может быть раскрашен в три цвета. Пусть имеются
цвета с номерами 0, 1 и 2. Тогда определим цвет 𝑐𝑣 для каждой вершины
по формуле

𝑐(𝑣𝑥, 𝑣𝑦) = (𝑣𝑥 + 𝑣𝑦) mod 3.

В данном графе одна из координат фиксирована, а последовательный перебор
значений второй координаты приведет к циклическому присвоению цветов 0,
1, 2 в раскраске.

Второй случай возникает при min{𝑛,𝑚} = 2. Здесь максимальная степень вер-
шины равна 3, поэтому предположим, что граф может быть раскрашен в 4 цвета.
Возможны два варианта.

1. 𝑛 = 2, то есть координата 𝑥 вершины может принимать только значение 1
или 2. На рис. 13 представлен пример двухшаговой раскраски графа решетки
такого вида.
Пусть заданы четыре цвета с номерами от 0 до 3. Тогда цвет 𝑐𝑣 для каждой
вершины может быть определен по формуле

𝑐(𝑣𝑥, 𝑣𝑦) = (2 · 𝑣𝑥 + 𝑣𝑦) mod 4. (1)

Геометрический смысл данной формулы заключается в том, что вершины оди-
накового цвета лежат на прямых

𝑣𝑦 = −2 · 𝑣𝑥 + 𝑐+ 4 · 𝑘, 𝑘 ∈ Z,

где 𝑐 – цвет вершины (рис. 14).
Пусть вершина 𝑣 определяется парой (𝑣𝑥, 𝑣𝑦). Убедимся, что ее цвет не совпа-
дает с цветами соседей первого и второго порядка. Пусть 𝑣′(𝑣′𝑥, 𝑣

′
𝑦) – некоторый

сосед вершины 𝑣.
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Рис. 13. Двухшаговая раскраска графа 𝑅(2, 5)
Fig. 13. Two-step colouring of the graph 𝑅(2, 5)

∙ Если 𝑣′ – сосед первого порядка, расположенный слева или справа от 𝑣,
то (𝑣𝑥 = 𝑣′𝑥 ± 1) и (𝑣𝑦 = 𝑣′𝑦). Цвет 𝑣′:

𝑐(𝑣′𝑥, 𝑣
′
𝑦) = (2 · (𝑣𝑥 ± 1) + 𝑣𝑦) mod 4 = (𝑐(𝑣𝑥, 𝑣𝑦)𝑣 ± 2) mod 4.

∙ Если 𝑣′ – сосед первого порядка, расположенный сверху или снизу от 𝑣,
то (𝑣𝑥 = 𝑣′𝑥) и (𝑣𝑦 ± 1 = 𝑣′𝑦). Цвет 𝑣′:

𝑐(𝑣′𝑥, 𝑣
′
𝑦) = (2 · 𝑣𝑥 + 𝑣𝑦 ± 1) mod 4 = (𝑐𝑣 ± 1) mod 4.

∙ Если 𝑣′ – сосед второго порядка, расположенный по диагонали от 𝑣, то
(𝑣𝑥 ± 1 = 𝑣′𝑥) и (𝑣𝑦 ± 1 = 𝑣′𝑦). Цвет 𝑣′:

𝑐(𝑣′𝑥, 𝑣
′
𝑦) = (2 · (𝑣𝑥 ± 1) + 𝑣𝑦 ± 1) mod 4 = (𝑐𝑣 ± 2± 1) mod 4.

Поскольку 0 < | ± 2± 1| < 4, то (𝑐𝑣 ± 2± 1) mod 4 ̸= 𝑐𝑣.
∙ Если 𝑣′ – сосед второго порядка, расположенный сверху или снизу от 𝑣,

то (𝑣𝑥 = 𝑣′𝑥) и (𝑣𝑦 ± 2 = 𝑣′𝑦). Цвет 𝑣′:

𝑐(𝑣′𝑥, 𝑣
′
𝑦) = (2 · 𝑣𝑥 + 𝑣𝑦 ± 2) mod 4 = (𝑐𝑣 ± 2) mod 4.

Во всех рассмотренных случаях цвета вершин 𝑣 и 𝑣′ различны, значит, для гра-
фов данного вида найдена корректная функция двухшаговой раскраски в 4
цвета.

2. 𝑛 ̸= 2,𝑚 = 2, то есть координата 𝑦 каждой вершины принимает значение 1
или 2. На рис. 15 изображен пример двухшаговой раскраски графа такого
вида.
Пусть заданы четыре цвета с номерами от 0 до 3. Тогда цвет 𝑐𝑣 для каждой
вершины может быть определен по формуле

𝑐(𝑣𝑥, 𝑣𝑦) = (𝑣𝑥 + 2 · 𝑣𝑦) mod 4. (2)



Медведева Н.С., Смирнов А. В.
NP-полнота и один полиномиальный подкласс задачи о двухшаговой раскраске графа 4 61

1, 1

1, 2

1, 3

1, 4

1, 5

2, 1

2, 2

2, 3

2, 4

2, 5

1

Рис. 14. Геометрический смысл формулы (1)
Fig. 14. Geometric sense of formula (1)
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Рис. 15. Двухшаговая раскраска графа 𝑅(5, 2)
Fig. 15. Two-step colouring of the graph 𝑅(5, 2)

Геометрический смысл данной формулы заключается в том, что вершины оди-
накового цвета лежат на прямых

𝑣𝑦 = −1

2
· 𝑣𝑥 +

1

2
· 𝑐+ 2 · 𝑘, 𝑘 ∈ Z,

где 𝑐 – цвет вершины (рис. 16).
Доказательство корректности полученной функции раскраски можно выпол-
нить по аналогии с предыдущим случаем.

Таким образом, мы получили функции раскраски в 4 цвета для графов решетки
с наибольшей степенью вершины равной 3.

В общем случае min{𝑛,𝑚} > 3, значит, хотя бы одна вершина графа имеет
степень 4. Следовательно, такой граф может быть раскрашен не менее чем в 5
цветов. Пусть имеется 5 цветов с номерами от 0 до 4. Тогда граф можно раскрасить
любым из двух способов:

𝑐𝑣 = 𝑐(𝑣𝑥, 𝑣𝑦) = (−2 · 𝑣𝑥 + 𝑣𝑦) mod 5; (3)
𝑐𝑣 = 𝑐(𝑣𝑥, 𝑣𝑦) = (2 · 𝑣𝑥 + 𝑣𝑦) mod 5. (4)
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Рис. 16. Геометрический смысл формулы (2)
Fig. 16. Geometric sense of formula (2)
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Рис. 17. Геометрический смысл
формулы (3)

Fig. 17. Geometric sense of formula (3)
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Рис. 18. Геометрический смысл
формулы (4)

Fig. 18. Geometric sense of formula (4)

Рис. 17 и 18 иллюстрируют геометрический смысл данных формул.
Докажем корректность формулы (3). Пусть вершина 𝑣 определяется парой

(𝑣𝑥, 𝑣𝑦). Убедимся, что ее цвет не совпадает с цветами соседей первого и второго
порядка. Пусть 𝑣′(𝑣′𝑥, 𝑣

′
𝑦) – некоторый сосед вершины 𝑣.

∙ Если 𝑣′ – сосед первого порядка, находящийся слева или справа от 𝑣,
то 𝑣𝑥 = 𝑣′𝑥 ± 1, 𝑣𝑦 = 𝑣′𝑦. Найдем номер цвета для 𝑣′:

𝑐(𝑣′𝑥, 𝑣
′
𝑦) = (−2 · (𝑣𝑥 ± 1) + 𝑣𝑦) mod 5 = (𝑐𝑣 ± 2) mod 5.

∙ Если 𝑣′ – сосед первого порядка, находящийся снизу или сверху от 𝑣,
то 𝑣𝑥 = 𝑣′𝑥, 𝑣𝑦 ± 1 = 𝑣′𝑦. Определим цвет 𝑣′:

𝑐(𝑣′𝑥, 𝑣
′
𝑦) = (−2 · 𝑣𝑥 + 𝑣𝑦 ± 1) mod 5 = (𝑐𝑣 ± 1) mod 5.

∙ Если 𝑣′ – сосед второго порядка, расположенный по диагонали от 𝑣,
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то 𝑣𝑥 ± 1 = 𝑣′𝑥, 𝑣𝑦 ± 1 = 𝑣′𝑦. Цвет 𝑣′:

𝑐(𝑣′𝑥, 𝑣
′
𝑦) = (−2 · (𝑣𝑥 ± 1) + 𝑣𝑦 ± 1) mod 5 = (𝑐𝑣 ± 2± 1) mod 5.

Поскольку 0 < | ± 2± 1| < 4, то (𝑐𝑣 ± 2± 1) mod 5 ̸= 𝑐𝑣.
∙ Если 𝑣′ – сосед второго порядка, расположенный слева или справа от 𝑣,

то 𝑣𝑥 ± 2 = 𝑣′𝑥, 𝑣𝑦 = 𝑣′𝑦. Цвет 𝑣′:

𝑐(𝑣′𝑥, 𝑣
′
𝑦) = (−2 · (𝑣𝑥 ± 2) + 𝑣𝑦) mod 5 = (𝑐𝑣 ± 4) mod 5.

∙ Если 𝑣′ – сосед второго порядка, расположенный сверху или снизу от 𝑣,
то 𝑣𝑥 = 𝑣′𝑥, 𝑣𝑦 ± 2 = 𝑣′𝑦. Цвет 𝑣′:

𝑐(𝑣′𝑥, 𝑣
′
𝑦) = (−2 · 𝑣𝑥 + 𝑣𝑦 ± 2) mod 5 = (𝑐𝑣 ± 2) mod 5.

Во всех рассмотренных случаях цвета вершин 𝑣 и 𝑣′ различны, значит, форму-
ла (3) задает корректную функцию раскраски графа решетки в 5 цветов. Формула
(4) обосновывается аналогично.

Отметим, что полученный набор формул позволяет раскрасить прямоугольный
граф решетки в минимальное число цветов за полиномиальное время (порядка
𝑂(𝑛 ·𝑚) при последовательном присвоении цвета каждой вершине). При этом цвет
каждой вершины определяется независимо от остальных вершин.

Для произвольного графа решетки 𝐺 задача РАСКРАСКА-2 может быть реше-
на следующим образом. Нужно взять минимальный прямоугольный граф решетки
𝑅(𝑛,𝑚) такой, что 𝐺 ⊆ 𝑅(𝑛,𝑚), и раскрасить его в минимально возможное ко-
личество цветов. После этого полученную раскраску наложить на граф 𝐺. Одна-
ко решение будет не всегда оптимальным по количеству использованных цветов.
В частности, можно построить такой граф решетки 𝐺, что максимальная степень
вершины в нем равна 3, 𝑛 ≥ 3 и 𝑚 ≥ 3 в соответствующем графе 𝑅(𝑛,𝑚), а за-
дача РАСКРАСКА-2 имеет решение с параметром 𝐾 = 4, но предложенный метод
с наложением раскраски прямоугольного графа находит решение с пятью цветами.

Выше мы рассмотрели случай, когда граф решетки представляет собой цепь.
Тогда он может быть раскрашен в 3 цвета. Заметим, что, кроме цепей, существует
только один класс графов, которые могут быть раскрашены в 3 цвета методом
двухшаговой раскраски. Эти графы представляют собой простые циклы (степени
всех вершин равны 2), причем количество вершин |𝑉 | в графе кратно трем.

Заключение

В данной статье были исследованы некоторые свойства задачи о двухшаговой рас-
краске графа, рассмотрена связь с классической задачей о раскраске, доказана NP-
полнота исследуемой задачи.

Для прямоугольных графов решетки были найдены функции раскраски, поз-
воляющие за полиномиальное время раскрашивать вершины графа на основе их
координат (безотносительно положения остальных вершин).
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Аннотация. Анализ функциональной эквивалентности перевода, основанный на достижении
ритмической эквивалентности, представляет собой чрезвычайно важную задачу современной линг-
вистики. При этом ритмическая составляющая является неотъемлемой частью функциональной
эквивалентности, которая не может быть достигнута без передачи ритмических характеристик
текста. Для анализа ритмических средств в оригинальном тексте и переводе художественного
произведения авторами был разработан программный инструмент ProseRhythmDetector, позволя-
ющий находить и визуализировать лексические и синтаксические средства в англоязычных и рус-
скоязычных прозаических текстах: анафору, эпифору, симплоку, анадиплозис, эпаналепсис, реду-
пликацию, эпистрофу, многосоюзие и апозиопезу. Целью данной работы является представление
результатов апробации ProseRhythmDetector на двух произведениях английских авторов и их пере-
водах на русский язык: Ш. Бронте «Городок» (Ch. Bronte “Villette”) и А. Мердок «Черный принц»
(I. Murdoch “The Black Prince”). На основе результатов работы инструмента авторы сопоставили
ритмические характеристики в оригинале текста и его переводе и сравнили как аспекты ритма, так
и их контексты. Данный эксперимент позволил выявить особенности передачи стиля автора худо-
жественного произведения переводчиком, обнаружить и объяснить случаи несовпадения ритмиче-
ских средств оригинала и перевода. Применение программного инструмента ProseRhythmDetector
позволило существенно сократить объем работы экспертов-лингвистов за счет автоматизирован-
ного выявления лексических и синтаксических средств с достаточно высокой точностью (от 62 %
до 93 %) для различных ритмических средств.
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Введение

В современной лингвистике существует задача определения и анализа ритма худо-
жественных произведений. Под ритмом обычно понимается регулярное повторение
сходных и соизмеримых единиц естественного языка, выполняющих структуриру-
ющую, текстообразующую и экспрессивно-эмоциональную функции. Ритмические
средства прозы и стихов имеют самостоятельные характеристики и не только явля-
ются феноменом организации и восприятия художественного текста, но и отражают
особенности стиля автора произведения [1].

Работы в области автоматического анализа ритма в основном посвящены иссле-
дованию стихотворных текстов и основаны на определении чередования ударных
и безударных слогов и простых количественных характеристиках, таких как длина
предложений и частота встречаемости слов. Однако средства ритмики включают
в себя большое количество аспектов на фонетическом, лексическом, морфологиче-
ском и синтаксическом уровнях. В связи с этим интересной и трудной задачей стано-
вится создание методов и инструментов определения ритма, позволяющих выразить
его в конкретных параметрах. По таким параметрам можно сравнивать ритм тек-
стов, созданных разными писателями, разных частей текста, ритмы оригинального
текста и перевода [2]. Лингвисты также отмечают важность сохранения авторского
ритма при переводе произведения на другой язык и частое искажение этого ритма
переводчиками прозаических текстов [3].

Особенностью исследований, посвященных ритму в художественном переводе,
являются чрезвычайная комплексность самого объекта исследования— ритма про-
зы, сложность и многоаспектность феномена художественного перевода, а также
ограниченность математического инструментария и отсутствие эффективных авто-
матизированных систем оценки параметров ритма оригинального и переведенного
текстов. Тем не менее, математические методы применяются для оценки средств
ритмизации в исследованиях [4].

Учитывая все выше сказанное, авторы статьи поставили перед собой задачу по-
строить систему автоматизированного определения комплекса ритмических средств
художественных произведений и применить её к сравнительному анализу ориги-
нального текста на английском языке и русскоязычного перевода. Важной особен-
ностью разрабатываемого инструмента является визуализация результатов поиска
средств ритмики конкретного произведения с целью проведения экспертного ана-
лиза отдельных аспектов.
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1. Рассматриваемые ритмические средства
В данной работе ритмические характеристики текста определяются, исходя из упо-
требления средств создания ритма, в основе которых находится повтор в определен-
ной конфигурации, в определенной позиции, с определенным количеством повторя-
ющихся элементов. На основе этого выделяются следующие ритмические средства:

1. Анафора— скрепление речевых отрезков (частей фразы, стихов) с помощью
повтора слова или словосочетания в начальной позиции.

2. Эпифора— скрепление речевых отрезков (частей фразы, стихов) с помощью
повтора слова или словосочетания в конечной позиции.

3. Симплока—фигура синтаксического параллелизма в смежных стихах или фра-
зах, у которых одинаковые начало и конец при разной середине или наоборот,
разные начало и конец при одинаковой середине.

4. Анадиплозис — риторическая фигура, в которой следующее предложение на-
чинается теми же словами, которыми оканчивается предыдущее.

5. Эпаналепсис —фигура речи, состоящая в повторении одного и того же слова
или словосочетания с небольшими вариациями.

6. Редупликация—фигура речи, заключающаяся в удвоении одного и того же
слова или выражения.

7. Эпистрофа— стилистическая фигура, заключающаяся в повторении одного
и того же слова или выражения в длинной фразе или периоде.

8. Многосоюзие — стилистическая фигура, состоящая в намеренном увеличении
количества союзов в предложении, обычно для связи однородных членов.

9. Апозиопеза — умолчание, неоконченность мысли, внезапная остановка в уст-
ной или письменной речи, чаще прерывание предложения и начало нового.

Выбор данных средств для анализа ритма, а именно для их автоматизированно-
го поиска и количественной обработки обусловлен тем, что это наиболее частотные
ритмические средства, употребляемые в прозаических текстах, и именно они выде-
ляются в качестве ритмических средств на лексико-грамматическом уровне боль-
шинством лингвистов, проводящих исследования в области ритмизации текста.

2. Обзор смежных работ
Определение ритмических свойств текста чаще всего основывается на фонетических
средствах ритмики, опирающихся на структурный анализ произведения на уровне
слогов, его метроритмические параметры, определение рифмы. На этом подходе ос-
нованы доступные инструменты SPARSAR1 для английского языка [6], Metricalizer2

1https://sparsar.wordpress.com
2https://www.poetron-zone.de/metricalizer.php

https://sparsar.wordpress.com
https://www.poetron-zone.de/metricalizer.php
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для немецкого [7], Rhymes3 и RitmInMe4 для русского. Все эти инструменты рабо-
тают с поэтическими текстами.

Аналогичный подход часто применяют и к прозаическому тексту. Фонетический
ритм английских, румынских и французских текстов анализируется в цикле ра-
бот [8, 9], на его основе определяется стиль: стихи, художественная литература и
политическая речь. Аналогичная работа проделана для русскоязычных текстов [10].
Бойчук Е. И. и соавторы [11] анализируют ритм французской художественной ли-
тературы с целью определения авторского стиля писателя. Авторы работы [12]
преобразуют текст в набор сигналов, разбивая его на буквы, а затем исследуют
ритм текста, применяя математические методы разложения сигналов на функции
(Empirical Mode Decomposition). Такой подход анализирует текст на уровне слогов,
букв и звуков, реже слов, и удобен тем, что позволяет легко использовать аппа-
рат математической статистики для расчета частоты, периодичности, корреляции
и т. п. Однако для углубленного исследования ритма прозы требуется работа на
более высоком смысловом уровне словосочетаний (синтагм), предложений, абзацев.

Исследователи в области компьютерной лингвистики говорят о необходимости
изучения различных фигур речи естественного языка и обращают внимание на слож-
ность формализации определения таких фигур и построения методов их автомати-
ческого поиска [13]. Авторы этой работы описывают процесс создания онтологии и
базы данных метафор, риторических вопросов, противопоставлений, а также фи-
гур речи, основанных на повторении слов и фраз. Они обращают внимание на то,
что взаимодействие лингвистов и специалистов в области информационных техно-
логий дает возможность получить глубокое понимание человеческого языка с точки
зрения его структуры и функционирования.

К сожалению, на сегодняшний момент существует недостаточно работ, посвя-
щенных автоматизации поиска и применения лексических и синтаксических аспек-
тов ритмики текста. Авторы работы [14] предлагают метод обнаружения анади-
плозиса, анафоры, антиметаболы (повторения во второй фразе слов первой, но в
другом порядке и значении) и эпифоры, основанный на применении регулярных
выражений. Эксперимент проведен на корпусе из более чем 163 тысяч фрагментов
текстов, однако рассчитана только частота встречаемости каждого из рассмотрен-
ных средств ритмики, а точность и полнота результатов не оцениваются.

Российские ученые [15] сравнивают шесть программных систем обнаружения
анафоры. Для автоматизации процесса поиска в системах использовались методы
машинного обучения, морфологические и синтаксические анализаторы, онтологии
и правила. В ходе экспериментов с общим корпусом из 85 текстов лучшие пока-
затели F–меры были достигнуты с использованием лингвистических алгоритмов,
основанных на правилах и онтологиях.

Подробно описано исследование методов поиска хиазмов (крестообразное изме-
нение последовательности элементов в двух параллельных рядах слов), эпифор и
эпанафор (повтор начальных и конечных слов в соседних фразах или предложени-
ях) в работе [16]. Авторы отмечают сложность определения и формализации пара-
метров текста и его частей для качественного поиска фигур речи. Поверхностный
анализ структуры текста даёт слишком много «ложных» результатов, так как на-

3http://rifmovnik.ru
4http://www.ritminme.ru

http://rifmovnik.ru
http://www.ritminme.ru
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ходит фрагменты текста, содержащие повторяющиеся элементы, но не соответству-
ющие смыслу ритмического средства, что особенно характерно для хиазма. Про-
явления ритмических средств могут быть очень редкими, например, одна фигура
на несколько сотен страниц текста. Для отбора кандидатов авторы выбрали линей-
ную модель, используя которую разработали детекторы, настраиваемые вручную.
После того, как была накоплена достаточно большая обучающая выборка, систему
обучали, используя логистическую регрессию. В результате значение F–меры ока-
залось в большинстве случаев более 60%. Авторы позиционируют свой инструмент
как помощник лингвиста, дополняющий традиционный ручной анализ в условиях
огромного количества литературных произведений.

Таким образом, построение и исследование алгоритмов автоматического анали-
за текстов на уровне смысловых конструкций, таких как ритмические средства, яв-
ляется важной и малоисследованной задачей компьютерной лингвистики. Решение
этой задачи включает в себя разработку инструментов для лингвистов. Эти инстру-
менты необходимы для проведения экспериментов с корпусами текстов большого
объёма, поскольку их ручная обработка не представляется возможной. В качестве
результатов исследований в этом случае выступят как параметры оценки произве-
дений, так и материалы для использования в методах машинного обучения.

3. Алгоритмы поиска ритмических средств

Для того, чтобы проанализировать ритм прозаического произведения и сравнить
его с ритмом перевода, был разработан комплекс алгоритмов, автоматически нахо-
дящих в тексте ритмические средства, а именно лексические и синтаксические.

Входными данными для всех алгоритмов является необработанный текст. Текст
𝑇 состоит из 𝑛 предложений ⟨𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑛⟩, каждое предложение является набором
слов ⟨𝑤1, 𝑤2, . . . 𝑤𝑚⟩. В качестве выходных данных каждый алгоритм возвращает
список аспектов 𝐴 заданного ритмического средства: 𝐴anph — анафора, 𝐴eph — эпи-
фора, 𝐴sym — симплока, 𝐴andp — анадиплозис, 𝐴epnl — эпаналепсис, 𝐴redpl —редупли-
кация, 𝐴epstr — эпистрофа, 𝐴poly —многосоюзие, 𝐴aps — апозиопеза.

Каждый аспект 𝑎 = ⟨𝑊,𝑆⟩, 𝑎 ∈ 𝐴, состоит из слова или словосочетания 𝑊 , по-
вторяющегося в нескольких предложениях 𝑆 = ⟨𝑠|𝑠 ∈ 𝑇, 𝑊 ∈ 𝑠⟩, |𝑆| > 1. Список
предложений 𝑆 является контекстом для аспекта 𝑎. По контекстам эксперт-лингвист
может сравнить оригинал текста и его перевод, чтобы проанализировать, как имен-
но переводчик отражает ритмические средства автора текста. Также по контексту
можно определить, верно ли выделен аспект.

Приведем пример появления ритмического средства в тексте и связанных с ним
обозначений: He does. He is fond of you. You are his favourite.

Здесь имеется анадиплозис. Его появление считается аспектом 𝑎 ∈ 𝐴andp. 𝑎 =
⟨𝑊,𝑆⟩, где повторяющиеся слова 𝑊 = ⟨you⟩, контекст 𝑆 = ⟨«He is fond of you»,
«You are his favourite»⟩.

Рассмотрим подробнее алгоритмы поиска ритмических средств.
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3.1. Алгоритмы поиска анафоры, эпифоры и симплоки

На первом шаге составляется список кандидатов в анафоры: 𝐾 = ⟨𝑘1, . . . , 𝑘𝑙⟩, где
каждое 𝑘 ∈ 𝐾 имеет вид ⟨𝑤, 𝑆 ′⟩ и состоит из слова 𝑤 и списка соседних предложений
𝑆 ′ = ⟨𝑠|𝑠 ∈ 𝑇, |𝑠| > 1, 𝑠 = ⟨𝑤,𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑚⟩⟩.

Для каждого 𝑘 составляем аспект 𝑎 = ⟨𝑊,𝑆⟩. Аспект составляется циклически:
изначально 𝑊 = ⟨𝑤⟩, затем на каждом 𝑗-м шаге к 𝑊 добавляется очередное сло-
во 𝑤𝑗, такое, что 𝑤𝑗 ∈ 𝑠 верно для нескольких предложений 𝑠 ∈ 𝑆 ′. Если таких
𝑤𝑗 оказывается несколько для разных предложений, берется 𝑤𝑗, соответствующее
большему числу предложений. После добавления 𝑤𝑗 в 𝑊 фильтруется 𝑆 ′, а именно,
остаются 𝑠, удовлетворяющие условию:

𝑠 = ⟨𝑤,𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑗, 𝑤𝑗+1, . . . , 𝑤𝑚⟩,

т. е. предложения, начинающиеся с набора слов 𝑊 , но не состоящие из него полно-
стью. Как только не удается найти подходящее 𝑤𝑗, цикл заканчивается, 𝑎𝑖 = ⟨𝑊,𝑆⟩,
где 𝑊 — список повторяющихся слов, а 𝑆 = 𝑆 ′ после работы алгоритма.

Поиск эпифоры организуется аналогично, отличие заключается только в том,
что формирование 𝑊 ведется не с начала предложения, а с конца.

Cписок симплок 𝐴sym, составляется из списков анафоры и эпифоры: 𝐴anph и
𝐴eph соответственно. Между собой сравниваются все пары аспектов ⟨𝑏, 𝑐⟩ таких,
что 𝑏 ∈ 𝐴anph, 𝑐 ∈ 𝐴eph. Если 𝑏 = 𝑐, это значит, что в одном и том же контексте
предложения имеют одинаковые начала и одинаковые окончания, значит, найдена
симплока. Тогда 𝑏 удаляется из 𝐴anph, 𝑐—из 𝐴eph, 𝑏 добавляется в 𝐴sym.

Алгоритм заканчивает работу, как только перебраны все пары ⟨𝑏, 𝑐⟩.

3.2. Алгоритм поиска анадиплозиса

Представим текст как набор слов 𝑤 и знаков препинания 𝑝: 𝑇 = ⟨𝑤1, 𝑝1, 𝑤2 . . . , 𝑝𝑞⟩.
Алгоритм ищет анадиплозис циклически, на каждом шаге выявляя аспекты с боль-
шим |𝑊 |.

На первом шаге алгоритм поиска анадиплозиса перебирает текст и ищет в нем
списки вида: 𝑙 = ⟨𝑤, 𝑝, 𝑤⟩, то есть два одинаковых слова, разделенных одним знаком
препинания. Из 𝑙 составляется аспект 𝑎 = ⟨𝑊,𝑆⟩, где 𝑊 = ⟨𝑤⟩, а 𝑆 = ⟨𝑠⟩ и 𝑙 ∈ 𝑠
или 𝑆 = ⟨𝑠1, 𝑠2⟩, 𝑠1 = ⟨𝑤11, . . . , 𝑤⟩, 𝑠2 = ⟨𝑤,𝑤21, . . . , 𝑤2𝑚⟩, если 𝑝 обозначает конец
предложения.

Следующий шаг практически полностью аналогичен предыдущему, за исклю-
чением того, что 𝑙 = ⟨𝑤1, 𝑤2, 𝑝, 𝑤1, 𝑤2⟩, то есть ищутся уже пары одинаковых слов,
разделенных одним знаком препинания. И тогда 𝑊 = ⟨𝑤1, 𝑤2⟩.

В общем случае на 𝑖-м шаге алгоритм ищет список вида:

𝑙 = ⟨𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑖, 𝑝, 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑖⟩,

а𝑊 = ⟨𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑖⟩. Работа алгоритма прекращается после шага с номером 𝑖max =
max
𝑠∈𝑇

|𝑠|.
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3.3. Алгоритмы поиска эпаналепсиса, редупликации
и эпистрофы

В алгоритмах поиска редупликации и эпистрофы перебираются все слова 𝑤 ∈ 𝑇 .
Ищутся все наборы последовательных слов 𝑊 = ⟨𝑤1, . . . , 𝑤𝑘⟩, 𝑘 > 0, которые фор-
мируют список 𝑙 = ⟨𝑤1, . . . , 𝑤𝑘, . . . , 𝑤1, . . . , 𝑤𝑘⟩, 𝑙 ∈ 𝑇 , то есть 𝑊 встречается в 𝑇
несколько раз, при этом 𝑊 не может полностью состоять из предлогов или союзов.

Если найден список вида 𝑙 = ⟨𝑤1, . . . , 𝑤𝑘, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑘⟩, то есть 𝑊 дублируется,
и при этом 𝑊 ∈ 𝑠 (𝑊 дублируется в рамках одного предложения), а для любого
𝑎′ ∈ 𝐴andp, 𝑊 /∈ 𝑎′ (найден не анадиплозис), то обнаружена редупликация. Тогда
формируется аспект 𝑎 = ⟨𝑊,𝑆⟩, где 𝑆 = ⟨𝑠⟩, и 𝑎 помещается в 𝐴redpl.

Если найден список вида 𝑙 = ⟨𝑤1, . . . , 𝑤𝑘, 𝑤, . . . , 𝑤1, . . . , 𝑤𝑘⟩, при этом 𝑙 = ⟨𝑠⟩ или
𝑙 = ⟨𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1⟩, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1, то есть 𝑊 повторяется в начале и конце предложения
или пары предложений, и, возможно, в их серединах, то обнаружена эпистрофа.
Тогда формируется аспект 𝑎 = ⟨𝑊,𝑆⟩, где 𝑆 = 𝑙, и 𝑎 помещается в 𝐴epstr.

Если найден список вида 𝑙 = ⟨𝑤1, . . . , 𝑤𝑘, 𝑤, . . . , 𝑤1, . . . , 𝑤𝑘⟩, то есть между по-
вторяющимися 𝑊 имеется хотя бы одно слово 𝑤, и при этом 𝑊 ∈ 𝑠 или 𝑊 ∈ 𝑠𝑖,
𝑊 ∈ 𝑠𝑖+1, 𝑖 = 1 . . . 𝑛 − 1, и также для любого 𝑎′ ∈ 𝐴anph, 𝐴eph, 𝐴sym, 𝐴andp, 𝐴epstr,
𝑊 /∈ 𝑎′, то обнаружен эпаналепсис. Тогда формируется аспект 𝑎 = ⟨𝑊,𝑆⟩, где
𝑆 = ⟨𝑠⟩ или 𝑆 = ⟨𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1⟩, и 𝑎 помещается в 𝐴𝑒𝑝𝑛𝑙.

3.4. Алгоритмы поиска синтаксических средств:
многосоюзия и апозиопезы

Для поиска многосоюзия алгоритму необходимы списки союзов: список обыкно-
венных союзов 𝐶1 = ⟨but, till, as, if, after, until, because, and, or, nor, so, before,
since, that, till, until, unless, whether, while, where, when, why, what, how, whenever,
although, though, once, than, whereas, thus⟩ и список парных союзов 𝐶2 = ⟨⟨both,
and⟩, ⟨either, or⟩, ⟨not only, but⟩, ⟨not only, but also⟩, ⟨rather, or⟩, ⟨just as, so⟩, ⟨neither,
nor⟩, ⟨whether, or⟩, ⟨if, then⟩⟩, а также список союзных наречий 𝐶3 = ⟨after all, as a
result, for example, in addition, in fact, in other words, on the other hand⟩. Аналогичные
списки имеются и для русского языка.

Каждый из списков 𝐶𝑖, где 𝑖 = 1, 2, 3, обрабатывается следующим образом.
Для каждого союза или союзного наречия 𝑐 ∈ 𝐶𝑖 и каждого предложения 𝑠 ∈ 𝑇

проверяется условие 𝑙 ∈ 𝑠, где 𝑙 имеет один из видов:

𝑙 = ⟨𝑤1, . . . , 𝑐, . . . , 𝑐, . . . , 𝑤𝑚⟩,
𝑙 = ⟨𝑐, . . . , 𝑐, . . . , 𝑤𝑚⟩,
𝑙 = ⟨𝑤1, . . . , 𝑐, . . . , 𝑐⟩,
𝑙 = ⟨𝑐, . . . , 𝑐⟩,

то есть 𝑐 появляется в 𝑠 более одного раза, возможно, в начале или в конце пред-
ложения. Если условие выполняется, в список аспектов 𝐴𝑝𝑜𝑙𝑦 добавляется аспект
𝑎 = ⟨𝑊,𝑆⟩, где 𝑊 = ⟨𝑐⟩, 𝑆 = ⟨𝑠⟩.

Алгоритм для апозиопезы, возвращает список аспектов 𝐴𝑎𝑝𝑠, где аспект 𝑎 ∈ 𝐴𝑎𝑝𝑠

состоит только из предложения 𝑠 ∈ 𝑇 . Это самый простой из всех алгоритмов поис-
ка ритмических средств, так как он заключается в поиске 𝑠 ∈ 𝑇 , которые содержат
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многоточие, и добавлении 𝑎 = ⟨∅, 𝑠⟩ в список аспектов 𝐴𝑎𝑝𝑠. Эти аспекты не содер-
жат повторяющихся слов.

3.5. Программная реализация алгоритмов

Описанные алгоритмы поиска ритмических средств реализованы в веб-приложении
ProseRhythmDetector. Оно разработано при помощи технологий HTML, CSS, Java-
Script и опубликовано на GitHub5.

Приложение позволяет загрузить текст произведения на русском или англий-
ском языке, ищет в тексте ритмические средства при помощи описанных алгорит-
мов. Затем оно отображает текст и выделяет в нем найденные аспекты и их кон-
текст различными цветами. Кроме того, ProseRhythmDetector подсчитывает часто-
ту встречаемости ритмических средств в тексте и выводит список аспектов заданно-
го средства в отдельной панели. Главный экран приложения с обработанной главой
произведения Ш. Бронте «Городок» представлен на рис. 1.

Рис. 1. Главный экран приложения ProseRhythmDetector

Fig 1. Main page of the ProseRhythmDetector application

В результате работы с данным приложением лингвист-исследователь получает
возможность оценить стиль текста произведения в целом, просматривая и анали-
зируя встречающиеся в нем лексические и синтаксические средства. Также у него
появляется возможность провести эксперименты с изучением особенностей несколь-
ких произведений за гораздо меньшее время, чем потребовалось бы для исследова-
ния их вручную без автоматизации.

5https://github.com/text-processing/html-tool

https://github.com/text-processing/html-tool
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Таблица 1. Количество ритмических средств в оригинале произведения
Ш. Бронте «Городок» и в его переводе

Table 1. The number of rhythmic features in the original text
of Ch. Bronte’s “Villette” and in its translation

Средство оригинал перевод разность совпадения
Анафора 68 211 143 10
Эпифора 10 26 16 2
Симплока 0 2 2 0
Анадиплозис 12 27 15 4
Эпистрофа 0 24 24 0
Редупликация 0 486 486 0
Эпаналепсис 1649 4518 2869 119
Многосоюзие 179 847 668 2
Апозиопеза 3 57 54 0
Всего 1 921 6198 4277 137

4. Эксперименты
Целью проводимых в данной работе экспериментов была оценка степени передачи
при переводе перечисленных выше ритмических средств. Эксперименты проводи-
лись на материале двух произведений: Ш. Бронте «Городок» (Ch. Bronte “Villette”)
и в его переводе на русский язык Н. Михальской, и А. Мердок «Черный принц»
(I. Murdoch “The Black Prince”) и его переводе, выполненном И. Бернштейн и А. По-
ливановой.

В ходе экспериментов точность поиска инструментом ритмических средств со-
ставила от 62% до 93%. В таблицах 1 и 2 приведены количественные результаты
поиска средств ритмики и их совпадений для этих произведений и их переводов.
Ниже более детально рассмотрены выявленные ритмические средства и выполнено
их сравнение в оригинальном тексте и его переводе.

4.1. Анафора

В тексте романа Ш. Бронте «Городок» и в его переводе из 68 оригинальных кон-
текстов наблюдается 10 случаев полного совпадения анафорических повторов без
изменения позиции в тексте, а также без изменения количества повторяющихся
элементов. 8 из 10 случаев — употребление местоименной анафоры (местоимения
в функции подлежащего I, she, it), которая наиболее точно передана в тексте пере-
вода. Однако есть случаи замены одного местоимения другим и введения дополни-
тельной конструкции в препозиции к его употреблению:

She had a pale face, hair like night, broad
strong eyebrows, decided features, and a
dark, mutinous, sinister eye: I noted that

Я внимательно вгляделась в нее: блед-
ное лицо, иссиня-черные волосы, широ-
кие выразительные брови, резкие чер-
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Таблица 2. Количество ритмических средств в оригинале произведения
А. Мердок «Черный принц» и в его переводе

Table 2. The number of rhythmic features in the original text
of I. Murdoch’s “The Black Prince” and in its translation

Средство оригинал перевод разность совпадения
Анафора 585 346 239 102
Эпифора 149 53 96 35
Симплока 9 3 6 3
Анадиплозис 37 37 0 2
Эпистрофа 78 0 78 0
Редупликация 23 8 15 2
Эпаналепсис 3340 2901 439 1001
Многосоюзие 219 366 147 98
Апозиопеза 0 0 0 0
Всего 4440 3966 474 1250

she sat close by a little door, which door,
I was well aware, opened into a small
closet where books were kept. She was
standing up for the purpose of conducting
her clamour with freer energies.

ты лица и темные, мятежные, мрач-
ные глаза. Я заметила, что она си-
дит около небольшой двери, которая,
как я знала, ведет в маленький чулан,
где хранились книги. Ученица встала,
дабы получить большую свободу дей-
ствий.

В тексте произведения А. Мердок «Черный принц» и в его переводе из 585
контекстов оригинальной анафоры 102 контекста воспроизведены с большей или
меньшей количественной и позиционной точностью. В 45 контекстах количество и
позиция повторяющихся элементов соответствуют полностью, например:

I have never tried to please at the
expense of truth. I have known, for long
periods, the torture of a life without self-
expression.

Я никогда не стремился к приятно-
сти за счет правды. Я знал долгие му-
чительные полосы жизни без самовы-
ражения.

В 22 контекстах позиция анафор сохранена, количество повторяющихся элемен-
тов меньше на 1–4 элемента из 4–6, например:

I waited. I tried to develop a new routine:
monotony, out of which value springs. I
waited, I listened.

Я ждал. Я снова постарался вы-
работать упорядоченный образ жиз-
ни, создать монотонность, из кото-
рой рождаются всплески. Я выжидал,
вслушивался.

В 31 контексте незначительно изменена позиция анафоры (перенос на одно пред-
ложение вперед или назад) и в 18 из них изменено количество повторяющихся эле-
ментов, преимущественно в сторону их уменьшения, например:
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And I was suddenly deeply frightened by
the possibility of having my sister on my
hands. I simply did not love her enough
to be of any use to her, and it seemed
wiser to make this plain at once. I waited
for about ten minutes, trying to calm and
clear my mind, and then went back to
the bedroom door. I did not really expect
that Priscilla would have got dressed and
be ready to leave. I did not know what
to do. I felt fear and disgust at the idea
of mental breakdown, the semi-deliberate
refusal to go on organizing one’s life
which is regarded with such tolerance in
these days. I peered into the room.

Я боялся, как бы сестра не оказа-
лась вдруг у меня на руках. Я просто-
напросто не настолько любил ее, что-
бы она могла на меня рассчитывать,
и, видимо, лучше всего было сказать
ей об этом прямо. Переждав минут
десять, пока успокоятся мои нервы и
прояснится голова, я встал и подо-
шел к двери в спальню. В сущности,
я и не надеялся, что застану Прис-
циллу одетой и готовой к уходу. Что
мне делать, я не знал. Мне противна
и страшна была сама мысль о «нерв-
ном расстройстве», этом наполовину
сознательном уходе от упорядоченной
жизни, к которому в наши дни при-
нято относиться с такой терпимо-
стью. Я заглянул в комнату.

В двух случаях в переводе число повторяющихся элементов больше, чем в ори-
гинале (три против двух в оригинале).

Четыре контекста содержат меньшее количество элементов, повторяющихся не
подряд, из чего следует, что повтор перестает восприниматься как анафорический,
а переходит в эпаналепсис, например:

I went out of the room and closed the door
quietly behind me. I heard a soft bound
and then the key turning in the lock. I
went down the stairs feeling very shaken
and, yes, she had been right, disgusted.

Я спустился по лестнице с чувством
растерянности и — да, она была пра-
ва — отвращения. За это время стем-
нело, солнце больше не сияло на улице,
и все в доме стало коричневым и хо-
лодным. Я вошел в гостиную, где сиде-
ли и беседовали Арнольд с Фрэнсисом.

В 483 контекстах оригинала анафорический повтор при переводе либо утрачен,
либо заменен другим средством ритмизации, преимущественно эпаналепсисом, на-
пример:

Arnold Baffin wrote too much, too fast.
Arnold Baffin was really just a talented
journalist.

Арнольд Баффин писал слишком
много, слишком быстро. По суще-
ству, Арнольд Баффин был всего
лишь талантливым журналистом.

4.2. Эпифора

В тексте романа Ш. Бронте «Городок» и в его переводе из 10 выявленных случаев
употребления эпифоры в оригинале отмечено 3 совпадения контекстов. Полного
совпадения с точки зрения позиции в предложении и аналогичного употребления
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ритмического средства в переводе не наблюдается, что связано в первую очередь со
спецификой грамматической структуры языков:

“No, Missy,” said the nurse: “you are to
share this young lady’s room,” designating
me. Missy did not leave her seat, but I
saw her eyes seek me.

И она указала на меня. Мисси не
встала с места, но отыскала меня
глазами.

В приведенном примере эпифорический повтор местоимения me (меня) в рус-
ском языке теряет финальную позицию в связи со сменой подлежащего в прида-
точном предложении (ее глаза искали меня / Мисси отыскала меня глазами ).

Замена инфинитива формой глагола в повелительном наклонении также не спо-
собствует сохранению эпифорического повтора в переводе:

Go to sleep. I cannot go to sleep. Спи! — Я не могу спать.

Более точный перевод данного фрагмента мог бы способствовать сохранению
ритмического средства: Иди спать! — Я не могу пойти спать.

Переход из одной части речи в другую, в приведенном ниже примере из суще-
ствительного love в формы: влюблен, любят, любовь, способствует переходу эпифо-
ры в оригинальном тексте в полиптотон и деривацию в переводе:

He perhaps was not in love; but how
many people ever do love, or at least
marry for love, in this world.

Он, по-видимому, не был влюблен в
нее, но разве так уж много людей
в этом мире любят по-настоящему
или женятся по любви?

В этом случае не сохраняется ритмическое средство, оно переходит в иной статус.
В тексте произведения А. Мердок «Черный принц» и в его переводе на 149 слу-

чаев оригинальной эпифоры найдено 35 совпадений. В 24 контекстах оригинальная
эпифора при переводе заменена другими видами повтора. Самой частотной явля-
ется замена эпифоры на эпаналепсис (13 случаев):

You’d better get your own doctor
tomorrow. Oh, I think I shall be better
tomorrow.

Вам надо будет завтра самому вы-
звать доктора. — О, завтра, я думаю,
мне будет лучше.

Далее следует замена на смысловой повтор (замена на синоним), иногда в соче-
тании с изменением порядка слов (5 случаев):

Roger has become a devil. Some sort of
devil.

В Роджера просто дьявол вселился.
Какой–то демон.

Обнаружено по 2 случая замены эпифоры на анадиплозис и градационный по-
втор. В переводе присутствуют контексты с эпифорой, которой нет в зеркальных
оригинальных предложениях, что может рассматриваться как попытка частично
компенсировать утрату эпифоры по сравнению с оригиналом.

4.3. Анадиплозис

Четыре случая анадиплозиса в тексте романаШ. Бронте «Городок» точно воспроиз-
ведены в переводе. Повтор на стыке предложений или частей предложения довольно
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сложно разграничить с редупликацией, которая рассматривается как повтор одно-
го и того же слова в начале предложения, в связи с этим при переводе часто одно
заменяется другим:

Her features worked, — “I am sorry;
I am sorry!”

Прости, прости.

При этом часто разработанный инструмент смешивает данные ритмические
средства, что нарушает статистику. В этом случае задача разграничения данных
средств лежит на исследователе.

При передаче анадиплозиса повтор может быть передан с изменением позиции
его компонентов, а также некоторым изменением состава повторяющейся конструк-
ции:

I grant I was not looking well, but, on
the contrary, thin, haggard, and hollow-
eyed; like a sitter-up at night, like
an overwrought servant, or a placeless
person in debt. In debt, however, I was
not; <. . .>

К этому времени нервы у меня рас-
шатались, но немного, совсем немно-
го. Полагаю, и выглядела я неважно:
худая, изможденная, с ввалившимися
глазами, похожая на сиделку, проводя-
щую ночи у постели больного, на пере-
утомленную служанку или запутав-
шегося в долгах безработного. Од-
нако я не запуталась в долгах и
не оказалась в крайней бедности без-
работного <. . .>.

Также при переводе может осуществляться замена анадиплозиса анафорой:

He is fond of you. You are his favourite. Ты ему нравишься. Ты его любимица.

Количество повторяющихся элементов при этом не изменяется, их позиция в
тексте также остается неизменной, но изменяется позиция элементов средства (в
начале частей предложения).

Анадиплозис может быть утерян при переводе:

“I? I couldn’t do it!” (sinking into a
chair).

«Я? Ни за что в жизни» (падает в
кресло).

Из 37 случаев анадиплозиса в оригинале произведения А. Мердок «Черный
принц» два точно воспроизведены в переводе, например:

Art is imagination. Imagination
changes, fuses.

Искусство – это воображение! Во-
ображение пресуществляет, плавит
в своем горниле.

Так же как и в первом произведении анадиплозис может заменяться другим
средством, например, эпаналепсисом:

I mean to indicate the curiously
controlled rhythmic screaming which
goes with a certain kind of hysterics.

Этим термином я обозначил странно
ритмичные, рассчитанные вопли, со-
провождающие некоторые истериче-
ские состояния. Истерика пугает
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Hysterics is terrifying because of its
willed and yet not willed quality.

тем, что она произвольна и непроиз-
вольна в одно и то же время.

4.4. Эпаналепсис

Эпаналепсис — наиболее частотное ритмическое средство для текста романа
Ш. Бронте «Городок». Количество повторяющихся элементов в переводе сохране-
но, однако их позиция несколько изменена, что в некоторой степени сказывается на
характере ритма:

Bretton and I sat alone in the drawing-
room waiting her coming; John Graham
Bretton being absent on a visit to one of
his schoolfellows who lived in the country.

В гостиной остались лишь миссис
Бреттон и я, так как Джон Грэм
Бреттон гостил в деревне у своего
однокашника.

Диапазон между повторяющимися элементами в переводе меньше, чем в ориги-
нале текста в два раза (12 и 6 слов), что усиливает ритм русского текста.

В следующем примере также несколько изменяется позиция повторяющихся эле-
ментов, однако оригинальный вариант сопровождается возрастанием количества
слогов в синтагмах: 4–5–6, что способствует восприятию ритма на фонетическом
уровне:

Tie my sash straight; make my hair
smooth, please. Your sash is straight
enough.

Пожалуйста, поправьте мне пояс
и пригладьте волосы. — Но пояс у вас
в порядке.

Сравнительно-сопоставительный анализ оригинальных и переведенных контек-
стов романа А. Мердок «Черный принц» позволил сделать заключение о том, что
эпаналепсис полностью воспроизводится при переводе примерно в 25% случаев (834
контекста):

I learnt later with abhorrence that he
had set up in business as a self-styled
psychoanalyst. Later still I heard he had
taken to drink.

Позже я с отвращением узнал, что
он завел себе практику в качестве
самозваного «психоаналитика». Еще
позже я слышал, что он пьет.

Иногда в переводе утрачивается один-два элемента, если количество повторяю-
щихся элементов сравнительно велико (более 4).

Еще в 5% случаев (167 контекстов) эпаналепсис заменяется другим средством
ритмизации, что, тем не менее, способствует сохранению ритмического рисунка ав-
торского текста. В проанализированных примерах были выявлены случаи замены
эпаналепсиса на смысловой повтор в сочетании с синтаксическим параллелизмом и
позиционной компенсацией эпаналепсиса, например:

He was stout (the raincoat failed to
button) and not tall, with copious greyish
longish frizzy hair and a round face and a
slightly hooked nose and big very red lips
and eyes set very close together.

Он был толст (макинтош явно не
застегивался), невысок ростом, воло-
сы густые и курчавые, давно не стри-
женные, с проседью, лицо круглое, со
слегка крючковатым носом, толсты-
ми, очень красными губами и уди-
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вительно близко посаженными гла-
зами.

Замена на анадиплозис с позиционной компенсацией эпаналепсиса:

Real bears, I believe, have eyes rather
wide apart, but caricatured bears usually
have close eyes, possibly to indicate bad
temper or cunning.

Он походил, как я потом подумал,
на карикатурного медведя. Не на
настоящего — у настоящих мед-
ведей глаза, по-моему, расставлены
широко, а вот на карикатурах их ри-
суют с близко посаженными глаза-
ми — вероятно, для того, чтобы вы-
разить их свирепость и коварство.

4.5. Многосоюзие

Совпадение контекстов в романе Ш. Бронте «Городок» составляет 24 из 179, однако
точная передача ритмического средства — только в 2 случаях, при этом основным
союзом, который обеспечивает употребление данного ритмического средства, явля-
ется союз and (и):

My visits to her resembled the sojourn of
Christian and Hopeful beside a certain
pleasant stream, with “green trees on
each bank, and meadows beautified with
lilies all the year round.” The charm of
variety there was not, nor the excitement
of incident; but I liked peace so well,
and sought stimulus so little, that
when the latter came I almost felt it
a disturbance, and wished rather it had
still held aloof. One day a letter was
received of which the contents evidently
caused Mrs. Bretton surprise and some
concern.

Жизнь моя не отличалась плени-
тельным разнообразием и волнующи-
ми приключениями, но мне нравился
этот покой, и, избегая всяческих пе-
ремен, я даже любое письмо воспри-
нимала как нарушение привычного хо-
да вещей и предпочитала, чтобы оно
вовсе не приходило. Однажды миссис
Бреттон получила письмо, содержа-
ние которого явно удивило и несколько
обеспокоило ее.

Многосоюзие вполне успешно воспроизводится при переводе произведения
А. Мердок «Черный принц». Точная передача данного ритмического средства со-
ставила порядка 45% (98 контекстов). Следует отметить, что практически во всех
переведенных контекстах появлялись дополнительные средства многосоюзия: 219
примеров в оригинале и 366 в переводе, например:

Both taxman and dentist only too readily
image forth the deeper horrors of human
life: that we must pay, perhaps ruinously,
for our pleasures, that our resources
are lent, not given, and that our most
irreplaceable faculties decay even as they
grow.

И зубной врач, и налоговый ин-
спектор, естественно, символизиру-
ют для нас подспудные ужасы жизни;
они говорят о том, что мы должны
платить, даже если цена разоритель-
ная, за все наши удовольствия, что
блага даются нам в долг, а не дару-



4 53
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 26, №3 (2019)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 26, No 3 (2019)

ются, что наши самые невосполни-
мые богатства гниют уже в процессе
роста.

Инструмент выделяет одинаковые союзы, расположенные в рамках одного абза-
ца, что несколько расширяет границы самого ритмического средства, которое опре-
деляется не только как повтор союзов при однородных членах предложения, но
также выделяет различные группы однородных членов.

4.6. Симплока, эпистрофа и редупликация

Случаев употребления симплоки, эпистрофы и редупликации в романе Ш. Бронте
«Городок» обнаружено не было.

Один из девяти случаев симплоки, найденных в оригинальном тексте произве-
дения А. Мердок «Черный принц», имеет зеркальное совпадение в тексте перевода:

I turned back and drove the other way,
through the village, past the church. I
even stopped and went into the church.

Я повернул назад и поехал через дерев-
ню мимо церкви. Я даже остановил-
ся и зашел в церковь.

Другие средства ритмизации не были утрачены, но подверглись стилистическим
преобразованиям. Таким образом, из восьми оставшихся случаев пять раз симплока
заменена на эпаналепсис:

She kept drawing it out without telling me
and buying clothes. She went mad over
buying clothes.

А она втихомолку тянула фунт за
фунтом и покупала себе тряпки. Она
на этих тряпках просто помеша-
лась.

Два раза симплока заменена на эпифору и сочетание эпифоры и эпаналепсиса:

What did you say? What could I say? А вы что ответили? Что я могла
ответить?

Один раз сохранен синтаксический параллелизм:

I write whether I feel like it or not. I
complete things whether I think they’re
perfect or not.

Я пишу независимо от того, легко мне
или трудно. И завершаю любую рабо-
ту, удалась она мне или не удалась.

Три случая симплоки, зафиксированные в тексте перевода, употреблены пере-
водчиком самостоятельно, возможно, в порядке компенсации утраченных средств
ритмизации.

В оригинальном тексте выявлено 23 случая редупликации, из них два совпали
при переводе. Случаев применения эпистрофы в переведенном тексте инструмент
не зафиксировал.

5. Обсуждение результатов

Следует отметить, что детальный анализ большого количества ритмических аспек-
тов (почти две тысячи аспектов в одном произведении и более четырёх тысяч в дру-
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гом) стал возможен только с использованием автоматизации поиска и визуализации
результатов. Разработанный программный инструмент позволил лингвистам сосре-
доточиться на аналитической части исследования, более детально сравнить каждый
аспект ритмики с переводом и сделать выводы о причинах его утраты или замены.

Количественный анализ передачи ритмических средств в переводе романа
Ш. Бронте «Городок» показал, что наибольшую степень близости к оригиналу имеет
передача такого средства, как анадиплозис (33,3%), далее следуют эпифора (20%),
анафора (14,7%), эпаналепсис (7,2%) и многосоюзие (1,1%). В целом процент совпа-
дений при употреблении ритмических средств довольно низкий— 7,1% . В переводе
произведения А. Мердок «Черный принц» степень передачи ритмических средств
отличается: многосоюзие (44,7%), симплока (33,3%), эпаналепсис (30%), эпифора
(23,5%), анафора (17,4%), редупликация (8,7%), анадиплозис (5,4%). Общий про-
цент совпадений существенно выше: 28,2%.

Из всех рассмотренных средств анафора наиболее точно передана при переводе
с точки зрения позиции в тексте и количества повторяющихся элементов. Большое
количество наблюдаемых в тексте аспектов этого ритмического средства позволило
обобщить и сформулировать следующие причины утраты анафоры.

1. Невозможность ее воспроизведения в силу объективного расхождения грамма-
тических возможностей английского и русского языков. Для проанализирован-
ных примеров это часто разница в употреблении залоговых форм, например,
для русского языка исключена возможность употребления страдательного за-
лога с непереходными глаголами, глаголами с предложным управлением, в то
время как для английского языка это норма:

I was upset and annoyed when my
father once approached the subject,
and although I could see that he
had been made utterly miserable, I
resolutely refused to discuss it.

Когда мой отец попытался од-
нажды заговорить со мной о
Присцилле, мне это было крайне
неприятно, и я, хотя и видел,
как он расстроен, решительно
отказался обсуждать эту тему.

В этом примере один из элементов анафорического повтора I теряется.

2. Опасность нарушения узуса (общепринятого носителями данного языка упо-
требление языковых единиц) переводящего языка. Например, перевод слово-
сочетания He needed как ему был нужен, а не он нуждался.

3. Наличие формульных (клишированных) фраз:

I am 58. I still dream about it at
least once a week.

Мне 58. Он и по сию пору снится
мне примерно раз в неделю.

4. «Агрессивность» (назойливость) повтора в 5–6 элементах может приводить к
нарушению стилистики речи. Кроме того, повтор местоимений-подлежащих
(ими английский текст изобилует, особенно I ) является избыточным для рус-
ского языка, где значение грамматических категорий дублируется через спря-
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жение глаголов, изменение корневых гласных, согласных, свойственное для
местоимений определенных лиц и чисел и др.

I waited, I listened. Я выжидал, вслушивался.

Утрата контекстов с эпифорическим повтором ожидаема с точки зрения разни-
цы в позиции ремы (то новое, что сообщается о теме в данном высказывании) в
английском и русском языках. Например, безударные личные местоимения в конце
предложения или фразы на английском языке, которые могут составлять эпифору,
не несут смысловой нагрузки, в то время как финальное слово в предложении или
фразе русского языка автоматически получает фразовое ударение и воспринимает-
ся как рема. Для сохранения правильного тема-рематического членения предложе-
ния необходимо прибегать к перестановке элементов предложения или фразы, что
неизбежно ведет к утрате эпифоры. В значительном числе контекстов она компен-
сируется другими средствами ритмизации.

В большинстве случаев анадиплозис утрачен без какой-либо ритмической ком-
пенсации в составе предложений. Однако общее количество анадиплозисов в переве-
денном тексте (в тексте романаШ. Бронте 12 оригинальных, 4 соответствуют ориги-
налу, 23 употреблены переводчиком самостоятельно; в тексте романа А. Мердок 37
оригинальных, 4 полностью или частично соответствуют оригиналу, 33 употребле-
ны переводчиком самостоятельно) позволяет говорить о равновесном употреблении
данного ритмического средства в оригинале и переводе, пусть и в порядке позици-
онной компенсации.

Эпаналепсис — наиболее часто встречающееся ритмическое средство для обоих
исследуемых произведений. В большинстве случаев эпаналепсис при переводе утра-
чивается с последующей его компенсацией в предложениях, оригиналы которых
эпаналепсиса в своем составе не имеют. Чаще всего в составе этих предложений
имеются другие ритмические фигуры, в отдельных случаях предложения не содер-
жат повтора вообще. Среди наиболее частотных причин утраты эпаналепсиса сле-
дует назвать невозможность с точки зрения узуса стопроцентного воспроизводства
личного местоимения I в роли подлежащего, а также притяжательных местоиме-
ний, в особенности в препозиции к существительным, обозначающим части тела,
предметы одежды, термины родства и др.

Многосоюзие наиболее полно передано в переводе произведения А. Мердок «Чер-
ный принц». Во многих контекстах это средство компенсируется смысловым повто-
ром (через употребление синонимичного союза) или утрачивается, например:

The shop sold daily papers and
magazines, writing paper and so on, and
horrible gifts.

Они продавали газеты и журналы,
бумагу всевозможных сортов, а так-
же безобразные «подарки».

Остальные ритмические средства достаточно редко встречаются в оригинальном
тексте или не встречаются вообще, что не даёт возможность сделать существенные
выводы об особенностях перевода этих аспектов. Интересно, что хотя редуплика-
ция полностью отсутствует в оригинале романаШ. Бронте «Городок», она выявлена
в переводе в довольно большом количестве. Возможно это зависит от индивидуаль-
ного стиля переводчика.
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В целом основной причиной низкой степени передачи ритмических средств в пе-
реводе с английского на русский язык являются особенности лексико-грамматиче-
ской структуры языков оригинала и перевода, относящихся к разным языковым
группам. Кроме того, можно указать другие факторы утраты или замены аспектов
ритмики текста, например, стратегии, избранные переводчиком, а также качество
перевода и степень адекватности передачи ритмических характеристик. Детальный
анализ этих факторов требует дальнейших исследований.

Следует отметить высокую трудоёмкость таких исследований и экспериментов.
Особенно тяжело для человека сочетать трудоемкий поиск большого количества
разнообразных ритмических средств, встречающихся в тексте с совершенно разной
частотой, со сравнительным анализом оригинала и перевода. Разработанный авто-
рами программный инструмент ProseRhythmDetector продемонстрировал высокую
эффективность, позволяя осуществить трудоемкий процесс поиска таких ритмиче-
ских средств, как анафора, эпифора, симплока, анадиплозис, эпистрофа, редупли-
кация, эпаналепсис, апозиопеза, многосоюзие. Большое значение при этом имеет
визуализация результатов поиска, позволяющая эксперту легко ориентироваться в
тексте произведения. Применение инструмента дало возможность провести экспери-
мент с большими художественными произведениями, который практически невоз-
можно выполнить вручную, и оценить степень ритмичности текста с точки зрения
лексико-грамматического уровня реализации ритма.

Заключение

В данной работе авторы выполнили алгоритмизацию таких сложных лингвисти-
ческих понятий, как средства ритмики прозаического текста. Разработанный в ре-
зультате программный инструмент позволил автоматизировать значительную часть
обработки текста на естественном языке, связанную с поиском и подсчётом цело-
го комплекса ритмических аспектов художественных произведений. Использование
инструмента лингвистами позволило провести сравнительный анализ оригиналов
и переводов двух объемных романов и сделать выводы об особенностях передачи
ритмики прозаического текста при переводе с английского на русский язык.

Степень совпадения или несовпадения передачи ритмических средств оригинала
художественного произведения в его переводе является одним из маркеров адекват-
ности выполненного перевода, но по большей части позволяет судить о специфике
языковой структуры в целом, в особенности о характере передачи тех или иных
ритмических средств, об их формах, вариациях, заменах. Это позволяет оценить
специфику ритма как комплексного явления и обобщить возможные варианты спо-
собов перевода определенных ритмических средств.
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Abstract. Analysis of the functional equivalence of an original text and its translation based
on the achievement of rhythm equivalence is an extremely important task of modern linguistics. More-
over, the rhythm component is an integral part of functional equivalence that cannot be achieved
without communication of rhythm figures of the text. To analyze rhythm figures in an original literary
text and its translation, the authors developed the ProseRhythmDetector software tool that allows to
find and visualize lexical and syntactic figures in English- and Russian-language prose texts: anaphora,
epiphora, symploce, anadiplosis, epanalepsis, reduplication, epistrophe, polysyndeton, and aposiopesis.
The goal of this work is to present the results of ProseRhythmDetector testing on two works by En-
glish authors and their translations into Russian: Ch. Bronte “Villette” and I. Murdoch “The Black
Prince”. Basing on the results of the tool, the authors compared rhythm figures in an original text
and its translation both in aspects of the rhythm and their contexts. This experiment made it possible
to identify how the features of the author’s style are communicated by the translator, to detect and
explain cases of mismatch of rhythm figures in the original and translated texts. The application of the
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Keywords: text rhythm, rhythm analysis, natural language processing, rhythm figures, automation

On the authors:
Lagutina Nadezhda Stanislavovna, orcid.org/0000-0002-6137-8643, PhD, associate professor,
P.G. Demidov Yaroslavl State University,
Sovetskaya str., 14, Yaroslavl, 150003, Russia, e-mail: lagutinans@rambler.ru

Lagutina Ksenia Vladimirovna, orcid.org/0000-0002-1742-3240, postgraduate student,
P.G. Demidov Yaroslavl State University,
Sovetskaya str., 14, Yaroslavl, 150003, Russia, e-mail: lagutinakv@mail.ru

Boychuk Elena Igorevna, orcid.org/0000-0001-6600-2971, PhD, associate professor,
Yaroslavl State Pedagogical University named after K.D.Ushinsky,
Respublikanskaya street, 108/1, Yaroslavl, 150000, Russia, e-mail: elena-boychouk@rambler.ru

Vorontsova Inna Alekseevna, orcid.org/0000-0001-5897-9299, Dr.Sc., associate professor,
Yaroslavl State Pedagogical University named after K.D.Ushinsky,
Respublikanskaya street, 108/1, Yaroslavl, 150000, Russia, e-mail: arinna1@yandex.ru

Paramonov Ilya Vyacheslavovich, orcid.org/0000-0003-3984-8423, PhD, associate professor,
P.G. Demidov Yaroslavl State University,
Sovetskaya str., 14, Yaroslavl, 150000, Russia, e-mail: Ilya.Paramonov@fruct.org

Acknowledgments:
The reported study was funded by RFBR according to the research project №19-07-00243.



Моделирование и анализ информационных систем. Т. 26, №3 (2019), с. 4 14 –4 94
Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 26, No 3 (2019), pp. 4 14 –4 94

Discrete mathematics in relation to computer science

c©Невский М.В., 2019

DOI: 10.18255/1818-1015-2019-3-4 14 -4 94

УДК 514.17+517.51+519.6

Геометрические оценки при интерполяции
на n-мерном шаре

Невский М.В.

Поступила в редакцию 25 января 2019
После доработки 9 июня 2019
Принята к публикации 17 июня 2019

Аннотация. Пусть n ∈ N, Bn — евклидов единичный шар в Rn, задаваемый неравен-

ством ‖x‖ ≤ 1, ‖x‖ :=

(
n∑

i=1

x2i

) 1
2

. Под C(Bn) мы понимаем пространство непрерывных функ-

ций f : Bn → R с нормой ‖f‖C(Bn) := max
x∈Bn

|f(x)|, под Π1 (Rn) — совокупность многочленов

от n переменных степени ≤ 1, т. е. линейных функций на Rn. Пусть x(1), . . . , x(n+1) — вершины
n-мерного невырожденного симплекса S ⊂ Bn. Интерполяционный проектор P : C(Bn)→ Π1(Rn),
соответствующий симплексу S, определяется равенствами Pf

(
x(j)

)
= f

(
x(j)

)
. Через ‖P‖Bn

обо-
значим норму P как оператора из C(Bn) в C(Bn). Определим θn(Bn) как минимальную величину
‖P‖Bn

при условии x(j) ∈ Bn. Описывается подход, при котором норму проектора удаётся оценить
снизу через объём симплекса. Пусть χn(t) := 1

2nn!

[
(t2 − 1)n

](n) — стандартизованный многочлен

Лежандра степени n. В статье доказывается неравенство ‖P‖Bn
≥ χ−1n

(
vol(Bn)
vol(S)

)
. Из этой оцен-

ки выводится эквивалентность θn(Bn) �
√
n. Даются оценки констант из неравенств отмеченного

вида, а также сравнение с аналогичными соотношениями для линейной интерполяции на единич-
ном n-мерном кубе [0, 1]n. Полученные результаты могут иметь приложения в полиномиальной
интерполяции и вычислительной геометрии.

Ключевые слова: симплекс, шар, объём, линейная интерполяция, проектор, норма, оценка
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1. Основные определения и обозначения
Пусть n ∈ N. Элемент x ∈ Rn будем записывать в виде x = (x1, . . . , xn). Обозначим

‖x‖ :=

(
n∑
i=1

x2
i

) 1
2

, Bn := {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1}, Qn := [0, 1]n.

4 14
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Запись L(n) � M(n) означает, что существуют c1, c2 > 0, не зависящие от n, для
которых верно c1M(n) ≤ L(n) ≤ c2M(n). Под Π1 (Rn) будем понимать совокупность
многочленов от n переменных степени ≤ 1, т. е. линейных функций на Rn.

Пусть S — невырожденный симплекс в Rn с вершинами x(j) =
(
x

(j)
1 , . . . , x

(j)
n

)
,

1 ≤ j ≤ n+ 1. Рассмотрим невырожденную матрицу вершин (матрицу узлов)

A :=


x

(1)
1 . . . x

(1)
n 1

x
(2)
1 . . . x

(2)
n 1

...
...

...
...

x
(n+1)
1 . . . x

(n+1)
n 1

 .

Верно равенство vol(S) = | det(A|
n!

. Положим A−1 = (lij). Определим λj как много-
члены из Π1 (Rn), коэффициенты которых составляют столбцы A−1, т. е. λj(x) :=
l1jx1 + . . . + lnjxn + ln+1,j. Мы называем λj базисными многочленами Лагранжа,
соответствующими симплексу S. Числа λj(x) являются баpицентpическими ко-
ординатами точки x ∈ Rn относительно S.

Для выпуклого тела Ω ⊂ Rn через C(Ω) обозначим пространство непрерывных
функций f : Ω→ R с равномерной нормой

‖f‖C(Ω) := max
x∈Ω
|f(x)|.

Будем говорить, что интерполяционный проектор P : C(Ω) → Π1(Rn) соответству-
ет симплексу S ⊂ Ω, если узлы интерполяции совпадают с вершинами x(j) этого
симплекса. Проектор P определяется равенствами Pf

(
x(j)
)

= f
(
x(j)
)
. Справедлив

аналог интерполяционной формулы Лагранжа

Pf(x) =

n+1∑
j=1

f
(
x(j)
)
λj(x). (1)

Обозначим через ‖P‖Ω норму P как оператора из C(Ω) в C(Ω). Из (1) следует, что

‖P‖Ω = max
x∈Ω

n+1∑
j=1

|λj(x)|.

Если Ω — выпуклый многогранник в Rn (например, Ω = Qn), то это равенство
эквивалентно

‖P‖Ω = max
x∈ver(Ω)

n+1∑
j=1

|λj(x)|,

где ver(Ω) — совокупность вершин Ω.
Через θn(Ω) обозначим минимальную величину ‖P‖Ω при условии x(j) ∈ Ω.

В случае Ω = Qn различные соотношения для чисел θn(Ω), в том числе эквива-
лентность θn(Ω) �

√
n, были доказаны автором ранее (эти результаты системати-

зированы в [1]). В дальнейшем ряд оценок удалось улучшить (см. [2, 3] и ссылки
в этих работах).
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В настоящей статье рассматривается случай Ω = Bn. Описывается подход, при
котором норму интерполяционного проектора P : C(Bn)→ Π1(Rn) удаётся оценить
снизу через объём соответствующего симплекса. Существенной чертой этого под-
хода является применение классических многочленов Лежандра. Устанавливается,
что θn(Bn) �

√
n. Иными словами, интерполяционный проектор, соответствующий

правильному симплексу, вписанному в граничную сферу, имеет норму, эквивалент-
ную минимальной.

2. Оценка нормы проектора через объём симплекса
Стандартизованным многочленом Лежандра степени n называется функция

χn(t) :=
1

2nn!

[
(t2 − 1)n

](n)

(фоpмула Родpига). По поводу свойств χn см., например, [5, 6]. Многочлены Ле-
жандра ортогональны на [−1, 1] с весом w(t) = 1. Известно, что χn(1) = 1; если
n ≥ 1, то χn(t) возрастает при t ≥ 1. Обозначим через χ−1

n функцию, обратную к χn
на полуоси [1,+∞).

Появление многочленов Лежандра в круге наших вопросов связано с их следу-
ющим свойством. Для γ ≥ 1 введём в рассмотрение множество

En,γ :=
{
x ∈ Rn :

n∑
j=1

|xj|+
∣∣∣1− n∑

j=1

xj

∣∣∣ ≤ γ
}
.

В 2003 г. автор установил, что

mesn(En,γ) =
χn(γ)

n!
(2)

(доказательство приводится и в [1]). C помощью этого равенства удалось получить
нижние оценки для норм проекторов при линейной интерполяции на единичном
кубе Qn. Справедливы соотношения

θn(Qn) ≥ χ−1
n

(
1

νn

)
= χ−1

n

(
n!

hn

)
. (3)

Здесь νn — максимальный объём симплекса, содержащегося в кубе Qn, hn — ве-
личина максимального определителя порядка n, состоящего из 0 и 1. С привлече-
нием свойств χn из (3) был получен ряд более обозримых неравенств, например,
θn(Qn) > 1

e

√
n− 1. Последняя оценка оказалась точной по порядку n, что привело

к соотношению θn(Qn) �
√
n.

Ниже мы распространим этот подход на линейную интерполяцию функций, за-
данных на единичном шаре Bn. Пусть κn := vol(Bn). Через σn обозначим объём
правильного симплекса, вписанного в Bn.

Теорема 1. Для любого интерполяционного проектора P : C(Bn)→ Π1(Rn), соот-
ветствующего симплекса S ⊂ Bn и матрицы узлов A справедливы соотношения

‖P‖Bn ≥ χ−1
n

(
κn

vol(S)

)
= χ−1

n

(
n!κn
| det(A)|

)
. (4)
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Доказательство. Правильный симплекс, вписанный в шар, имеет максимальный
объём из всех симплексов, содержащихся в этом шаре (см. [8–10]). Поэтому vol(S) =
|det(A)
n!
≤ σn. Для каждого i = 1, . . . , n вычтем из i-й строки матрицы A её (n+ 1)-ю

строку. Обозначим через B подматрицу порядка n, которая будет располагаться
в первых n строках и столбцах полученной матрицы. Тогда

| det(B)| = | det(A)| = n!vol(S) ≤ n!σn.

Иначе говоря,
n!σn
| det(B)|

≥ 1. (5)

Пусть x(j) — вершины, λj — базисные многочлены Лагранжа симплекса S. По-
скольку λ1(x), . . ., λn+1(x) суть барицентрические координаты точки x, имеем

‖P‖Bn = max
x∈Bn

n+1∑
j=1

|λj(x)| = max
{n+1∑
j=1

|βj| :
n+1∑
j=1

βj = 1,

n+1∑
j=1

βjx
(j) ∈ Bn

}
.

Заменим βn+1 на равную величину 1 −
n∑
j=1

βj. Условие
n+1∑
j=1

βjx
(j) ∈ Bn эквивалентно

n∑
j=1

βj(x
(j) − x(n+1)) ∈ B′ := Bn − x(n+1). Таким образом,

‖P‖Bn = max
{ n∑
j=1

∣∣∣βj∣∣∣+
∣∣∣1− n∑

j=1

βj

∣∣∣}. (6)

Максимум в (6) берётся по числам βj, для которых
n∑
j=1

βj(x
(j) − x(n+1)) ∈ B′.

Рассмотрим невыpожденный линейный опеpатоp F : Rn → Rn, сопоставляющий
точке β = (β1, . . . , βn) точку x = (x1, . . . , xn) по пpавилу

x = F (β) :=

n∑
j=1

βj
(
x(j) − x(n+1)

)
.

Cпpаведливо матpичное pавенство F (β) = (β1, . . . , βn)B, где B — введённая выше
(n× n)-матрица с элементами bij = x

(i)
j − x

(n+1)
j . Положим

γ∗ := χ−1
n

(
n!κn
| det(B)|

)
.

Так как κn ≥ σn, то в силу (5) число γ∗ определено корректно. Заметим, что

χn(γ∗) =
n!κn
| det(B)|

. (7)

Пусть теперь 1 ≤ γ < γ∗,

En,γ =
{
β = (β1, . . . , βn) ∈ Rn :

n∑
j=1

|βj|+
∣∣∣1− n∑

j=1

βj

∣∣∣ ≤ γ
}
.
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Покажем, что B′ 6⊂ F (En,γ). Достаточно проверить, что mesn(F (En,γ)) < mesn(B′) =
κn. Это действительно так:

mesn(F (En,γ)) < mesn(F (En,γ∗)) = | detB| ·mesn(En,γ∗) = | detB| · χn(γ∗)

n!
= κn.

Мы применили (2) и (7). Таким образом, для любого ε > 0 существует точка x(ε)

со свойствами

x(ε) =

n∑
j=1

β
(ε)
j

(
x(j) − x(n+1)

)
∈ B′,

n∑
j=1

∣∣∣β(ε)
j

∣∣∣+
∣∣∣1− n∑

j=1

β
(ε)
j

∣∣∣ ≥ γ∗ − ε.

В силу (6) это даёт ‖P‖Bn ≥ γ∗ − ε. Ввиду произвольности ε > 0 получаем

‖P‖ ≥ γ∗ = χ−1
n

(
n!κn
| det(B)|

)
= χ−1

n

(
n!κn
| det(A)|

)
= χ−1

n

(
κn

vol(S)

)
.

Теоpема доказана.

Следствие 1. Для любого n

θn(Bn) ≥ χ−1
n

(
κn
σn

)
. (8)

Доказательство. Пусть P — произвольный интерполяционный проектор. Так как
объём соответствующего симплекса не превышает σn, то в силу (4)

‖P‖Bn ≥ χ−1
n

(
κn

vol(S)

)
≥ χ−1

n

(
κn
σn

)
.

Отсюда следует (8).

Как известно,

κn =
π
n
2

Γ
(
n
2

+ 1
) , σn =

1

n!

√
n+ 1

(
n+ 1

n

)n
2

, (9)

κ2k =
πk

k!
, κ2k+1 =

2k+1πk

(2k + 1)!!
=

2(k!)(4π)k

(2k + 1)!
(10)

(см., например, [7], [1]). Поэтому оценку (8) можно конкретизировать.

Следствие 2. При любом n

θn(Bn) ≥ χ−1
n

(
π
n
2 n!

Γ
(
n
2

+ 1
)√

n+ 1
(
n+1
n

)n
2

)
. (11)

Если n = 2k, то (11) эквивалентно неравенству

θ2k(B2k) ≥ χ−1
2k

(
πk(2k)!

k!
√

2k + 1
(

2k+1
2k

)k
)
. (12)

При n = 2k + 1 выполняется

θ2k+1(B2k+1) ≥ χ−1
2k+1

 2(k!)(4π)k

√
2k + 2

(
2k+2
2k+1

) 2k+1
2

 . (13)
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Доказательство. Достаточно применить (8), (9) и (10).

Следствие 3. Пусть P — минимальный интерполяционный проектор, т. e. та-
кой, для которого ‖P‖Bn = θn(Bn). Тогда

vol(S) ≥ κn
χn
(√

n+ 1
) =

π
n
2

Γ
(
n
2

+ 1
)
χn
(√

n+ 1
) . (14)

Доказательство. Как доказано в [4], справедлива оценка θn(Bn) ≤
√
n+ 1. Поэто-

му для минимального проектора выполняются неравенства

√
n+ 1 ≥ ‖P‖Bn ≥ χ−1

n

(
κn

vol(S)

)
.

Мы применили (4). Остаётся сравнить крайние величины и привлечь (9).

Так как | det(A)| = n!vol(S), то из (14) получается и оценка для определителя
матрицы узлов минимального проектора. Именно, | det(A)| ≥ εn, где εn в n! раз
превосходит правую часть (14). Без указания значения εn это ограничение исполь-
зовалось в [4].

3. Соотношение θn(Bn) �
√
n

Из формулы Стирлинга n! =
√

2πn
(
n
e

)n
e
ζn
12n , 0 < ζn < 1, имеем

√
2πn

(n
e

)n
< n! <

√
2πn

(n
e

)n
e

1
12n . (15)

Нам потребуются также следующие оценки χ−1
n (s) для чётных и для нечётных n,

доказанные в [1, п. 3.4.2]:

χ−1
2k (s) >

(
(k!)2s

(2k)!

) 1
2k

, χ−1
2k+1(s) >

(
(k + 1)!k!s

(2k + 1)!

) 1
2k+1

. (16)

Теорема 2. Существует константа c > 0, не зависящая от n, такая что

θn(Bn) > c
√
n. (17)

Неравенство (17) выполняется, например, при

c =
3
√
π√

12e · 6
√

3
= 0.2135...

Доказательство. Пусть сначала n = 2k — чётное. Применяя (12) и (16), получим

θ2k(B2k) ≥ χ−1
2k

(
πk(2k)!

k!
√

2k + 1
(

2k+1
2k

)k
)
>

(
πk(2k)!(k!)2

k!
√

2k + 1
(

2k+1
2k

)k
(2k)!

) 1
2k

=
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=

(
πkk!

√
2k + 1

(
2k+1

2k

)k
) 1

2k

.

Оценим k! снизу с помощью (15):

θ2k(B2k) >

(
πk
√

2πk
(
k
e

)k
√

2k + 1
(

2k+1
2k

)k
) 1

2k

=

√
π

e

(
2πk

2k + 1

) 1
4k

√
2k

2k + 1
·
√
k.

Так как n = 2k, то при любом чётном n

θn(Bn) >

√
π

2e

(
πn

n+ 1

) 1
2n
√

n

n+ 1
·
√
n >

√
π

3e
·
√
n. (18)

Мы учли неравенства πn
n+1

> 1, n
n+1

> 2
3
. Заметим, что

√
π
3e

= 0.6206...
Пусть теперь n — нечётное, n = 2k + 1. В этом случае оценки (13) и (16) дают

θ2k+1(B2k+1) ≥ χ−1
2k+1

 2(k!)(4π)k

√
2k + 2

(
2k+2
2k+1

) 2k+1
2

 >

>

 2(k!)(4π)k(k + 1)!k!
√

2k + 2
(

2k+2
2k+1

) 2k+1
2 (2k + 1)!

 1
2k+1

= A
1

2k+1 · B
1

2k+1 ;

A :=
(k!)2(k + 1)!

(2k + 1)!
, B :=

√
2(4π)k

√
k + 1

(
2k+2
2k+1

) 2k+1
2

.

Из (15) следует, что

A >
2πk

(
k
e

)2k ·
√

2π(k + 1)
(
k+1
e

)k+1√
2π(2k + 1)

(
2k+1
e

)2k+1
e

1
12(2k+1)

=

= 2πe−k−
1

12(2k+1)k2k+1(k + 1)k+1+ 1
2 (2k + 1)−

1
2
−(2k+1),

поэтому

A
1

2k+1 > (2π)
1

2k+1 e
− k

2k+1
− 1

12(2k+1)2 k(k + 1)
k+1+1

2
2k+1 (2k + 1)−

1
2(2k+1)

−1.

Справедливы соотношения

(2π)
1

2k+1 > 1,
k

2k + 1
+

1

12(2k + 1)2
<

1

2
,

k(2k + 1)−
1

2(2k+1)
−1 =

k

2k + 1
(2k + 1)−

1
2(2k+1) >

1

3
(2k + 1)−

1
2(2k+1) >

1

3 6
√

3
.

Значит,

A
1

2k+1 >
1

3 6
√

3
√
e

(k + 1)
k+1+1

2
2k+1 >

1

3 6
√

3
√
e

√
k + 1.
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Теперь оценим B
1

2k+1 :

B
1

2k+1 =

 √
2(4π)k

√
k + 1

(
2k+2
2k+1

) 2k+1
2

 1
2k+1

= (
√

2)
1

2k+1 (4π)
k

2k+1

√
2k + 1

2k + 2
(k + 1)−

1
2(2k+1) >

>
3
√

4π ·
√

3

4
· 2−

1
6 =

√
3

2
· 3
√
π.

Следовательно,

θ2k+1(B2k+1) > A
1

2k+1 · B
1

2k+1 >

√
3

2
·

3
√
π

3 6
√

3
√
e
·
√
k + 1 =

3
√
π√

6e 6
√

3
·
√
k + 1.

Так как n = 2k + 1, то
√
k + 1 = 1√

2

√
2k + 2 > 1√

2

√
n. Таким образом, при любом

нечётном n справедливо неравенство

θn(Bn) >
3
√
π√

12e · 6
√

3
·
√
n. (19)

Константа 0.2135... из правой части этого неравенства меньше, чем константа из по-
лученного выше неравенства (18) для чётных n. Таким образом, соотношение (19)
верно для каждого натурального n. Теорема доказана.

Следствие 4. Справедливо соотношение θn(Bn) �
√
n.

Доказательство. В [4] установлено, что θn(Bn) ≤
√
n+ 1. Таким образом, нижняя

оценка θn(Bn) > c
√
n является точной по размерности n.

Пусть P : C(Bn)→ Π1(Rn) — интерполяционный проектор, узлы которого нахо-
дятся в вершинах правильного симплекса, вписанного в граничную сферу ‖x‖ = 1.

Следствие 5. С константами, не зависящими от n, имеет место эквивалент-
ность ‖P‖Bn � θn(Bn).

Доказательство. Как показано в [4], верны неравенства
√
n ≤ ‖P‖Bn ≤

√
n+ 1.

Остаётся принять во внимание предыдущее следствие.

Итак, наши результаты означают, что норма интерполяционного проектора P ,
соответствующего вписанному правильному симплексу, эквивалентна минималь-
ной. Равенство ‖P‖Bn = θn(Bn) пока остаётся доказанным для 1 ≤ n ≤ 4.

Автор выражает благодарность А.Ю. Ухалову за полезные компьютерные вы-
числения.
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Abstract. Suppose n ∈ N. Let Bn be a Euclidean unit ball in Rn given by the inequality ‖x‖ ≤ 1,

‖x‖ :=

(
n∑

i=1

x2i

) 1
2

. By C(Bn) we mean a set of continuous functions f : Bn → R with the norm

‖f‖C(Bn) := max
x∈Bn

|f(x)|. The symbol Π1 (Rn) denotes a set of polynomials in n variables of degree

≤ 1, i. e., linear functions upon Rn. Assume that x(1), . . . , x(n+1) are vertices of an n-dimensional
nondegenerate simplex S ⊂ Bn. The interpolation projector P : C(Bn) → Π1(Rn) corresponding to S
is defined by the equalities Pf

(
x(j)

)
= f

(
x(j)

)
. Denote by ‖P‖Bn

the norm of P as an operator from

C(Bn) onto C(Bn). Let us define θn(Bn) as the minimal value of ‖P‖Bn
under the condition x(j) ∈ Bn.

We describe the approach in which the norm of the projector can be estimated from the bottom through

the volume of the simplex. Let χn(t) := 1
2nn!

[
(t2 − 1)n

](n)
be the standardized Legendre polynomial

of degree n. We prove that ‖P‖Bn ≥ χ−1n

(
vol(Bn)
vol(S)

)
. From this, we obtain the equivalence θn(Bn) �

√
n. Also we estimate the constants from such inequalities and give the comparison with the similar

relations for linear interpolation upon the n-dimensional unit cube. These results have applications
in polynomial interpolation and computational geometry.

Keywords: simplex, ball, linear interpolation, projector, norm, estimate
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Аннотация. Анализ формы объекта – проблема, которая связана такими областями, как гео-
метрия, топология, обработка изображений, машинное обучение или вычислительная анатомия.
При анализе формы оценивается деформация между исходной и терминальной формой объекта.
Наиболее используемой моделью анализа формы является модель диффеоморфного метрического
отображения больших деформаций (Large Deformation Diffeomorphic Metric Mapping – LDDMM).
Модель LDDMM может быть дополнена функциональной негеометрической информацией объек-
тов (объем, цвет, момент времени формирования). В работе рассмотрены алгоритмы построения
множеств баркодов для сравнения диффеоморфных изображений, которые являются веществен-
ными значениями, принимаемыми персистентными гомологиями. Отличительной особенностью
использования персистентных гомологий по отношению к методам алгебраической топологии яв-
ляется получение большего количества информации о форме объекта. Важным направлением
применения персистентных гомологий является изучение инвариантов больших объемов данных.
Предлагается метод, основанный на персистентных когомологиях, который объединяет техно-
логии персистентных гомологий с внедренной негеометрической информацией, представленной
в виде функций от симплициальных комплексов. Предлагаемая структура расширенных барко-
дов с использованием когомологий повышает эффективность методов персистентных гомологий.
Предложена модификация метода Вассерштейна для нахождения расстояния между изображени-
ями введением негеометрической информации. Рассмотрена возможность формирования баркодов
изображений инвариантных к преобразованиям вращения, сдвига и подобия.

Ключевые слова: распознавание образов, диффеоморфные преобразования, персистентные
(ко)гомологии, расстояние Вассерштейна
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Введение

Существуют различные методы решения задачи сравнения форм исходного изоб-
ражения и терминального (целевого) изображения [1, 2]. Для анализа деформаций
изображения от исходного к целевому в [3] рассматривается группа диффеоморфиз-
мов, а деформация рассматривается как геодезическая (кратчайший путь) между
исходным и целевым изображениями. Задача сравнения исходного и целевого изоб-
ражений решается на основе метода построения минимизируемого функционала [3],
характеризующего эволюцию диффеоморфного преобразования изображения от на-
чального до терминального, и штрафа за отклонение траектории изображения от
требуемой траектории. Для решения задачи сравнения применяется метод частиц-
ориентиров (наиболее важных точек на изображении) [4]. В работе приводится по-
становка задачи, основанная на построении и решении уравнений Гамильтона для
группы диффеоморфизмов частиц – точечных ориентиров изображения.

В случае анализа формы объекта используются геометрические, спектральные,
топологические характеристики объекта. Геометрические характеристики объек-
та могут изменяться при диффеоморфных деформациях. Характеристики формы,
определяемые топологическими методами, не зависят от координатного представле-
ния рассматриваемой формы и являются инвариантными при диффеоморфных пре-
образованиях. Основные методы топологии заключаются в создании сжатых ком-
бинаторных представлений форм (например, триангуляции) и измерении формы
объекта с помощью гомологических сигнатур.

В работе применяются алгоритмы построения множеств персистентных барко-
дов [5] для сравнения диффеоморфных изображений, которые являются веществен-
ными значениями, принимаемыми персистентными гомологиями. Нахождение пер-
систентных баркодов форм объектов позволяет изучать как непрерывные, так и дис-
кретные структуры, что делает их использование полезным в вычислительной то-
пологии. Отличительной особенностью использования персистентных гомологий по
отношению к методам алгебраической топологии [6] является получение большего
количества информации о форме объекта. Важным направлением применения пер-
систентных гомологий является изучение инвариантов больших объемов данных. В
дополнение к геометрической информации, существует широкий спектр негеомет-
рической информации, которая ассоциируется с симплексами, представляющими
изображение (цвет, момент времени формирования, давление пера и т.д.), которая
не описывается персистентной гомологией. Желательно иметь математическую ос-
нову для систематического внедрения как геометрической, так и негеометрической
информации в единые топологические описания. Для этого предлагается метод, ос-
нованный на персистентных когомологиях, который объединяет технологии перси-
стентных гомологий с внедренной негеометрической информацией, представленной
в виде функций от симплициальных комплексов. Для это баркоды персистентных
гомологий расширяются функциями от симплексов для представления разнородной
информации. Предлагаемая структура расширенных баркодов с использованием ко-
гомологий повышает эффективность методов персистентных гомологий.

Для нахождения расстояния между изображениями при распознавании образов
предлагается метод Леонида Вассерштейна модифицировать и в формулу для рас-
стояния между изображениями, определяемого по баркодам персистентных гомо-



Чуканов С.Н.
Сравнение диффеоморфных изображений на основе формирования персистентных гомологий 4 25

логий, ввести негеометрическую информацию о расстоянии между изображениями,
обусловленную неравенствами функций исходного и терминального изображений
соответствующих симплексов.

Гамильтонова механика точечных ориентиров
изображения

Представление диффеоморфного отображения изображений можно рассмотреть
как эволюцию точечных ориентиров (наиболее важных точек) изображения на ос-
нове гамильтоновой механики. Рассмотрим параметризацию формы изображения
с помощью частиц – точечных ориентиров. Пусть 𝑞𝑖 (𝑡) , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , используется
для обозначения вектора положения 𝑖-й частицы и 𝑝𝑖 (𝑡) , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , – для соот-
ветствующего вектора импульса в момент времени 𝑡. Если формально принять, что
импульсы и скорости частиц связаны соотношением: 𝑝𝑖 = ℒ · 𝑣𝑖, где ℒ – линейный
обратимый оператор (в механике соответствует инертной массе), то обратное соот-
ношение: 𝑣𝑖 = ℒ−1 · 𝑝𝑖 = 𝒦𝑝𝑖. Скалярное произведение векторов 𝑝𝑖 и 𝑣𝑖, соответству-
ющее метрике С.Л. Соболева [7], можно представить в виде: ⟨𝑝𝑖, 𝑣𝑖⟩𝐿2 = ⟨ℒ𝑣𝑖, 𝑣𝑖⟩𝐿2 .
Для оператора ℒ = id − 𝛼∇2 в пространстве Ω = R2 обратным оператором фор-
мально является оператор 𝒦 = ℒ−1, который можно аппроксимировать скалярной
функцией Гаусса [2]:

𝐾 (𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) = 𝛽𝑒−𝛼−2(𝑞𝑖−𝑞𝑗)
𝑇 (𝑞𝑖−𝑞𝑗).

Построим минимизируемый функционал, который соответствует деформации изоб-
ражения, представленного совокупностью точечных ориентиров, в виде:

𝐽0 =
1

2

1∫︁
0

{︃
𝑁∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑝𝑇𝑖 𝐾 (𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) 𝑝𝑗

}︃
𝑑𝑡.

Минимизация 𝐽0 должна осуществляется по значениям векторов 𝑞𝑖, 𝑞𝑗 и 𝑝𝑖, 𝑝𝑗. Но
значения векторов 𝑞𝑖, 𝑞𝑗 определяются начальными значениями 𝑞𝑖 (0) , 𝑞𝑗 (0), поэто-
му минимизация осуществляется по начальным неизвестным значениям векторов
𝑝𝑖 (0) , 𝑝𝑗 (0). Задачу минимизации 𝐽0 можно представить как задачу оптимального

управления, связанную с гамильтонианом: 𝐻0 (𝑞, 𝑝) = 1
2

𝑁∑︀
𝑖,𝑗=1

𝑝𝑇𝑖 𝐾 (𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) 𝑝𝑗.

Если минимизируемый функционал 𝐽0 принять в виде (3), а гамильтониан си-
стемы в форме:

𝐻 (𝑞, 𝑝) = 𝐻0 (𝑞, 𝑝) + 𝜎−2

𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑞𝑖 − 𝜈𝑖 (𝑞))2 = 𝐻0 (𝑞, 𝑝) + 𝜎2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝2𝑖 ,

то уравнения Гамильтона для производных компонент �̇� = (�̇�1, . . . , �̇�𝑁) , 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑁)
примут вид:

�̇�𝑖 = −𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖
= −

𝑁∑︀
𝑗=1

𝑝𝑇𝑖 ∇𝑞𝑖𝐾 (𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) 𝑝𝑗;

𝑞𝑖 =
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
=

𝑁∑︀
𝑗=1

𝐾 (𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) 𝑝𝑗 + 𝜎2𝑝𝑖.

(1)
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В функции Гамильтона 𝐻 (𝑞, 𝑝) вводится штраф 𝜎−2
𝑁∑︀
𝑖=1

(𝑞𝑖 − 𝜈𝑖 (𝑞))2 при наличии

рассогласования (𝑞𝑖 − 𝜈𝑖 (𝑞)).

Построение комплекса Вьеториса-Рипса
На основе оценивания функционала (см. (3)) можно построить алгоритм рас-

познавания изображений [7], но этот алгоритм требует проведения предваритель-
ной нормализации изображения и не является инвариантным по отношению пре-
образованиям координат. Поэтому алгоритмы распознавания, инвариантные по от-
ношению к преобразованиям координат (coordinate-free), являются актуальными
[8–10]; к таким алгоритмам относятся алгоритмы вычислительной топологии [11,12]
(см. Приложение 1).

Для сравнения изображений, представленных множеством точечных ориенти-
ров, в настоящей работе предлагается построение комплекса Вьеториса-Рипса из
точечных облаков этих ориентиров, построенных вокруг этих ориентиров. Рассмот-
рим построение симплициальных комплексов из точечных облаков вложенных в R𝑑.
Пусть задано множество точечных ориентиров 𝑆 = {𝑞1, ..., 𝑞𝑘} , 𝑞𝑖 ∈ R2. Комплекс
Вьеториса-Рипса 𝑅 (𝑟) представляет собой симплициальный комплекс, построенный
на множестве точек 𝑆; комплекс Вьеториса-Рипса имеет симплекс тогда, когда все
пары точек находятся на расстоянии, не превышающем 2𝑟 (см. Приложение 1):

𝑅 (𝑟) = {𝜎 = 𝑆| ‖𝑞𝑖 − 𝑞𝑗‖ ≤ 2𝑟, ∀𝑖, 𝑗}

.
При 𝑟 = 0, числа Бетти множества 𝑘 точек равны 𝛽0 = 𝑘, 𝛽𝑖 = 0, 𝑖 ≥ 1; характе-

ристика Эйлера 𝜒 = 𝛽0. При диффеоморфных преобразованиях множества 𝑘 точек
эти топологические характеристики не изменяются. При изменении 𝑟 ∈ R+ значения
чисел Бетти и характеристик Эйлера сформированного комплекса Вьеториса-Рипса
изменяются при соответствующих диффеоморфных преобразованиях. Существуют
точки появления 𝑟𝑏 (birth) и точки исчезновения 𝑟𝑑 (death) нетривиальных классов
гомологии (см. Приложение 1) и соответствующих чисел Бетти и характеристик
Эйлера. Горизонтальные полуинтервалы в 2D полуплоскости называются баркода-
ми { [𝑏𝑖 . . . 𝑑𝑖)| 𝑑𝑖 ≥ 𝑏𝑖 ≥ 0} (здесь 𝑖 – номер баркода). Баркоды, числа Бетти и ха-
рактеристики Эйлера для точечных облаков можно определить с помощью пакета
JavaPlex [13].

Персистентная гомология сохраняет следы появления 𝑏𝑖 и исчезновения 𝑑𝑖 клас-
сов гомологии вдоль фильтрации симплициального комплекса, обусловленной сор-
тировкой {𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑙}, которая включает в себя информацию о гомологии
каждого фиксированного симплициального комплекса при фильтрации {𝑋 (𝑥𝑖)}.
Группы гомологий 𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥𝑖)) могут быть представлены в виде векторных про-
странств. Карта включения, связывающая группы, индуцирует последовательность
линейных преобразований на векторных пространствах:

𝐻𝑘 (𝑋(𝑥0))→ 𝐻𝑘 (𝑋(𝑥1))→ . . .→ 𝐻𝑘 (𝑋(𝑥𝑙)) .

Если существует функционал 𝒴 (𝒳 ), который принимает значения на цепи 𝒳 ,
что можно записать в виде 𝒴 (𝒳 ) = ⟨𝒴 ,𝒳⟩, то определение кограничного оператора
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𝑑𝑛 : 𝐶𝑛−1 → 𝐶𝑛 принимает форму определения сопряженного линейного оператора:

⟨𝑑𝑛𝒴 ,𝒳⟩ = ⟨𝒴 , 𝜕𝑛𝒳⟩ ,𝒳 ∈ 𝐶𝑛,𝒴 ∈ 𝐶𝑛−1; 𝑑𝑛+1𝑑𝑛 = 0.

Определим группы 𝑛-мерных коциклов 𝑍𝑛 = Ker (𝑑𝑛) и 𝑛-мерных кограниц 𝐵𝑛 =
Im (𝑑𝑛−1). Факторгруппа 𝐻𝑛 = 𝑍𝑛/𝐵𝑛 называется 𝑛-мерной группой когомологий
коцепного комплекса. Для персистентных когомологий можно построить диаграм-
му (см. Приложение 2):

𝐻𝑘 (𝑋(𝑥0),R)← 𝐻𝑘 (𝑋(𝑥1),R)← . . .← 𝐻𝑘 (𝑋(𝑥𝑙),R) .

Из теоремы универсальности коэффициентов [6] для когомологий следует, что
существует изоморфизм между группой гомологий 𝐻𝑘(𝑋) и группой когомологий
𝐻𝑘(𝑋,R). Это свойство означает, что персистентные гомологии и персистентные
когомологии имеют одинаковые баркоды.

Пример 1. В таблице 1 приведен пример построения комплекса Вьеториса-
Рипса для четырех облаков точек с центрами в вершинах 𝑞1 = (0, 1), 𝑞2 = (−1, 0),
𝑞3 = (0,−1), 𝑞4 = (1, 0), при 𝑟 = 1.0, 𝑟 = 1.5 и 𝑟 = 2.5 с указанием чисел Бетти и
характеристик Эйлера.

Для полученного комплекса Вьеториса-Рипса можно получить следующие бар-
коды: в размерности 0: 3[0 . . . 1.414); [0 . . .∞); в размерности 1: [1.414 . . . 2).

Модифицированное расстояние Вассерштейна
С учетом когомологий на симплексах (точках, отрезках, треугольниках . . . ) в ра-

боте предлагается расширить баркоды соответствующими значениями коцепей. Рас-
ширенный баркод может быть представлен тремя элементами: значением появления
баркода 𝑏 (birth), значением исчезновения баркода 𝑑 (death) и значением функции
на заданной цепи симплекса 𝑓 . Для заданных расширенных баркодов одинаковой
размерности 𝐵 = {{𝑏𝑖, 𝑑𝑖, 𝑓𝑖}}𝑖∈𝐼 ; 𝐵′ =

{︀{︀
𝑏′𝑗, 𝑑

′
𝑗, 𝑓

′
𝑗

}︀}︀
𝑗∈𝐽 , где 𝑗 ∈ 𝐽 – номер симплекса,

полученный отображением симплекса с номером 𝑖 ∈ 𝐼: 𝑗 = 𝜑 (𝑖), можно вычислить
расстояние между 𝐵 и 𝐵′, аналогичное расстоянию Вассерштейна. Определяем рас-
стояния между двумя соответствующими баркодами:

∆𝑏 ([𝑏, 𝑑) , [𝑏′, 𝑑′)) = max {|𝑏− 𝑏′| , |𝑑− 𝑑′|} ,

и расстояние между функциями 𝑓𝑗 и 𝑓 ′
𝑗:

∆𝑓 (𝑓, 𝑓 ′) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒(𝑑− 𝑏)−1

𝑑∫︁
𝑏

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥− (𝑑′ − 𝑏′)
−1

𝑑′∫︁
𝑏′′

𝑓 ′ (𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

При 𝑓 (𝑥) = const, 𝑓 ′ (𝑥) = const можно записать:

∆𝑓

(︀
𝑓𝑖, 𝑓

′
𝑗

)︀
=

⃒⃒
𝑓𝑖 − 𝑓 ′

𝑗

⃒⃒
. (2)

Определим расстояние между изображениями, обусловленное неравенствами гра-
ниц баркодов исходного и терминального изображений (расстояние Вассерштейна):
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Таблица 1. Пример построения комплекса Вьеториса-Рипса
Table 1: An example of building a Vietoris-Rips complex

𝑟 = 1, 0 𝑟 = 1, 5 𝑟 = 2, 5

Точечные
облака

Комплекс
Вьеториса-

Рипса

Числа
Бетти 𝛽0 = 4; 𝛽1 = 0 𝛽0 = 1; 𝛽1 = 1 𝛽0 = 1; 𝛽1 = 0

Характе-
ристика
Эйлера

𝜒 = 4 𝜒 = 0 𝜒 = 1

𝑑𝑊,2 (𝐵,𝐵′) =

(︂∑︀
𝑖∈𝐼

(︁
∆𝑏

(︁
[𝑏𝑖, 𝑑𝑖) ,

[︁
𝑏′𝜑(𝑖), 𝑑

′
𝜑(𝑖)

)︁)︁)︁2
)︂ 1

2

. Расстояние между изображения-

ми, обусловленное неравенствами функций исходного и терминального изображе-
ний соответствующих симплексов:

𝑑𝑓 (𝐵,𝐵′) = (
∑︁
𝑖∈𝐼

(∆𝑓 (𝑓𝑖, 𝑓
′
𝜑(𝑖)))

2)
1
2 . (3)

Модифицированное расстояние Вассерштейна можно определить из соотноше-
ния для евклидовой метрики:

𝑑𝑀𝑊 (𝜇𝑏, 𝜇𝑓 , 𝐵,𝐵′) = (𝜇𝑏 · 𝑑𝑊,2(𝐵,𝐵′)2 + 𝜇𝑓 · 𝑑𝑓 (𝐵,𝐵′)2)
1
2 , (4)

где 𝜇𝑏 – весовой параметр для 𝑑𝑊,2(𝐵,𝐵′) и 𝜇𝑓 – весовой параметр для 𝑑𝑓 (𝐵,𝐵′).
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Пример 2. Рассмотрим (в нотации JavaPlex) объект из 5 точек:

points_House = [−1, 0; 1, 0; 1, 2; 0, 3; −1, 2],

аналогичный примеру «House example» из [13], и объект из 5 точек:

points_House1 = [1, 3; −1, 3; −1, 1; 0, 0; 1, 1],

полученный вращением относительно точки [0; 0] на угол 𝜋 с переносом на век-
тор [0; 3].На рисунках 1.a и 1.b представлены изображения объектов House и House1.

a) House b) House1

Рис. 1. Изображения объектов House и House1
Fig. 1. Images of House and House1 objects

На рисунках 2.a и 2.b представлены баркоды персистентных гомологий изобра-
жений объектов House и House1.

a) House b) House1

Рис. 2. Баркоды персистентных гомологий изображений House и House1
Fig. 2. Barcodes of persistent homologies of images of House and House1
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Расстояние между изображениями, обусловленное неравенствами границ барко-
дов исходного и терминального изображений House и House1, равно 𝑑𝑊,2 (𝐵,𝐵′) = 0,
то есть гомологические характеристики объектов House и House1 совпадают.

Поставим в соответствие каждому симплексу нулевой размерности (точке) зна-
чение функции в соответствии с таблицей 2. Значение функции для объекта House
возрастает при обходе против часовой стрелки, для объекта House1 – возрастает
при обходе по часовой стрелке.

Модифицированное расстояние Вассерштейна между объектами House и House1
в этом случае равно расстоянию, обусловленному неравенствами функций исходного
и терминального изображений:

𝑑𝑀𝑊 (𝜇𝑏, 𝜇𝑓 , 𝐵,𝐵′) = 𝑑𝑓 (𝐵,𝐵′) = 4, 47;𝜇𝑏 = 1, 𝜇𝑓 = 1.

Таблица 2. Сопоставление значения функции каждой точке
объектов House и House1

Table 2. Matching the function value to each point of House and House1 objects

№ точки
Координаты
точки 𝒳

объекта House

Значение
функции 𝑓

Координаты
точки 𝜑 (𝒳 )

объекта House1

Значение
функции 𝑓 ′

1 [−1 0]𝑇 𝑓 (1) = 1 [1 3]𝑇 1

2 [1 0]𝑇 𝑓 (2) = 2 [−1 3]𝑇 5

3 [1 2]𝑇 𝑓 (3) = 3 [−1 1]𝑇 4

4 [0 3]𝑇 𝑓 (4) = 4 [0 0]𝑇 3

5 [−1 2]𝑇 𝑓 (5) = 5 [1 1]𝑇 2

Инвариантность по отношению к преобразованию
подобия

Построение баркодов инвариантно по отношению действию евклидовой группы
на точки симплициального комплекса, но по отношению к преобразованиям подобия
инвариантность отсутствует.

Значение функции подобия 𝑆 (𝑝, 𝑞) больше, когда две точки 𝑝, 𝑞 находятся бли-
же друг к другу. Свойства подобия: 1) положительная определенность 𝑆 (𝑝, 𝑞) ≥
0, ∀ (𝑝, 𝑞); 2) 𝑆 (𝑝, 𝑞) = 𝑆 (𝑝, 𝑝) ⇔ 𝑝 = 𝑞, ∀ (𝑝, 𝑞); 3) 𝑆 (𝑝, 𝑞) = 𝑆 (𝑞, 𝑝) , ∀ (𝑝, 𝑞). Рас-
стояние между точками 𝑝 = (𝑝1, ..., 𝑝𝑛) , 𝑞 = (𝑞1, ..., 𝑞𝑛) в евклидовом 𝑛-мерном про-

странстве определяется по формуле Пифагора: 𝑑 (𝑝, 𝑞) =

√︂
𝑛∑︀

𝑖=1

(𝑝𝑖 − 𝑞𝑖)
2. Функция
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расстояния между точками обладает свойствами подобия, но дополнительно инва-
риантна по отношению действию евклидовой группы (сдвиг, вращение, отражение).

Обеспечим инвариантность баркодов по отношению к преобразованиям группы
изотропного подобия 𝑓 : R𝑛 → R𝑛 : 𝑑 (𝑓(𝑝), 𝑓(𝑞)) = 𝑟 ·𝑑 (𝑝, 𝑞) ; 𝑟 ∈ R+. Будем считать,
что отображение можно представить в виде:

𝑓 (𝑝) = 𝑟 · 𝐴 · 𝑝 + 𝑡, (5)

где 𝐴 ∈ 𝑂𝑛 (R) – ортогональная матрица (𝐴𝑇 = 𝐴−1); 𝑡 ∈ R𝑛 – вектор сдвига. Так
как баркоды инвариантны по отношению к действию группы вращений и группы
сдвигов, то модифицируем симплициальные комплексы с целью обеспечения инва-
риантности по отношению к преобразованию подобия в виде: 𝑓 (𝑝) = 𝑟 · 𝑝.

Рассмотрим симплициальный комплекс 𝑚 точек с координатами
𝑥1, . . . , 𝑥𝑚; 𝑥𝑖 ∈ R𝑛; 𝑖 ∈ [1 . . .𝑚], для которого найдем максимальное расстояние
𝑑max = max (𝑑 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗)) ; 𝑖, 𝑗 ∈ [1 . . .𝑚]. Центр этого комплекса определим из соот-

ношения 𝑥𝑐 = 𝑚−1
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖. Модифицируем точки комплекса: 𝑥𝑚
𝑖 = (𝑥𝑖 − 𝑥𝑐) · 𝑑−1

max; 𝑖 ∈

[1 . . .𝑚]. Тогда баркоды модифицированного комплекса будут инварианты не только
по отношению действию евклидовой группы, но и к преобразованию подобия [14].

Для точек points_House = [ -1,0; / 1,0; / 1,2; / 0,3; / -1,2 ] из примера 2 получим
𝑑max =

√
10, 𝑥𝑐 = [0, 1.4] и модифицированные точки:

points_House_modified = [ -0.32,-0.44; 0.32,-0.0.44; 0.32,0.19; 0,0.51; -0.32,0.19 ].

Сформируем другой комплекс, преобразованный из points_House, отображением
с 𝑟 = 2, 𝐴 = 𝐼, 𝑡 = 0: points_House2 = [ -2,0; 2,0; 2,4; 0,6; -2,4 ] c 𝑑max = 2

√
10 ,

𝑥𝑐 = [0, 2.4]. Тогда

points_House2_modified = [ -0.32,-0.44; 0.32,-0.0.44; 0.32,0.19; 0,0.51; -0.32,0.19 ]

и баркоды комплекса points_House2_modified совпадают с баркодами
points_House_modified, то есть инвариантны по отношению к преобразованию по-
добия.

Пример 3. Рассмотрим

∙ эллипс с полуосями 𝑎 = 1, 𝑏 = 0.866, который может быть аппроксимирован
16 точками:

points = [ 1,0; 0.92,0.33; 0.71,0.61; 0.38,0.8; 0,0.87; -0.71,0.61; -0.92,0.33; -1,0;
-0.92,-0.33; -0.71,-0.61; -0.38,-0.80; 0,-0.87; 0.38,-0.80; 0.71,-0.61; 0.92,-0.33; 1,0];

∙ окружность с радиусом 𝑟 = 𝑎 = 𝑏 = 1, которая может быть аппроксимирована
16 точками с координатами:

points = [1,0; 0.92,0.38; 0.71,0.71; 0.38,0.92; 0,1; -0.71,0.71; -0.92,0.38; -1,0; -0.92,-0.38;
-0.71,-0.71; -0.38,-0.92; 0,-1; 0.38,-0.92; 0.71,-0.71; 0.92,-0.38; 1,0];
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Рис. 3. Изображения эллипса с полуосями и их баркоды
Fig. 3. Images of an ellipse with semi-axes and their barcodes

Рис. 4. Изображения эллипса с полуосями и их баркоды
Fig. 4. Images of an ellipse with semi-axes and their barcodes

Рис. 5. Изображения эллипса с полуосями и их баркоды
Fig. 5. Images of an ellipse with semi-axes and their barcodes
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∙ эллипс с полуосями 𝑎 = 1, 𝑏 = 1.155, который может быть аппроксимирован
16 точками с координатами:

points = [1,0; 0.92,0.44; 0.71,0.82; 0.38,1.07; 0,1.16; -0.38,1.07; -0.71,0.82; -0.92,0.44;
-1,0; -0.92,-0.44; -0.71,-0.82; -0.38,-1.07; 0,-1.16; 0.38,-1.07; 0.71,-0.82; 0.92,-0.44; 1,0].

Модифицированные координаты точек для эллипса 𝑎 = 1, 𝑏 = 1.155 при
𝑑max = 1.155 :

points=[0.87,0; 0.8,0.38; 0.61,0.71; 0.33,0.92; 0,1; -0.61,0.71; -0.8,0.38; -0.87,0;
-0.8,-0.38; -0.61,-0.71; - 0.33,-0.92; 0,-1; 0.33,-0.92; 0.61,-0.71; 0.8,-0.38; 0.87,0].

Изображения эллипсов и их баркоды представлены на рисунках 3-5.
Расстояние Вассерштейна между эллипсом с полуосями 𝑎 = 1, 𝑏 = 0.866 и эллип-

сом с полуосями 𝑎 = 1, 𝑏 = 1.155 после модификации координат точек комплекса
𝑑 = 0, 047, то есть пренебрежимо мало.

Эллипс 𝑎 = 1, 𝑏 = 1.155 может быть получен из эллипса 𝑎 = 1, 𝑏 = 0.866 преоб-
разованием подобия с 𝑟 = 1.115 и поворотом на угол 𝜋/2. Таким образом, баркоды
персистентных гомологий модифицированных комплексов инвариантны по отно-
шению к преобразованиям вращения, сдвига и подобия. Расстояния Вассерштейна
между исходным комплексом и терминальным определяется без учета действия пре-
образований вращения, сдвига и подобия.

Пример 4. Рассмотрим пример сравнения подписей Наполеона, сформирован-
ных в 1809 и 1814 годах [7], на основе определения модифицированного расстояния
Вассерштейна между ними при различных динамических темпах написания подпи-
си. Сформируем объекты из 32 точек (в нотации JavaPlex [13]):

∙ points_1809 = [5.5,9.5; 7,0; 8,10; 6.5,8; 4,5.5; 8.2,9.5; 10.5,10; 9,9; 7,7; 7,6.2; 8.2,6.6;
8.5,5; 8.2,5; 8.1,4.7; 8.1,4.6; 8,4.3; 8,4.1; 7.9,3.9; 7.9,3.7; 7.8,3.4; 7.8,3.2; 7.7,3; 7,1.8;
11,7; 14,8; 16,8; 16,6; 11,3; 1,0; 10,0.8; 19,1.6; 27,2 ];

∙ points_1814 = [2,5.3; 4,8; 7.5,10; 5.5,7.2; 3.5,4.3; 7,7.7; 9.5,10; 9,8.7; 8.7,7.5; 8.5,7;
8.6,6.7; 8.7,6.4; 8.7,6.1; 8.8,5.9; 8.9,5.5; 9,5.3; 9,5; 9.1,4.8; 9.2,4.5; 9.3,4.2; 9.4,3.9;
9.4,3.6; 9.5,3.3; 12.5,6.7; 14,7.7; 18,8.7; 18,7.3; 9.5,3.3; 4,0; 14,3.3; 18,4.3; 27,5 ].

На рисунке 6 представлены изображения подписей Наполеона 1809 и 1814 годов.
На рисунках 7.a и 7.b представлены баркоды персистентных гомологий изображе-
ний подписей Наполеона 1809 и 1814 годов.

Расстояние между изображениями, обусловленное неравенствами границ барко-
дов нулевой размерности подписей 1809 и 1814 годов: 𝑑𝑊,2(𝐵,𝐵′) = 8, 17.

Поставим в соответствие каждому симплексу нулевой размерности (точке) зна-
чение функции – момент времени написания этой точки. Если обе подписи формиро-
вались равномерно (с нулевым ускорением) в течение 2 секунд, то расстояние между
изображениями, обусловленное неравенствами функций исходного и терминального
изображений: 𝑑𝑓 (𝐵,𝐵′) = 0. Модифицированное расстояние Вассерштейна между
изображениями подписей 1809 и 1814 годов при 𝜇𝑏 = 1, 𝜇𝑓 = 1 в этом случае равно
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Рис. 6. Изображения подписей Наполеона 1809 и 1814 годов
Fig. 6. Images of Napoleon’s signatures 1809 and 1814

a) House b) House1

Рис. 7. Баркоды персистентных гомологий изображений
подписей Наполеона 1809 и 1814 годов
Fig. 7. Barcodes of persistent homology

of images of Napoleon’s signatures of 1809 and 1814
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расстоянию между изображениями, обусловленному неравенствами границ барко-
дов: 𝑑𝑀𝑊 (𝜇𝑏, 𝜇𝑓 , 𝐵,𝐵′) = 𝑑𝑊,2(𝐵,𝐵′) = 8, 17. Если подпись 1809 года формировалась
равномерно (с нулевым ускорением) в течение 2 секунд (скорость 0,0645 точек/с), а
подпись 1814 года формировалась ускоренно (с ускорением 0,004162 точек/с2) в те-
чение 2 секунд (начальная скорость 0,002 точек/с), то расстояние между изображе-
ниями, обусловленное неравенствами функций исходного и терминального изобра-
жений составляет: 𝑑𝑓 (𝐵,𝐵′) = 2, 03. Модифицированное расстояние Вассерштейна
между изображениями подписей 1809 и 1814 годов при 𝜇𝑏 = 1, 𝜇𝑓 = 1 в этом случае
равно: 𝑑𝑀𝑊 (𝜇𝑏, 𝜇𝑓 , 𝐵,𝐵′) = (𝜇𝑏 · 𝑑𝑊,2 (𝐵,𝐵′) + 𝜇𝑓 · 𝑑𝑓 (𝐵,𝐵′))

1
2 = 8, 42.

Формирование сглаженного коцикла
Гладкость функций от симплексов может быть измерена лапласианом. Рассмот-

рим граф, ассоциированный с 𝑋𝑘, где каждый 𝑘-симплекс представлен узлом и
существует ребро, если два 𝑘-симплекса имеют непустое пересечение. Определим
элементы весовой матрицы 𝑊 = (𝑤𝑖𝑗) как

𝑤𝑖𝑗 =

{︂
𝜈(𝜎𝑖)𝜈(𝜎𝑗), 𝜎𝑖 ∩ 𝜎𝑗 ̸= ∅,

0, else,

где 𝜈(𝜎𝑖) – размер 𝜎𝑖, например, площадь 2-симплекса. Размер 0-симплекса опреде-
ляется как 1. Взвешенный граф лапласиана графа ℒ𝑊 определяется [17] как

ℒ𝑊𝑖,𝑗
=

⎧⎨⎩
1− 𝑤𝑖𝑗

𝑤𝑖
, if 𝑖 = 𝑗, 𝑤𝑖 ̸= 0,

− 𝑤𝑖𝑗√
𝑤𝑖𝑤𝑗

, if 𝜎𝑖 ∩ 𝜎𝑗 ̸= ∅, 𝑖 ̸= 𝑗,

0, else,
(6)

где 𝑤𝑖 =
∑︀
𝑗

𝑤𝑖𝑗. Гладкий коцикл �̄� может быть получен решением задачи:

�̄� = arg min
𝛼∈𝐶𝑘−1(𝑋,R)

‖ℒ𝑊 (�̂� + 𝑑𝛼)‖2 . (7)

Коцикл �̂� ∈ 𝐶𝑘 (𝑋,R) не всегда является точным. На основе построения гладкого
точного коцикла �̄� = �̂� + 𝑑𝛼 ∈ 𝐶𝑘(𝑋,R) симплициального комплекса решением за-
дачи (7) можно построить такой коцикл �̄� ∈ 𝐶𝑘−1(𝑋,R), что действие кограничного
оператора 𝑑𝑘−1 на �̄� приводит к �̄�: 𝑑𝑘−1�̄� = �̄�.

Пример 5. Рассмотрим симплициальный комплекс 𝑋 с пятью вершина-
ми (𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) и пятью ребрами (𝑒0, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) единичной длины. 1-коцепь
𝜔1 = [1, 0, 0, 0, 0]𝑇 ∈ 𝐶1(𝑋,R) является вещественным коциклом; значения функций
на ребрах: �̂�(𝑒0) = 1, �̂�(𝑒1) = �̂�(𝑒2) = �̂�(𝑒3) = �̂�(𝑒4) = 0. Так как 𝜔1 = [1, 0, 0, 0, 0]𝑇 не
является точной (𝜔 ̸= 𝑑0𝛼; ∀𝛼 ∈ 𝐶0(𝑋,R)), то найдем такую 0-коцепь �̄� ∈ 𝐶0(𝑋,R),
которая решает задачу минимизации (7). Весовая матрица

𝑤𝑖𝑗 = 𝜈(𝜎𝑖)𝜈(𝜎𝑗) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 0 0 1
1 1 1 0 0
0 1 1 1 0
0 0 1 1 1
1 0 0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ; 𝑤0 = 𝑤1 = 𝑤2 = 𝑤3 = 𝑤4 = 3,
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при 𝜈(𝜎𝑖) = 1, ∀𝑖 = 0, . . . , 4.
Матрица Лапласа, определенная из соотношения (6),

ℒ𝑊 =
1

3

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2 −1 0 0 −1
−1 2 −1 0 0

0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
−1 0 0 −1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

Решая задачу (7), получим сглаженный коцикл

�̄�1 = �̂�1 + 𝑑�̄�1 = [ 0, 2 0, 2 0, 2 0, 2 0, 2 ]𝑇

с 0-коцепью �̄�1 = [ 1 0, 2 0, 4 0, 6 0, 8 ]𝑇 ; 𝑑�̄�1 = [ −0, 8 0, 2 0, 2 0, 2 0, 2 ]𝑇 ,

который минимизирует ‖ℒ𝑊 (�̂�1 + 𝑑�̄�1)‖22, так как ℒ𝑊 (�̂�1 + 𝑑�̄�1) =
[︀

0 0 0 0 0
]︀𝑇

и ‖ℒ𝑊 (�̂�1 + 𝑑�̄�1)‖22 = 0. Аналогично для 1-коцепи 𝜔2 = [0, 0, 0, 0, 1]𝑇 ∈ 𝐶1(𝑋,R) по-
лучим 0-коцепь �̄�2 = [ 0, 2 0, 4 0, 6 0, 8 ]𝑇 . Расстояние между 𝜔1 и 𝜔2 (см. (3)):
𝑑𝑓1 =

√
2; между �̄�1 и �̄�2: 𝑑𝑓0 =

√
0, 8.

Заключение
В работе рассмотрена задача сравнения начального и терминального изображе-

ний, которая решается на основе построения минимизируемого функционала, ха-
рактеризующего эволюцию диффеоморфного преобразования изображения от на-
чального до терминального, и штрафа за отклонение траектории изображения от
требуемой траектории.

В работе применяются алгоритмы построения множеств полуинтервалов веще-
ственных баркодов персистентных гомологий для сравнения диффеоморфных изоб-
ражений объектов. Использование персистентных гомологий позволяет получить
дополнительную информацию об объекте: объем, цвет, момент времени формиро-
вания.

Для внедрения как геометрической, так и негеометрической информации в еди-
ные топологические описания предлагается метод, основанный на персистентных
когомологиях. Баркоды персистентных гомологий расширяются функциями от сим-
плексов для представления разнородной информации.

Для нахождения расстояния между изображениями при распознавании образов
предлагается модифицировать метод Вассерштейна и в формулу для расстояния
между изображениями, определяемую по баркодам персистентных гомологий, вве-
сти негеометрическую информацию о расстояниях между изображениями.

Важным направлением применения персистентных (ко)гомологий является изу-
чение инвариантов больших объемов данных.

Приложение 1. Топологический анализ данных [5,11]
Топологические пространства могут быть аппроксимированы симплициальны-

ми комплексами. Симплициальным комплексом является конечный набор множеств
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𝐾 = {𝜎𝑖}, где каждое 𝜎𝑖 является подмножеством некоторого конечного множества
вершин 𝐾0. Этот набор удовлетворяет следующему условию: если 𝜎𝑖 ∈ 𝐾 и 𝜏 –
грань 𝜎𝑖 (т.е. если 𝜏 ⊆ 𝜎𝑖), то 𝜏 ∈ 𝐾. Если 𝜎𝑖 имеет 𝑘 + 1 вершин, {𝜈0, 𝜈1, ..., 𝜈𝑘}, где
каждая пара вершин неэквивалентна, 𝜎𝑖 называется 𝑘-симплексом. 𝑘-скелет сим-
плициального комплекса 𝐾 является подкомплексом 𝐾, состоящим из симплексов
размерности 𝑘 и ниже. Геометрический 𝑘-симплекс можно рассматривать как вы-
пуклую оболочку 𝑘 + 1 аффинно независимых точек в R𝑑. Из-за этого точку назы-
вают 0-симплексом, ребро – 1-симплексом, треугольник – 2-симплексом, тетраэдр –
3-симплексом.

Рассмотрим построение симплициальных комплексов из точечных облаков, вло-
женных в R𝑑. Пусть 𝑆 = {𝑣0, 𝑣1, ..., 𝑣𝑘} , 𝑣𝑖 ∈ R𝑑, – заданное множество точек. Ком-
плекс Вьеториса-Рипса 𝑅 (𝑟) представляет собой симплициальный комплекс, по-
строенный на множестве точек; комплекс Вьеториса-Рипса имеет симплекс тогда,
когда все пары точек находятся на расстоянии, не превышающем 2𝑟:

𝑅(𝑟) = 𝜎 = 𝑆| ‖𝜈𝑖 − 𝜈𝑗‖ ≤ 2𝑟, ∀𝑖, 𝑗 (8)

Группы гомологии строятся с использованием линейных преобразований, на-
зываемых граничными операторами. 𝑘-цепь конечного симплициального комплек-
са 𝐾 является конечной формальной суммой ориентированных 𝑘-симплексов в 𝐾,
𝛼 =

∑︀
𝑖

𝑎𝑖𝜎𝑖. Группа всех 𝑘-цепей 𝐶𝑘 (𝐾) является векторным пространством. Гра-

ничный оператор 𝜕𝑘 : 𝐶𝑘 → 𝐶𝑘−1 – линейное преобразование, порожденное отобра-
жением любого 𝑘-симплекса в сумму его 𝑘 − 1 граней, а именно:

𝜕𝑘 ({𝜈0, 𝜈1, . . . , 𝜈𝑘}) =

𝑘∑︁
𝑖=0

{𝜈0, . . . , 𝜈𝑖, . . . , 𝜈𝑘},

где 𝜈𝑖 означает, что 𝜈𝑖 отсутствует. Группа 𝑘-го цикла 𝑍𝑘 (𝐾) является ядром
граничного оператора 𝜕𝑘 с элементами, называемыми 𝑘-циклами:

Ker(𝜕𝑘) = {𝑐 ∈ 𝐶𝑘| 𝜕𝑘 (𝑐) = ∅} .

𝑘-я граничная группа 𝐵𝑘 (𝐾) – образ граничного оператора 𝜕𝑘+1, а его эле-
менты называются 𝑘-границами: Im (𝜕𝑘+1) = {𝑑 ∈ 𝐶𝑘| ∃𝑐 ∈ 𝐶𝑘+1 : 𝑑 = 𝜕𝑘+1 (𝑐)} .
Так как 𝜕𝑘 ∘ 𝜕𝑘+1 = 0, то 𝐵𝑘 (𝐾) является подгруппой в 𝑍𝑘 (𝐾). Таким образом,
можно определить 𝑘-ю группу гомологий 𝐻𝑘 (𝐾) как факторгруппу 𝑍𝑘 (𝐾) /𝐵𝑘 (𝐾).
Два 𝑘-цикла называются гомологичными, если они отличаются границей или если
они находятся в одном классе эквивалентности 𝐻𝑘 (𝐾). 𝑘-е число Бетти комплекса

𝐾: 𝛽𝑘 = rank𝐻𝑘 (𝐾), характеристика Эйлера: 𝜒 =
∞∑︀
𝑖=0

(−1)𝑖 𝛽𝑖.

Рассмотрим конечный симплициальный комплекс 𝐾 и 𝑓 – вещественнознач-
ную функцию на симплексах 𝐾, которая удовлетворяет соотношению 𝑓 (𝜏) ≤ 𝑓 (𝜎)
для всех 𝜏 ≤ 𝜎 симплексов в 𝐾. Для любого 𝑥 ∈ R подпоследовательность 𝐾,
связанная с 𝑥, определяется как 𝐾 (𝑥) = {𝜎 ∈ 𝐾| 𝑓 (𝜎) ≤ 𝑥}. Из предпо-
ложений о функции 𝑓 , 𝐾 (𝑥) всегда является симплициальным комплексом и
𝐾 (𝑥) ⊆ 𝐾 (𝑦) ; ∀𝑥 ≤ 𝑦. Пусть {𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑙} – отсортированный диапазон 𝑓 .
Фильтрация 𝐾 по 𝑓 является упорядоченной последовательностью его подком-
плексов: ∅ ⊂ 𝐾 (𝑥1) ⊂ 𝐾 (𝑥2) ⊂ . . . ⊂ 𝐾 (𝑥𝑙) ⊂ 𝐾. Последовательность включений
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𝐾 индуцирует линейные преобразования на последовательности векторных про-
странств

𝐻𝑘 (𝐾 (𝑥1))→ 𝐻𝑘 (𝐾 (𝑥2))→ . . .→ 𝐻𝑘 (𝐾 (𝑥𝑛)) .

Персистентная гомология отслеживает точку появления 𝑏 (birth) и точку исчез-
новения 𝑑 (death) нетривиальных классов гомологии по мере прохождения фильтра-
ции. Набор векторных пространств {𝑉𝑖} и линейных преобразований 𝑓𝑖: 𝑉𝑖 → 𝑉𝑖+1

называется модулем персистентности. Интервальный модуль 𝐼[𝑏,𝑑) является модулем
персистентности, для которого 𝑓𝑖 = 1, если 𝑖 ∈ [𝑏, 𝑑) ∈ 𝐵 и 0 – в противном слу-
чае, где 𝐵 – множество интервалов (баркодов) [𝑏, 𝑑). Интервальные модули можно
разложить в форме ⊕[𝑏,𝑑)∈𝐵𝐼[𝑏,𝑑). Эти интервалы точно кодируются, когда классы
гомологии появляются и исчезают в модуле персистентности.

Приложение 2. Когомологии [15,16]

По заданному цепному комплексу . . . → 𝐶𝑛+1

𝜕𝑛+1→ 𝐶𝑛
𝜕𝑛→𝐶𝑛−1 → . . . можно опре-

делить группу коцепей 𝐶𝑛 как группу всех гомоморфизмов, действующих из 𝐶𝑛 в Z
(или R). Каждая 𝑛-мерная коцепь является функционалом, заданным на цепи 𝐶𝑛.
Если функционал 𝒴 (𝒳 ) принимает значения коцепи 𝒴 на цепи 𝒳 , что можно запи-
сать в виде 𝒴 (𝒳 ) = ⟨𝒴 ,𝒳⟩, то определение кограничного оператора 𝑑𝑛 : 𝐶𝑛−1 → 𝐶𝑛

принимает форму определения сопряженного линейного оператора:

⟨𝑑𝑛𝒴 ,𝒳⟩ = ⟨𝒴 , 𝜕𝑛𝒳⟩ ,𝒳 ∈ 𝐶𝑛,𝒴 ∈ 𝐶𝑛−1; 𝑑𝑛+1 ∘ 𝑑𝑛 = 0.

Определим группы 𝑛-мерных коциклов: 𝑍𝑛 = Ker (𝑑𝑛) и 𝑛-мерных кограниц:
𝐵𝑛 = Im (𝑑𝑛−1). Факторгруппа 𝐻𝑛 = 𝑍𝑛/𝐵𝑛 называется 𝑛-мерной группой когомо-
логий коцепного комплекса.

Граничный оператор 𝜕𝑘 : 𝐶𝑘 → 𝐶𝑘−1 – линейное преобразование, порожденное
отображением любого 𝑘-симплекса в сумму его 𝑘 − 1 граней: 𝜕𝑘 ({𝜈0, 𝜈1, . . . , 𝜈𝑘}) =
𝑘∑︀

𝑖=0

{𝜈0, . . . , 𝜈𝑖, . . . , 𝜈𝑘}, где 𝜈𝑖 означает, что 𝜈𝑖 отсутствует. Кограничный оператор 𝑑𝑘 :

𝐶𝑘 (𝑋,R)→ 𝐶𝑘+1 (𝑋,R) является аналогом граничных операторов для 𝑘-коцепи 𝛼:

𝑑𝑘(𝛼)([𝜈0, . . . , 𝜈𝑘]) =

𝑘∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝛼([𝜈0, . . . , 𝜈𝑖, . . . , 𝜈𝑘]). (9)

Для персистентных когомологий можно построить диаграмму линейных преоб-
разований последовательности векторных пространств

𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥0) ,)← 𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥1) ,)← . . .← 𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥𝑙) ,) ,

аналогичную диаграмме для персистентных гомологий

𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥0))→ 𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥1))→ . . .→ 𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥𝑛)).

Пусть 𝑋 – конечный симплициальный комплекс и 𝑋0, 𝑋1, 𝑋2 обозначают мно-
жества вершин, ребер и треугольников комплекса 𝑋 соответственно. Предположим,
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что вершины упорядочены. Пусть A – коммутативное кольцо (например, Z или
R). Определим 0-коцепи, 1-коцепи и 2-коцепи (модули над A): 𝐶0 = 𝐶0 (𝑋;A) =
{𝑓 : 𝑋0 → A} , 𝐶1 = 𝐶1(𝑋;A) = {𝛼 : 𝑋1 → A} , 𝐶2 = 𝐶2 (𝑋;A) = {𝐴 : 𝑋2 → A} .
Примеры кограничных отображений:

𝑑0 : 𝐶0 → 𝐶1; 𝑑1 : 𝐶1 → 𝐶2 :(𝑑0𝑓) (𝑎𝑏) = 𝑓 (𝑏)− 𝑓 (𝑎) ;

(𝑑1𝛼) (𝑎𝑏𝑐) = 𝛼 (𝑏𝑐)− 𝛼 (𝑎𝑐) + 𝛼 (𝑎𝑏) .
Пусть 𝛼 ∈ 𝐶1. Если 𝑑1𝛼 = 0, то 𝛼 – коцикл. Если 𝑑1𝑓 = 𝛼 допускает решение

𝑓 ∈ 𝐶0, то 𝛼 – кограница. Решение 𝑓 , если оно существует, можно рассматривать
как дискретный интеграл от 𝛼. Оно уникальное вплоть до добавления констант на
каждый связный компонент 𝑋.

Легко проверить, что 𝑑1𝑑0𝑓 = 0; ∀𝑓 ∈ 𝐶0. Таким образом, кограницами всегда
являются коциклы: Im (𝑑0) ⊆ Ker (𝑑1). Мы можем измерить разницу между ко-
границами и коциклами, определив 1-когомологию как фактор-модуль
𝐻1 (𝑋;A) = Ker (𝑑1) /Im (𝑑0). Два коцикла 𝛼, 𝛽 когомологичны, если 𝛼− 𝛽 кограни-
ца: 𝛼− 𝛽 = 𝑑1𝑓 .

Приложение 3. Лапласиан на симплициальном
комплексе [17]

Лапласиан на симплициальном комплексе для коцепей можно определить, снача-
ла определяя скалярное произведение и используя сопряженный оператор. Предпо-
лагая случай действительных чисел для 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐶𝑘 (𝑋,R), скалярное произведение
можно определить как ⟨𝛼1, 𝛼2⟩𝑘 =

∑︀
𝜎∈𝑋𝑘

𝛼1 (𝜎)𝛼2 (𝜎).

Тогда сопряженный оператор 𝑑*𝑘 : 𝐶𝑘+1 (𝑋,R) → 𝐶𝑘 (𝑋,R), относительно
этого скалярного произведения, может быть определен из соотношения:
⟨𝑑𝑘𝛼, 𝛽⟩𝑘+1 = ⟨𝛼, 𝑑*𝑘𝛽⟩𝑘 , 𝛼 ∈ 𝐶𝑘 (𝑋,R) , 𝛽 ∈ 𝐶𝑘+1 (𝑋,R) .

Веса, отражающие размер симплексов, могут быть использованы для отражения
геометрии путем определения взвешенного внутреннего произведения:
⟨𝛼1, 𝛼2⟩𝑘 =

∑︀
𝜎∈𝑋𝑘

𝑠𝜎𝛼1 (𝜎)𝛼2 (𝜎), где 𝑠𝜎 – размер 𝜎, такой как площадь, если 𝜎 является

2-симплексом. Лапласиан на 𝑋𝑘 можно определить формулой: ℒ = 𝑑*𝑘𝑑𝑘 + 𝑑𝑘−1𝑑
*
𝑘−1.
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Abstract. An object shape analysis is a problem that is related to such areas as geometry, topol-
ogy, image processing and machine learning. For analyzing the form, the deformation between the
source and terminal form of the object is estimated. The most used form analysis model is the Large
Deformation Diffeomorphic Metric Mapping (LDDMM) model. The LDDMM model can be supple-
mented with functional non-geometric information about objects (volume, color, formation time). The
paper considers algorithms for constructing sets of barcodes for comparing diffeomorphic images, which
are real values taken by persistent homology. A distinctive feature of the use of persistent homology
with respect to methods of algebraic topology is to obtain more information about the shape of the
object. An important direction of the application of persistent homology is the study invariants of
big data. A method based on persistent cohomology is proposed that combines persistent homology
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technologies with embedded non-geometric information presented as functions of simplicial complexes.
The proposed structure of extended barcodes using cohomology increases the effectiveness of persistent
homology methods. A modification of the Wasserstein method for finding the distance between images
by introducing non-geometric information was proposed. The possibility of the formation of barcodes
of images invariant to transformations of rotation, shift and similarity is considered.

Keywords: pattern recognition, diffeomorphic transformations, persistent (co)homology, Wasserstein

distance
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