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THEORY OF COMPUTING

E�cient Equivalence Checking Technique for Some Classes
of Finite-State Machines
V. A. Zakharov1 DOI: 10.18255/1818-1015-2020-3-260-303
1National Research University Higher School of Economics (HSE), 20 Myasnitskaya ulitsa, Moscow, 101000, Russia.

MSC2020: 68Q70 Received August 25, 2020
Research article A�er revision September 7, 2020
Full text in Russian Accepted September 9, 2020

Finite transducers, two-tape automata, and biautomata are related computational models descended from the concept of
Finite-State Automaton. In these models an automaton controls two heads that read or write symbols on the tapes in the
one-way mode. �e computations of these three types of automata show many common features, and it is surprising that
the methods for analyzing the behavior of automata developed for one of these models do not �nd suitable utilization in
other models. �e goal of this paper is to develop a uniform technique for building polynomial-time equivalence check-
ing algorithms for some classes of automata (�nite transducers, two-tape automata, biautomata, single-state pushdown
automata) which exhibit certain features of the deterministic or unambiguous behavior. �is new technique reduces the
equivalence checking of automata to solvability checking of certain systems of equations over the semirings of languages
or transductions. It turns out that such a checking can be performed by the variable elimination technique which relies on
some combinatorial and algebraic properties of pre�x-free regular languages. �e main results obtained in this paper are as
follows:
1. Using the algebraic approach a new algorithm for checking the equivalence of states of deterministic �nite automata is
constructed; time complexity of this algorithm is O(n log n).
2. A new class of pre�x-free �nite transducers is distinguished and it is shown that the developed algebraic approach
provides the equivalence checking of transducers from this class in quadratic time (for real-time pre�x-free transducers)
and cubic (for pre�x-free transducers with "-transitions) relative to the sizes of analysed machines.
3. It is shown that the equivalence problem for deterministic two-tape �nite automata can be reduced to the same problem
for pre�x-free �nite transducers and solved in cubic time relative to the size of the analysed machines.
4. In the same way it is proved that the equivalence problem for deterministic �nite biautomata can be solved in cubic time
relative to the sizes of analysed machines.
5. By means of the developed approach an e�cient equivalence checking algorithm for the class of simple grammars
corresponding to deterministic single-state pushdown automata is constructed.

Keywords: transducer; two-tape automaton; biatomaton; simple grammar; equivalence checking; pre�x-free language;
language equation; decision procedure.
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THEORY OF COMPUTING

Эффективные алгоритмы проверки эквивалентности
для некоторых классов автоматов
В. А. Захаров1 DOI: 10.18255/1818-1015-2020-3-260-303

1Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», ул. Мясницкая, 20, г. Москва, 101000 Россия.

УДК 517.9 Получена 25 августа 2020 г.
Научная статья После доработки 7 сентября 2020 г.
Полный текст на русском языке Принята к публикации 9 сентября 2020 г.

Конечные преобразователи, двухленточные автоматы и биавтоматы — взаимосвязанные вычислительные модели,
ведущие свое происхождение от концепции конечного автомата. В вычислениях этих машин проявляется много
общих черт, и удивительно, что методы анализа, разработанные для одной из указанных моделей, не находят под-
ходящего применения в других моделях. Целью данной статьи является разработка единой методики построения
быстрых алгоритмов проверки эквивалентности для некоторых классов автоматов (конечных преобразователей,
двухленточных автоматов, биавтоматов, магазинных автоматов), которые демонстрируют определенные черты
детерминированного или однозначное поведение. Этот новый метод сводит проверку эквивалентности автоматов
к проверке разрешимости систем уравнений над полукольцами языков или бинарных отношений. Как оказалось,
такую проверку достаточно просто провести методом исключения переменных, используя некоторые комбина-
торные и алгебраические свойства регулярных префиксных языков. Основные результаты, полученные в этой
статье, таковы.
1. При помощи алгебраического метода построен новый алгоритм проверки эквивалентности детерминированных
конечных автоматов, имеющий сложность по времени O(n log n).
2. Выделен новый класс префиксных конечных трансдьюсеров и показано, что проверка эквивалентности тран-
сдьюсеров из этого класса может быть осуществлена новым методом за время, квадратичное (для префиксных
трансдьюсеров реального времени) и кубическое (для префиксных трансдьюсеров с "-переходами) относительно
размеров анализируемых автоматов.
3. Показано, что проблема эквивалентности для детерминированных двухленточных конечных автоматов сво-
дится к задаче проверки эквивалентности префиксных конечных трансдьюсеров и может быть решена за время,
кубическое относительно их размеров.
4. Аналогичным образом установлена разрешимость проблемы эквивалентности для детерминированных конеч-
ных биавтоматов за время, кубическое относительно их размеров.
5. При помощи нового метода построен алгоритм проверки эквивалентности для простых грамматик, соответ-
ствующих детерминированным магазинным автоматам с одним состоянием.

Ключевые слова: трансдьюсер; двухленточный автомат; биавтомат; простая грамматика; проверка эквивалент-
ности; префиксный язык; языковое уравнение; разрешающая процедура.
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Zakharov V. A.

Введение
Конечные автоматы-преобразователи (трансдьюсеры), двухленточные автоматы с конечным

числом состояний (2-FSAs) и конечные биавтоматы — это взаимосвязанные модели вычислений,
ведущие свое происхождение от концепции конечного автомата. В этих моделях программа с конеч-
ным числом состояний управляет двумя головками, каждая из которых считывает или записывает
буквы на лентах, перемещаясь при этом в одну сторону. Конечные трансдьюсеры и двухленточ-
ные автоматы вычисляют один и тот же класс рациональных бинарных отношений на словах,
но вычисления в этих моделях проводятся по-разному: трансдьюсер считывает слова на входной
ленте и делает записи на выходной ленте, а 2-FSA считывает слова попеременно на двух входных
лентах. Обе модели допускают взаимную трансляцию друг в друга, и поэтому многие авторы не
делают различия между ними, когда речь заходит о рациональных отношениях. Биавтоматы про-
водят вычисления на единственной входной ленте и способны распознавать линейные контекстно-
свободные языки, прочитывая входные слова сразу с двух концов. Взаимосвязь между конечными
трансдьюсерами и биавтоматами основана на простом факте, отмеченном в статье [1]: для каждого
рационального бинарного отношения R множество слов L = {uv−1 ∶ (u, v) ∈ R} является линейным
контекстно-свободным языком.

Указанные модели, несмотря на сходство их вычислительных возможностей, имеют разные
области применения. При изучении и применении автоматов-преобразователей обычно ограни-
чиваются рассмотрением трансдьюсеров реального времени; эти автоматы проводят запись на вы-
ходной ленте только в ответ на считывание очередного символа на входной ленте. Трансдьюсеры
реального времени находят применение во многих областях информатики, таких как: вычисли-
тельная лингвистика и обработка текстов [2], биоинформатика [3], проектирование реагирующих
и распределенных систем [4—7]. Задачи оптимизации и верификации информационных систем
и математических моделей, возникающие в этих приложениях, могут быть сведены к проблемам
проверки эквивалентности и минимизации конечных автоматов-преобразователей (см. [7—9]).

Область применения многоленточных автоматов (m-FSAs) не столь обширна. В статье [10] было
показано, что задача оптимизации строковых предикатов, которые используются для представле-
ния и обработки строк в базах данных, может быть сведена к проблеме минимизации для m-FSAs.
В статье [11] было отмечено, что проблема проверки эквивалентности для стандартных схем про-
грамм, содержащих только унарные предикаты вида p(x) и операторы присваивания вида x ∶= f (x),
взаимосводима к проблеме эквивалентности для детерминированных многоленточных автоматов
(m-DFSAs). Трудность решения последней из указанных задач оказала значительное влияние на
развитие математических методов оптимизации программ.

Биавтоматы были впервые введены в статье [12] и независимо в работе [13] (в первых публи-
кациях они были названы линейными автоматами) как более простая альтернатива магазинным
автоматам (PDAs) для обработки контекстно-свободных (к-с) языков, порожденных линейными
грамматиками. Впоследствии в нескольких публикациях было проведено подробное изучение вы-
числительных возможностей биавтоматов [14—16] и алгоритмических аспектов задач анализа их
поведения [14, 17]. Биавтоматы относятся к числу наиболее простых моделей вычислений, спо-
собных распознавать нерегулярные к-с языки, и можно полагать, что они найдут подходящее
применение в решении задач синтаксического анализа и обработки текстов. В этом случае будет
весьма полезно иметь эффективные алгоритмы проверки эквивалентности и минимизации для
биавтоматов.

Упомянутые здесь три модели вычислений имеют немало общих черт, и поэтому вызывает
удивление то обстоятельство, что алгоритмические задачи анализа их поведения до сих пор не рас-
сматривались с единой точки зрения. Главная цель этой статьи — представить вниманию читателей
общий метод построения эффективных (в том числе полиномиальных по времени) алгоритмов про-
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верки эквивалентности для нескольких взаимосвязанных классов автоматов (конечных трансдью-
серов, двухленточных автоматов, биавтоматов, магазинных автоматов с единственным состоянием
управления), вычисления которых обладают свойствами детерминированности или однозначности.
Чтобы повернуть Землю, нужна точка опоры. В поисках ее целесообразно провести обзор известных
ранее результатов, касающихся разрешимости проблемы эквивалентности для конечных трансдью-
серов, многоленточных и магазинных автоматов, и попытаться разработать такой подход, который
был бы пригоден для всех этих автоматных моделей. Вначале мы рассмотрим ранее известные ре-
зультаты исследования задачи проверки эквивалентности конечных автоматов-преобразователей,
поскольку изучению и решению этой проблемы для разнообразных классов трансдьюсеров было
посвящено довольно много работ.

Исследование проблемы эквивалентности для трансдьюсеров (машин с конечным множеством
состояний) проводится с начала 60-х. Его можно условно разделить на три периода. Вначале П. Фи-
шер и А. Розенберг [18] доказали алгоритмическую неразрешимость этой задачи для конечных
трансдьюсеров произвольного вида путем сведения к ней проблемы соответствий Поста. Вслед за
этим Т. Гриффитс [19] получил аналогичный результат для класса трансдьюсеров реального вре-
мени, и немного позднее О. Ибарра [20] сумел показать, что алгоритмическая неразрешимость
проблемы эквивалентности сохраняется даже в том случае, когда трансдьюсеры работают над од-
нобуквенным выходным алфавитом.

Доказательства, приведенные в статьях [18—20], показывают, что неразрешимость возникает
в тех случаях, когда некоторые входные слова могут иметь произвольно много образов. Поэтому
на следующем этапе исследований внимание было сосредоточено на изучении проблемы экви-
валентности для трансдьюсеров с ограниченным числом значений. Вначале удалось установить,
что эта проблема разрешима для функциональных [21, 22], детерминированных [23] и конечно
неоднозначных [24] трансдьюсеров. Кроме того, в статье [24] было показано, что проверку эк-
вивалентности можно провести за полиномиальное время, если анализируемые трансдьюсеры
являются однозначными и, в частности, детерминированными. Были также предложены поли-
номиальные по времени алгоритмы проверки того, является ли заданный тренсдьюсер реального
времени ограниченно-значным [25], или k-значным для любого фиксированного k [24]. Транс-
дьюсер считается k-значным, если для любого входного слова множество его образов содержит не
более k выходных слов. Что касается проблемы эквивалентности для k-значных трансдьюсеров, ее
разрешимость была установлена в статье [26], однако предложенная в этой работе разрешающая
процедура не позволяла получить оценки сложности решения этой проблемы. Более совершенный
подход, основанный на представлении произвольного k-значного трансдьюсера в виде прямой
суммы конечного числа функциональных трансдьюсеров, был предложен А. Вебером в статье [27]
(см. также [28]). Ему удалось получить верхнюю оценку длины входного слова, на котором может
проявляться неэквивалентность заданных k-значных трансдьюсеров и, таким образом, показать,
что проблема эквивалентности для этого класса трансдьюсеров разрешима за время, ограниченное
двойной экспонентой от размера анализируемых автоматов. Разрешающая процедура, описанная
в статье [28], основывается исключительно на комбинаторных соображениях, и этим объясняется
столь высокая верхняя оценка ее сложности.

В стремлении уменьшить сложность процедур проверки эквивалентности для ограниченно-
значных трансдьюсеров Ж. Сакарович и Р. де Суза провели систематическую ревизию методов,
предложенных в работах [27, 28]. В серии статей [29—33] им удалось модифицировать метод деком-
позиции k-значных трансдьюсеров и разработать улучшенный способ проверки эквивалентности,
который в значительно большей мере принимает в расчет структуру анализируемых трансдьюсе-
ров. Предложенные усовершенствования позволили построить полиномиальные по времени про-
цедуры проверки свойства k-значности трансдьюсеров реального времени и экспоненциальные
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по времени разрешающие процедуры для проверки эквивалентности k-значных трансдьюсеров.
Существенно более простой метод верификации был описан в статье [34]. Для его применения не
требуется проводить предварительную декомпозицию рассматриваемых трансдьюсеров, он рабо-
тает непосредственно с их отношениями переходов и позволяет анализировать поведение тран-
сдьюсеров реального времени, которые оперируют не только над выходными словами, но и над
полугруппами. В работе [34] было показано, что эквивалентность k-значных трансдьюсеров можно
проверить за экспоненциальное время в том случае, если полугруппа выходных элементов вложима
в группу, в которой проблема проверки тождеств разрешима за полиномиальное время.

Как видно из приведенного здесь краткого обзора по проблеме эквивалентности для конеч-
ных автоматов-преобразователей, ограниченно-значные трансдьюсеры долгое время находились
в центре внимания. Главная цель исследований состояла в проведении как можно более точной
демаркации границы между разрешимыми и неразрешимыми случаями проблемы эквивалентно-
сти. Оказалось, что наиболее обширным среди известных классов преобразователей, для которых
проблема эквивалентности разрешима, является класс преобразователей с ограниченной степенью
длины (см. [35]). В статье [36] было показано, что эквивалентность трансдьюсеров из этого клас-
са можно проверить за время, которое оценивается сверху тройной экспонентой, зависящей от
размера анализируемых автоматов. Столь высокая трудоемкость разрешающей процедуры вряд
ли позволит использовать ее в каких-либо приложениях. Возможно, разумнее было бы изменить
цель исследования и попытаться обнаружить классы трансдьюсеров, для которых проблема эквива-
лентности допускает решение за практически приемлемое время. В статье [24] было показано, что
эквивалентность однозначных трансдьюсеров может быть проверена за полиномиальное время.
Однако авторы статьи [24] рассматривали свойство однозначности (unambiguity) конечных транс-
дьюсеров лишь применительно к действиям считывания символов на входной ленте. Возможно,
что ослабление этого свойства позволит выделить новый, более обширный класс автоматов, для
которого проблема эквивалентности будет также разрешима за полиномиальное время.

Неразрешимость проблемы эквивалентности для недетерминированных 2-FSAs была доказана
в статье [18]. Но вскоре М. Берд [37] показал, что эта задача разрешима для 2-DFSAs. Аналогич-
ный вывод следует также из результатов работы Л. Вэлианта [38]. Интересная особенность 2-DFSAs
состоит в том, что проблема включения для этого класса автоматов неразрешима (см. [37]). Автор
статьи [39] улучшил алгоритм Вэлианта и получил верхнюю оценку временно́й сложности 2O(n6).
Позднее Э. Фридман и Ш. Грейбах обнаружили, что эквивалентность 2-DFSAs можно проверять за
полиномиальное время. В статье [40] они предложили два алгоритма. Первый из них прост для
понимания, но он имеет экспоненциальную временну́ю сложность. Более изощренный второй ал-
горитм основан на идеях первого и проверяет эквивалентность 2-DFSA за время O(n12). Авторы
статьи [40] также коротко пояснили, как можно улучшить этот алгоритм, чтобы достичь временно́й
сложности O(n4). И, наконец, в 1991 г. разрешимость проблемы эквивалентности для детермини-
рованных автоматов с произвольным числом лент была установлена Т. Харью и Ю. Кархюмяки
в статье [41]. Используя серию замечательных результатов из теории групп, они показали, как
проверить, имеют ли два недетерминированных многоленточных автомата одинаковое количество
допускающих прогонов на каждом входе. Из описания разрешающей процедуры, предложенной
в [41], видно, что проблема эквивалентности для n-DFSA принадлежит классу сложности co-NP. Как
ни странно, но за прошедшие три десятилетия в изучении этой проблемы не было достигнуто зна-
чительного прогресса. Тем не менее, необходимо отметить статью [42]; ее автор переформулировал
стратегию принятия решений, разработанную в работе [41], в терминах матричной алгебры и по-
строил рандомизированный алгоритм для проверки эквивалентности n-DFSA за полиномиальное
время.
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Возможно, дальнейший прогресс в изучении n-DFSAs может быть достигнут путем установле-
ния и использования отношений между многоленточными автоматами и другими вычислитель-
ными моделями. Учитывая тесную взаимосвязь между конечными преобразователями и 2-FSAs,
можно предположить, что процедуры проверки эквивалентности, разработанные для определен-
ных классов конечных преобразователей, могут быть адаптированы для анализа 2-DFSAs.

Вычислительные возможности биавтоматов изучались в работах [12, 14, 43]. Р. Луканова [12]
доказала, что недетерминированные биавтоматы могут распознавать все к-с языки, порождае-
мые линейными грамматиками. Что касается вычислительных возможностей детерминированных
биавтоматов, в статье [43] было показано, что эта модель вычислений несравнима с детерминиро-
ванными магазинными автоматами (DPDAs): при помощи детерминированных биавтоматов можно
распознавать язык палиндромов, который не принадлежит семейству детерминированных к-с язы-
ков, хотя детерминированные биавтоматы не могут распознавать нелинейные к-с языки. Авторы
статьи [14] провели подробное исследование детерминированных биавтоматов и получили много
интересных алгоритмических и теоретико-множественных результатов о свойствах этой модели
вычислений. Одна из наиболее значимых задач, которая оставалась нерешенной (см. [14]), — это
проблема эквивалентности для детерминированных биавтоматов. И хотя глубокое изучение этой
задачи фактически еще не начиналось, интенсивные исследования аналогичной проблемы были
проведены для некоторых других родственных вычислительных моделей, таких как магазинные
автоматы и к-с грамматики.

В статье [44] было доказано, что проблема эквивалентности для к-с грамматик и магазинных
автоматов алгоритмически неразрешима. Из доказательства видно, что неразрешимость имеет ме-
сто для линейных к-с грамматик (а, значит, и для недетерминированных биавтоматов). Но спустя
несколько лет А. Кореньяк и Дж. Хопкрофт [45] обнаружили, что проблема эквивалентности разре-
шима для LL(1)-грамматик в нормальной форме Грейбах (т.н. простых грамматик), которые соот-
ветствуют детерминированным магазинным автоматам с единственным состоянием управления.
Разрешающая процедура, предложенная в статье [45], проверяет разрешимость систем языковых
уравнений, соответствующих правилам вывода анализируемых грамматик. Было показано, что
LL(1)-языки обладают свойством префиксности, и оно позволяет проводить проверку разрешимо-
сти указанных систем уравнений с помощью равносильных преобразований. Авторы статьи [45]
показали, что эти равносильные преобразования можно применять так, чтобы размер систем урав-
нений экспоненциально зависел от размера анализируемых грамматик; таким образом, время ра-
боты разрешающего алгоритма оценивается сверху двойной экспонентой от размера проверяемых
грамматик. Стоит отметить также, что, как и в случае многоленточных автоматов, проблема вклю-
чения для простых грамматик алгоритмически неразрешима (см. [46]). Д. Кокаль в статье [47] сумел
преодолеть эффект двойного экспоненциального взрыва. Он следовал тем же путем, что и авторы
работы [45], но использовал более изощренные свойства префиксных языков в равносильных преоб-
разованиях систем языковых уравнений. Кокаль показал, как можно проверять разрешимость таких
систем уравнений с помощью метода исключения переменных, и сократил временну́ю сложность
разрешающей процедуры до одинарной экспоненты. Присутствие экспоненциального множителя
в этой оценке обусловлено тем, что длина кратчайшего слова, которое порождается к-с грамматикой
и определяет размер системы уравнений, может зависеть экспоненциально от размера грамматики.
Исследовательская группа в составе C. Бастьена, Ю. Чижовича и др. в статье [48] сумела уменьшить
оценку сложности алгоритма Кокаля, воспользовавшись полиномиальным алгоритмом сравнения
пар слов, представленных в сжатой форме т.н. “прямыми программами” (к-с грамматиками, порож-
дающими языки, которые состоят из одного слова), и получили, таким образом, полиномиальный
по времени алгоритм проверки эквивалентности простых грамматик (ранее полиномиальный ал-
горитм более высокой сложности был предложен в статье [49]).
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Приведенный обзор позволяет сделать несколько важных выводов.
За редким исключением, все работы, посвященные исследованию проблемы эквивалентности

для указанных выше автоматных моделей вычислений, имеют фрагментарный характер: авторы
выделяют некоторый класс автоматов и пытаются построить алгоритм проверки эквивалентности,
существенно использующий особенности вычислений автоматов этого класса. Несмотря на хорошо
известные и вполне очевидные взаимосвязи вычислений автоматов из разных классов, очень редко
предпринимались попытки перенести результаты и адаптировать методы решения проблемы эк-
вивалентности, полученные для одних классов автоматов, на другие классы моделей вычислений.
В связи с этим можно задаться вопросом о возможности создания такого метода проверки эквива-
лентности автоматных моделей вычислений, который, с одной стороны, обладал бы определенной
универсальностью и был бы в равной мере применим к автоматам разных типов, а, с другой сто-
роны, позволял бы получать эффективные алгоритмы решения проблемы эквивалентности за счет
учета специфических особенностей вычислений некоторых классов автоматов.

В большинстве работ авторы преследовали вполне естественную цель выделить как можно
более обширные классы автоматов с разрешимой проблемой эквивалентности. Однако по ме-
ре расширения “области разрешимости” этой проблемы алгоритмы проверки эквивалентности
автоматов становились все более трудоемкими и менее практичными. Подходящим примером
здесь могут служить магазинные автоматы. Разрешимость проблемы эквивалентности для срав-
нительно узких классов DPDAs была установлена в статьях [38, 45, 50]; предложенные алгорит-
мы имели не менее чем экспоненциальную временну́ю сложность. Впоследствии для этих клас-
сов автоматов были построены полиномиальные по времени или имеющие сложность, близкую
к этой оценке, алгоритмы проверки эквивалентности (см. [48, 51, 52]). В то же время, многие
исследователи [53—59] неустанно расширяли “область разрешимости” проблемы эквивалентности
для DPDAs. Методы построения разрешающих алгоритмов становились все более изощренными и,
наконец, Ж. Синезерг [60] сумел доказать разрешимость проблемы эквивалентности для произволь-
ных DPDAs. Однако предложенная разрешающая процедура оказалась чрезвычайно трудоемкой и
совершенно непрактичной: единственное, что удалось выяснить о ее сложности — это то, что она
может быть оценена примитивно рекурсивной функцией [61]. Этот пример показывает, что неред-
ко по мере расширения области применения разрешающих алгоритмов их прикладная ценность
значительно снижается. Таким образом, желательно разработать такой метод построения алгорит-
мов проверки эквивалентности различных типов автоматов, который позволял бы гарантировать
высокую эффективность разрешающих процедур, построенных с его помощью, при выполнении
определенных требований, которые налагаются на устройство анализируемых автоматов. Как мож-
но видеть из статьи [62], такой подход может приводить к довольно интересным практическим
результатам.

Для достижения поставленной цели нужно выбрать оптимальный подход к построению раз-
решающих алгоритмов. Среди разнообразия методов проверки эквивалентности программ можно
выделить три подхода, имеющих наиболее широкое применение: метод оценки длины контрпри-
мера, метод анализа совместных вычислений и метод проверки разрешимости систем уравнений.
В первом из них оценивается длина кратчайшего контрпримера — входных данных, на которых
неэквивалентные программы заданного размера или структуры вычисляют разные результаты. Ес-
ли такая оценка известна, то для проверки эквивалентности двух программ (автоматов) достаточно
сравнить результаты их вычислений на всех входных данных, размер которых не превосходит этой
оценки. Этот метод был успешно использован в работах [21, 27, 28, 41]. Недостаток метода состоит
в том, что он требует переборной проверки большого объема входных данных, и с его помощью
нельзя построить быстрых алгоритмов верификации. В методе совместных вычислений для пары
проверяемых программ (автоматов) строится система переходов, вычисления которой моделируют
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всевозможные пары вычислений этих программ на одинаковых входных данных. В построенной
системе переходов допускающим объявляется такое состояние совместных вычислений пары про-
грамм, достижение которого явно свидетельствует о том, что эти программы способны получать
на одинаковых данных разные результаты. Таким образом, задача проверки эквивалентности про-
грамм сводится к задаче проверки пустоты в том классе систем переходов, которые моделируют
совместные вычисления этих программ.

Метод совместных вычислений нашел применение во многих работах [33, 34, 36—38, 40, 51, 55,
57, 59]. Наибольшую трудность в его использовании составляет выбор подходящей системы пере-
ходов для моделирования совместных вычислений двух программ: такие системы должны быть
достаточно “подробными”, чтобы соответствовать семантике проверяемых программ и различать
результаты их вычислений, и, вместе с тем, они должны быть достаточно простыми для эффектив-
ного решения проблемы пустоты. Например, совместные вычисления двух DPDAs можно очень
просто моделировать при помощи автоматов с двумя магазинами, но проблема пустоты для этой
модели вычислений неразрешима. Одна из заслуг Л. Вэлианта состоит в том, что в статье [38] ему
удалось выделить такой класс DPDAs, совместные вычисления которых можно моделировать при
помощи автоматов с одним магазином, и, таким образом, получить решение проблемы эквивалент-
ности для DPDAs с конечным числом поворотов магазина. Изучению необходимых и достаточных
условий, которым должны удовлетворять системы переходов для успешного их применения в ме-
тоде совместных вычислений, посвящена статья [63].

В алгебраическом методе проверки эквивалентности вычисления любой программы (автомата)
описываются при помощи системы уравнений: каждой точке (состоянию управления) программы
ставится в соответствие переменная, и уравнения системы описывают зависимость результатов,
вычисляемых программой в одних состояниях, от данных, которые были вычислены программой
в смежных состояниях. Если к такой системе добавить уравнение, приравнивающее друг другу
переменные, соответствующие выходам этих программ, то получим систему уравнений, разре-
шимость которой равносильна эквивалентности анализируемых программ. Поэтому для проверки
эквивалентности программ достаточно уметь проверять разрешимость соответствующих систем
уравнений. Преимущества этого подхода ясны: алгебраизация задачи позволяет воспользоваться
для ее решения обширным арсеналом выразительных средств и методов современной алгебры.
Алгебраический метод проверки эквивалентности использовался в статьях [45, 47, 48, 52, 58, 60, 64].
Взаимосвязь проблем эквивалентности для автоматов и разрешимости уравнений над множествами
слов была исследована в статье [65].

Произвольные системы языковых уравнений трудны для решения — с их помощью можно
задавать любые рекурсивно перечислимые языки. Но, как показано в статье [66], даже системы
линейных языковых уравнений в общем случае эффективно неразрешимы. Существенную роль
здесь играют свойства языков, используемых в уравнениях в качестве коэффициентов. Одним из
таких полезных свойств является свойство префиксности языков — язык L называется префиксным,
если ни одно слово w из L не является префиксом других слов этого языка. Опираясь именно на
свойство префиксности языков, авторам статьи [45] удалось доказать разрешимость проблемы эк-
вивалентности для простых к-с языков. В последующих работах [47, 48], посвященных изучению
этой задачи, префиксное свойство также сыграло решающую роль. Важное значение этого свойства
для эффективного решения языковых уравнений отмечалось в работе [65]: была доказана разре-
шимость проблемы эквивалентности конечных префиксных подстановок на заданных к-с языков,
а также проблемы эквивалентности для одного класса недетерминированных трансдьюсеров. При
помощи префиксного свойства Ж. Сенизергу [52] удалось показать, что проблема эквивалентности
для DPDA с конечным числом поворотов магазина принадлежит классу сложности co-NP. Перечис-
ленные результаты свидетельствуют о том, что для построения эффективных алгоритмов проверки
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эквивалентности целесообразно обратить внимание на классы автоматов, устройство которых тесно
связано с префиксными языками.

Цель данной статьи — выделить такие классы автоматов (трансдьюсеров, многоленточных авто-
матов, биавтоматов, магазинных автоматов), для которых можно получить эффективное решение
проблемы эквивалентности при помощи алгебраического метода, опираясь на свойства префикс-
ности регулярных языков.

Основные результаты, полученные в этой статье, таковы.
1. Разработан новый метод проверки эквивалентности автоматов различных типов; в этом ме-

тоде задача проверки эквивалентности автоматов сводится к задаче проверки разрешимости
систем линейных языковых уравнений, и эта задача решается при помощи традиционных
алгебраических приемов с существенным использованием свойств регулярных префиксных
языков.

2. При помощи алгебраического метода построен новый алгоритм проверки эквивалентно-
сти состояний детерминированных конечных автоматов, имеющий сложность по времени
O(n log n).

3. Выделен новый класс префиксных конечных трансдьюсеров и показано, что проверка эк-
вивалентности трансдьюсеров из этого класса может быть осуществлена новым методом за
время, квадратичное (для префиксных трансдьюсеров реального времени) и кубическое (для
префиксных трансдьюсеров общего вида) относительно размеров анализируемых автоматов.

4. Показано, что проблема эквивалентности для детерминированных двухленточных конечных
автоматов сводится к задаче проверки эквивалентности префиксных конечных трансдьюсеров
и может быть решена за время, кубическое относительно их размеров.

5. Установлена разрешимость проблемы эквивалентности для детерминированных конечных
биавтоматов за время, кубическое относительно их размеров.

В этой статье также показано, что предложенный метод проверки разрешимости систем язы-
ковых уравнений можно также использовать для анализа систем нелинейных уравнений и с его
помощью получать простые алгоритмы проверки эквивалентности для некоторых классов мага-
зинных автоматов и к-с грамматик, в частности, LL(1)-грамматик и соответствующих им детерми-
нированных магазинных автоматов с единственным состоянием управления.

Статья организована следующим образом. Раздел 1 содержит минимальный набор основных
понятий из теории формальных языков, которые являются общими для всех последующих разде-
лов. В разделе 2 на примере простейшей модели детерминированных конечных автоматов опи-
саны основные положения того алгебраического метода проверки эквивалентности автоматных
моделей вычислений, которому посвящена эта статья. Применение описанного метода для бо-
лее сложных типов автоматов, которые рассматриваются в данной статье, требует использования
некоторых свойств регулярных префиксных языков. Поэтому следующий раздел 3 посвящен пре-
фиксным языкам: доказаны свойства замкнутости класса префиксных языков относительно неко-
торых теоретико-языковых операций (конкатенации, итерации, деления на слова слева и справа),
рассмотрены автоматные способы описания префиксных языков и установлены оценки сложности
выполнения указанных операций над префиксными языками, описанными при помощи конечных
автоматов. В разделе 4 введены основные понятия теории конечных автоматов-преобразователей
(обобщенных машин с конечным числом состояний, трансдьюсеров). В разделе 5 описан новый
класс трансдьюсеров реального времени — префиксных трансдьюсеров — и показано, как проблема
эквивалентности для трансдьюсеров из этого класса может быть сведена к задаче проверки раз-
решимости систем линейных языковых уравнений, в которых коэффициентами и свободными
членами являются конечные слова, образующие конечные префиксные языки. В этом же раз-
деле описан квадратичный по сложности алгоритм проверки разрешимости указанных систем
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языковых уравнений; в его основу положен метод Гаусса исключения переменных, используемый
в линейной алгебре для решения систем линейных уравнений. В этом алгоритме существенно ис-
пользуются свойства префиксных языков, которые были установлены в разделе 3. В следующем
разделе 6 исследован еще более обширный класс недетерминированных трансдьюсеров, в которых
допустимы переходы без считывания входных букв — класс префиксных однородных трансдью-
серов с "-переходами. В линейных уравнениях, описывающих поведение трансдьюсеров из этого
класса, коэффициентами и свободными членами являются регулярные префиксные языки, которые
представлены детерминированными конечными автоматами. Процедура проверки разрешимости
таких систем уравнений, основанная на методе исключения переменных, несколько усложняет-
ся. Она так же использует особенности префиксных языков, отмеченные в разделе 3, и позволя-
ет проверять эквивалентность префиксных однородных трансдьюсеров с "-переходами за время,
кубическое относительно их размеров. Далее, в разделе 7 исследована проблема эквивалентно-
сти для детерминированных двухленточных автоматов. Показано, что класс бинарных отношений
(трансдукций), распознаваемых автоматами из этого класса, совпадает с классом бинарных отно-
шений, вычисляемых префиксными однородными трансдьюсерами с "-переходами. Обнаружен-
ное соответствие позволяет провести трансляцию детерминированных двухленточных автоматов
в префиксные однородные трансдьюсеры и, воспользовавшись результатами раздела 6, построить
кубический по времени алгоритм проверки эквивалентности детерминированных двухленточных
автоматов. В разделе 8 метод проверки разрешимости систем линейных языковых уравнений,
разработанный в разделе 3, подходящим образом адаптирован для решения проблемы эквивалент-
ности детерминированных конечных биавтоматов; показано, что эта задача может быть решена
за время, кубическое относительно размеров проверяемых биавтоматов. Метод исключения пере-
менных применим не только для проверки разрешимости систем линейных языковых уравнений;
в разделе 9 показано, как при помощи этого метода можно эффективно проверять разрешимость си-
стем языковых уравнений, порожденных LL(1)-грамматиками. Здесь так же решающую роль играет
свойство префиксности LL(1)-языков. Перспективы дальнейшего развития и применения предло-
женного в этой статье алгебраического подхода к разработке алгоритмов проверки эквивалентности
различных типов автоматов обсуждаются в заключительном разделе 9.

1. Основные понятия
Алфавитом называется всякое конечное непустое множество букв Σ = {a1,… , ak}. Слово в алфа-

вите Σ — это любая конечная последовательность w = ai1ai2 … ain букв из Σ. Пустое слово обозначим
символом ", а множество всех слов в алфавите Σ обозначим записью Σ∗. Длина |w | слова w — это
количество букв в w . Для произвольной пары слов u = ai1 … ain и v = aj1 … ajm запись uv будет обо-
значать их конкатенацию, которая является словом ai1 … ainaj1 … ajm . Для любого слова w = ai1ai2 … ain
запись w−1 будет обозначать обратное слово ain … ai2ai1 .

Предположим, что словоw является конкатенацией слов u и v, т.е. w = uv. Тогда слово u является
префиксом w , слово v — суффиксом w , а слово w — расширением слова u. В том случае, если w = uv
мы будем называть слово u частным при делении справа слова w на слово v (и обозначать записью
u = w/v), а слово v — частным при делении слева слова w на слово u (и обозначать записью v = w ⧵ u.
Два слова w1 и w2 будут называться совместными, если одно из них является префиксом другого;
в противном случае эти слова будут считаться несовместными.

Язык L в алфавите Σ— это любое подмножество множества слов Σ∗. Конкатенацией языков L1 и L2
является язык L1L2 = {uv ∶ u ∈ L1, v ∈ L2}. Если L1 = ∅ или L2 = ∅, то L1L2 = ∅. Если L1 = {u}, то мы
будем использовать запись uL2 для обозначения конкатенации L1 и L2. Итерацией языка L будем
называть язык L∗ = {"} ∪ L ∪ LL ∪ … . Обращением языка L будем называть язык L−1 = {w−1 ∶ w ∈ L}.
Частным при делении справа языка L на слово w считается язык L/w = {u ∶ uw ∈ L} частных при
делении справа всех слов языка L на слово w , а частным при делении слева языка L на слово w
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считается язык L ⧵ w = {u ∶ wu ∈ L} частных при делении слева всех слов языка L на слово w .
Необходимо иметь в виду, что в том случае, если ни одно слово из L не имеетw в качестве суффикса
(префикса), то L/w = ∅ (соответственно, L ⧵ w = ∅).

Трансдукцией в алфавитах Σ и Δ называется всякое подмножество T множества пар слов Σ∗ × Δ∗.
Областью определения трансдукции T называется язык Dom(T ) = {u ∶ ∃w ∶ (u, w) ∈ T}, а образом
трансдукции T называется язык Im(T ) = {w ∶ ∃u ∶ (u, w) ∈ T}. Язык Im(T , u) = {w ∶ (u, w) ∈
T} называется образом слова u в трансдукции T . Конкатенацией трансдукций R1 и R2 является
трансдукция R1R2 = {(u1u2, v1v2) ∶ (u1, v1) ∈ R1, (u2, v2) ∈ R2}.

Обозначим записью Reg(Σ) семейство регулярных языков в алфавите Σ. Регулярные языки обыч-
но описываются с помощью конечных автоматов. Детерминированный конечный автомат (DFA)
в алфавите Σ задается системой переходов A = ⟨Q, q0, F , '⟩, в которой Q — это конечное множество
состояний, q0 — начальное состояние, F ⊆ Q — подмножество допускающих состояний, и ' ∶ Q×Σ→ Q
— частичная функция переходов. Тройки (q, x, q′), в которых '(q, x) = q′, называются переходами
DFA A и обозначаются записями q

x
→ q′. DFA A допускает слово w = a1a2… an, если существует

такая последовательность переходов q0
a1→ q1

a2→ ⋯
an−1→ qn−1

an→ qn, в которой q0 является началь-
ным состоянием, а qn — допускающим состоянием автомата A. DFA A описывает регулярный язык
L(A), представляющий собой множество всех слов w , которые допускаются автоматом A. Размер
DFA A — это число его состояний |Q|. Далее DFA A с начальным состоянием q условимся обозначать
записью A(q).

Для описания конечных семейств регулярных языков мы будем использовать детерминирован-
ные конечные автоматы с несколькимимножествами допускающих состояний (multi-DFAs) в алфавите
Σ. Такой автомат задается системой переходов D = ⟨Q, q0, F1,… , Fm, '⟩, в которой Q, q0, и ' имеют тот
же смысл, что и для DFAs, а F1,… , Fm — это подмножества допускающих состояний. Такой multi-DFA
D описывает семейство регулярных языков {L(D1),… , L(Dm)}, где Di = ⟨Q, q0, Fi , '⟩ — это обычный
DFA для каждого i, 1 ≤ i ≤ m.

Вполне естественно ожидать, что DFAs и multi-DFAs не имеют бесполезных состояний. DFA
(multi-DFA) A называется сокращенным, если его допускающие состояния достижимы из каждого
состояния автомата A. В дальнейшем по умолчанию будем подразумевать, что все DFAs и multi-
DFAs, которые рассматриваются в этой статье, являются сокращенными.

2. Алгебраический метод проверки эквивалентности автоматов

Алгебраический метод проводит проверку эквивалентности двух машин (автоматов, программ)
в два этапа. На первом этапе формируется система уравнений, которая служит алгебраической спе-
цификацией задачи проверки эквивалентности двух заданных машин. Выбор алгебры, в которой
может быть построена подходящая система уравнений, зависит, прежде всего, от операционной
семантики того типа машин, для которого изучается проблема эквивалентности. На втором этапе
проверяется разрешимость построенной системы уравнений. Проверка проводится путем приме-
нения равносильных преобразований; эти преобразования либо приводят проверяемую систему
к заранее выделенной приведенной форме, которая наверняка имеет решение, либо обнаруживают
присутствие в системе несовместных уравнений, которые свидетельствуют о том, что такая система
не имеет решений. Применяемые равносильные преобразования могут учитывать специфические
особенности устройства проверяемых машин, такие как детерминированность, однозначность, пре-
фиксность и др.
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Основные положения этого метода объясним на примере решения проблемы эквивалентно-
сти для детерминированных конечных автоматов: для заданного DFA A и пары его состояний p
и q проверить эквивалентность этих состояний автомата. Два состояния p и q некоторого DFA
A = ⟨Q, q0, F , '⟩ считаются эквивалентными, если для DFAs A(p) = ⟨Q, p, F , '⟩ и A(q) = ⟨Q, q, F , '⟩,
имеющих состояния p и q в качестве начальных, верно равенство L(A(p)) = L(A(q)).

Пусть задан DFA A = ⟨Q, q0, F , '⟩, работающий в алфавите Σ. Для проверки эквивалентности
пары состояний p и q этого автомата построим систему уравнений (A, p, q) = (A) ∪ {Xp = Xq},
состоящую из двух частей. Подсистема (A) представляет собой спецификацию DFA A в алгебре
регулярных выражений, а уравнение Xp = Xq выражает требование эквивалентности состояний p и
q. Эту систему уравнений можно составить и эффективно проверить ее разрешимость для любого
DFA, однако, для упрощения изложения далее будем полагать, что рассматриваемый DFAA является
сокращенным, т.е. из любого его состояния достижимо некоторое допускающее состояние.

Для построения системы уравнений (A) каждому состоянию r ∈ Q поставим в соответствие
индивидуальную переменную Xr и константу �r , которая равна 1, если r — допускающее состоя-
ние, и 0 в противном случае. Уравнения системы (A) формируются из регулярных выражений
(р-выражений). Значения р-выражений — это языки в алфавите Σ. Р-выражения строятся из пере-
менных Xr , соответствующих состояниям r ∈ Q, и констант при помощи операций конкатенации ⋅
и альтернации +; константами являются 0, 1, а также буквы алфавита Σ. Значениями констант 0 и
1 являются соответственно пустой язык L0 = ∅ и язык L1 = {"}, состоящий только из пустого слова,
а значением каждой константы a ∈ Σ является язык La = {a}, состоящий только из однобуквен-
ного слова a. Мы будем неявно использовать тождества алгебры р-выражений: 0 ⋅ H = H ⋅ 0 = 0,
0 + H = H + 0 = H

Система уравнений (1) хорошо известна в теории автоматов — она используется в некоторых
алгоритмах построения регулярных выражений для языков, допускаемых DFAs (см., например, [67]).
Она имеет вид

(A) = {Xr =∑
a∈Σ

a ⋅ Hr ,a + �r ∶ r ∈ Q}, (1)

где Hr ,a =

{
X'(r ,a), если значение функции переходов '(r , a) определено,
0, в противном случае.

Как показано в учебнике [67], для любого сокращенного DFA A система уравнений (1) имеет един-
ственное решение {Xr = L(A(r)) ∶ r ∈ Q}, причем все языки L(A(r)) непусты. Отсюда следует,
что состояния p и q эквивалентны тогда и только тогда, когда система уравнений (A, p, q) имеет
решение. Так задача проверки эквивалентности состояний DFA сводится к задаче проверки разре-
шимости системы линейных уравнений в алгебре р-выражений.

Решение системы линейных уравнений (A, p, q) проводится традиционным для линейной ал-
гебры методом Гаусса полного исключения переменных. В случае применения этого метода для
проверки эквивалентности состояний DFA системы уравнений t , которые образуются на каждой
итерации t , состоят из двух частей: первая часть — это подсистема базовых уравнений (A′) для
некоторого сокращенного DFA A′ (этот автомат может быть отличен от исходного заданного DFA
A), а вторая часть — это множество проверочных уравнений вида Xi = Xj , в обеих частях которых при-
сутствуют только переменные. Проверочное уравнение Xi = Xj из системы уравнений t указанного
вида и переменная Xi из левой части этого уравнения называются приведенными, если Xi не имеет
других вхождений в системе. Система уравнений  называется приведенной, если все провероч-
ные уравнения этой системы являются приведенными. Нетрудно заметить, что любая приведенная
система уравнений имеет решение.
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В неприведенной системе уравнений t переменная Xi из левой части хотя бы одного прове-
рочного уравнения Xi = Xj имеет другие вхождения в уравнения системы t . Такую переменную
Xi будем называть активной переменной этой системы уравнений. В частности, исходная система
уравнений 1 = (A, p, q), соответствующая задаче проверки эквивалентности состояний p, q задан-
ного DFA A, не является приведенной, и переменная Xp из левой части проверочного уравнения
Xp = Xq — это активная переменная.

Проверка разрешимости системы уравнений (A, p, q) проводится итеративно путем примене-
ния равносильных преобразований. Эти преобразования деактивизируют одну за другой перемен-
ные проверяемой системы, до тех пор пока не будет получена либо приведенная система уравнений,
которая, как было отмечено, всегда имеет решение, либо система, содержащая уравнения видаXi = 0
или 0 = 1, которые несовместны с остальными уравнениями системы и, тем самым, свидетельствуют
о неразрешимости этой системы.

В начале первой итерации полагаем 1 = (A, p, q). На каждой итерации t в неприведенной
системе уравнений t выбирается активная переменная, проводится ее деактивизация (“исключе-
ние”), и затем восстанавливается (если это необходимо) канонический вид системы уравнений t+1.
Правила равносильных преобразований на t-й итерации таковы.
1) Удаление тождеств. Уравнения вида X = X удаляются из системы t .
2) Проверка активности. Если в систем t нет активных уравнений, то t — приведенная систе-
ма уравнений. Тогда процедура проверки разрешимости завершает свое выполнение и объявляет
о разрешимости исходной системы уравнений (A, p, q).
3) Деактивизация переменных. В системе t выбирается проверочное уравнение Xi = Xj , содержащее
активную переменную Xi , и во всех остальных уравнениях системы t все вхождения переменной
Xi замещаются переменной Xj за счет применения подстановки {Xi/Xj}.

После этого шага уравнениеXi = Xj становится приведенным, и число приведенных переменных
в системе t увеличивается на 1. Однако применение подстановки {Xi/Xj} к уравнениям системы
t может давать побочный эффект: два базовых уравнения вида

Xj = ∑
a∈Σ

a ⋅ H ′
j,a + � ′j

Xj = ∑
a∈Σ

a ⋅ H ′′
j,a + � ′′j

с одной и той же переменной Xj в левых частях появляются в системе t . Это отклонение системы
уравнений от канонической формы должно быть устранено.
4) Устранение дублирующих базовых уравнений. Удалим из системы t одно из двух указанных
выше уравнений с переменной Xj в левой части и добавим в систему |Σ| уравнений H ′

j,a = H ′′
j,a для

каждой буквы a ∈ Σ, а также уравнение � ′j = � ′′j . Нетрудно заметить, что после применения этого
преобразования будет получена равносильная система уравнений, в которой могут содержаться
“нестандартные” уравнения вида Xr = 0 или c1 = c2, где c1, c2 — константы.
5) Устранение “нестандартных” уравнений. Если среди добавленных уравнений есть уравнения вида
Xr = 0 или 0 = 1, то процедура проверки завершает свое выполнение и объявляет о неразрешимости
исходной системы уравнений (A, p, q). Если таких уравнений нет, т.е. среди добавленных уравне-
ний есть только одно “нестандартное” уравнение (тождество) вида 0 = 0 или 1 = 1, то оно удаляется
из системы.

Если в результате применения указанных правил процедура проверки еще не завершила свою
работу, то будет получена система уравнений t+1, которая равносильна системе t , но имеет боль-
шее число приведенных переменных. После этого процедура проверки переходит к следующей
итерации t + 1.
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Утверждение 1. Для любого сокращенного DFA A и пары его состояний p, q предложенная процедура
после применения к системе уравнений 1 = (A, p, q) завершает работу и дает правильный ответ
на вопрос о разрешимости системы 1.

Доказательство. После каждой итерации t число разрешенных переменных в системе уравнений
t+1 увеличивается, по меньшей мере, на единицу, и поэтому процедура проверки обязательно
завершает работу. Преобразования систем уравнений t по правилам 1) и 3)–5) являются равно-
сильными преобразованиями, и поэтому на каждой итерации t система уравнений t равносильна
исходной системе (A, p, q). Так как приведенная система уравнений всегда имеет решение, за-
ключение о разрешимости системы уравнений (A, p, q), которое процедура принимает на шаге 2),
является правильным. Так как для сокращенного DFA система уравнений (A) имеет единственное
решение Xr = L(A(r)) ≠ ∅ для любого состояния r ∈ Q, заключение о неразрешимости системы
уравнений (A, p, q), которое процедура принимает на шаге 5), является правильным.

Таким образом, верна

Теорема 1. Проблема эквивалентности для сокращенных DFAs разрешима за время O(n log n),
где n — размер DFA.

Доказательство. Согласно утверждению 1 описанная выше разрешающая процедура корректно
проверяет эквивалентность пары состояний любого DFA A. Число итераций этой процедуры не
превосходит числа состояний этого автомата. Чтобы сократить вычислительные издержки, данные,
с которыми работает процедура проверки разрешимости системы уравнений (A, p, q), можно пред-
ставить при помощи ссылочных структур. Например, множество вхождений каждой переменной
в р-выражения системы уравнений (A, p, q) можно задать в виде слабо сбалансированного дерева:
корень дерева представляет имя переменной Xr , а листовые вершины используются для ссылки на
них всех вхождений переменной Xr в р-выражения проверяемой системы уравнений. Две основные
операции, которые выполняет процедура проверки разрешимости систем уравнений, — сравнение
имен переменных и подстановка одной переменной вместо всех вхождений другой, — могут быть
выполнены за время, линейное относительно высоты деревьев, представляющих эти переменные.
Применение подстановки X /Y можно осуществить двумя способами:

1. Корень дерева, представляющего одну из этих переменных, присоединяется к одной из наи-
более близких к корню листовых вершин дерева, представляющего другую переменную,
и образованное в результате дерево получает имя X ;

2. Корни обоих деревьев, представляющих переменные X и Y , присоединяются к новому корню,
и образованное в результате дерево получает имя X .

Так как общее число вхождений всех переменных в уравнения системы (A, p, q) не превосходит
величины |Σ|n, такое моделирование операции подстановки позволяет поддерживать во всех де-
ревьях, представляющих вхождения переменных, высоту, не превосходящую величины O(log n).
Таким образом, каждая итерация процедуры проверки разрешимости системы уравнений (A, p, q)
может быть выполнена за время, логарифмически зависящее от размера DFA A.

Хотя в утверждении 1 говорится о применении процедуры проверки разрешимости только
к системам уравнений, порожденным сокращенными DFAs, это ограничение не является принци-
пиальным. Чтобы проверять разрешимость систем уравнений (A, p, q) для произвольных DFAs,
достаточно оснастить описанную процедуру двумя дополнительными правилами равносильных
преобразований:
6) Подстановка константы 0. Если система t содержит уравнение Xi = 0, то во всех остальных
уравнениях системы t все вхождения переменной Xi замещаются константой 0 за счет применения
подстановки {Xi/0}.
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7) Распространение константы 0. Если система t содержит уравнение 0 = ai1 ⋅Xj1 +⋯+ aik ⋅Xjk , то это
уравнение удаляется из системы, и вместо него в систему добавляются уравнения Xj1 = 0,… , Xjk = 0.

Наиболее важным для успешного применения описанного метода проверки разрешимости
систем уравнений является правило устранения дублирующих уравнений (правило 4), которое
восстанавливает канонический вид системы после применения подстановки. Правила такого ви-
да существенно зависят от специфических особенностей устройства автоматов рассматриваемого
класса. В случае конечных автоматов такой особенностью является детерминированность автомата.
Благодаря этому свойству уравнение

ai1 ⋅ Xj1 +⋯ + aik ⋅ Xjk = ai1 ⋅ Yj1 +⋯ + aik ⋅ Yjk

распадается на серию более простых уравнений Xj1 = Yj1 ,… , Xjk = Yjk , в левых частях которых стоят
переменные, и система уравнений вновь принимает канонический вид. Например, для уравнений,
описывающих недетерминированный конечный автомат, такого расщепления сделать невозможно.
Поэтому метод исключения переменных применим для проверки разрешимости систем линейных
языковых уравнений, которые порождены лишь такими автоматами (машинами, программами),
которые обладают некоторой “однозначностью” поведения. Одним из проявлений этой особенности
поведения автоматов является свойство префиксности тех языков, которые фигурируют в системах
уравнений, описывающих работу автомата. Изучению этого свойства посвящен следующий раздел
статьи.

3. Префиксные языки и их основные свойства
Предложенный в этой статье метод проверки эквивалентности конечных автоматов различных

типов существенно опирается на некоторые простые свойства семейств попарно вполне несовмест-
ных префиксных регулярных языков. Язык L называется префиксным, если все его слова попарно
несовместны. Согласно приведенному определению пустой язык ∅ является префиксным, и язык
L = {"} — это единственный префиксный язык, содержащий пустое слово ". Два языка L1 и L2 назы-
ваются совместными, если каждое слово из одного языка совместно с некоторым словом из другого.
Будем говорить, что язык L1 не имеет расширений в языке L2, если ни одно слово из языка L2 не
является расширением каких-либо слов из языка L1. Языки L1 и L2 назовем вполне несовместными
ни один из них не имеет расширений в другом, т.е. любые два слова w1 ∈ L1 и w2 ∈ L2 несовместны.

Сформулированные ниже утверждения следуют непосредственно из определений свойств несов-
местности, префиксности и отсутствия расширений в языках. Они являются ключевыми при по-
строении эффективных разрешающих алгоритмов в разделах 5, 6, и 8.

Утверждение 2. Если язык L1 не имеет расширений в языке L2, то для любого слова w и языка L верно,
что

— язык L1 не имеет расширений в языке L2/w ,
— язык L1 ⧵ w не имеет расширений в языке L2 ⧵ w , и
— язык L1L не имеет расширений в языке L2.

Утверждение 3. Если языки L1 и L2 не имеют расширений в обоих языках L3 и L4, то L1 ∪ L2 не имеет
расширений в языке L3 ∪ L4.

Утверждение 4. Если языки L1 и L2 вполне несовместны, то для любого языка L языки L1L и L2 также
вполне несовместны.

Утверждение 5. Для любых префиксных языков L1 и L2, и всякого слова w языки L1L2 и L1 ⧵w являются
префиксными.
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Утверждение 6. Для любой пары вполне несовместных префиксных языков L1 и L2 язык L1∪L2 является
префиксным.

Утверждение 7. Если язык L1 является префиксным, а язык L2 не имеет расширений в языке L3,
то язык L1L2 также не имеет расширений в языке L1L3.

Утверждение 8. Для любой пары вполне несовместных префиксных языков L1 и L2 язык L∗1L2 является
префиксным.

Доказательство. Возьмем пару вполне несовместных префиксных языков L1 и L2.
1. Если " ∈ L1, то L2 = ∅, поскольку пустое слово " совместно с любым словом. Значит, язык

L∗1L2 = ∅ является префиксным.
2. Рассмотрим случай " ∉ L1. Предположим, что язык L∗1L2 не является префиксным, и пусть

слово w′ = u′1… u′kv
′, где {u′1,… , u′k} ⊆ L1, v

′ ∈ L2, — это кратчайшее слово из множества L∗1L2, которое
совместно с некоторым другим словом w′′ = u′′1 … u′′mv′′ из множества L∗1L2, где {u′′1 ,… , u′′m} ⊆ L1,
v′′ ∈ L2.

Если k > 0, то непустое слово u′1 может быть совместно либо со словом v′′ (в случае m = 0), либо
со словом u′′1 (в случае m > 0). Первая альтернатива невозможна, поскольку языки L1 и L2 вполне
несовместны. Так как язык L1 является префиксным, вторая альтернатива возможна только тогда,
когда u′1 = u′′1 . Но отсюда следует, что более короткие слова u′2… u′kv

′ и u′′2 … u′′mv′′ также совместны
вопреки выбору слова w′.

Если k = 0, то v′ совместно либо со словом u′′1 (в случаеm > 0), либо со словом v′′ (в случаеm = 0).
Первая альтернатива невозможна, поскольку языки L1 и L2 вполне несовместны. А поскольку язык
L2 является префиксным, вторая альтернатива возможна лишь при условии v′ = v′′. Отсюда следует
w′ = w′′, что противоречит выбору слова w′.

Полученные противоречия приводят к заключению о том, что язык L∗1L2 является префиксным.

Утверждение 9. Если префиксный язык L1 вполне несовместен с языком L2, и при этом оба языка L1
и L2 не имеют расширений в языке L3, то язык L∗1L2 также не имеет расширений в языке L∗1L3.

Доказательство утверждения 9 проводится по той же схеме reductio ad absurdum, что и доказа-
тельство утверждения 8.

Таким образом, некоторые теоретико-языковые операции, такие как объединение, конкате-
нация, деление слева и справа, сохраняют свойства несовместности, префиксности и отсутствия
расширений в языках.

Утверждение 10. Пусть L′ и L′′ — конечные непустые префиксные совместные языки. Тогда суще-

ствует единственное разбиение L′ =
n
⋃
i=1
L′i и L′′ =

n
⋃
i=1
L′′i этих двух языков, при котором для каждого

i, 1 ≤ i ≤ n, одно из подмножеств L′i или L′′i состоит из одного слова {w}, а все слова из другого
подмножества являются расширениями этого слова w .

Доказательство. Воспользуемся индукцией по числу слов в множестве L′ ∪ L′′. Базис индукции —
случай, когда |L′| = 1 или |L′′| = 1, — очевиден. Для обоснования индуктивного перехода рассмотрим
кратчайшее слово u в множестве L′ ∪ L′′. Предположим для определенности, что w ∈ L′. Тогда
возьмем множество слов {w} в качестве L′1 и все слова из L′′, которые совместны со словом w ,
в качестве L′′1 . Так как w — это одно из кратчайших слов множества L′ ∪ L′′, а L′ и L′′ — совместные
языки, множество слов L′′1 непусто и состоит только из расширений слова w . Так как язык L′
является префиксным, ни одно слово из L′′1 не является расширением или префиксом какого-либо
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слова из множества L′ −{w}. Таким образом, пара подмножеств L′1 и L′′1 удовлетворяют требованиям
утверждения 10 и определяется однозначно выбором слова w ∈ L′1. Множества L′ − {w} и L′′ − L′′1
— это непустые префиксные и совместные языки; по индуктивному предположению они имеют
единственное разбиение, удовлетворяющее требованиям утверждения 10.

Такое разбиение пары совместных префиксных языков L′ =
n
⋃
i=1
L′i и L′′ =

n
⋃
i=1
L′′i будем называть

расщеплением языков L′ и L′′. Пары соответствующих друг другу подмножеств L′i и L′′i , 1 ≤ i ≤ n,
такого расщепления будут называться долями. Утверждение 10 сыграет ключевую роль в построении
алгоритма проверки эквивалентности трансдьюсеров реального времени в разделе 5.

Обозначим записью PFReg(Σ) семейство всех префиксных регулярных языков. Конечные авто-
маты, которые описывают префиксные языки, обладают важным характерным свойством, которое
существенно облегчает работу с этими автоматами.

Утверждение 11 ([68, 69]). ПустьA = ⟨Q, q0, F , '⟩— сокращенныйDFA в алфавите Σ. Тогда регулярный
язык L(A) является префиксным тогда и только тогда, когда значение функции переходов '(q, x) не
определено для любого допускающего состояния q из F и любой буквы x из Σ, т.е. из допускающих
состояний автомата A не исходит никаких переходов.

Как следует из утверждения 11, если язык L(A) является префиксным, то все допускающие состо-
яния автоматаAможно безопасно объединить в одно единственное допускающее тупиковое состоя-
ние f , у которого нет исходящих из него переходов. Автомат A = ⟨Q, q0, {f }, '⟩ такого вида будет на-
зываться префиксным DFA. Аналогично, каждое семейство регулярных языков  = {L1,… , Lm, Lm+1},
в котором L1,… , Lm — это попарно вполне несовместные префиксные языки, которые не имеют
расширений в языке Lm+1, можно описать при помощи multi-DFA D = ⟨Q, q0, {f1},… , {fm}, Fm+1, '⟩,
в котором допускающие состояния f1,… , fm не имеют исходящих из них переходов. Такой multi-DFA,
описывающий семейство языков  , будет называться префиксным multi-DFA.

В разрешающих алгоритмах, представленных в разделах 5, 6, и 8, будут применяться пять опе-
раций над регулярными языками: деление регулярного языка на слово слева L ⧵ w и справа L/a,
объединение языков L1 ∪ L2, конкатенация языков L1L2, и комбинированная итерация языков L∗1L2.
Префиксные DFA и multi-DFA, используемые для описания префиксных регулярных языков, предо-
ставляют значительные преимущества для эффективного выполнения этих операций.

Для заданного слова w = x1… xn и multi-DFA D = ⟨Q, q0, F1,… , Fm, '⟩, который описывает семей-
ство регулярных языков {L1,… , Lm}, достаточно всего лишь отыскать w-последователя q′ началь-
ного состояния q0 (т.е. такое состояние q′, для которого имеется последовательность переходов
q0

x1→ ⋯
xn→ q′), чтобы получить multi-DFA representation D′ = ⟨Q, q′, F1,… , Fm, '⟩, описывающий

семейство языков {L1 ⧵ w,… , Lm ⧵ w}.
Для заданной буквы a ∈ Σ и DFA A = ⟨Q, q0, F , '⟩, нетрудно отыскать подмножество всех a-

предшественников F ′ = {q′ ∶ q′
a
→ q, q ∈ F} допускающих состояний и построить DFA A′ =

⟨Q, q0, F ′, '⟩, описывающий частное от деления L(A)/a.
Если multi-DFAD = ⟨Q, q0, F1, F2, '⟩ описывает пару регулярных языков L1 и L2, то их объединение

L1 ∪ L2 можно описать при помощи DFA B′ = ⟨Q, q0, F1 ∪ F2, '⟩.
Объединив допускающее состояние префиксного DFA, описывающего язык L0, и начальное

состояние multi-DFA, который описывает семейство языков L1,… , Lm, можно построить автоматное
описание семейства конкатенаций {L0L1,… , L0Lm}.
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И, наконец, если имеется префиксный multi-DFA D = ⟨Q, q0, {f1},… , {fm}, F , '⟩, то 1) добавив
к нему копию q′0 начального состояния q0 вместе с исходящими из него переходами,
2) перенаправив в состояние q′0 все те переходы. которые ранее вели в состояние q0,
и 3) объединив начальное состояние q0 и допускающее состояние f1, можно построить multi-DFA
D′ = ⟨Q ∪ {q′0}, q0, {f2},… , {fm}, F , '′⟩, который описывает семейство языков L∗1L2,… , L∗1Lm, L∗1Lm+1.

Все эти операции над языками можно выполнить за время, линейно зависящее от размера
заданных автоматных описаний языков, и, кроме того, размер (число состояний) полученных при
этом автоматов увеличивается не более чем на 1.

4. Конечные автоматы-преобразователи
Конечный автомат-преобразователь (далее коротко, трансдьюсер), работающий в конечном

входном алфавите Σ и конечном выходном алфавите Δ, представляет собой систему переходов
� = ⟨Q, F ,⟶⟩, в которой Q — конечное множество состояний, F ⊆ Q — подмножество финальных
состояний, и ⟶ — конечное отношение переходов типа Q × (Σ ∪ {"}) ×Δ∗ ×Q. Иногда для обозначения
трансдьюсеров будет использоваться запись � (q0), чтобы выделить некоторое состояние q0 из мно-
жества Q как начальное состояние � . Четверки (q, x, u, q′) из отношения ⟶ называются переходами

и обозначаются записью q
x |u
⟶ q′. Если x — это буква алфавита Σ, то переход q

x |u
⟶ q′ будем называть

Σ-переходом. Переходы вида q
" |u
⟶ q′ называются "-переходами. Нетрудно понять, что Σ-переход

q
a|u
⟶ q′ означает, что трансдьюсер, пребывающий в состоянии q, считывает букву a на входной

ленте, записывает на выходной ленте слово u и переходит в состояние q′. Когда в трансдьюсере
срабатывает "-переход q

" |u
⟶ q′, то машина, не обращаясь к входной ленте, записывает слово u на

выходной ленте и переходит в состояние q′. Размером перехода q
x |u
⟶ q′ будет считаться число

|u|+1. Размером |� | трансдьюсера � является число, равное сумме размеров всех переходов машины
� плюс число ее состояний |Q|.

Прогоном трансдьюсера � из состояния q в состояние q′ на входном слове ℎ называется всякая
конечная последовательность переходов

q
x1 |u1⟶ q1

x2 |u2⟶ ⋯
xn−1 |un−1⟶ qn−1

xn |un⟶ q′ , (2)

для которой выполняется равенство ℎ = x1x2… xn. Пара слов (ℎ, u), в которой u = u1u2… un, называется
пометкой прогона (2). Мы будем использовать запись q

ℎ|u
⟶∗ q′ для обозначения того факта, что

трансдьюсер � имеет прогон (2) с пометкой (ℎ, u) из состояния q в состояние q′. Если q′ ∈ F , то
прогон (2) называетсяфинальным. Прогон (2) трансдьюсера � с пометкой (", u)называется "-прогоном.
Для каждого состояния q существует пустой прогон q

" |"
⟶∗ q из состояния q в то же самое состояние,

представляющий собой пустую последовательность переходов.
Множество пар слов TR(�, q) = {(ℎ, u) ∶ q

ℎ|u
⟶∗ q′, q′ ∈ F}, которыми помечены все финальные

прогоны машины � из состояния q, называется отношением трансдукции, вычисляемое транс-
дьюсером � в состоянии q. Заметим, что если q — это финальное состояние трансдьюсера � , от-
ношение трансдукции TR(�, q) содержит пометку (", "). Состояния q1 и q2 трансдьюсера � назы-
ваются эквивалентными (и этот факт обозначается записью � (q1) ∼ � (q2)), если верно равенство
TR(�, q1) = TR(�, q2). Проблема эквивалентности для трансдьюсеров состоит в том, чтобы для про-
извольного заданного трансдьюсерв � и пары его состояний q1 и q2 проверить выполнимость
отношения � (q1) ∼ � (q2).
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Автомат-преобразователь � называется трансдьюсером реального времени, если он не содержит
"-переходов, т.е. ⟶⊆ Q × Σ × Δ∗ × Q. В отличие от конечных автоматов, в некоторых трансдьюсерах
невозможно избавиться от "-переходов, и поэтому, вычислительные возможности трансдьюсеров
реального времени существенно уступают возможностям трансдьюсеров с "-переходами.

Трансдьюсер реального времени � называется
• детерминированным трансдьюсером, если для каждой входной буквы a и состояния q он имеет

не более одного перехода вида q
a|u
⟶ q′;

• функциональным (или однозначным) трансдьюсером, если для каждого состояния q отноше-
ние трансдукции TR(�, q) является функцией;

• k-неоднозначным трансдьюсером, если для каждого состояния q и любого входного слова ℎ
имеется не более k финальных прогонов машины � из состояния q на слове ℎ;

• k-значным трансдьюсером, если для каждого состояния q и любого входного слова ℎ отноше-
ние TR(�, q) содержит не более k образов слова ℎ, т.е. |Im(TR(�, q), ℎ)| ≤ k;

• трансдьюсером ограниченного диапазона длин k, если для каждого состояния q и любого вход-
ного слова ℎ, множество длин образов w слова ℎ в отношении TR(�, q) содержит не более
k чисел, т.е. |{|w | ∶ w ∈ Im(TR(�, q), ℎ)}| ≤ k.

Для всех перечисленных выше типов трансдьюсеров реального времени была доказана разреши-
мость проблемы эквивалентности (см. [21—24, 28, 35]). В следующем разделе вводится в рассмотре-
ние новый класс трансдьюсеров реального времени, для которого эта проблема также оказывается
разрешимой.

5. Проверка эквивалентности префиксных трансдьюсеров реального времени
Рассмотрим произвольный трансдьюсер реального времени � = ⟨Q, q0, F ,⟶⟩. Для любой пары

состояний q, q′ и входной буквы x обозначим записью Out� (q, q′, x) множество всех выходных слов
u на переходах вида q

x |u
⟶ q′ в системе � . Трансдьюсер � назовем префиксным, если для любого его

состояния q, любой входной буквы x , и произвольной пары различных переходов вида q
x |u′
⟶ q′

и q
x |u′′
⟶ q′′ выходные слова u′ и u′′ несовместны. Префиксные трансдьюсеры обладают очевидным

характеристическим свойством: для каждого состояния q ∈ Q и любой входной буквы x ∈ Σ все
языки семейства {Out� (q, x, p) ∶ p ∈ Q} являются префиксными и попарно вполне несовместными.

Очевидно, что каждый детерминированный трансдьюсер является префиксным, хотя обратное
утверждение неверно. Префиксные трансдьюсеры обладают особым свойством “однозначности”:
для каждого состояния q префиксного трансдьюсера � и любой пары (ℎ, u) ∈ TR(�, q) существует
единственный прогон машины � из состояния q с пометкой (ℎ, u). Однако следует иметь в виду,
что это свойство существенно отличается от свойства однозначности автоматов-преобразователей
в его традиционном смысле (см. [24, 25, 27, 28, 31]): в обычном понимании свойство однозначности
(ambiguity) требует, чтобы для каждого входного слова ℎ существовало не более одного финального
прогона трансдьюсера � помеченного парой (ℎ, w) для некоторого выходного слова w . Необхо-
димо также заметить, что некоторые префиксные трансдьюсеры реального времени не обладают
такими свойствами как k-неоднозначность, k-значность или даже ограниченность диапазона длин,
т.е. класс префиксных трансдьюсеров не подпадает ни под один из ранее известных случаев разре-
шимости проблемы эквивалентности для трансдьюсеров реального времени.
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Пример 1. Рассмотрим простой префиксный трансдьюсер реального времени � = ⟨{q0, q1}, {q1},→⟩,
который работает в алфавитах Σ = {a, b} и Δ = {c, d} и имеет три перехода q0

a/c
⟶ q0,

q0
a/dd
⟶ q0, и q0

b/"
⟶ q1. Для каждого входного слова ℎn = anb длины выходных слов на финальных

прогонах трансдьюсера � из состояния q0 являются всевозможными целыми числами в диапазоне от n
до 2n. Следовательно, трансдьюсер � не обладает свойством ограниченного диапазона длин.

Предложенный в этой статье метод проверки эквивалентности для префиксных трансдьюсе-
ров реального времени основан на преобразованиях регулярных выражений специального вида.
Точно также, как это было сделано для проверки эквивалентности DFAs в разделе 1, с каждым
трансдьюсером � будем ассоциировать систему линейных уравнений � , которая специфициру-
ет трансдукции, вычисляемые во всех состояниях машины � . Чтобы проверить эквивалентность
� (q′) ∼ � (q′′) добавим к системе уравнений � требование эквивалентности состояний, которое
представлено уравнением вида X ′ = X ′′, а затем попробуем выяснить, имеет ли решение получен-
ная система уравнений. Для этого, как и в случае проверки эквивалентности конечных автоматов,
воспользуемся методом исключения Гаусса. Для произвольных трансдьюсеров преимущества та-
кого подхода сомнительны, но для префиксных трансдьюсеров утверждение 10 о расщеплении
совместных пар префиксных языков предоставляет удобное средство для эффективного решения
систем уравнений, соответствующих задаче проверки эквивалентности.

Чтобы упростить изложение этого метода, сделаем некоторые предположения относительно
преобразователя, подлежащего анализу:

• входной алфавит Σ = {a1,… , ak} и выходной алфавит Δ не имеют общих букв; символы x , y , z
будут использоваться для обозначения произвольных букв из множества Σ, а символы u, v, w
— для обозначения произвольных слов из множества Δ∗,

• мы будем рассматривать только сокращенные трансдьюсеры � , у которых из каждого состояния
достижимо хотя бы одно финальное состояние.

Регулярные выражения (далее, для краткости, р-выражения) строятся из переменных X1, X2,… ,
констант 0, 1, букв из множества Σ, и слов из множества Δ∗ при помощи операций конкатенации ⋅ и
альтернации +. Р-выражения интерпретируются в полукольце трансдукций. Значениями констант
0, 1, каждой буквы x ∈ Σ, и каждого слова u ∈ Δ∗ служат соответственно трансдукции ∅, {(", ")},
{(x, ")}и {(", u)}. Конкатенация ⋅и альтернация+истолковываются соответственно как конкатенация
и объединение трансдукций. Очевидно, что операция альтернации + коммутативна, и равенство
x ⋅ u = u ⋅ x верно для любой буквы x ∈ Σ и слова u ∈ Δ∗. Мы также будем использовать следующие
очевидные тождества: 0 ⋅ T = T ⋅ 0 = 0, 0 + T = T , 1 ⋅ T = T ⋅ 1 = T .

В центре внимания будут линейные р-выражения двух типов. Δ-выражением будем называть
константу 0, а также всякое р-выражение вида u1 ⋅ Xi1 + u2 ⋅ Xi2 + ⋯ + um ⋅ Xim , в котором одна и та
же переменная может иметь несколько вхождений. Если слова u1, u2,… , um попарно несовместны,
то такое Δ-выражение называется префиксным. Σ-выражением называется всякое выражение вида
a1 ⋅E1 +a2 ⋅E2 +⋯+ak ⋅Ek +w1 +⋯+wm, в котором Ei , 1 ≤ i ≤ k, — это Δ-выражения, и при этом входной
алфавит Σ = {a1, a2,… , ak} и {w1,… , wm} ⊆ Σ∗. Мы будем использовать записи E(X1,… , Xn) (для Δ-
выражений) или G(X1,… , Xn) (для Σ-выражений), чтобы подчеркнуть тот факт, что эти р-выражения
могут содержать только переменные X1,… , Xn.

Рассмотрим произвольный трансдьюсер реального времени � = ⟨Q, F ,⟶⟩, работающий в ал-
фавитах Σ и Δ. С каждым его состоянием p будем ассоциировать переменную Xp , и для каждой
пары p ∈ Q и x ∈ Σ построим Δ-выражение Ep,x = ∑

q∈Q
∑

u∈Out� (p,x,q)
u ⋅ Xq . Ясно, что если трансдьюсер

� является префиксным, то все определенные таким образом Δ-выражения Ep,x также являются
префиксными. Для каждого состояния p обозначим записью �p либо константу 1 в случае p ∈ F ,
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или константу 0 в противном случае. Тогда алгебраической спецификацией трансдьюсера � может
служить система уравнений

� = {Xp =∑
x∈Σ

x ⋅ Ep,x + �p ∶ p ∈ Q} .

Утверждение 12. Для любого трансдьюсера реального времени � система уравнений � имеет
единственное решение {Xp = TR(�, p) ∶ p ∈ Q}.

Доказательство. То, что множество трансдукций TR(�, p), p ∈ Q, взятых в качестве значений соот-
ветствующих переменных Xp , — это одно из решений системы уравнений � , следует непосред-
ственно из определения отношений TR(�, p) и устройства уравнений этой системы.

Чтобы доказать единственность этого решения, мы рассмотрим произвольное решение
Xp = Tp , p ∈ Q, системы уравнений � и покажем при помощи индукции по длине входного
слова ℎ, что для любой пары (ℎ, w) и состояния p ∈ Q пара (ℎ, w) принадлежит отношению Tp тогда
и только тогда, когда (ℎ, w) ∈ TR(�, p).

Как можно заметить из описания уравнений системы � , пара (", w) может содержаться в Tp
в том и только том случае, если w = " и p ∈ F ; последнее равносильно включению (", w) ∈ TR(�, p).

Предположим, что соотношение (ℎ, w) ∈ Tp ⇔ (ℎ, w) ∈ TR(�, p) выполняется для каждого состоя-
ния p, любого выходного словаw , и произвольного входного слова ℎ, длина которого не превосходит
n. Рассмотрим произвольное входное слово ℎ′ = yℎ длины n + 1. Так как отношение Tp является со-
ставной частью решения системы уравнений � , верно равенство Tp = ∑

x∈Σ
∑
q∈Q

∑
u∈Out� (p,x,q)

x ⋅ u ⋅ Tq + cp .

Поэтому для любого выходного слова w пара (ℎ′, w) содержится в отношении Tp тогда и только
тогда, когда (ℎ, w ⧵ u) ∈ Tq для некоторого состояния q и выходного слова u ∈ Out� (p, y, q). Согласно
индуктивному предположению последнее условие равносильно тому, что (ℎ, w ⧵u) ∈ TR(�, q), и при

этом в трансдьюсере � имеется переход p
y |u
⟶ q; это означает, что (ℎ, w) ∈ TR(�, p).

Следствие 1. Для каждой пары состояний p, q ∈ Q эквивалентность � (p) ∼ � (q) имеет место тогда
и только тогда система уравнений � ∪ {Xp = Xq} имеет решение.

Как показывает полученное следствие, для проверки эквивалентности трансдьюсеров реального
времени достаточно уметь эффективно проверять разрешимость систем уравнений, которые явля-
ются расширением систем уравнений � , соответствующих трансдьюсерам. Разрешимость некото-
рых расширений совершенно очевидна. Будем говорить, что система линейных уравнений

 = � (X1,… , Xn) ∪ {Yj = Ej(X1,… , Xn) ∶ 1 ≤ j ≤ m},

является приведенной, если множества переменных {X1,… , Xn} и {Y1,… , Ym} не пересекаются, и пра-
вые части Ej , 1 ≤ j ≤ m, — это некоторые р-выражения.

Утверждение 13. Каждая приведенная система уравнений  имеет единственное решение.

Доказательство. Следует непосредственно из утверждения 12.

Некоторые другие расширения систем уравнений � не имеют решений.
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Утверждение 14. Если система уравнений � (X1,… , Xn) ∪ {
�
∑
i=1
ui ⋅ Xi =

m
∑
j=1
vj ⋅ Xj} имеет решение, то

языки L1 = {u1,… , u�} и L2 = {v1,… , vm} совместны.

Доказательство. Согласно утверждению 12 система уравнений � имеет ненулевое решение

X1 = T1,… , Xn = Tn. Если слово ui несовместно со словами v1,… , vm, то (", ui)Ti ∩
m
⋃
j=1
(", vj)Tj = ∅,

и поэтому
�
∑
i=1
ui ⋅ Ti ≠

m
∑
j=1
vj ⋅ Tj

Утверждение 15. Если система уравнений � (X1,… , Xn)∪{X1 =
�
∑
i=1
ui ⋅Xi} имеет решение, и множество

слов {u1,… , u�} является префиксным, то � = 1 и u1 = ", т.е.
�
∑
i=1
ui ⋅ Xi ≡ X1.

Доказательство. Согласно утверждению 12 система уравнений � имеет единственное решение
X1 = T1,… , Xn = Tn и при этом Ti ≠ ∅ для каждого i, 1 ≤ i ≤ n. Предположим, что верно равенство

T1 =
�
⋃
i=1
(", ui)Ti . Рассмотрим произвольное входное слово ℎ из области определения Dom(T1) и ко-

нечные языки из множеств значений Im(Ti , ℎ), 1 ≤ i ≤ � . С одной стороны, мы имеем очевидное
соотношение

T1 =
�
⋃
i=1
(", ui)Ti ⟹ Im(T1, ℎ) =

�
⋃
i=1

uiIm(Ti , ℎ).

С другой стороны, поскольку множество слов {u1,… , u�} является префиксным, языки u1Im(T1, ℎ)

и
�
⋃
i=2
uiIm(Ti , ℎ) не имеют общих слов. Поэтому мощность множества

�
⋃
i=2
uiIm(Ti , ℎ) равна 0. Однако из

равенства Im(T1, ℎ) = u1Im(T1, ℎ) следует u1 = ". А так как пустое слово " совместно с любым словом,
мы приходим к выводу о том, что � = 1.

Здесь нужно особо отметить, что в приведенном доказательстве решающую роль сыграл тот
факт, что � — это трансдьюсер реального времени, и поэтому для каждого входного слова ℎ транс-
дукции Ti , являющиеся решениями системы уравнений � , имеют конечное число образов слова ℎ.
Когда в разделе 6 речь пойдет о трансдьюсерах с "-переходами, утверждением 15 уже нельзя будет
воспользоваться.

Далее опишем итеративную процедуру проверки разрешимости системы уравнений
1 = � ∪ {Xp = Xq} для произвольного префиксного трансдьюсера � путем преобразования этой
системы в равносильную приведенную форму. В начале каждой итерации t эта процедура имеет на
входе систему уравнений вида

t = �t ∪ {Xji = Ei ∶ 1 ≤ i ≤ Nt},

где
• �t — это некоторый префиксный трансдьюсер (не обязательно совпадающий с анализируемым

трансдьюсером � ),
• Xji , 1 ≤ i ≤ Nt , — переменные (не обязательно попарно различные),
• Ei , 1 ≤ i ≤ Nt , — префиксные ненулевые Δ-выражения, зависящие только от тех переменных,

которые содержатся в уравнениях подсистемы �t .
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Уравнения подсистемы �t будем называть базовыми уравнениями, а все остальные уравнения —
проверочными уравнениями. Если переменная Xi из левой части проверочного уравнения Xi = Ei
не встречается где-либо еще в системе t , то Xi будет называться приведенной переменной, а со-
ответствующее уравнение — приведенным уравнением. Все остальные проверочные уравнения и
переменные из их левых частей будут называться активными. Очевидно, что система уравнений
t , не содержащая активных переменных, является приведенной. Наш подход основан на идее
метода исключения Гаусса и деактивизирует одну за другой все переменные системы t за счет
применения подходящих равносильных преобразований к системе t . Этот процесс завершается
в двух случаях:

• в системе уравнений t отсутствуют активные переменные; тогда согласно утверждению 13,
система t имеет решение, и отсюда следует � (p) ∼ � (q);

• одно из активных уравнений системы t противоречит заключению утверждения 14 или
утверждения 15; тогда система t не имеет решений, и поэтому состояния p и q трансдьюсера
� могут быть сочтены неэквивалентными.

На t-й итерации следующие равносильные преобразования применяются к системе уравне-
ний t .
1) Удаление тождеств. Уравнения вида X = X удаляются из системы t .
2) Проверка активности переменных. Если в систем t нет активных уравнений, то процедура завер-
шает свое выполнение и объявляет о разрешимости исходной системы уравнений в соответствии
с утверждением 13.
3) Приведение переменных. Выбирается активное уравнение Xi = Ei в t . Если Xi входит в состав
Δ-выражения Ei с ненулевым коэффициентом, то процедура завершает свое выполнение и объяв-
ляет о разрешимости исходной системы уравнений в соответствии с утверждением 15. В против-
ном случае во всех остальных уравнениях системы t все вхождения переменной Xi замещаются
р-выражением Ei за счет применения подстановки {Xi/Ei}.

После этого шага переменнаяXi и уравнениеXi = Ei становятся приведенными, а число активных
переменных в системе t сокращается. Однако применение {Xi/Ei} к уравнениям системы дает
и побочный эффект: нестандартные уравнения одного из следующих видов

A) E = G, где E — это Δ-выражение, отличное от переменных, и G — это Σ-выражение,
B) E′ = E′′, где E′, E′′ — это Δ-выражения, отличные от переменных,

могут появиться в системе t . Может случиться также, что
C) сразу несколько базовых уравнений видаX = G с одной и той же переменнойX в левых частях

появляются в системе t . Эти отклонения системы уравнений от установленной канонической
формы должны быть устранены.
4) Устранение нестандартных уравнений вида E = G. Для этого

• в каждом уравнении вида E(X1,… , X� ) = G заменить все вхождения переменных Xi , 1 ≤ i ≤ � ,
в ненулевом Δ-выражении E на Σ-выражения Gi из правых частей базовых уравнений Xi = Gi
подсистемы �t , а затем привести полученное выражение E(G1,… , G� ) к стандартной форме
Σ-выражения при помощи закона коммутативности u ⋅ x = x ⋅ u для букв алфавитов Σ и Δ
и закона дистрибутивности T ⋅ R + T ⋅ S = T ⋅ (R + S);

• для каждой пары базовых уравнений X = G′ и X = G′′ с одинаковыми левыми частями
заменить одно из этих уравнений на уравнение G′ = G′′.

После этого шага все уравнения вида E = G исчезнут, и все базовые уравнения X = G будут
иметь попарно различные переменные в левых частях. Однако это достигается за счет того, что
в системе появляются нестандартные уравнения вида

D) G′ = G′′, где G′, G′′ — это Σ-выражения.
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5) Устранение нестандартных уравнений вида G′ = G′′. Рассмотрим уравнение

k
∑
i=1

ai ⋅ E′i + w
′
1 +⋯ + w′

m =
k
∑
i=1

ai ⋅ E′′i + w
′′
1 +⋯ + w′′

n .

Если {w′
1,… , w′

m} ≠ {w′′
1 ,… , w′′

n }, то процедура завершается и объявляет о неразрешимости системы.
То же самое решение будет принято, если для некоторого i, 1 ≤ i ≤ k, oдно изΔ-выражений E′i или E′′i
равно 0, тогда как другое отлично от нуля. Легко видеть, что в обоих случаях левая и правая части
этого уравнения оцениваются по-разному для любых непустых трансдукций, взятых в качестве
значений переменных.

В противном случае удалить это уравнение из системы и подставить вместо него уравнение
E′i = E′′i , 1 ≤ i ≤ k, где E′i и E′′i — ненулевые Δ-выражения. Таким образом, все уравнения вида
G′ = G′′ исчезнут из системы, а вместо них в системе появятся новые уравнения вида E′ = E′′.
После этого шага уравнения вида B) — это единственные нестандартные уравнения, которые еще
остаются в системе.
6) Устранение нестандартных уравнений E′ = E′′. Решающее значение здесь имеет тот факт, что
Δ-выраженияE′ иE′′ являются префиксными. Это обусловлено тем, что исходная система уравнений
1 была построена для префиксного трансдьюсера � , и все преобразования, которые применяются
в дальнейшем к этой системе, сохраняют, как это следует из утверждений 4–7, префиксное свойство
Δ-выражений, входящих в уравнения. Для устранения нестандартного уравнения типа B)

�
∑
i=1

ui ⋅ X ′
i =

m
∑
j=1

vj ⋅ X ′′
j (3)

проверяется совместность префиксных языков L′ = {u1,… , u�} и L′′ = {v1,… , vm}. Если какое-нибудь
слово одного из этих языков несовместно с любым словом другого языка, то процедура провер-
ки завершает работу и объявляет о неразрешимости исходной системы уравнений на основании

утверждения 14. В противном случае процедура осуществляет расщепление L′ =
n
⋃
i=1
L′i и L′′ =

n
⋃
i=1
L′′i

этих языков (см. утверждение 10), удаляет уравнение (3) из системы t , и добавляет вместо него
для каждой доли L′i = {ui0} и L′′i = {vi1 ,… , vir} (или L′i = {ui1 ,… , uir} и L′′i = {vi0}) новое уравнение
X ′
i0 = (vi1 ⧵ ui0) ⋅ X

′′
i1 + ⋯ + (vir ⧵ ui0) ⋅ X ′′

ir (или, соответственно, X ′′
i0 = (ui1 ⧵ vi0) ⋅ X

′
i1 + ⋯ + (uir ⧵ vi0) ⋅ X ′

ir ).
Утверждение 5 гарантирует при этом, что Δ-выражения в правых частях добавленных уравнений
будут префиксными.

После этого шага будет получена система уравнений t+1, которая равносильна системе t ,
но имеет меньшее число активных переменных, чем t .

Можно обратить внимание на тот факт, что описанная процедура проверки разрешимости си-
стем уравнений очень похожа на алгоритм Мартелли–Монтанари [70] вычисления наиболее общего
унификатора двух термов. И так же, как и в этом алгоритме унификации, правила 1)–6) преобразо-
вания систем уравнений в приведенную форму могут применяться в произвольном порядке.

Утверждение 16. Для любого префиксного трансдьюсера реального времени � и пары его состояний
p, q предложенная процедура после применения к системе уравнений 1 = � ∪ {Xp = Xq} завершает
работу и корректно проверяет разрешимость системы 1.

Доказательство. Так как после каждого этапа t выполнения процедуры число активных пере-
менных уменьшается по меньшей мере на единицу, процедура обязательно завершает работу.
Преобразования по правилам 1) и 3)–6), которым подвергается система уравнений t , являются
равносильными преобразованиями; поэтому на каждом этапе t система уравнений t равносильна
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исходной системе 1. Согласно утверждениям 13–15 решение относительно разрешимости системы
уравнений t , которое принимает процедура, является правильным.

Таким образом, верна

Теорема 2. Проблема эквивалентности для префиксных трансдьюсеров реального времени разрешима
за квадратичное время.

Доказательство. Согласно утверждению 16 описанная выше разрешающая процедура корректно
проверяет эквивалентность � (p) ∼ � (q) для любого префиксного трансдьюсера реального време-
ни � . Число этапов работы этой процедуры не превосходит числа состояний трансдьюсера � . Все
Δ-выражения, входящие в систему уравнений t , можно представить в виде словарного дерева с
использованием ссылочных структур данных. Такие структуры данных позволяют выполнять все
операции над уравнениями, такие как применение подстановки, проверка совместности, расщепле-
ние уравнений и др., за время, линейное относительно размера системы уравнений t . Необходимо
заметить, что использование ссылочных структур данных позволяет выполнять эти операции так,
чтобы размер системы уравнений t не увеличивался. Поскольку исходную систему уравнений 1
можно построить за время, линейное относительно размера трансдьюсера � , проверку эквивалент-
ности � (p) ∼ � (q) можно выполнить за время, квадратичное относительно размера � .

6. Проверка эквивалентности префиксных трансдьюсеров c "-переходами
В этом разделе выделен новый класс префиксных трансдьюсеров с "-переходами и показано, как

можно проверять эквивалентность машин из этого класса при помощи того же метода проверки
разрешимости систем языковых уравнений, который был разработан в разделе 5. Но для трансдью-
серов более общего вида коэффициентами этих уравнений будут не отдельные слова, а регулярные
префиксные языки.

Для трансдьюсера � = ⟨Q, F ,⟶⟩, работающего в входном алфавите Σ и выходном алфавите Δ,
назовем состояние q этого трансдьюсера Σ-состоянием ("-состоянием), если ни один "-переход не
исходит (соответственно, только "-переходы исходят) из состояния q. Состояния обоих типов будем
называть однородными. Трансдьюсер � называется однородным, если все его состояния являются
однородными. Каждый трансдьюсер можно легко преобразовать в однородный: если из состояния
q исходят переходы обоих типов, то его можно расщепить на два состояния q′ и q′′ так, чтобы q′

унаследовало от q только исходящие из него Σ-переходы, а q′′ унаследовало от q только исходя-
щие из этого состояния "-переходы. Переходы, которые прежде вели в состояние q, дублируются
и направляются в оба состояния q′ и q′′. Далее в этом разделе мы будем рассматривать только
однородные трансдьюсеры.

Множество состояний Q однородного трансдьюсера можно разделить на подмножество QΣ, ко-
торое содержит все Σ-состояния, и подмножество Q" , которое содержит все "-состояния. Точно так
же, множество финальных состояний F разделяется на подмножество FΣ, содержащее все финаль-
ные Σ-состояния, и подмножество F" , содержащее все финальные "-состояния. Так как однородный
трансдьюсер может иметь циклы, состоящие только из "-переходов, он способен, в отличие от транс-
дьюсера реального времени, после прочтения одной буквы на входной ленте записать сколь угодно
много различных слов на выходной ленте. Чтобы описать реакцию однородного трансдьюсера � в
ответ на событие начала вычисления или считывания буквы на входной ленте, мы вводим четыре
класса языков:

1) для каждой пары Σ-состояний p, q и входной буквы a ∈ Σ определим множество слов

OutΣ� (p, a, q) = {w ∶ p
a|w
⟶∗ q},
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которые � может записать на входной ленте при совершении прогона из состояния p в состо-
яние q в результате считывания единственной буквы a;

2) для каждого Σ-состояния p и входной буквы a ∈ Σ определим множество слов

F inΣ� (p, a) = {w ∶ p
a|w
⟶∗ q, q ∈ F"},

которые � может записать на входной ленте при совершении прогона из состояния p в неко-
торое финальное "-состояние в результате считывания единственной буквы a;

3) для каждого "-состояния p и Σ-состояния q определим множество слов

Out"� (p, q) = {w ∶ p
" |w
⟶∗ q},

которые � может записать на входной ленте при совершении некоторого "-прогона из состо-
яния p в состояние q;

4) для каждого "-состояния p определим множество слов

F in"� (p) = {w ∶ p
" |w
⟶∗ q, q ∈ F"},

которые � может записать на входной ленте при совершении некоторого "-прогона из состо-
яния p в некоторое финальное "-состояние.

Подобно тому, как это было определено для трансдьюсеров реального времени, будем называть
однородный трансдьюсер � префиксным, если для любого x ∈ Σ∪{"}, состояния q, и пары различных

переходов q
x |u′
⟶ q′ и q

x |u′′
⟶ q′′ выходные слова u′ и u′′ несовместны. Следующее утверждение

вытекает непосредственно из приведенного определения.

Утверждение 17. Если � = ⟨QΣ ∪ Q" , FΣ ∪ F" ,⟶⟩ — это однородный префиксный трансдьюсер , то
1. для каждого Σ-состояния p и входной буквы a ∈ Σ все языки из семейства {OutΣ� (p, a, q) ∶ q ∈ QΣ}

являются попарно вполне несовместными регулярными языками, которые не имеют расширений
в регулярном языке F in"� (p, a);

2. для каждого "-состояния p все языки из семейства {Out"� (p, q) ∶ q ∈ QΣ} являются попарно
вполне несовместными регулярными языками, которые не имеют расширений в регулярном языке
F in"� (p).

Доказательство. Рассматривая каждый "-переход p
" |w
⟶ q трансдьюсера � , где w = x1… xm, как по-

следовательную композицию p
x1⟶ ⋯

xm⟶ q переходов, можно построить для каждого "-состояния
p такой конечный мультиавтомат, который 1) работает в выходном алфавите Δ, 2) имеет p в ка-
честве начального состояния, и 3) имеет в качестве семейства множеств допускающих состояний
все одноэлементные множества {q}, q ∈ QΣ, а также множество F" . Так как трансдьюсер � облада-
ет свойством префиксности, указанный мультиавтомат является префиксным multi-DFA, который
описывает семейство языков {Out"� (p, q) ∶ q ∈ QΣ} и язык F in"� (p).

Следуя тем же рассуждениям можно построить для каждого Σ-состояния p трансдьюсера � и лю-
бой входной букве a ∈ Σ префиксный multi-DFA, который описывает семейство языков
{OutΣ� (p, a, q) ∶ q ∈ QΣ} и язык F in"� (p, a).

Заметим, что multi-DFAs, предложенные в доказательстве утверждения 17 можно построить за
время, линейное относительно размера трансдьюсера � , и размер каждого такого multi-DFA не пре-
восходит размера машины � . Алгоритм проверки эквивалентности префиксных однородных тран-
сдьюсеров проводит анализ и преобразования семейств регулярных языков OutΣ� (p, a, q), F inΣ� (p, a),
Out"� (p, q), и F in"� (p), используя указанные multi-DFAs как их формальные спецификации.
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Вначале покажем, как построить систему уравнений � , которая специфицирует отношения
трансдукции, реализуемые в Σ-состояниях однородного трансдьюсера � = ⟨Q" ∪ QΣ, F" ∪ FΣ,⟶⟩.
Уравнения состоят из р-выражений, которые, как и в случае трансдьюсеров реального времени,
строятся из переменныхX1, X2,… , констант 0, 1, и букв алфавитаΣ, но теперь вместо букв из алфавита
Δ в качестве констант будут использоваться регулярные языки из класса Reg(Δ). Значением каждой
такой константы L ∈ Reg(Δ) является трансдукция {(", w) ∶ w ∈ L}. Разумеется, для этих новых
констант будут верны тождества L1 + L2 = L3 или L1 ⋅ L2 = L3 всякий раз, когда L1 ∪ L2 = L3 или
L1L2 = L3. К каждой константе L ∈ Reg(Δ) будем обращаться по имени (описанию) какого-либо DFA,
который задает язык L.

Обобщенное Δ-выражение — это всякое выражение вида L0 + L1 ⋅ X1 +⋯ + Ln ⋅ Xn, где Li ∈ Reg(Δ)
для каждого i, 0 ≤ i ≤ n. Обобщенное Δ-выражение такого вида называется префиксным, если языки
L1,… , Ln являются префиксными, попарно вполне несовместными и не имеющими расширений в
языке L0. Ясно, что каждое обобщенное Δ-выражение E может быть описано multi-DFA DE , который
задает семейство регулярных языков L0, L1,… , Ln. ОбобщенноеΣ-выражение — это всякое выражение
вида a1 ⋅ E1 +⋯+ ak ⋅ Ek + L, где Σ = {a1,… , ak}, L ∈ Reg(Δ), и E1,… , Ek — это обобщенные Δ-выражения.

Для заданного однородного трансдьюсера � = ⟨Q" ∪ QΣ, F" ∪ FΣ,⟶⟩ определим систему урав-
нений � точно так же, как это было сделано для трансдьюсеров реального времени. С каждым
Σ-состоянием p будем ассоциировать переменную Xp , и для каждой входной буквы a ∈ Σ построим
обобщенноеΔ-выражение Ep,a = ∑

q∈QΣ
OutΣ� (p, a, q)⋅Xq+F inΣ� (p, a). Нетрудно заметить, что если � — пре-

фиксный трансдьюсер, то всякое обобщенное Δ-выражение Ep,a является префиксным. Поведение
трансдьюсера � можно описать следующей системой уравнений

� = {Xp =∑
a∈Σ

a ⋅ Ep,x + Lp ∶ p ∈ QΣ},

в которых Lp = 1, если p ∈ FΣ, и Lp = 0 в противном случае.

Утверждение 18. Для каждого однородного трансдьюсера � система уравнений � имеет единствен-
ное решение {Xp = TR(�, p) ∶ p ∈ QΣ}.

Доказательство. Проводится посредством тех же самых рассуждений, что и доказательство анало-
гичного утверждения 12.

Для каждого состояния p ∈ QΣ ∪ Q" однородного трансдьюсера � определим обобщенное
Δ-выражение E�,p :

E�,p =
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

Xp , если p ∈ QΣ,
∑
q∈QΣ

Out"� (p, q)Xq + F in"� (p), если p ∈ Q" .

Утверждение 19. Для каждого однородного трансдьюсера � и пары его состояний p′, p′′ ∈ QΣ ∪ Q"
система уравнений � ∪ {E�,p′ = E�,p′′} имеет решение тогда и только тогда, когда � (p′) ∼ � (p′′).

Доказательство. Согласно утверждению 18 система уравнений � имеет единственное решение
Xp = TR(�, p) для каждого Σ-состояния p. Тогда, как видно из определения множеств Out"Π(p, q) и
F in"Π(p), для этого набора значений переменных Δ-выражения E�,p′ и E�,p′′ принимают значения
TR(�, p′) и TR(�, p′′).

286



Efficient Equivalence Checking Technique for Some Classes of Finite-State Machines

Таким образом, проблема эквивалентности � (p′) ?∼ � (p′′) для однородных трансдьюсеров сводит-
ся к задаче проверки разрешимости систем уравнений � ∪{E�,p′ = E�,p′′}. И хотя в общем случае эта
задача не имеет алгоритмов решения, для нее существует эффективная разрешающая процедура,
если известно, что � — префиксный трансдьюсер.

Далее будет представлена процедура проверки разрешимости систем уравнений вида � ∪ {E′1 =
E′′1 ,… , E′m = E′′m}, где � — префиксный однородный трансдьюсер, и E′i , E′′i — префиксныеΔ-выражения
для всех 1 ≤ i ≤ m,. Как и в случае трансдьюсеров реального времени, процедура основана на
методе Гаусса исключения переменных и заключается в преобразовании исходной системы 1
к равносильной системе уравнений, представленной в приведенной форме

� ′(X1,… , Xn) ∪ {Yj = Ej(X1,… , Xn) ∶ 1 ≤ j ≤ r},

путем поочередной деактивизации переменных системы 1.
Уравнения каждой такой системы t = � ∪ {E′1 = E′′1 ,… , E′m = E′′m} подразделяются, как и в случае

трансдьюсеров реального времени, на базовые, приведенные и активные. На каждой итерации
к системе уравнений t применяются следующие преобразования.
1) Удаление тождеств. Все активные уравнения E′ = E′′, являющиеся тождествами, удаляются из
системы t . Для этой цели достаточно проверить эквивалентность multi-DFAs DE′ и DE′′ , которые
описывают Δ-выражения E′ и E′′.
2) Проверка активности переменных. Если t не содержит активных уравнений, то процедура завер-
шает свое выполнение и объявляет о разрешимости системы уравнений в соответствии с утвержде-
нием 18.
3) Обработка активных уравнений. Из системы t выбирается какое-нибудь активное уравнение

n
∑
i=1

L′iXi + L
′
0 =

n
∑
i=1

L′′i Xi + L
′′
0 . (4)

Если L′i = L′′i для всех i, 1 ≤ i ≤ n, то процедура завершает свое выполнение и объявляет о неразреши-
мости системы уравнений. Основания для этого решения таковы. Так как уравнение (4) не является
тождеством, L′0 и L′′0 — это различные языки. Поскольку языки L′i , 1 ≤ i ≤ n, не имеют расширений
в обоих языках L′0 и L′′0 , для любых трансдукций T1,… , Tn верно, что

L′0 ∩
n
⋃
i=1

L′iTi = L
′′
0 ∩

n
⋃
i=1

L′′i Ti = ∅ .

Поэтому левая и правая части уравнения (4) всегда будут иметь разные значения.
Если L′j ≠ L′′j для некоторого j, 1 ≤ j ≤ n, то выберем самое короткое свидетельство того, что

эти языки не равны, т.е. кратчайшее выходное слово u в непустом языке
n
⋃
i=1
(L′i ⊕ L′′i ). Будем далее

полагать для определенности, что u ∈ L′1 и при этом u ∉ L′′1 . Так какΔ-выражение
n
∑
i=1
L′iXi+L′0 является

префиксным, все языки L′2,… , L′n не имеют расширений в u. Поэтому, принимая во внимание тот

факт, что u — это кратчайшее слово в множестве слов
n
⋃
i=1
(L′i ⊕ L′′i ), можно заключить, что языки

L′′1 ,… , L′′n также не имеют расширений в u. Поэтому, ввиду того, что u не имеет расширений в языке
L′0, для любых трансдукций T1,… , Tn верно, что

n
∑
i=1

L′iTi + L
′
0 =

n
∑
i=1

L′′i Ti + L
′′
0 ⇒ T1 =

n
∑
i=1
(L′′i ⧵ u)Ti + (L′′0 ⧵ u) .
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Таким образом, t равносильна системе уравнений t ∪ {X1 =
n
∑
i=1
(L′′i ⧵ u)Xi + (L′′0 ⧵ u)}.

Рассмотрим это дополнительное уравнение

X1 =
n
∑
i=1
(L′′i ⧵ u)Xi + (L′′0 ⧵ u) . (5)

Если L′′0 ⧵ u = L′′1 ⧵ u = ⋯ = L′′n ⧵ u = ∅, то процедура завершает свое выполнение и объявляет
о неразрешимости системы уравнений t , так как согласно утверждению 18, подсистема � имеет
своими решениями только непустые трансдукции.

В противном случае, необходимо заметить, что соотношение " ∉ L′′1 ⧵ u имеет место, ввиду
указанной ранее особенности выбора слова u. Поэтому на основании теоремы Ардена [67, 71],
уравнение (5) равносильно уравнению

X1 =
n
∑
i=2
(L′′1 ⧵ u)

∗(L′′i ⧵ u)Xi + (L′′1 ⧵ u)
∗(L′′0 ⧵ u) . (6)

Таким образом, уравнение (6) может быть введено в систему t вместо уравнения (5), и после этого
все вхождения переменной X1 в других уравнениях системы t можно заменить на Δ-выражение
из правой части уравнения (6). В результате будет получена равносильная система уравнений, в ко-
торой появляется новое приведенное уравнение (6) и, тем самым, число приведенных переменных
увеличивается на 1.

Но применение указанной подстановки к уравнениям системы t имеет те же побочные эф-
фекты, что и в случае с трансдьюсерами реального времени: возникают нестандартные уравнения
вида

A) E = G, где E — это отличное от переменной Δ-выражение, а G — это Σ-выражение, и
B) E′ = E′′, где E′, E′′ — это отличные от переменных Δ-выражения,

и, кроме того,
C) несколько базовых уравнений вида X = G с одной и той же переменной X в их левых частях

могут появиться t . Тогда каноническую форму системы уравнений можно восстановить при по-
мощи равносильных преобразований 4) и 5), описанных в разделе 5. Утверждения 2–9 гарантируют,
что после применения этих преобразований (включая и применение подстановки) всеΔ-выражения
в полученной системе уравнений t+1 остаются префиксными.

Утверждение 20. Для каждого префиксного однородного трансдьюсера � и пары его состояний p′, p′′

описанная процедура после применения к системе уравнений 1 = � ∪ {E�,p′ = E�,p′′} всегда завершает
работу и корректно устанавливает разрешимость системы 1.

Доказательство. На каждой итерации t процедура либо завершает свою работу и корректно обна-
руживает (не)разрешимость системы уравнений t , либо строит равносильную систему уравнений
t+1, которая имеет большее количество разрешенных переменных, чем система t . В результате
процедура проверки либо обнаруживает, что система уравнений 1 не имеет решений, либо строит
равносильную приведенную систему уравнений, которая согласно утверждению 18, свидетельству-
ет о разрешимости исходной системы уравнений 1.

Теорема 3. Проблема эквивалентности для префиксных однородных трансдьюсеров разрешима
за кубическое время.

Доказательство. Разрешимость проблемы эквивалентности следует из утверждений 19 и 20. Число
итераций, которые должна совершить описанная в этом разделе процедура проверки разрешимо-
сти, не превосходит числа состояний анализируемого трансдьюсера � . Как можно видеть из опреде-
ления языков OutΣ� (p, a, q), Out"� (p), F inΣ� (p, a), F in"Σ(p), multi-DFAs, которые описывают Δ-выражения
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в системе уравнений � и верифицирующем уравнении E�,p′ = E�,p′′ могут быть извлечены без
всяких вычислительных издержек из системы переходов проверяемого трансдьюсера � . В разделе 3
было показано, что все преобразования Δ-выражений, которые осуществляет процедура проверки
разрешимости, можно выполнить за линейное время без увеличения общего размера используе-
мых multi-DFAs. И только две операции — проверка равенства регулярных языков L(A′) = L(A′′),
представленных автоматами, и вычисление кратчайшего слова, свидетельствующего о том, что эти
языки не равны, т.е. слова u ∈ L(A′) ⊕ L(A′′) из симметричной разности двух регулярных язы-
ков, описанных при помощи DFAs A′ и A′′, — требуют бо́льших вычислительных затрат. Обе эти
операции можно выполнить за время, зависящее квадратично от размеров участвующих в этих
операциях DFAs (см. [67, 72]).

В следующих разделах будет показано, как можно воспользоваться префиксными однородными
трансдьюсерами для проверки эквивалентности детерминированных двухленточных автоматов
и детерминированных биавтоматов.

7. Проверка эквивалентности детерминированных двухленточных автоматов
Двухленточный конечный автомат (далее, 2-FSA), работающий в алфавитах Σ и Δ, задается

системой переходов M = ⟨S1, S2, F , 99K⟩; эта система определяется подмножествами состояний S1, S2,
на которые разбито конечное множество состояний S = S1∪S2, подмножеством финальных состояний
F ⊆ S, и отношением переходов 99K, которое имеет тип (S1×Σ×S)∪(S2×Δ×S). Переходы будем обозначать
записями s

z
99K s′, где z ∈ Σ в случае s ∈ S1, и z ∈ Δ в случае s ∈ S2. Условимся использовать

обозначение 99KΔ для проекции отношения переходов 99K на алфавит Δ, т.е. 99KΔ=99K ∩ S2 × Δ × S.
Прогон 2-FSA M — это любая последовательность переходов вида

s
z1
99K s1

z2
99K ⋯

zn−1
99K sn−1

zn
99K s′ . (7)

Прогон (7) называетсяфинальным, если s′ ∈ F . Говорят, что 2-FSAM допускаетпару слов (ℎ, w) ∈ Σ∗×Δ∗,
начиная работу в состоянии s, если у автомата M есть такой финальный прогон (7), что ℎ — это
проекция слова z1z2… zn−1zn на алфавит Σ, а w — это проекция того же самого слова z1z2… zn−1zn на
алфавит Δ. Трансдукция, распознаваемая 2-FSA M из состояния s — это множество TR(M, s) всех пар
слов (ℎ, w), допускаемых машиной M , которая начинает работу из указанного состояния. 2-FSA M
называется детерминированным (2-DFSA), если для каждой буквы z и состояния s он имеет не более
одного перехода вида s

z
99K s′.

Состояния s′ и s′′ из множества состояний 2-FSAs M считаются эквивалентными (для обозна-
чения этого отношения используем запись M(s′) ∼ M(s′′)), если TR(M, s′) = TR(M, s′′). Проблема
эквивалентности для 2-FSAs состоит в том, чтобы для заданного 2-FSA M и заданной пары его
состояний s′ и s′′ выяснить выполнимость отношения M(s′) ∼ M(s′′).

Взаимосвязь между 2-FSAs и трансдьюсерами очевидна: если потребовать, чтобы двухленточ-
ный автомат вместо считывания букв на второй ленте, записывал те же самые буквы этой ленты,
то в результате 2-FSA превращается в однородный трансдьюсер, который вычисляет в своих состо-
яниях те же самые отношения трансдукции. Если система переходов M = ⟨S1, S2, F , 99K⟩ не имеет
циклов, проходящих только по состояниям множества S2 (т.е. автомат не может сколь угодно долго
считывать буквы на второй ленте), то 2-FSA M можно превратить в эквивалентный трансдьюсер ре-
ального времени. Однако оставалось неясным, какому классу трансдьюсеров соответствуют 2-DFSAs.
Выделив класс префиксных однородных трансдьюсеров, мы можем дать ответ на этот вопрос.
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Рассмотрим произвольный 2-FSA M = ⟨S1, S2, F , 99K⟩, и построим соответствующий ему транс-
дьюсер �M = ⟨S1 ∪ S2, F ,⟶⟩, определив для любой пары состояний s, s′ и всякой буквы x ∈ Σ ∪ Δ
отношение переходов по следующим правилам:

• �M имеет переход s
x |"
⟶ s′ тогда и только тогда, когда s ∈ S1, x ∈ Σ, и M имеет переход s

x
99K s′,

• �M имеет переход s
" |y
⟶ s′ тогда и только тогда, когда s ∈ S2, y ∈ Δ, и M имеет переход s

y
99K s′.

Утверждение 21. Для произвольного заданного 2-DFSA M соответствующий ему трансдьюсер �M
является префиксным и однородным, и при этом равенство TR(M, s) = TR(�M , s) выполняется для
любого состояния s ∈ S1 ∪ S2.

Доказательство. Как показывает определение отношения переходов трансдьюсера �M , из любого
его состояния s существует финальный прогон, помеченный парой слов (ℎ, w), в том и только
том случае, когда 2-DFSA M , начиная работу в состоянии s, допускает эту пару слов. Поэтому
TR(M, s) = TR(�M , s).

Что касается свойства префиксности, то для его подтверждения достаточно заметить, что если
S1 = {s1,… , sm}, то для каждого состояния s ∈ S2 multi-DFAD = ⟨S, s, {s1},… , {sm}, F ∩S2, 99KΔ⟩ является
префиксным.

Объединив утверждение 21 и теорему 3, получаем решение проблемы эквивалентности для
2-DFSAs.

Теорема4. Проблема эквивалентностидля детерминированных двухленточных конечныхавтоматов
разрешима за время, кубическое относительно их размеров.

8. Проблема эквивалентности для детерминированных биавтоматов
Конечный биавтомат (BA), работающий в алфавите Σ, задается системой переходов

B = ⟨Q, F , Lef t, Rigℎt⟩, в которой Q — это конечное множество состояний, F ⊆ Q — это подмно-
жество финальных состояний, а Lef t и Rigℎt — это отношения переходов типа Q × Σ × Q.

Биавтомат B имеет две головки, которые считывают на ленте буквы входного слова. Левая
головка считывает буквы с левого конца слова, а правая головка — с правого конца этого же слова.
На каждом шаге вычисления биавтомат B выбирает одну из головок, считывает с ее помощью
очередную букву входного слова и переходит в новое состояние в соответствии с отношением
переходов Lef t (если для считывания была выбрана левая головка) или Rigℎt (если букву считывала
правая головка). Вычисление завершается, как только головки встречаются на ленте друг с другом
после прочтения всех букв входного слова. Если по окончании вычисления биавтомат B оказывается
в финальном состоянии, то он допускает входное слово.

Вычисления биавтомата удобнее всего определить в терминах конфигураций. Конфигурацией
биавтомата B называется пара � = (q, w), в которой q — это состояние B, а w — это слово в алфавите
Σ (та часть входного слова, которую еще предстоит прочитать биавтомату). Отношение ⊢ на мно-
жестве конфигураций биавтомата B определяется для каждой пары его состояний q, q′, слова w , и
буквы a следующим образом: (q, aw) ⊢ (q′, w) выполняется, если (q, a, q′) ∈ Lef t , и (q, wa) ⊢ (q′, w)
выполняется, если (q, a, q′) ∈ Rigℎt . Прогоном биавтомата B на входном слове w из состояния q
называется всякая последовательность конфигураций

�0 ⊢ �1 ⊢ … �n−1 ⊢ �n, (8)

в которой �0 = (q, w). Прогон (8) называется финальным в том случае, когда �n = (q′, ") для некоторого
состояния q′ ∈ F . Биавтомат B допускает входное слово w из состояния q, если существует его
финальный прогон на слове w из состояния q. Язык, распознаваемый биавтоматом B из состояния
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q, — это множество L(B, q) всех слов, которые биавтомат B допускает из этого состояния. Условимся
использовать запись (BA) для обозначения класса языков, распознаваемых биавтоматами.

Состояния q′ и q′′ биавтомата B считаются эквивалентными (и этот факт обозначается записью
B(q′) ∼ B(q′′)), если L(B, q′) = L(B, q′′). Проблема эквивалентности для биавтоматов состоит в том,
чтобы для произвольного заданного биавтомата B и произвольной заданной пары его состояния q′
и q′′ выяснить, выполняется ли отношение B(q′) ∼ B(q′′).

В статьях [12, 14, 43] были выделены некоторые специальные классы биавтоматов. Биавтомат
B = ⟨Q, F , Lef t, Rigℎt⟩ называется детерминированным (DBA), если множество его состояний Q раз-
бито на два подмножества QL и QR так, что отношения переходов Lef t и Rigℎt представляют собой
(частичные) функции Lef t ∶ QL × Σ → Q и Rigℎt ∶ QR × Σ → Q. DBA B называется ослабленным
справа (DWBA), если F ⊆ QL и для любого состояния q ∈ QR существует единственная буква a ∈ Σ, для
которой определено значение функции Rigℎt(q, a). Луканова в статье [12] доказала, что (BA) совпа-
дает с классом Lin линейных к-с языков, и поэтому проблема эквивалентности для произвольных
биавтоматов неразрешима. Йираскова и Клима установили в статье [14], что (DWBA) совпадает
с классом DLin детерминированных линейных к-с языков, и это означает, что проблема эквива-
лентности для DWBAs разрешима. Однако в работе [43] было показано, что (DBA) несравнимо
с семейством детерминированных к-с языков; это означает, что метод проверки эквивалентности
DPDAs, разработанный в статье [60], неприменим для решения проблемы эквивалентности для
DBAs, и поэтому вопрос об алгоритмической разрешимости этой задачи оставался открытым.

Мы покажем, как можно эффективно проверять эквивалентность DBAs, используя взаимосвязь
между DBAs и префиксными трансдьюсерами и применяя метод исключения переменных для
проверки разрешимости систем линейных уравнений.

В статье [1] Розенберг обнаружил простое соответствие между 2-FSAs и линейными к-с языками:
для любого линейного к-с языка L существуют такие 2-FSA M и его состояние s, для которых
выполняется равенство L = {uv−1 ∶ (u, v) ∈ TR(M, s)}. Так как биавтоматы распознают линейные к-с
языки, а 2-FSAs — бинарные отношения, вычислимые однородными трансдьюсерами, появляется
возможность транслировать биавтоматы в трансдьюсеры.

Для заданного биавтомата B = ⟨Q, F , Lef t, Rigℎt⟩, работающего в алфавите Σ, рассмотрим тран-
сдьюсер �B = ⟨Q, F ,⟶⟩, который имеет одно и то же множество букв Σ в качестве входного и
выходного алфавитов и отношение переходов которого определено следующим образом: для каж-
дой пары состояний p, q и буквы a четверка p

a|"
⟶ q (или p

" |a
⟶ q) является переходом трансдьюсера

�B в том и только том случае, если (p, a, q) ∈ Lef t (или (p, a, q) ∈ Rigℎt соответственно).

Утверждение 22. Для любого биавтомата B = ⟨Q, F , Lef t, Rigℎt⟩, соответствующего ему трансдью-
сера �B и состояния q ∈ Q верно, что

1. L(B, q) = {uv−1 ∶ (u, v) ∈ TR(�B, q)};
2. Если биавтомат B детерминированный, то �B — это префиксный однородный трансдьюсер.

Доказательство. Следует непосредственно из определений DBA, языка L(B, q), распознаваемого
биавтоматом BA B, отношения трансдукции TR(�, q), вычисляемого произвольным трансдьюсером
� , и указанного выше соответствия между биавтоматом B и трансдьюсером �B.

Будем говорить, что трансдьюсер � порождает язык сцепления LC(�, q) = {uv−1 ∶ (u, v) ∈ TR(�, q)}
из состояния q. Состояния p и q трансдьюсера � считаются ctn-эквивалентными (обозначается
� (p) ∼ctn � (q)), если LC(�, p) = LC(�, q). Таким образом, согласно утверждению 22, проблема эк-
вивалентности для DBAs сводится к проблеме ctn-эквивалентности для префиксных однородных
трансдьюсеров.
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Для проверки ctn-эквивалентности � (p) ∼ctn � (q) префиксных однородных трансдьюсеров мож-
но применить тот же метод, при помощи которого в разделе 6 осуществлялась проверка эквива-
лентности � (p) ∼ � (q): построить систему языковых уравнений ̂� , описывающую языки сцепления,
порождаемые трансдьюсером � , добавить к этой системе проверочное уравнение Xp = Xq и прове-
рить разрешимость полученной системы уравнений методом Гаусса исключения переменных. Но
на этот раз регулярные выражения, из которых формируются уравнения, будут интерпретироваться
в полукольце языков в алфавите Σ.

Уравнения системы ̂� строятся из р-выражений, а сами выражения образуются из переменных
X1, X2,… , констант 0, 1, и регулярных языков из семейства Reg(Σ). Регулярные языки расцениваются
как константы, их именами служат те DFAs, которые описывают эти языки. Условимся считать Δ̂-
выражением Ê всякое выражение вида L0 + L1 ⋅X1 +⋯ + Ln ⋅Xn, где Li ∈ Reg(Σ) для каждого i, 0 ≤ i ≤ n.
И хотя здесь рассматриваются трансдьюсеры, у которых входные и выходные слова задаются в
одном и том же алфавите Σ, в целях сохранения единообразия введенная ранее классификация
р-выражений будет сохранена. Будем называть Δ̂-выражение Ê префиксным, если языки L1,… , Ln
являются префиксными, попарно вполне несравнимыми и свободными от расширения в языке
L0. Для представления любого Δ̂-выражения такого рода можно использовать multi-DFA DÊ , кото-
рый описывает семейство регулярных языков L1,… , Ln, L0. Будем называть Σ̂-выражением всякое
выражение Ĝ вида Ê1 ⋅a1 +⋯+ Êk ⋅ak +L, где Σ = {a1,… , ak}, L ∈ Reg(Σ), и Ê1,… , Êk — это Δ̂-выражения.

Для произвольного заданного однородного трансдьюсера � = ⟨Q" ∪QΣ, F" ∪FΣ,⟶⟩ система урав-
нений ̂� определяется так. Для каждого состояния p ∈ Q и буквы a ∈ Σ конструируется Δ̂-выражение
Êp,a = ∑

q∈QΣ
OutΣ� (p, a, q) ⋅Xq+F inΣ� (p, a). Нетрудно заметить, что если � — это префиксный трансдьюсер,

то каждое Δ̂-выражение Êp,a также является префиксным. Семейство языков сцепления, порождае-
мое трансдьюсером � задается следующей системой уравнений

̂� = {Xp =∑
a∈Σ

Êp,a ⋅ a + Lp ∶ p ∈ QΣ},

в которой Lp = 1, если p ∈ FΣ, и Lp = 0 в противном случае. Следуя той же схеме доказательства, что
и для утверждения 12 и принимая во внимание изменения, которые были внесены в определение
р-выражений, можно легко доказать

Утверждение 23. Для каждого однородного трансдьюсера � система уравнений ̂� имеет единствен-
ное решение {Xp = LC−1(�, p) ∶ p ∈ QΣ}.

Чтобы записать проверочные уравнения, определим для каждого состояния p однородного
трансдьюсера � специальное Δ̂-выражение Ê�,p :

Ê�,p =
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

Xp , если p ∈ QΣ,
∑
q∈QΣ

Out"� (p, q) ⋅ Xq + F in"� (p), если p ∈ Q" .

Утверждение 24. Для каждого однородного трансдьюсера � и любой пары состояний p′, p′′ ∈ QΣ ∪ Q"
система уравнений ̂� ∪ {Ê�,p′ = Ê�,p′′} имеет решение тогда и только тогда, когда � (p′) ∼ctn � (p′′).

Доказательство. Как следует из утверждения 23, система уравнений ̂� имеет единственное ре-
шение Xp = LC−1(�, p) для каждого состояния p ∈ QΣ. Обратившись к определениям множеств
Out"� (p, q) и F in"� (p), можно заметить, что для такого решения Δ̂-выражения Ê�,p′ и Ê�,p′′ в обеих
частях проверочного уравнения принимают значения LC−1(�, p′) и LC−1(�, p′′).
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Разрешимость систем уравнений ̂� ∪{Ê′1 = Ê′′1 ,… , Ê′m = Ê′′m}, где � — это префиксный однородный
трансдьюсер, и Ê′i , Ê′′i , 1 ≤ i ≤ m, — это префиксные Δ̂-выражения, можно проверять, придерживаясь
того же самого сценария по деактивизации переменных, который был описан в разделе 6, т.е. пре-
образуя системы уравнений к равносильной приведенной форме. На каждой итерации процедура
проверки применяет следующие равносильные преобразования к сложившейся системе уравне-
ний ̂t .

1) Удаление тождеств Ê = Ê.
2) Проверка активности переменных.
3) Обработка активных уравнений Ê′ = Ê′′.
4) Удаление нестандартных уравнений вида Ê = Ĝ.

Эти преобразования совершенно аналогичны тем правилам, которые описаны в разделе 6. Един-
ственное отличие имеет правило удаления нестандартных уравнений вида Ĝ′ = Ĝ′′, где
Ĝ′, Ĝ′′ — Σ-выражения.

5) Удаление нестандартных уравнений вида Ĝ′ = Ĝ′′.
Если система содержит уравнение

k
∑
i=1

Ê′i ⋅ ai + L
′ =

k
∑
i=1

Ê′′i ⋅ ai + L′′ ,

то нужно удалить его из системы и добавить вместо него более простые новые уравнения Ê′i +L′/ai =
Ê′′i +L′′/ai , 1 ≤ i ≤ k. Нетрудно заметить, что в результате применения этого правила будет получена
равносильная система уравнений. Согласно утверждению 3, в новых уравнениях Δ̂-выражения по
обе стороны равенства остаются префиксными. Таким образом, все нестандартные уравнения вида
Ĝ′ = Ĝ′′ исчезают из системы ̂t , и мы получаем равносильную систему уравнений ̂t+1 с меньшим
числом активных переменных. Как и в разделе 6, для представления и обработки Δ̂-выражений
используются multi-DFAs. Указанные соображения, вкупе с утверждениями 23 и 24 приводят к
следующему результату.

Теорема 5. Проблема эквивалентности для детерминированных конечных биавтоматов разрешима
за кубическое время.

Описанный здесь метод проверки эквивалентности применим только к детерминированным
биавтоматам (DBAs). Решающая роль в нем отводится правилам 3) деактивизации переменных и
5) удаления нестандартных уравнений вида Ĝ′ = Ĝ′′. Эти правила требуют, чтобы трансдьюсер �B
обладал свойством префиксности, а оно является следствием детерминированности биавтомата B.

Разрешающий алгоритм можно существенно упростить для некоторых классов DBAs. Например,
если биавтомат не имеет возможности сколь угодно долго считывать буквы, оставаясь при этом все
время на правой стороне слова, то его можно транслировать в префиксный трансдьюсер реального
времени, для которого проверку ctn-эквивалентности состояний можно проводить значительно
эффективнее, чем для префиксных однородных трансдьюсеров.

Для произвольного DBA B = ⟨QL, QR , F , Lef t, Rigℎt⟩ его функцию переходов Rigℎt ∶ QR × Σ →
QL ∪ QR можно обычным образом распространить на слова из Σ∗: для любых состояния q ∈ QR ,
слова w ∈ Σ∗ и буквы x ∈ Σ будем полагать Rigℎt ∗(q, ") = q и Rigℎt ∗(q, wx) = Rigℎt(p, x), ес-
ли Rigℎt ∗(q, w) = p ∈ QR . DBA B назовем детерминированным ациклическим справа биавтома-
том (DABA), если F ⊆ QL и Rigℎt ∗(q, w) ≠ q для любого состояния q ∈ QR и всякого непусто-
го слова w ≠ ". Как видно из этого определения, каждый детерминированный ослабленный
справа биавтомат (DWBA) является ациклическим справа. При этом верны строгие включения
(DWBA) ⊂ (DABA) ⊂ (DBA), поскольку
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• язык {anbn ∶ n ≥ 0} ∪ {ancn ∶ n ≥ 0}, очевидно, принадлежит классу (DABA), но не принадле-
жит семейству языков (DWBA);

• язык {an(bc∗)n ∶ n ≥ 0} ∶ n ≥ 0}, очевидно, принадлежит классу (DBA), но не принадлежит
семейству языков (DABA).

Сопоставим DBA B = ⟨QL, QR , F , Lef t, Rigℎt⟩ трансдьюсер �B = ⟨QL, F ,⟶⟩, в котором отношение
переходов ⟶ определено следующим образом: для любой пары состояний p, q ∈ QL, буквы x ∈ Σ

и слова w ∈ Σ∗ трансдьюсер �B имеет переход p
x |w
⟶ q в том и только том случае, если выполнено

одно из двух условий
1. Lef t(p, x) = q и w = ", или
2. Lef t(p, x) = r ∈ QR и Rigℎt ∗(r , w) = q.

Для предложенной альтернативной трансляции биавтоматов в трансдьюсеры реального времени
верно

Утверждение 25. Для любого DABA B соответствующий ему трансдьюсер �B является префиксным
конечнымтрансдьюсером реального времени, и для любого его состояния q ∈ QL верно равенство L(B, q) =
{uv−1 ∶ (u, v) ∈ TR(�B, q)}.

Доказательство. Так как биавтомат является ациклическим справа, для любого состояния r ∈ QR
обобщенная функция переходов Rigℎt ∗(r , w) определена на конечном множестве слов w . Поэтому,
как следует из определения отношения переходов для трансдьюсера �B, для всякой буквы x ∈ Σ из
любого состояния p ∈ QL исходит конечное число переходов вида p

x |w
⟶ q. Поскольку биавтомат B

является детерминированным, для любого состояния q ∈ QR множество слов {w ∶ Rigℎt ∗(q, w) ∈ QL}
обладает свойством префиксности. Поэтому, как следует из определения отношения переходов
для трансдьюсера �B, для любого состояния p и всякой буквы x множества слов Out�B (p, q, x), где
q ∈ QL, являются попарно вполне несовместными префиксными языками. Значит, �B — префикс-
ный трансдьюсер реального времени. И, наконец, как это было уже отмечено в утверждении 22,
равенство L(B, q) = {uv−1 ∶ (u, v) ∈ TR(�B, q)} непосредственно следует из определения языка L(B, q)
и отношения переходов для �B.

Таким образом, проблема эквивалентности для DABAs может быть сведена к задаче проверки
ctn-эквивалентности состояний префиксных конечных трансдьюсеров реального времени, и эту за-
дачу можно решить путем проверки разрешимости соответствующих систем линейных уравнений
так же, как это было показано ранее для префиксных однородных трансдьюсеров. Отличие будет
состоять в том, что теперь коэффициентами Δ-выражений будут не префиксные регулярные языки,
а отдельные слова. Поэтому для проверки разрешимости таких систем уравнений можно восполь-
зоваться модифицированной процедурой, описанной в разделе 5 и основанной на утверждении 10.
Эта модификация, по существу, касается только формы уравнений и приводит к следующим ре-
зультатам.

Теорема 6. Проблема эквивалентности для детерминированных ациклических справа конечных биав-
томатов (DABAs) разрешима за квадратичное время.

Следствие 2. Проблема эквивалентности для детерминированных ослабленных справа конечных биав-
томатов (DWBAs) разрешима за квадратичное время.

Следствие 3. Проблема эквивалентности для детерминированных линейных к-с грамматик разре-
шима за квадратичное время.
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9. Проблема эквивалентности для простых грамматик
Метод Гаусса исключения переменных можно также успешно применять для проверки разре-

шимости систем нелинейных уравнений, которые описывают языки, порождаемые некоторыми к-с
грамматиками, и, таким образом, получать эффективное решение проблемы эквивалентности для
этих грамматик. Впервые алгебраическим подходом к решению проблемы эквивалентности для
к-с грамматик воспользовались авторы статьи [45], доказав разрешимость указанной задачи для
т.н. простых грамматик. В этом разделе мы покажем, как можно подходящим образом приспосо-
бить общую схему метода исключения переменных для проверки разрешимости систем уравнений,
описывающих задачу проверки эквивалентности нетерминалов простых грамматик.

Контекстно-свободная грамматика в алфавите Σ задается парой Γ = ⟨ ,⟩, состоящей из ко-
нечного множества нетерминалов  и конечного множества грамматических правил (продукций)
 . Символы множества  (нетерминалы) отличны от букв алфавита Σ (терминалов). Для удобства
именования условимся последовательности букв в алфавите Σ называть терминальными словами
и обозначать символами u, v, w , а последовательности букв в алфавите Σ ∪ называть предложе-
ниями и обозначать символами �, �,  . Грамматические правила — это пары вида N → � , где N —
нетерминал из множества  , который называется заголовком правила, а � — предложение, которое
называется телом правила . Грамматика Γ задает отношение непосредственной выводимости⟶Γ на
множестве предложений: два предложения �1, �2 находятся в отношении непосредственной выво-
димости �1 ⟶Γ �2 в том и только том случае, если �1 = �′N�′′, �2 = �′��′′ и при этом множество 
содержит правилоN → � .Отношение грамматического вывода

∗
⟶Γ, порождаемое грамматикой Γ, —

это рефлексивно-транзитивное замыкание отношения непосредственной выводимости ⟶Γ. Язык
предложения � в грамматике Γ — это множество терминальных слов L(Γ, �) = {w ∶ w ∈ Σ∗, �

∗
⟶Γ w},

выводимых из предложения � в грамматике Γ.
Нетерминал N называется несущественным в грамматике Γ, если L(Γ, N ) = ∅. Как показано в

учебнике [67], все несущественные нетерминалы к-с грамматики можно выявить за квадратичное
время. Все правила, содержащие несущественные нетерминалы, можно удалить из грамматики Γ,
и в результате будет получена грамматика Γ′, для любого нетерминала которой верно равенство
L(Γ, N ) = L(Γ′, N ). Поэтому при изучении проблемы эквивалентности ограничиваются рассмотрени-
ем к-с грамматик, не содержащих несущественных нетерминалов.

Два предложения �1, �2 считаются эквивалентными в грамматике Γ (обозначается �1 ∼Γ �2), если
L(Γ, �1) = L(Γ, �2). Нетрудно заметить, что для к-с грамматик отношение эквивалентности предло-
жений является отношением конгруэнтности относительно операции конкатенации: соотношение
� ∼Γ  ⇒ � ′�� ′′ ∼Γ � ′� ′′ выполняется для любых предложений � ′, � ′′, �,  .

Проблема эквивалентности нетерминалов состоит в том, чтобы для любой заданной грамматики
Γ и для любой пары ее нетерминалов N1, N2 проверить выполнимость отношения эквивалентности
N1 ∼Γ N2.

Проблему эквивалентности нетерминалов будем решать для класса простых грамматик. Грам-
матическое правило находится в нормальной форме, если оно имеет вид N → x� , где x — терминал,
который называется ключом правила, а � ∈  ∗ — цепочка нетерминалов. К-с грамматика Γ назы-
вается простой [45], если все правила грамматики находятся в нормальной форме, и при этом все
правила с одинаковым заголовком имеют попарно различные ключи.

Как видно из определения, простая грамматика Γ обладает свойством однозначности: для любого
нетерминала N и слова w ∈ L(Γ, N ) существует единственный левосторонний грамматический
вывод w из N . Это свойство проявляет себя в следующем утверждении, которое важно для решения
проблемы эквивалентности.
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Утверждение26. Пусть Γ = ⟨ ,⟩—простая грамматика. Тогда для любыхпредложений�1, �2, �1, �2 ∈
 ∗ и терминального слова w верно соотношение

�1 ∼Γ �2 ∧ �1
∗

⟶Γ w�1 ∧ �2
∗

⟶Γ w�2 ⇒ �1 ∼Γ �2.

В статье [45] было установлено, что для любой простой грамматики Γ = ⟨ ,⟩ и нетерминала
N ∈  язык L(Γ, N ) является префиксным. Поэтому, как заметили авторы указанной статьи, для
решения задач анализа простых грамматик целесообразно опираться на некоторые основополага-
ющие свойства префиксных языков. К их числу относятся законы левого и правого сокращения
префиксных языков относительно операции конкатенации.

Утверждение 27 ([45]). Для любых префиксных языков L, L′, L′′ выполняются следующие соотношения:
1) LL′ = LL′′ ⟺ L′ = L′′,
2) L′L = L′′L ⟺ L′ = L′′.

Алгоритм проверки эквивалентности двух нетерминалов M,N произвольной заданной простой
грамматики Γ = ⟨ ,⟩ состоит из двух этапов: построение системы уравнений (Γ, M, N ), которая
описывает проблему эквивалентности, и проверка разрешимости построенной системы уравнений.

Уравнения системы (Γ, M, N ) строятся из выражений, а сами выражения образуются из пе-
ременных X1, X2,… и констант при помощи операций конкатенации ⋅ и альтернации +. Каждый
нетерминал X рассматривается как переменная. Константами являются 0, 1, и терминалы из алфа-
вита Σ. Все выражения интерпретируются в полукольце языков в алфавите Σ.

Для каждого нетерминала X формируется базовое уравнение X = EX , где EX = ∑
X→�∈

� . Си-

стема уравнений, описывающая задачу проверки эквивалентности M ?∼Γ N , имеет вид (Γ, M, N ) =
= Γ ∪ {M = N}, где Γ = {X = EX ∶ X ∈ }.

Утверждение 28 ([45]). Для любой простой грамматики Γ, не содержащей несущественных нетерми-
налов, система базовых уравнений Γ имеет единственное решение X = L(Γ, X ) для каждого нетерми-
нала X .

Следствие 4. Для любой простой грамматики Γ, не содержащей несущественных нетерминалов,
система уравнений (Γ, M, N ) = Γ ∪ {M = N} имеет решение тогда и только тогда, когда M ∼Γ N .

На втором этапе алгоритм проверки эквивалентности M ∼Γ N применяет процедуру проверки
разрешимости систем уравнений вида

t = Γ ∪ {�1 = �1,… , �m = �m} , (9)

где �i , �i ∈ ∗. Проверочное уравнение �i = �i системы (9) называется приведенным, если предложе-
ние �i состоит из единственной переменной Xj , которая не имеет других вхождений в уравнения
системы; переменная Xj в этом случае также называется приведенной. Система уравнений (9) на-
зывается приведенной, если все проверочные уравнения являются приведенными. Как следует из
утверждения 28, всякая приведенная система уравнений имеет решение. На основании этого, проце-
дура проверки разрешимости систем уравнений вида (9) применяет равносильные преобразования
в стремлении построить приведенную систему. На каждой итерации эта процедура либо увеличи-
вает число приведенных переменных, либо обнаруживает несовместные уравнения, и это означает,
что система не имеет решения.

Процедура начинает работу с системой уравнений 1 = (Γ, M, N ), и на каждой итерации t
применяет к сложившейся системе уравнений (9) следующие правила.
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1) Упрощение уравнений.К обеим частям проверочных уравнений применяются законы левого и пра-
вого сокращения (утверждение 27) X� = X� ⇒ � = � и �X = �X ⇒ � = � . Если в результате
применения этих преобразований образуется тождество 1 = 1, то оно удаляется из системы. В том
случае если одно из проверочных уравнений преобразуется к виду X� = 1 или 1 = X� , то процедура
проверки прекращает работу и объявляет систему уравнений (Γ, M, N ) неразрешимой. Если таких
несовместных уравнений не возникнет, то после сокращений переменных все оставшиеся в системе
проверочные уравнения будут иметь вид X� = Y� , где X и Y — различные переменные.
2)Проверка активности. Если в системе t все проверочные уравнения �i = �i являются приведенны-
ми, то t — приведенная система уравнений. Тогда процедура проверки разрешимости завершает
свое выполнение и объявляет о разрешимости исходной системы уравнений (Γ, M, N ).
3) Построение уравнений вида X = � . Если в системе t содержится проверочное уравнение X� = Y� ,
и при этом |� | > 0 и |� | > 0, то проводится сравнение длин кратчайших терминальных слов u и
v, выводимых из нетерминалов X и Y : X ∗

⟶Γ u, Y ∗
⟶Γ v. Далее будем полагать, что |u| ≤ |v|

(в противном случае левую и правую части уравнения можно поменять местами). Если нельзя по-
строить левосторонний грамматический вывод вида Y ∗

⟶Γ u , то процедура проверки прекращает
работу и объявляет систему уравнений (Γ, M, N ) неразрешимой. А если Y

∗
⟶Γ u для некоторого

предложения  ∈  ∗, то уравнение X� = Y� в системе t заменяется парой уравнений � = � и
Y = X . После этого в системе t появляется хотя бы одно проверочное уравнение вида Y = X ,
левая часть которого состоит только из одной переменной и отлична от правой части.
4) Приведение переменных. В получившейся системе t выбирается неприведенное уравнение вида
Y = � , в котором предложение � отлично от переменной Y . Если Y содержится в � , то процедура
проверки прекращает работу и объявляет систему уравнений (Γ, M, N ) неразрешимой. Если пред-
ложение � не содержит переменной Y , то ко всем остальным уравнениям системы применяется
подстановка {Y /�}. После ее применения проверочное уравнение Y = � становится приведенным,
и, таким образом, число приведенных уравнений системы увеличивается.

Однако применение подстановки {Y /�} к базовым уравнениям системы имеет побочный эф-
фект: в системе могут возникнуть либо два базовых уравнения с одинаковой левой частью, либо
уравнение вида X� = ∑

a∈Σ
a ⋅ �a, где |� | > 0. Поэтому далее необходимо применить преобразование,

которое восстанавливает канонический вид системы.
5) Устранение дубликатов. Если в системе возникают два уравнения вида X = ∑

a∈Σ
a ⋅ �a и X� =

∑
a∈Σ

a⋅� ′a, левые части которых начинаются одинаковой переменной, то второе уравнение удаляется из

системы, и вместо него в систему добавляются проверочные уравнения �a� = � ′a, a ∈ Σ. В результате
применения этого преобразования канонический вид получившейся системы уравнений будет
восстановлен, и процедура проверки разрешимости переходит к следующей итерации t + 1.

Утверждение 29. Для любой простой грамматики Γ и пары ее нетерминалов M,N описанная проце-
дура после применения к системе уравнений (Γ, M, N ) всегда завершает работу и корректно устанав-
ливает разрешимость этой системы.

Доказательство. Описанная процедура всегда завершает работу, т.к. после каждой итерации t чис-
ло разрешенных переменных системы t+1 увеличивается.

Правила проверки разрешимости задают равносильные преобразования систем уравнений. Для
правил 1), 4) и 5) это следует из утверждения 27 и конгруэнтности отношения ∼Γ. Рассмотрим
правило 3) и допустим, что X

∗
⟶Γ u и Y

∗
⟶Γ u . Тогда X�

∗
⟶Γ u� и Y�

∗
⟶Γ u� , и, значит,

согласно утверждениям 26 и 27 из равенства X� = Y� следуют равенства � = � и X = Y . Таким
образом, если X

∗
⟶Γ u и Y

∗
⟶Γ u , то уравнение X� = Y� равносильно системе из двух уравнений

297



Zakharov V. A.

� = � и Y = X . Значит, правило 3) также задает равносильное преобразование. Поэтому на каждой
итерации t процедура работает с системой уравнений t , которая равносильна исходной системе
(Γ, M, N ).

Процедура правильно проверяет разрешимость исходной системы уравнений. Мы показали,
что каждая система уравнений t равносильна системе Γ ∪ {M = N}. Согласно утверждению 28
единственным решением системы уравнений Γ являются значения переменных-нетерминалов
X = L(Γ, X ). Заметим, что правила вывода простых грамматик устроены так, что " ∉ L(Γ, X ) для
любого нетерминала X . Поэтому значения X = L(Γ, X ) не удовлетворяют уравнениям вида X� = 1
или X = �′X�′′. Очевидно также, что если эти значения переменных удовлетворяют равенству
X� = Y� , то для любого словаw ∈ L(Γ, X ) язык L(Γ, Y ) содержит либо префикс, либо расширение слова
w . Поэтому правила 1), 3) и 4) правильно устанавливают неразрешимость системы t . Так как всякая
приведенная система уравнений имеет решение, правило 2) правильно распознает разрешимость
системы t .

Для простой грамматики Γ обозначим записью �(Γ) величину max
N∈

min
w∈L(Γ,N )

|w |. Из утверждения 29
вытекает

Теорема 7. Проблема эквивалентности нетерминалов для произвольной простой грамматики Γ раз-
решима за время O(n3�(Γ)), где n — суммарный размер правил грамматики Γ.

Доказательство. Разрешимость проблемы эквивалентности следует из утверждения 29. Для пред-
ставления уравнений используются ссылочные структуры данных. Процедура, проверяющая раз-
решимость системы уравнений, совершает не более n итераций и на каждой из них, имея систему
проверочных уравнений размера m, может выполнить правила 1) и 4) за время O(m), правила 2) и 5)
— за время O(n), правило 3) — за время O(n�(Γ)), и увеличить при этом размер системы проверочных
уравнений на величину O(n�(Γ)). Отсюда следует указанная оценка сложности.

Заключение
По мнению автора этой статьи, потенциальные возможности предложенного алгебраического

подхода к построению быстрых алгоритмов проверки эквивалентности различных видов автоматов
не исчерпываются теми результатами, которые были здесь представлены. Можно отметить несколь-
ко направлений, по которым целесообразно продолжить исследования, связанные с дальнейшим
развитием разработанного метода и расширением его области применения.

Во-первых, вполне естественно попробовать применить алгебраический метод проверки эквива-
лентности к другим моделям вычислений, поведение которых можно описать при помощи систем
алгебраических уравнений. Главной целью здесь можно наметить задачу построения полиноми-
ального по времени алгоритма проверки эквивалентности детерминированных k-ленточных авто-
матов для k ≥ 3. Однако свойства префиксных языков, благоприятствующие построению быстрого
алгоритма проверки эквивалентности детерминированных двухленточных автоматов и проявля-
ющиеся, например, в утверждении 10, уже не смогут, по-видимому, помочь решению этой более
трудной задачи. Необходимо, насколько это возможно, отыскать принципиально новые приемы
восстановления канонического вида системы уравнений после применения подстановок для раз-
решенных переменных (см. правила 4)-6) в разделе 5). Вполне вероятно, что достичь этого удастся
за счет исследования проблемы эквивалентности для некоторых сравнительно узких классов мно-
голенточных автоматов, которые можно транслировать в детерминированные конечные автоматы-
преобразователи, работающие над специальными полугруппами (см. [34]), в которых возможно,
проявляются свойства, полезные для эффективной проверки разрешимости систем уравнений, ана-
логичные указанным выше свойствам префиксных языков.
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Другое направление развития алгебраического метода проверки эквивалентности автоматов —
это построение с его помощью алгоритмов минимизации различных типов автоматов, и, в первую
очередь, детерминированных автоматов-преобразователей (трансдьюсеров), работающих над спе-
циальными полугруппами. Успешный пример построения эффективных алгоритмов минимиза-
ции трансдьюсеров на основе алгоритмов проверки эквивалентности представлен в статьях [8, 73].
Одной из интересных задач для дальнейших исследований может быть задача разработки полино-
миальных по времени алгоритмов минимизации детерминированных двухленточных автоматов
или биавтоматов. Здесь можно также опираться на результаты статьи [10].

И, наконец, заслуживает внимания задача построения эффективных алгоритмов проверки эк-
вивалентности и минимизации в классе конечных автоматов-преобразователей, работающих над
полугруппами подстановок. Как показано в статье [9], именно эта автоматная модель вычислений в
наибольшей мере соответствует модели последовательных императивных программ, семантика ко-
торых задается отношением логико-термальной эквивалентности [74]. Таким образом, на этом пути
исследований может быть обнаружена возможность непосредственного использования алгебраиче-
ского метода проверки эквивалентности автоматов для решения задач оптимизации компьютерных
программ.
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Рафаэль Робинсон показал, что все примитивно рекурсивные функции, зависящие от одного аргумента, и только
они могут быть получены из двух функций s(x) = x + 1 и q(x) = x − [√x]2 с помощью операций сложения +,
суперпозиции ∗ и итерации i. Джулия Робинсон доказала, что из этих же двух функций с помощью операций
сложения +, суперпозиции ∗ и операции −1 обращения функций можно получить все общерекурсивные (при опре-
делённом условии на операцию обращения) и все частично рекурсивные функции. На основании этих результатов
А. И. Мальцев ввёл в рассмотрение алгебру Рафаэля Робинсона всех одноместных примитивно рекурсивных функ-
ций и две алгебры Джулии Робинсон: частичную алгебру всех одноместных общерекурсивных функций и алгебру
всех одноместных частично рекурсивных функций, и предложил исследовать свойства этих алгебр, в том числе,
выяснить, существуют ли в этих алгебрах конечные базисы тождеств. В этой статье мы показываем, что конечного
базиса тождеств ни в одной из указанных алгебр не существует.

Ключевые слова: алгебры; рекурсивные функции; тождества; базис; суперпозиция; итерация;
обращение функции.
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Введение
В данной работе мы будем рассматривать классы примитивно рекурсивных, общерекурсивных

и частично рекурсивных функций, которые являются классами вычислимых функций, имеющими
фундаментальное значение в математике [1, 2].

В 1947 году Рафаэль Робинсон в работе [3] доказал теорему о том, что все примитивно рекур-
сивные функции одной переменной, образующие класс F(1)пр, и только они могут быть получены из
двух функций

s(x) = x + 1, q(x) = x − [√x]2 (1)

с помощью операций сложения +, суперпозиции ∗ и итерации i, которые определяются следующим
образом:

(f + g)(x) = f (x) + g(x), (2)

(f ∗ g)(x) = f (g(x)), (3)

f = i(g), где f (0) = 0 и f (n + 1) = g(f (n)), n ≥ 0. (4)

Очевидно, итерация i является частным случаем примитивной рекурсии [2]. Результатами этих
операций также являются одноместные примитивно рекурсивные функции из F(1)пр, т.е. класс F(1)пр
замкнут относительно указанных операций.

В 1950 году Джулия Робинсон в работе [4] доказала аналогичную теорему о том, что все обще-
рекурсивные функции одной переменной, образующие класс F(1)ор, можно получить из тех же двух
функций (1) с помощью операций сложения +, суперпозиции ∗ и операции обращения −1, которая
определяется следующим образом [2]:

f −1(x) = �y (f (y) = x), (5)

где выражение �y (f (y) = x) определено и обозначает наименьшее значение y такое, что f (y) = x ,
лишь в том случае, если это значение y существует и при этом все значения f (0), . . . , f (y − 1)
определены и не равны x . Очевидно, если требуется оставаться в классе F(1)ор, то операцию обраще-
ния −1 следует считать частичной и применимой не ко всем функциям из F(1)ор, а только лишь к тем,
которые в результате дают снова всюду определённую, то есть общерекурсивную функцию. Это
частный случай так называемой слабой минимизации [2, стр. 49].

Результатами так определённых операций являются одноместные общерекурсивные функции
из F(1)ор, т.е. класс F(1)ор замкнут относительно указанных операций.

Если же разрешить применять операцию −1 и в том случае, когда в результате может получаться
частичная функция, то мы получим класс F(1)чр всех одноместных частично рекурсивных функций.
Этот класс F(1)чр, как следует из результата Дж. Робинсон [4], также порождается парой функций (1)
с помощью операций +, ∗ и −1, где операция −1 применима уже ко всем функциям из F(1)чр.

В соответствии с этими результатами А. И. Мальцевым в 1961 году в работе [1] были введены
три алгебры:

1) алгебра одноместных примитивно рекурсивных функций (алгебра ПРФ Рафаэля Робинсона)

Aпр =< F(1)пр; +, ∗, i >; (6)

2) алгебра одноместных общерекурсивных функций (алгебра ОРФ Джулии Робинсон)

Aор =< F(1)ор; +, ∗,−1 >; (7)
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3) алгебра одноместных частично рекурсивных функций (алгебра ЧРФ Джулии Робинсон)

Aчр =< F(1)чр; +, ∗,−1 > (8)

и поставлена задача изучения свойств этих алгебр, в том числе проблема существования (или отсут-
ствия) конечных базисов тождеств в многообразиях алгебр, порождённых указанными алгебрами.
Заметим, что, как следует из результатов Р. Робинсона и Дж. Робинсон [3, 4], каждая из алгебр Aпр,
Aор, Aчр имеет конечный базис, состоящий из двух функций s(x) и q(x).

Цель данной статьи – показать, что ни в одном из многообразий Mпр, Mор, Mчр, порождённых
алгебрами Aпр, Aор, Aчр соответственно, конечного базиса тождеств не существует.

1. Алгебра ПРФ Рафаэля Робинсона
Пусть Mпр – многообразие сигнатуры Ωпр =< +, ∗, i >, порождённое алгеброй Aпр, и пусть R

– произвольная алгебра (той же сигнатуры Ωпр) из этого многообразия. Заметим, что так как по
предположению алгебра R принадлежит многообразию Mпр, в R должны быть истинными все
тождества многообразия Mпр.

Термы в алгебре R определим следующим образом:
1) переменные v и vn суть термы для любого натурального числа n;
2) пусть t1 и t2 – термы, тогда (t1 + t2), (t1 ∗ t2), i(t1) – тоже термы.
Для уменьшения количества скобок в записи термов будем придерживаться следующей иерар-

хии операций: высший приоритет у унарной операции итерации i, затем идёт операция суперпо-
зиции ∗ и, наконец, операция + с самым низким приоритетом. Учитывая, что операции сложения
и суперпозиции ассоциативны, а операция сложения коммутативна, замечаем, что любой терм t
может быть представлен в виде

t1 + t2 + … + tn, (9)

где n ≥ 1 и каждый терм tj – это либо суперпозиция двух каких-то термов, либо итерация некоторого
терма, либо простая переменная, j = 1, 2,… , n.

Если терм t не является суммой других термов, то такой терм назовём одночленом. Одночлен
вида i(t) назовём i-замкнутым термом (для любого терма t). Очевидно, любой одночлен – это
либо суперпозиция нескольких термов t1 ∗ … ∗ tk , k ≥ 2, либо i-замкнутый терм i(t), либо простая
переменная v (возможно, с индексом).

Терм t = t1 + t2 +… + tn, n ≥ 1, где каждый терм tj , 1 ≤ j ≤ n, является одночленом, будем называть
многочленом, а число n – его аддитивным рангом ar(t).

Пример: ar(v1 + v1 ∗ (v2 + v3 + v4) + iv1) = 3.
Заметим, что если для некоторого терма t ar(t) = 1, то терм t является одночленом.
Значение терма t(v1,… , vn), n ≥ 1, в некоторой алгебре R из многообразия Mпр, получающееся

при подстановке вместо переменных vj элементов aj из основного множества алгебрыR, обозначим

t(a1,… , an)R.

Тождество в алгебре R многообразия Mпр – это запись

t1(v1,… , vn) = t2(v1,… , vn),

где t1 и t2 – термы в алгебре R, каждый из которых, возможно, зависит фиктивно от некоторых
переменных из списка v1, . . . , vn, n ≥ 1, при этом

t1(a1,… , an)R = t2(a1,… , an)R
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при любых значениях aj (из носителя алгебры R) переменных vj , 1 ≤ j ≤ n.
Примеры тождеств в алгебре R:

v1 + v2 = v2 + v1;
i(iv1 + iv2) = i(iv3).

Аддитивный ранг тождества t1 = t2 в алгебре R многообразия Mпр – это наибольший из
аддитивных рангов термов t1 и t2.

Теорема 1. В многообразии алгебр Mпр, порождённом алгеброй примитивно рекурсивных функций
Рафаэля Робинсона Aпр =< F(1)пр; +, ∗, i >, конечного базиса тождеств не существует.

Доказательство. Допустим, что в многообразии алгебр Mпр существует конечный базис тождеств
Σпр, т.е. конечный набор тождеств в сигнатуреΩпр, из которых выводимы все тождества, истинные
в любой алгебре многообразия алгебр Mпр.

Аддитивным рангом ar(Σпр) конечной системы тождеств Σпр в многообразии Mпр назовём
максимальный аддитивный ранг тождеств, входящих в Σпр.

Так как в алгебре Aпр справедливы тождества, выражающие коммутативность и ассоциатив-
ность операции сложения, это позволяет опускать лишние скобки в записи термов и игнорировать
порядок слагаемых в суммах одночленов в записи термов в любой алгебре многообразия Mпр.

Далее рассмотрим ещё одну алгебру

Bпр =< F(1)пр; +, ∗, i >, (10)

у которой носительF(1)пр – то же самое множество всех одноместных примитивно рекурсивных функ-
ций, как и у алгебры Aпр, такая же сигнатура Ωпр, а определение термов совпадает с определением
термов в алгебре R.

Все соглашения относительно старшинства операций в алгебре R остаются в силе и для алгебры
Bпр, равно как и замечание о строении термов. Таким образом, можно утверждать, что любой
терм в алгебре Bпр является многочленом либо одночленом, при этом любой многочлен является
суммой двух или более одночленов.

Для алгебрыBпр остаются справедливыми определения aддитивного рангатермаи аддитивного
ранга тождества, так как они не зависят от семантики операций.

Что касается определений операций + и ∗ в алгебре Bпр, то они точно такие же, как и для
алгебры Aпр, а семантику операции i для алгебры Bпр определим специальным образом.

Операция i в алгебре Bпр отличается от аналогичной операции в алгебре Aпр только для
значений термов с «достаточно большими» аддитивными рангами.

Значения термов в алгебре Aпр.
1. Если терм t – простая предметная переменная v или vn, то значением терма t в алгебре Aпр

будет f для любой функции f из F(1)пр.
2. Пусть t1(v1,… , vn) и t2(u1,… , um) – термы. Тогда значениями термов

t1(v1,… , vn) + t2(u1,… , um)

и
t1(v1,… , vn) ∗ t2(u1,… , um)

в алгебре Aпр при подстановке vj = fj , uk = gk , где fj , gk – функции из F(1)пр, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ m, будут
функции

t1(f1,… , fn) + t2(g1,… , gm)
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и
t1(f1,… , fn) ∗ t2(g1,… , gm)

соответственно.
3. Определим значение терма i(t) для любого терма t в алгебре Aпр. Как было показано ранее,

любой терм t алгебры из многообразия Mпр является многочленом t1 + t2 + … + tn, n ≥ 1.
Предположим, что терм t зависит от переменных v1, . . . , vk , k ≥ 1, и пусть функции f1, . . . , fk из

F(1)пр являются значениями этих переменных. Можно считать, что каждый терм tj зависит от всех
переменных v1, . . . , vk (возможно, что от некоторых из них tj зависит фиктивно). Тогда значением
терма t(v1,… , vk) = i(t1(v1,… , vk) + … + tn(v1,… , vk)) будет

t(f1,… , fk)Aпр = i(t1(f1,… , fk) + … + tn(f1,… , fk)).

Значения термов в алгебреBпр.
Пункты 1’ и 2’ определения значений термов в алгебре Bпр дословно совпадают с пунктами 1

и 2 определения значений термов в алгебре Aпр.
3’. Определим теперь значение терма i(t) для любого терма t в алгебре Bпр. Предположим, что

терм t зависит от переменных v1, . . . , vk , k ≥ 1, и пусть функции f1, . . . , fk из F(1)пр являются любыми
значениями этих переменных. Терм t , как и в алгебре Aпр, будет суммой n одночленов:

t(v1,… , vk) = t1(v1,… , vk) + … + tn(v1,… , vk), n ≥ 1.

Тогда значением терма i(t(v1,… , vk))Bпр в алгебре Bпр будет

i(t(f1,… , fk))Aпр , если n ≤ ar(Σпр),
i(t(f1,… , fk) + 1)Aпр , если n > ar(Σпр).

(11)

Отметим следующие очевидные утверждения, вытекающие из введённых определений.
1. Тождество t1 = t2, аддитивный ранг которого не превышает ar(Σпр), истинно в алгебре Aпр

тогда и только тогда, когда оно истинно в алгебре Bпр.
2. Конечная система тождеств Σпр, истинная в алгебре Aпр, истинна и в алгебре Bпр.
Заметим, что любые следствия из тождеств системы Σпр должны быть истинны в любой алгебре

многообразия Mпр, включая алгебру Bпр.
Очевидно, все термы t1 и t2, входящие в тождества t1 = t2 системы Σпр, имеют в алгебре Bпр

такие же значения, как и в алгебре Aпр, то есть, как было сказано, алгебра Bпр принадлежит
многообразиюMпр. Это означает, что все тождества, выводимые из тождеств системы Σпр, должны
быть истинными как в алгебре Aпр, так и в алгебре Bпр.

Рассмотрим серию тождеств в алгебре Aпр вида

i(iv1 + … + ivn) = i(ivn+1), n ≥ 1. (12)

Это так называемые «нулевые» тождества [5]. Нетрудно видеть, что при любых значениях пере-
менных v1, . . . , vn+1 и для любого натурального числа n ≥ 1 значения термов в левой и в правой
частях выражения (12) равны функции-константе 0.

Тождества данной серии истинны в алгебре Aпр, а значит, должны быть истинны в любой
алгебре многообразия Mпр.

Однако, равенство i(iv1 + … + ivn) = i(ivn+1) при n > ar(Σпр), очевидно, является тождеством в
алгебре Aпр, но в алгебре Bпр в этом случае для любых f1, . . . , fn+1 из F(1)пр мы имеем в левой части
выражения (12) значение терма

i(if1 + … + ifn + 1) ≠ 0,
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а в правой части выражения (12) мы имеем 0, так как для любой функции f из F(1)пр значение
i(if )Bпр = 0.

Таким образом, видим, что выражение

i(iv1 + … + ivn) = i(ivn+1)

при n > ar(Σпр) не является тождеством в алгебре Bпр.
Полученное противоречие означает, что предположение о существовании конечного базиса

тождеств Σпр в многообразии алгебр Mпр (а значит, и в алгебре Aпр) является неверным, что и
требовалось доказать.

Следствие 1. В алгебре Рафаэля Робинсона одноместных примитивно рекурсивных функций
Aпр = < F(1)пр; +, ∗, i > конечного базиса тождеств не существует.

Следствие 2. В алгебре A+
пр =< F(1)пр; +, i > конечного базиса тождеств не существует.

Обозначим через F(1) множество всех одноместных теоретико-числовых функций, определён-
ных на множестве натуральных чисел и со значениями в том же множестве.

Следствие 3. В алгебрах одноместных теоретико-числовых функций < F(1); +, ∗, i > и < F(1); +, i >
конечного базиса тождеств не существует.

2. Алгебра ЧРФ Джулии Робинсон
Теперь перейдём к алгебре всех одноместных частично рекурсивных функций

Aчр =< F(1)чр; +, ∗,−1 >. Операции сложения + и суперпозиции ∗ частично рекурсивных функ-
ций в алгебре Aчр определяются аналогично соответствующим операциям (2), (3) алгебры Aпр, при
этом операция обращения −1 в алгебре Aчр, в отличие от алгебры Aор, будет всюду определённой,
так как результатом применения этой операции к любой частично рекурсивной функции будет
некоторая частично рекурсивная функция из алгебры Aчр.

Схема доказательства для этого случая похожа на рассуждения в Теореме 1, но имеет некоторые
особенности.

Теорема 2. В многообразии алгебр Mчр, порождённом алгеброй частично рекурсивных функций Джу-
лии Робинсон Aчр =< F(1)чр; +, ∗,−1 >, конечного базиса тождеств не существует.

Доказательство. Пусть Mчр – многообразие алгебр сигнатурыΩчр =< +, ∗,−1 >, порождённое алгеб-
рой Aчр, и пусть G – произвольная алгебра из этого многообразия.

Термы в алгебре G определяются обычным образом:
1) переменные v и vn суть термы для любого натурального числа n;
2) пусть t1 и t2 – термы, тогда (t1 + t2), (t1 ∗ t2), (t1)−1 – тоже термы.
Как и в Теореме 1, в записи термов будем придерживаться следующей иерархии операций:

высший приоритет у одноместной операции обращения функции −1, затем идёт операция супер-
позиции ∗ и, наконец, операция + с самым низким приоритетом. Очевидно, любой терм t в алгебре
Aчр может быть представлен в виде (9):

t1 + t2 + … + tn,

где n ≥ 1 и каждый терм tj – это либо суперпозиция двух каких-то термов, либо обращение некото-
рого терма, либо простая переменная, j = 1, 2,… , n.
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Определим ранг терма t по суперпозиции sr(t):
1) sr(v) = 0, где v – простая переменная (возможно, с индексом);
2) пусть t1 и t2 – термы, тогда

sr(t1 + t2) = sr(t1) + sr(t2),
sr(t1 ∗ t2) = sr(t1) + sr(t2) + 1,

sr((t1)−1) = sr(t1).
Заметим, что если для некоторого терма t sr(t) = n, то в записи терма t присутствуют ровно n

символов операции суперпозиции ∗, n ≥ 0.
Пример: sr(v1 + (v1 ∗ v2) ∗ v1 + (v2 ∗ v1)−1) = 3.
Значение терма t(v1,… , vn), n ≥ 1, в некоторой алгебре G из многообразия Mчр, получающееся

при подстановке вместо переменных vj элементов aj из основного множества алгебры G, как и
прежде, будем обозначать

t(a1,… , an)G.
Тождества в алгебре G многообразия Mчр определяются обычным образом.
Примеры тождеств в алгебре G

(v1 + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3); (13)

(v1 ∗ v2) ∗ v3 = v1 ∗ (v2 ∗ v3); (14)

v1 + v2 = v2 + v1; (15)

v−1 ∗ v ∗ v−1 = v−1. (16)

Ранг по суперпозиции тождества t1 = t2 в многообразии Mчр – это наибольший из рангов по
суперпозиции sr(t1) и sr(t2).

Допустим, что в многообразии алгебр Mчр существует конечный базис тождеств Σчр, т.е. ко-
нечный набор тождеств в сигнатуре Ωчр, из которых выводимы все тождества, истинные в любой
алгебре многообразия алгебр Mчр.

Рангом по суперпозиции sr(Σчр) конечной системы тождеств Σчр в многообразии алгебр Mчр
назовём максимальный ранг по суперпозиции тождеств, входящих в Σчр.

Так как в алгебре Aчр справедливы тождества, выражающие коммутативность операции сло-
жения (15) и ассоциативность операций сложения (13) и суперпозиции (14), то это, как и ранее,
позволяет опускать лишние скобки в записи термов в любой алгебре многообразия Mчр.

Рассмотрим ещё одну алгебру
Bчр =< F(1)чр; +, ∗,−1 >, (17)

у которой носительF(1)чр – то же самое множество всех одноместных частично рекурсивных функций,
как и у алгебры Aчр, такая же сигнатура Ωчр, а определение термов совпадает с определением
термов в алгебре G.

Все соглашения относительно старшинства операций в алгебре G остаются в силе и для алгеб-
ры Bчр, а также остаются справедливыми определения ранга по суперпозиции терма и ранга по
суперпозиции тождества, так как они не зависят от семантики операций.

Что касается определений операций + и ∗ в алгебреBчр, то они точно такие же, как и для алгебры
Aчр, а семантику операции обращения −1 для алгебры Bчр определим специальным образом.

Значения термов в алгебре Aчр определяются стандартным образом, аналогично определениям
для алгебры Aпр (с заменой носителя алгебры, а также с заменой символа операции i на символ
операции −1).
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Значения термов в алгебреBчр.
Определения значений термов для простой переменной v (возможно, с индексом), а также для

термов вида t1 + t2 и t1 ∗ t2, в алгебре Bчр такие же, как и определения значений термов для
аналогичных операций в алгебре Aчр.

Определим теперь значение терма t−1 для любого терма t в алгебре Bчр. Предположим, что
терм t зависит от переменных v1, . . . , vk , k ≥ 1, и пусть функции f1, . . . , fk из F(1)чр являются любыми
значениями этих переменных. Тогда значением терма (t−1(v1,… , vk))Bчр в алгебре Bчр будет

((t(f1,… , fk))−1)Aчр , если sr(t) ≤ sr(Σчр),
((t(f1,… , fk) + 1)−1)Aчр , если sr(t) > sr(Σчр).

(18)

Отметим следующие очевидные утверждения, вытекающие из введённых определений.
1. Тождество t1 = t2, ранг по суперпозиции которого не превышает sr(Σчр), истинно в алгебре

Aчр тогда и только тогда, когда оно истинно в алгебре Bчр.
2. Конечная система тождеств Σчр, истинная в алгебре Aчр, истинна и в алгебре Bчр.
Заметим, что любые следствия из тождеств системы Σчр должны быть истинны в любой алгебре

многообразия Mчр, включая алгебру Bчр.
Очевидно, все термы t1 и t2, входящие в тождества t1 = t2 системы Σчр, имеют в алгебре Bчр

такие же значения, как и в алгебре Aчр, то есть алгебра Bчр принадлежит многообразию Mчр. Это
означает, что все тождества, выводимые из тождеств системы Σчр, должны быть истинными как в
алгебре Aчр, так и в алгебре Bчр.

Построим бесконечную серию тождеств в алгебре Aчр. Пусть термы tn определены по индукции
следующим образом:

t0(v) = v−1;
tn+1(v) = tn(v) ∗ v ∗ v−1, n ≥ 1. (19)

Тогда для каждого n ≥ 0 в алгебре Aчр имеем тождество

(tn(v) ∗ v ∗ v−1)−1 = (v−1)−1. (20)

Нетрудно видеть, в частности,что при n = 0 – это тождество

(v−1 ∗ v ∗ v−1)−1 = (v−1)−1, (21)

получающееся из тождества (16), которое приведено в [2] на стр. 50, а

sr(tn(v)) = 2n, n ≥ 0.

Тождества серии (20) истинны в алгебре Aчр, а значит, должны быть истинны в любой алгебре
многообразия алгебр Mчр.

Однако, при sr(tn(v)) > sr(Σчр) равенство (tn(v) ∗ v ∗ v−1)−1 = (v−1)−1 является тождеством в
алгебре Aчр для любого n ≥ 0, а в алгебре Bчр в этом случае для произвольной функции f из
F(1)чр мы имеем в левой части выражения (20) значение терма (tn(f ) ∗ f ∗ f −1 + 1)−1, а в правой
части выражения (20) мы имеем (f −1)−1, т.е. равенство (20) в этом случае нарушается в алгебре Bчр
(например, для f (x) = x).

Таким образом, видим, что выражение

(tn(v) ∗ v ∗ v−1)−1 = (v−1)−1
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при 2(n + 1) > sr(Σчр) не является тождеством в алгебре Bчр.
Полученное противоречие означает, что предположение о существовании конечного базиса

тождеств Σчр в в многообразии алгебр Mчр (а значит, и алгебре Aчр) является неверным, что
и требовалось доказать.

Следствие 4. В алгебре Джулии Робинсон одноместных частично рекурсивных функций
Aчр = < F(1)чр; +, ∗,−1 > конечного базиса тождеств не существует.

Следствие 5. В алгебре A∗
чр =< F(1)чр; ∗,−1 > конечного базиса тождеств не существует.

Обозначим через F(1)ч множество всех одноместных частичных теоретико-числовых функций,
определённых на подмножествах множества натуральных чисел и со значениями в множестве
натуральных чисел.

Следствие 6. В алгебрах одноместных частичных теоретико-числовых функций < F(1)ч ; +, ∗,−1 >
и < F(1)ч ; ∗,−1 > конечного базиса тождеств не существует.

3. Алгебра ОРФ Джулии Робинсон
В заключение рассмотрим алгебру всех одноместных общерекурсивных функций Джулии Ро-

бинсон Aор =< F(1)ор; +, ∗,−1 >. Особенность этого случая в том, что алгебра Aор является частичной
[1, 6], так как операция обращения функции −1 применима лишь к таким общерекурсивным функ-
циям, которые в результате применения этой операции дают всюду определённые функции, т.е.
операция −1 является частичной. Для частичной алгебры Aор значение терма t(v1,… , vn), n ≥ 1,
может быть неопределённым для некоторого набора значений переменных a1, . . . , an из основно-
го множества алгебры Aор. Соответственно, требуется уточнить понятие тождества, которое будет
использоваться в этом случае.

Следуя С. Клини [7], тождеством в частичной алгебре Aор будем называть запись

t1(v1,… , vn) ≈ t2(v1,… , vn),

где t1 и t2 – термы в алгебре Aор, каждый из которых, возможно, зависит фиктивно от некоторых
переменных из списка v1, . . . , vn, n ≥ 1, такие, что при любых значениях aj (из носителя алгебры
Aор) переменных vj , 1 ≤ j ≤ n, либо значения t1(a1,… , an)G и t2(a1,… , an)G определены и равны, либо
оба значения термов t1(a1,… , an)G и t2(a1,… , an)G не определены.

Примеры тождеств в частичной алгебре Aор:

(v1 ∗ v2) ∗ v3 ≈ v1 ∗ (v2 ∗ v3), (22)

v−1 ∗ v ∗ v−1 ≈ v−1. (23)

Нетрудно убедиться в истинности в частичной алгебре Aор этих тождеств в семантике Клини.
Пусть G – произвольная частичная алгебра из многообразия Mор, порождённого частичной

алгеброй Aор =< F(1)ор; +, ∗,−1 >.
Термы в алгебре G определяются так же, как и в алгебре Aчр, при этом любой терм t в алгебре G

может быть представлен, как и в алгебре Aчр, в виде

t1 + t2 + … + tn,

где n ≥ 1 и каждый терм tj – это либо суперпозиция двух каких-то термов, либо обращение −1

некоторого терма, либо простая переменная, j = 1, 2,… , n.
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Определение ранга терма t по суперпозиции sr(t) в алгебре G совпадает с соответствующим
определением в алгебре Aчр, так же как и определение ранга по суперпозиции тождества t1 ≈ t2
в многообразии Mор.

Как и в случае многообразия Mчр, рангом по суперпозиции sr(Σор) конечной системы тождеств
Σор в многообразии алгебрMор назовём максимальный ранг по суперпозиции тождеств, входящих
в Σор.

Будем опускать лишние скобки в записи термов в любой алгебре многообразия Mор, пользуясь
ассоциативностью операций + и ∗ и коммутативностью операции +.

Дадим определение значения терма t−1 для любого терма t в частичной алгебре Aор.
Предположим, что терм t зависит от переменных v1, . . . , vk , k ≥ 1, и пусть функции f1, . . . , fk из

F(1)ор являются произвольными значениями этих переменных.
Тогда значением терма t−1(v1,… , vk) в частичной алгебре Aор будет функция g = (t(f1,… , fk))−1,

если она всюду определена на множестве натуральных чисел (т.е. является общерекурсивной функ-
цией), а если это не так, то значение терма t−1 в алгебре Aор считается неопределённым на данном
наборе f1, . . . , fk значений переменных v1, . . . , vk .

Теорема 3. В многообразии частичных алгебр Mор, порождённом частичной алгеброй одноместных
общерекурсивных функций Джулии Робинсон Aор =< F(1)ор; +, ∗,−1 >, конечного базиса тождеств (в опре-
делённом выше смысле) не существует.

Доказательство. Предположим, что в многообразии частичных алгебр Mор существует конечный
базис тождеств Σор, т.е. конечный набор тождеств в сигнатуре Ωор, из которых выводимы все
тождества, истинные в любой алгебре многообразия Mор.

Рассмотрим частичную алгебру

Bор =< F(1)ор; +, ∗,−1 >, (24)

у которой носительF(1)ор – множество всех одноместных общерекурсивных функций, как и у алгебры
Aор, такая же сигнатура Ωор, а определение термов совпадает с определением термов в алгебре G.

Все соглашения относительно старшинства операций в алгебре G остаются в силе и для алгебры
Bор, а также остаются справедливыми определения рангатерма по суперпозиции и рангатождества
по суперпозиции. Что касается определений операций + и ∗ в частичных алгебрах Aор и Bор, то они
такие же, как и для алгебры Aчр, а семантику операции обращения −1 для алгебры Bор определим
специальным образом.

Пусть терм t зависит от переменных v1, . . . , vk , k ≥ 1, и пусть функции f1, . . . , fk из F(1)ор являются
значениями этих переменных.

Тогда значением терма (t−1(v1,… , vk))Bор для данных значений f1, . . . , fk переменных v1, . . . , vk
в алгебре Bор будет:

((t(f1,… , fk))−1)Aор , если sr(t) ≤ sr(Σор),
((t(f1,… , fk) + 1)−1)Aор , если sr(t) > sr(Σор).

(25)

Отметим следующие очевидные утверждения, вытекающие из введённых определений.
1. Тождество t1 ≈ t2, ранг по суперпозиции которого не превышает sr(Σор), истинно в частичной

алгебре Aор тогда и только тогда, когда оно истинно в частичной алгебре Bор.
2. Конечная система тождеств Σор, истинная в частичной алгебре Aор, истинна и в частичной

алгебре Bор.
Очевидно, все термы t1 и t2, входящие в тождества t1 ≈ t2 системы Σор, имеют в алгебреBор такие

же значения, как и в алгебре Aор, то есть алгебра Bор, очевидно, принадлежит многообразию Mор.
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Это означает, что все тождества, выводимые из тождеств системы Σор, должны быть истинными
как в алгебре Aор, так и в алгебре Bор.

Рассмотрим серию равенств tn(v) ∗ v ∗ v−1 ≈ v−1, n ≥ 0, в произвольной частичной алгебре G
многообразия Mор, где термы tn(v) определены по формулам (19), и sr(tn(v)) = 2n, n ≥ 0.

Нетрудно видеть, что эти равенства, а также их следствия

(tn(v) ∗ v ∗ v−1)−1 ≈ (v−1)−1, n ≥ 0, (26)

являются тождествами в семантике Клини в частичной алгебре Aор и, следовательно, должны быть
истинны в любой алгебре многообразия Mор.

Но в алгебре Bор, в соответствии с определением (25), при sr(tn(v)) > sr(Σор) равенство (26)
нарушается, например, для функции f (x) = x из F(1)ор. Таким образом, видим, что выражения
(tn(v) ∗ v ∗ v−1)−1 ≈ (v−1)−1 при 2(n + 1) > sr(Σор) не являются тождествами в частичной алгебре
Bор.

Полученное противоречие означает, что предположение о существовании конечного базиса
тождеств Σор в многообразии частичных алгебрMор (а значит, и в частичной алгебреAор) является
неверным, что и требовалось доказать.

Следствие 7. В частичной алгебре Джулии Робинсон одноместных общерекурсивных функций
Aор =< F(1)ор; +, ∗,−1 > конечного базиса тождеств не существует.

Следствие 8. В частичной алгебре A∗
ор =< F(1)ор; ∗,−1 > конечного базиса тождеств не существует.

Следствие 9. В алгебрах одноместных теоретико-числовых функций < F(1)ор; +, ∗,−1 > и < F(1)ор; ∗,−1 >
конечного базиса тождеств не существует.

Заключение
В работе решена проблема А. И. Мальцева существования конечного базиса тождеств в алгебрах

одноместных рекурсивных функций. Показано, что в алгебрах примитивно рекурсивных и частич-
но рекурсивных функций конечного базиса тождеств не существует. Так как алгебра одноместных
общерекурсивных функций является частичной, для неё аналогичная проблема была решена в се-
мантике Клини для тождеств.
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To ensure tra�c safety of railway transport, non-destructive test of rails is regularly carried out by using various approaches
and methods, including eddy-current �aw detection methods. An automatic analysis of large data sets (defectograms) that
come from the corresponding equipment is an actual problem. �e analysis means a process of determining the presence of
defective sections along with identifying structural elements of railway tracks in defectograms. �is article is devoted to the
problem of recognizing images of long structural elements of rails in eddy-current defectograms. Two classes of rail track
structural elements are considered: 1) rolling stock axle counters, 2) rail crossings. Long marks that cannot be assigned to
these two classes are conditionally considered as defects and are placed in a separate third class. For image recognition of
structural elements in defectograms a convolutional neural network is applied. �e neural network is implemented by using
the open library TensorFlow. To this purpose each selected (picked out) area of a defectogram is converted into a graphic
image in a grayscale with size of 30 x 140 points.
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Для обеспечения безопасности движения на железнодорожном транспорте регулярно проводится неразрушаю-
щий контроль рельсов с применением различных подходов и методов, включая методы вихретоковой дефектоско-
пии. Актуальной задачей является автоматический анализ больших массивов данных (дефектограмм), которые
поступают от соответствующего оборудования. Под анализом понимается процесс определения по дефектограм-
мам наличия дефектных участков наряду с выявлением конструктивных элементов рельсового пути. Данная
статья посвящена задаче распознавания образов длинных конструктивных элементов железнодорожных рельсов
по дефектограммам многоканальных вихретоковых дефектоскопов. Рассматриваются два класса конструктивных
элементов рельсового пути: 1) счётчики осей подвижного состава, 2) пересечения рельсовых путей. Длинные
отметки, которые не могут быть отнесены к этим двум классам, условно считаются дефектами и выносятся в от-
дельный третий класс. Для распознавания образов конструктивных элементов на дефектограммах применяется
свёрточная нейронная сеть, реализованная в рамках открытой библиотеки TensorFlow. С этой целью каждая выде-
ленная для анализа область дефектограммы преобразуется в графический образ в градации серого цвета размером
30 на 140 точек.

Ключевые слова: неразрушающий контроль рельсов; вихретоковая дефектоскопия; обнаружение дефектов;
автоматический анализ дефектограмм; нейронные сети.
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Введение
Для обеспечения безопасности движения на железнодорожном транспорте регулярно прово-

дится неразрушающий контроль рельсов с применением различных подходов и методов, включая
методы вихретоковой дефектоскопии. Актуальной задачей является автоматический анализ [1—3]
больших массивов данных (дефектограмм), которые поступают от соответствующего оборудования.
Под анализом понимается процесс определения по дефектограммам наличия дефектных участков
наряду с выявлением конструктивных элементов рельсового пути.

Данная статья является логическим продолжением работ [4—6], посвященных задаче распозна-
вания образов дефектов и конструктивных элементов железнодорожных рельсов по дефектограм-
мам магнитных и вихретоковых дефектоскопов. Для классификации выделенных конструктивных
элементов применяются нейронные сети [7, 8].

В этой работе рассматривается обобщение реального устройства в виде 10-разрядного вихрето-
кового дефектоскопа с 15 каналами данных (на один рельс). Каналы данных соответствуют физиче-
ским датчикам, которые последовательно располагаются на поверхности рельса перпендикулярно
направлению движения дефектоскопа. Значения амплитуд сигналов каждого канала регистриру-
ются дефектоскопом в виде целых чисел от -512 до 511 (в 10-разрядном случае).

Интерес представляют амплитуды только полезных сигналов. Сигнал считается полезным
(и подлежит дальнейшему анализу), если отклонение от нуля как минимум в два раза превос-
ходит пороговый уровень шума рельсов. Отрицательное и положительное пороговые значения
уровня шума определяются отдельно для каждого канала данных по алгоритму из статей [5, 6].

Найденные полезные сигналы всех каналов группируются в отметки, которые подлежат даль-
нейшей классификации. Ранее в статье [4] решалась задача распознавания небольших конструк-
тивных элементов (длиной до 157 мм) следующих трёх типов: 1) болтовой стык с прямым или
скошенным соединением рельсов, 2) электроконтактная сварка рельсов и 3) алюминотермитная
сварка рельсов.

Данная статья посвящена задаче распознавания записей длинных конструктивных элементов
рельсового пути. Выделяются два класса объектов для распознавания: 1) записи мест установки
счётчиков осей подвижного состава («axle counter»), 2) записи мест пересечений рельсовых путей
(«crossing»). Размер записей этих объектов может варьироваться от 420 мм до 3220 мм в длину.

Длинные отметки, которые не могут быть отнесены к этим двум классам, условно считаются
дефектами и выносятся в отдельный (третий) класс отметок.

Для распознавания образов конструктивных элементов на вихретоковых дефектограммах была
задействована свёрточная нейронная сеть, реализованная в рамках открытой библиотеки TensorFlow
(в состав которой входит библиотека Keras) [9]. С этой целью каждая выделенная длинная отметка
преобразуется в графический образ в градации серого цвета размером 30 на 140 точек.

Обученная свёрточная нейронная сеть в составе аппаратно-программного комплекса рельсовой
дефектоскопии успешно используется на практике для распознавания образов указанных длинных
конструктивных элементов рельсового пути.

1. Формирование образа отметки
При автоматическом анализе дефектограммы обычно разбиваются на фрагменты, которые, на-

пример, могут соответствовать 50-метровым участкам рельсового пути, т. е. при снятии показаний
15-канального дефектоскопа с каждого миллиметра пути блок анализа представляет собой матрицу
размером 15 строк на 50000 столбцов, где элемент матрицы — это значение амплитуды сигнала со-
ответствующего канала данных. Пример графического представления 50-метрового блока анализа
приведён на рис. 1 (15-канальные данные с 50-метрового участка одного рельса). В этом фрагменте
данных присутствуют записи места пересечения рельсовых путей, места расположения счётчика
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Fig. 1. Eddy-current data (15 channels).
An example of an analysis block (50 m)

Рис. 1. Вихретоковые данные по 15 каналам.
Пример 50-метрового блока анализа

осей подвижного состава, а также записи шести сварных алюминотермитных рельсовых стыков.
Более крупно место пересечения путей показано на рис. 2 (см. верхний пример). Типичный вид
записи счётчика осей представлен на рис. 3. Запись сварного алюминотермитного стыка можно
найти в статье [4] или в несколько искажённом виде (из-за наличия концентрации напряжения в
стыке «pumping») на рис. 4.

В данной статье рассматривается задача классификации (распознавания) длинных отметок раз-
мером от 420 мм до 3220 мм, которые характеризуются продолжительными участками (от 100 мм)
амплитудного отклонения от порогового значения. Наличие таких участков позволяет построч-
но сжимать графический образ отметки в 3–23 раза без потери её характерного рисунка. Главным
образом это касается записей пересечений рельсовых путей, длина которых (и, соответственно, про-
должительность участков сильного амплитудного отклонения) зависит как от угла пересечения, так
и от сложности рельсовых конструкций.

После того как по полезным сигналам на дефектограмме выделена отметка в виде матрицы
амплитуд размером 15 строк (по числу каналов) на n столбцов (длина отметки в мм), предполагается
преобразование отметки в графический образ размером 30 на n точек в градации серого цвета
с последующим построчным сжатием образа до размера 30 на 140 точек.

Удвоение количества строк в образе отметки. Первым шагом в изменении представления от-
метки является добавление в матрицу амплитуд по одной строке для каждого канала. При этом
в нечетной строке остаются только те амплитуды, которые больше нуля и превосходят положитель-
ный пороговый уровень полезных сигналов. Остальные значения в нечетной строке устанавлива-
ются в ноль. В четной строке остаются абсолютные значения только тех амплитуд, которые меньше
отрицательного порогового уровня полезных сигналов. Остальные значения в четной строке также
устанавливаются в ноль. В результате имеем матрицу размером 30 строк на n столбцов амплитуд
полезных сигналов с их дифференциацией и последующим построчным размещением по направ-
лению отклонения от нуля.

Переход к 8-битовым значениям. Следующим шагом является представление текущего образа
отметки в виде картинки в градации серого цвета. Для этого необходимо перейти к 8-битовым зна-
чениям матрицы. При этом осуществляется перевод амплитуд сигналов в децибелы с абсолютным
значением соответствующего уровня полезных сигналов в качестве опорной/исходной величины.
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Полученное значение проецируется на шкалу 0–255 простым умножением на 10 и присваиванием
255 всем элементам, которые превосходят это число.

Построчное сжатие. Заключительный шаг — построчное сжатие графического образа отметки
до размера 30 строк на 140 столбцов.

Ниже приведена функция на языке Python 3, формирующая графический образ отметки в ви-
де bmp-матрицы размером 30 строк на 140 столбцов в градации серого цвета. В этой функции
EC[0:49999,0:14] — это матрица анализируемых исходных вихретоковых данных, т. е. фрагмент де-
фектограммы длиной 50 метров с данными от 15 каналов, Threshold[0:14] — список положительных
и отрицательных пороговых значений амплитуд полезных сигналов для 15 каналов, start и end —
координаты начала и конца текущей отметки, B[0:29,0:139] — искомая (изначально состоящая пол-
ностью из нулей) bmp-матрица размером 30 строк на 140 столбцов в градации серого цвета, которая
возвращается в качестве результата работы функции.

def Image_Preparation(EC, Threshold, B, start, end):
lngth = end - start + 1
divrslt = lngth / 140
A = np.zeros((30, lngth))
for j in range(0, 15):

thplus = Threshold[j].thplus
thmins = Threshold[j].thmins
n = int(0)
for i in range(start, end + 1):

ec = EC[i, j]
if ec > thplus:

rslt = int(10 * 20 * math.log10(ec / thplus) + 0.5)
rslt = max(min(rslt, 255), 1)
A[j * 2, n] = rslt

if ec < thmins:
rslt = int(10 * 20 * math.log10(ec / thmins) + 0.5)
rslt = max(min(rslt, 255), 1)
A[j * 2 + 1, n] = rslt

n += 1
for j in range(0, 30):

for i in range(0, 140):
mx = 0
for m in range(int(i * divrslt), int((i + 1) * divrslt)):

if mx < A[j, m]:
mx = A[j, m]

B[j, i, 0] = mx

На рис. 2 и 3 представлены примеры специального графического изображения в виде bmp-
матриц 30 строк на 140 столбцов в градации серого цвета для вихретоковых записей мест пересе-
чения рельсовых путей («crossing») размером 2435 мм и 1361 мм и счётчиков осей («axle counter»)
размером 2206 мм и 3220 мм соответственно.

Пример условного дефекта — концентрация напряжения в области сварного алюминотермит-
ного рельсового стыка («pumping»). Специальное графическое представление записей этого вида
условного дефекта размером 1243 мм и 1323 мм показано на рис. 4.

На этих рисунках в графических образах отметок интенсивность серого цвета возрастает с увели-
чением значения элемента bmp-матрицы, т. е. от 0 (чистый белый цвет) до 255 (полный черный цвет).
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Fig. 2. Eddy-current records and its special graphic
representation for crossings

Рис. 2. Вихретоковые записи пересечений путей
и их специальное графическое представление
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Fig. 3. Eddy-current records and its special graphic
representation for axle counters

Рис. 3. Вихретоковые записи счётчиков осей
и их специальное графическое представление
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Fig. 4. Eddy-current records and its special graphic
representation for pumpings

Рис. 4. Вихретоковые записи условных дефектов
и их специальное графическое представление

323



Kuzmin E. V., Gorbunov O. E., Plotnikov P. O., Tyukin V. A., Bashkin V. A.

2. Построение и применение нейронной сети
Подготовка данных для обучения нейронной сети. Для обучения нейронной сети был подготовлен

набор данных, состоящий из 3720 графических образов (файлов в формате bmp) размером 30 строк
на 140 столбцов в градации серого цвета. Этот набор данных содержит в себе следующие три выбор-
ки, каждая из которых разбита на три класса — два класса файлов для конструктивных элементов
и один для условных дефектов. Обучающая выборка (training set) используется непосредственно
для обучения нейронной сети. С помощью проверочной выборки (validation set) в процессе обу-
чения сети осуществляется оценка его качества. Итоговая оценка качества обучения сети после
завершения процесса обучения проводится на тестовой выборке (test set).

В подготовленном наборе данных наряду с bmp-файлами, которые были созданы по реальным
образам конструктивных элементов и условных дефектов, представленных на вихретоковых де-
фектограммах, содержатся также и искусственные образцы, сгенерированные на основе реальных
по принципу зеркальной симметрии. При построении искусственного образца в графическом обра-
зе реальной отметки (bmp-матрице) элементы каждой строки переписываются в обратном порядке.

В обучающей выборке находятся 1860 реальных и 930 сгенерированных образцов условных
дефектов и конструктивных элементов двух классов. Проверочная выборка содержит 463 сгенери-
рованных образца. Тестовая выборка составлена из 467 сгенерированных образцов. Таким образом,
проверочная и тестовые выборки в совокупности занимают 25% от общего числа подготовлен-
ных для обучения графических файлов. А все входящие в них образцы конструктивных элемен-
тов являются сгенерированными. Наличие в обучающей выборке всех реальных образцов связано
с необходимостью «запоминания» нейронной сетью всех подтвержденных экспертами образов
конструктивных элементов, которые были найдены на реальных вихретоковых дефектограммах.

Отметим, что указанное количество графических образцов значительно меньше того объёма
данных, который использовался в работе [4] при обучении нейронной сети для распознавания сва-
рок и рельсовых стыков. Это связано с тем, что на вихретоковых дефектограммах записи счётчиков
осей и элементов стрелочных переводов встречаются намного реже, чем записи рельсовых стыков
и алюминотермитных и электроконтактных сварок. Однако даже такое относительно небольшое
число образцов позволило обучить нейронную сеть, успешно применяемую на практике.

Создание нейронной сети. Следующий код на языке Python 3 с использованием библиотек
TensorFlow и Keras позволяет сформировать свёрточную нейронную сеть, состоящую из череду-
ющихся двух слоёв подвыборки и двух слоёв свёртки, полносвязного внутреннего слоя из 32 ней-
ронов, слоя регуляризации и полносвязного выходного слоя, состоящего всего лишь из 3 нейронов
(по числу классов распознавания).

Начальные значения весовых коэффициентов нейронов назначаются случайным образом в со-
ответствии с нормальным распределением вероятностей. Функция активации нейронов внутренних
слоёв — ReLu (Rectified Linear Unit f (x) = max(0, x)). В качестве функции активации нейронов выход-
ного слоя используется нормализованная экспоненциальная функция SoftMax, при которой сумма
значений всех выходных нейронов равняется 1. Эта функция позволяет выдавать результат в виде
набора вероятностей принадлежности распознаваемого объекта тому или иному классу (искомый
класс определяется по большему значению из набора).

Слой регуляризации служит для борьбы с проблемой переобучения сети (адаптации весов только
к обучающей выборке), который выключает нейроны внутреннего слоя из процесса обучения с
вероятностью 0,25 (на один нейрон) при каждом новом объекте, подаваемом на сеть для обучения.

Метод обучения сети — метод стохастического градиентного спуска в модификации Adam. Мера
ошибки при обучении — перекрестная энтропия (для трёх категорий). Метрика оценки результатов
обучения — точность (accuracy, отношение количества правильно классифицированных объектов
к общему числу классифицируемых объектов).
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Построенная свёрточная нейронная сеть имеет относительно небольшой объём — во время
обучения настраиваются 52139 параметров (обучаемых весов).

from tensorflow.python.keras.models import Sequential
from tensorflow.python.keras.layers import Conv2D, MaxPooling2D
from tensorflow.python.keras.layers import Activation, Dropout, Flatten, Dense
img_width, img_height = 140, 30 # размеры изображения
input_shape = (img_height, img_width, 1) # размерность тензора
model = Sequential() # создание последовательной модели нейронной сети
# добавление слоя свёртки с размером ядра 3x3; 16 карт признаков
model.add(Conv2D(16, (3, 3), input_shape=input_shape))
model.add(Activation(’relu’)) # функция активации ReLu
# добавление слоя подвыборки; выбор максимального значения из квадрата 2x2
model.add(MaxPooling2D(pool_size=(2, 2)))
# добавление слоя свёртки с размером ядра 3x3; 8 карт признаков
model.add(Conv2D(8, (3, 3)))
model.add(Activation(’relu’)) # функция активации ReLu
# добавление слоя подвыборки; выбор максимального значения из квадрата 2x2
model.add(MaxPooling2D(pool_size=(2, 2)))
model.add(Flatten()) # добавление полносвязного внутреннего слоя,
model.add(Dense(32)) # состоящего из 32-х нейронов
model.add(Activation(’relu’)) # функция активации ReLu
model.add(Dropout(0.25)) # добавление слоя регуляризации
# добавление выходного слоя из трёх нейронов
model.add(Dense(3, activation="softmax", kernel_initializer="normal"))
# компиляция модели
model.compile(loss=’categorical_crossentropy’,optimizer=’adam’,metrics=[’accuracy’])

Обучение нейронной сети.Ниже приводится код на языке Python 3, с помощью которого происхо-
дит обучение нейронной сети для распознавания конструктивных элементов и условных дефектов.
Данные для обучения, проверки и тестирования подаются порциями по 32 изображения из соот-
ветствующих каталогов (для этого задействованы генераторы изображений библиотеки Keras с раз-
мером мини-выборки, равным 32). При этом осуществляется нормализация данных — значения
элементов bmp-матриц делятся на 255 (приводятся к вещественным числам от 0 до 1). Количество
эпох обучения — 400.

Время, затраченное на обучение описанной модели нейронной сети, составило около 30 минут.
Обучение сети проводилось на компьютере с центральным процессором Intel Core i7-4770K CPU
3.50 GHz и оперативной памятью 8 GB. В результате обучения была достигнута следующая точность
(accuracy):

на данных для обучения — 100%,
на данных для проверки — 96,88%,
на тестовых данных — 96,43%.

from tensorflow.python.keras.preprocessing.image import ImageDataGenerator
epochs = 400 # количество эпох обучения
batch_size = 32 # размер мини-выборки
nb_train_samples = (1014 + 822 + 954) # количество изображений для обучения
nb_validation_samples = (168 + 136 + 159) # количество изображений для проверки
nb_test_samples = (170 + 138 + 159) # количество изображений для тестирования
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# создание генератора изображений с нормализацией данных
datagen = ImageDataGenerator(rescale=1. / 255)
# генерация данных для обучения (на основе изображений из каталога)
train_generator = datagen.flow_from_directory(

train_dir, # каталог с данными для обучения
target_size=(img_height, img_width), # размер изображения
color_mode=’grayscale’, # изображение в градации серого цвета
batch_size=batch_size, # размер мини-выборки
class_mode=’categorical’)

# генерация данных для проверки (на основе изображений из каталога)
val_generator = datagen.flow_from_directory(

val_dir, # каталог с данными для проверки
target_size=(img_height, img_width), # размер изображения
color_mode=’grayscale’, # изображение в градации серого цвета
batch_size=batch_size, # размер мини-выборки
class_mode=’categorical’)

# генерация данных для тестирования (на основе изображений из каталога)
test_generator = datagen.flow_from_directory(

test_dir, # каталог с данными для тестирования
target_size=(img_height, img_width), # размер изображения
color_mode=’grayscale’, # изображение в градации серого цвета
batch_size=batch_size, # размер мини-выборки
class_mode=’categorical’)

# обучение модели нейронной сети с помощью генераторов данных
model.fit_generator(

train_generator,
steps_per_epoch=nb_train_samples // batch_size,
epochs=epochs, # количество эпох обучения
validation_data=val_generator,
validation_steps=nb_validation_samples // batch_size)

# оценка качества обучения на тестовых данных
scores = model.evaluate_generator(test_generator, nb_test_samples // batch_size)

Распознавание графических образов конструктивных элементов. Отметим, что в каждом из ка-
талогов train_dir, val_dir и test_dir данные (картинки) трёх классов находились в соответствующих
каталогах: для графических образов счётчиков осей был отведен каталог Axle, для образов мест пере-
сечения рельсовых путей — каталог Cross, а для условных дефектов — Pump. Поэтому при обучении
нейронной сети классы образцов получили имена в соответствии с названиями этих каталогов.

С применением следующего кода на языке Python 3 происходит распознавание графических
образов трёх классов с помощью обученной нейронной сети. На вход сети подается подготовлен-
ный и нормализованный графический образ B найденной на дефектограмме отметки, выходом
является название класса, к которому принадлежит исследуемый образ. Нейронная сеть выдает
набор значений вероятностей принадлежности объекта к соответствующему классу. Класс объекта
выбирается по максимальному значению из этого набора.

import numpy
classes = [’axle’, ’cross’, ’pump’]
B /= 255 # нормализация матрицы B
B = numpy.expand_dims(B, axis=0) # вспомогательное увеличение размерности
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preds = model.predict(B) # классификация входного объекта
if classes[preds.argmax()] == ’axle’: # расшифровка результата классификации

mark_result = ’axle_counter’ # счётчик осей
if classes[preds.argmax()] == ’cross’: # расшифровка результата классификации

mark_result = ’crossing’ # место пересечения путей
if classes[preds.argmax()] == ’pump’: # расшифровка результата классификации

mark_result = ’pumping’ # условный дефект

На рис. 5 и 6 изображены карты признаков, которые были получены на соответствующих
свёрточных слоях нейронной сети для графического образа места пересечения рельсовых путей,
приведённого на рис. 2 (см. верхний пример) (для наглядности максимальное значение точки со-
ответствует чистому белому цвету, а минимальное — полному чёрному; размер карт первого слоя
составляет 28x138 точек, второго слоя — 12x67). Карты признаков для графического образа счётчика
осей (рис. 3, верхний пример) показаны на рис. 7 и 8.

Fig. 5. Feature maps for the “crossing” in the first
convolutional layer of the neural network

Рис. 5. Карты признаков для «пересечения»
на первом свёрточном слое нейронной сети
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Fig. 6. Feature maps for the “crossing” in the
second convolutional layer of the neural network

Рис. 6. Карты признаков для «пересечения»
на втором свёрточном слое нейронной сети

Fig. 7. Feature maps for the “axle counter” in
the first convolutional layer of the neural network

Рис. 7. Карты признаков для «счётчика осей»
на первом свёрточном слое нейронной сети
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Fig. 8. Feature maps for the “axle counter” in the
second convolutional layer of the neural network

Рис. 8. Карты признаков для «счётчика осей»
на втором свёрточном слое нейронной сети

Заключение
По результатам обучения можно сделать вывод, что выбранная конфигурация модели нейрон-

ной сети является удачной и вполне достаточной для решения поставленной задачи распознавания
длинных конструктивных элементов рельсового пути при неразрушающем контроле поверхности
головки рельсов с помощью вихретоковых дефектоскопов.
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Статья посвящена сравнению стилометрических характеристик нескольких уровней, являющихся маркерами
стиля прозаического текста, и анализу стилистических изменений русской и британской прозы 19–21 веков.
Стилометрические характеристики включают в себя низкоуровневые характеристики, основанные на словах и
символах, и высокоуровневые — ритмические. Подобные характеристики моделируют стиль текста и являются
индикаторами времени его создания.
Вычисление всех характеристик происходит полностью автоматически, что позволяет проводить крупные экс-
перименты с художественными произведениями большого объёма и ускоряет работу эксперта-лингвиста. Для
подсчёта стилометрических характеристик, в том числе основанных на результатах поиска ритмических средств,
используется программа ProseRhythmDetector. В результате её работы каждый текст представляется в виде набора
одних и тех же характеристик трёх уровней: символов, слов, ритма. Тексты объединяются по десятилетиям, для
каждого десятилетия находятся средние значения стилометрических характеристик. Полученные модели десяти-
летий сравниваются при помощи стандартных метрик близости, результаты сравнения визуализируются в виде
тепловых карт и дендрограмм. Эксперименты с двумя корпусами русских и британских текстов показывают, что
в течение 19–21 веков появляются как общие тенденции изменения стиля для обоих корпусов, например, умень-
шение количества ритмических средств в расчёте на одно предложение, так и собственные для каждого языка,
например, динамика изменения длин слов и предложений. Стилометрические характеристики всех уровней вы-
являют схожесть стиля текстов, опубликованных в одном веке. Также характеристики трёх уровней в комплексе
лучше демонстрируют уникальность каждого десятилетия, чем характеристики конкретного уровня. Это исследо-
вание показывает значимость стилометрических характеристик как маркеров стиля различных эпох и позволяет
выявить тенденции изменения стиля на протяжении нескольких веков.

Ключевые слова: ритм текста; анализ ритма; обработка естественного языка; стилометрия; ритмические средства;
автоматизация.
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Введение
Ритм текста определяется как регулярное повторение схожих единиц речи [1]. В литературе

отмечается, что ритм прозы отличается от ритма поэзии и требует собственных методик опреде-
ления, в том числе таких, которые бы моделировали его в количественном виде и позволяли бы
сравнивать прозаические тексты между собой [2].

Количественные характеристики ритма текста входят в обширную группу стилометрических
характеристик, которые на разных уровнях описывают стиль текста и составляют его числовую
модель [3], на основе которой можно проводить статистический и сравнительный анализ текстов
различных авторов, жанров, временных эпох и т.п.

Несмотря на широкую распространённость стилометрических характеристик в сфере обработки
естественного языка, они, как правило, используются для решения конкретных задач классифика-
ции, например, определения автора или жанра. Более того, из всего спектра характеристик наиболее
изученными являются низкоуровневые, которые моделируют текст на уровне слов или символов.
Высокоуровневые или лингвистические характеристики, включая ритмические, являются малоизу-
ченной частью стиля текста [4].

Авторы поставили перед собой задачу сравнить высокоуровневые и низкоуровневые стиломет-
рические характеристики в прозаических текстах 19–21 веков по десятилетиям и статистически
проанализировать динамику изменения стиля русской и британской прозы. Для этого была ис-
пользована программа ProseRhythmDetector, которая была представлена в предыдущих исследова-
ниях как инструмент для поиска ритмических средств в прозаических текстах. Авторы добавили в
ProseRhythmDetector модуль, который вычисляет стилометрические характеристики текста уровня
символов, слов и ритма. Данная статья описывает эксперименты с этим модулем по анализу текстов
по векам и десятилетиям.

1. Обзор смежных работ
Стилометрия – научная дисциплина, занимающаяся измерением стилевых характеристик тек-

стов с целью их упорядочивания, диагностики, идентификации, параметризации, таксономии, ат-
рибуции и периодизации [5]. Стилометрические характеристики прозаических текстов изменяются
с течением времени для литературы на разных языках, поэтому они могут служить индикатора-
ми эпохи создания произведений [6]. Кумар и другие исследуют лексические маркеры стиля для
18–21 веков, по которым можно определить дату публикации. Используя характеристики текста
уровня слов и фраз, они достигают средней ошибки в 32 года, т.е. достаточно точно определяют век
публикации текста.

Для решения подобных задач обычно берутся простые характеристики уровня слов и символов.
Авторы статьи [7] строили именно такую модель, но по результатам исследования рекомендовали
расширять модели текстов более сложными лингвистическими характеристиками.

Контест Semeval 2015 [8] был посвящён определению временного периода публикации статьи
в диапазоне от 18 до 21 века. Лучших результатов до 86.8 % точности достигли участники, которые
применили широкий спектр стилометрических характеристик: от лексических до грамматических,
включая даже мета-свойства документа.

Гопиди и Алам [9] показали, что числовые грамматические характеристики, а также характери-
стики, основанные на ударениях и рифме, отличаются для разных 50-летий для прозы и поэзии.

Эти результаты доказывают, что стилометрические характеристики различных уровней хорошо
моделируют стиль текста и могут указывать на конкретную эпоху его создания.

Стилометрические характеристики отличаются не только для разных эпох, но и для разных язы-
ков. Авторы работы [10] кластеризовали тексты при помощи алгоритма k-средних, основываясь на
встречаемости слов и символов. F -мера для такого алгоритма классификации получилась не выше
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53 %. С применением нейросетей классификация текстов по языкам на основе характеристик уровня
символов и слов может достигать более высоких значений F -меры 70–80 % [11]. Но такие исследова-
ния затрагивают только низкоуровневые характеристики, оставляя открытым вопрос значимости
лингвистических характеристик для моделирования и анализа стиля.

Авторы в предыдущей работе [12] исследовали вариативность ритмических характеристик для
различных периодов времени (19–21 веков) и языков (русского и английского), где показали, что
все три века отличаются по ритму. В этой статье описываются результаты сравнительного анализа
стилометрических характеристик нескольких уровней.

2. Стилометрические характеристики
Стилометрический анализ текста включает в себя поиск и подсчёт различных стилометрических

характеристик. Среди таких характеристик можно выделить несколько категорий:
1. Уровень символов;
2. Уровень слов;
3. Уровень ритма.
Ритмические характеристики текста определяются исходя из употребления средств создания

ритма, в основе которых находится повтор в определенной конфигурации, в определенной пози-
ции, с определенным количеством повторяющихся элементов. Для данной работы были выбраны
следующие ритмические средства:

1. Анафора — скрепление речевых отрезков (частей фразы, стихов) с помощью повтора слова
или словосочетания в начальной позиции.

2. Эпифора — скрепление речевых отрезков (частей фразы, стихов) с помощью повтора слова
или словосочетания в конечной позиции.

3. Симплока — фигура синтаксического параллелизма в смежных стихах или фразах, у которых
одинаковые начало и конец при разной середине или наоборот, разные начало и конец при
одинаковой середине.

4. Анадиплозис — риторическая фигура, в которой следующее предложение начинается теми же
словами, которыми оканчивается предыдущее.

5. Эпаналепсис — фигура речи, состоящая в повторении одного и того же слова или словосоче-
тания с небольшими вариациями.

6. Многосоюзие — стилистическая фигура, состоящая в намеренном увеличении количества со-
юзов в предложении, обычно для связи однородных членов.

7. Диакопа — риторический термин для повторения слова или фразы, разбитых на одно или
несколько промежуточных слов

8. Эпизевксис — фигура речи, которая обозначает повторение слов без разрыва между повторе-
ниями.

Для данных ритмических средств были выбраны следующие числовые стилометрические ха-
рактеристики:

1. Количество появлений в тексте конкретного средства, делённое на количество предложений;
2. Количество появлений в тексте всех средств, делённое на количество предложений;
3. Доля уникальных слов среди всех, составляющих средства, в данном случае тех, которые

повторяются только один раз;
4. Доли существительных, прилагательных, глаголов и наречий среди слов, составляющих сред-

ства.
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Выбор данных средств для анализа ритма, а именно для их автоматизированного поиска и ко-
личественной обработки обусловлен тем, что это наиболее частотные ритмические средства, упо-
требляемые в прозаических текстах. Именно они выделяются в качестве ритмических средств на
лексико-грамматическом уровне большинством лингвистов, проводящих исследования в области
ритмизации текста [12].

В качестве стилометрических характеристик на уровне символов и слов были выбраны нижепе-
речисленные характеристики.

На уровне символов:
1. Количество букв, как отдельных, так и их общее количество;
2. Количество символов, как отдельных, так и их общее количество;
3. Средняя длина предложения в символах.
На уровне слов:
1. Количество слов;
2. Количество предложений;
3. Средняя длина предложений по количеству слов;
4. Средняя длина слова.
Выбор данных стилометрических средств на уровне символов и слов был обусловлен тем, что

они являются наиболее показательными при определении авторского стиля во время исследования
произведения [4].

3. Постановка экспериментов

3.1. Основные этапы экспериментов

Стилометрические характеристики трёх разных уровней вычисляются и визуализируются ав-
томатически. Эксперименты с этими характеристиками были поставлены следующим образом:

• Сначала в текстах были выявлены ритмические средства. Алгоритмы поиска ритмических
средств были взяты из статьи [12].

• Для выявленных ритмических средств были подсчитаны стилометрические характеристики.
• Параллельно с подсчётом характеристик ритма для текстов были вычислены стилометриче-

ские характеристики уровня слов и символов.
• Стилометрические характеристики текстов были агрегированы по десятилетиям, десятилетия

сравнивались между собой.
• На последнем этапе результаты сравнения были визуализированы с помощью тепловых карт

и иерархической кластеризации.
На первом этапе ритмические средства выявляются с точностью 80–95 %. Таким образом авторы

получают качественную модель ритма текста.
Ритмические и простые стилометрические характеристики вычисляются на основе текста и

модели его ритма по точным правилам, описанным в предыдущем разделе. В результате каждый
текст представляется как вектор числовых характеристик. Вектора сравниваются при помощи мер
близости, на основе которых организована визуализация результатов.

3.2. Визуализация стилометрических характеристик

После того как вычислены стилометрические характеристики для текстов, считаются стиломет-
рические характеристики для десятилетий. Для каждого десятилетия берутся средние значения
характеристик текстов, опубликованных в этот период. Таким образом получаются вектора харак-
теристик десятилетий такого же типа, как и вектора для отдельных текстов.
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Стилометрические характеристики десятилетий и их сравнение визуализируются тремя спосо-
бами:

• В виде тепловых карт, которые описывают близость десятилетий по стилю. Это квадратные
тепловые карты, на осях которых расположены десятилетия, а оттенок в ячейке обозначает
степень близости пары десятилетий: чем темнее оттенок, тем ближе объекты друг к другу.
В качестве меры близости использовались четыре популярные метрики: расстояние Чебышё-
ва, коэффициент корреляции, расстояние Евклида и манхэттенское расстояние.

• В виде тепловых карт, которые описывают диапазоны значений стилометрических характе-
ристик. На горизонтальной оси располагаются названия конкретных характеристик, на вер-
тикальной — десятилетия. Ячейки карты содержат значение характеристики, а также имеют
цвет, оттенок которого обозначает величину значения относительно других. Самые большие
значения обозначаются светлыми оттенками, самые маленькие — тёмными. Справа на карте
отображается столбик с диапазоном значений и оттенками для разных значений.

• В виде дендрограмм, полученных в результате кластеризации. Листья дендрограммы — это
десятилетия, они размещены по горизонтали. По вертикали отмечаются расстояния между
кластерами в виде горизонтальных отрезков на определённом уровне. Дендрограмма строится
с помощью агломеративного подхода, от листьев к стволу. Метрики близости используются те
же, что и для тепловых карт. В качестве функций расстояния между кластерами применяются
три метода: одиночной, средней и полной связи.

Для сравнения десятилетий стилометрические характеристики предварительно нормализуются:
из конкретного значения вычитается среднее значение данной характеристики по всему корпусу
текстов, полученная разность делится на среднеквадратическое отклонение данной характеристики.

Все три способа визуализации достаточно наглядны и позволяют проанализировать как ди-
намику изменения стилометрических характеристик на протяжении десятилетий, так и близость
десятилетий друг к другу с точки зрения стиля.

a) b)
Fig. 1. All levels, correlation metric, a) Russian,

b) English
Рис. 1. Все уровни вместе, метрика корреляции,

a) русский язык, b) английский язык
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a) b)
Fig. 2. a) All levels, b) symbol level, Chebyshev

metric, Russian
Рис. 2. a) Все уровни вместе, b) уровень

символов, метрика Чебышёва, русский язык

4. Эксперименты

4.1. Программная реализация и корпус

Инструмент ProseRhythmDetector 1, позволяющий выявлять и подсчитывать стилометрические
характеристики, был разработан на языке Python. При разработке также использовалась библиотека
textblob, которая была особенно полезна при подсчёте слов и предложений в тексте.

После завершения разработки был проведен ряд экспериментов на основе двух корпусов текстов.
Один из них на английском языке, а другой — на русском. Каждый корпус включает в себя по 243
произведения более 90 известных авторов. У каждого из текстов указана дата публикации: для
текстов на английском языке с 1815 по 2019 гг., а для текстов на русском языке с 1832 по 2019 гг.
Каждый текст содержит в себе до 425 000 слов.

4.2. Тепловые карты близости

На основе получившихся векторов характеристик по корпусу текстов были построены 4 набора
тепловых карт по метрикам близости Чебышёва, Евклида, корреляции и манхэттенского расстоя-
ния. Метрики Евклида и манхэттенское расстояние показали практически идентичные результаты
на всех рассматриваемых уровнях. Относительно заметные различия наблюдаются только при объ-
единении всех уровней.

Метрика корреляции не сильно помогла в анализе литературы за указанный период, однако
она продемонстрировала близость 00-х и 10-х годов 21-ого века на обоих корпусах (см. Рис. 1). Кроме
того на тепловой карте, построенной на основе корпуса русских текстов, можно отметить особую
близость 1830-х и 1840-х годов. Также по карте видно, что 21 век более далёк от 19-го века, чем от
20-го, а ещё можно увидеть, что 1960-е и 1920-е годы близки к началу 19-го столетия. Наконец, по
карте можно сделать вывод, что литература конца 19-го века была весьма похожа на литературу
начала 19-го века, в то время как произведения середины 19-го столетия сильно отличаются от них.

По тепловой карте, построенной на основе корпуса английских текстов с расчётом по метрике
корреляции можно понять, что произведения большей части 19-го века близки между собой. Но,

1Инструмент доступен по ссылке: https://github.com/text-processing/prose-rhythm-detector
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a) b)
Fig. 3. a) Word level, b) rhythm level, Chebyshev

metric, Russian
Рис. 3. a) Уровень слов, b) уровень ритма,

метрика Чебышёва, русский язык

a) b)
Fig. 4. a) Symbol level, b) word level, Chebyshev

metric, English
Рис. 4. a) Уровень символов, b) уровень слов,

метрика Чебышёва, английский язык

как и в случае с русской литературой, английская литература середины 19-го века выделяется на
фоне всего остального столетия, пусть и не так сильно.

Наиболее показательными оказались результаты, полученные при расчёте по метрике Чебы-
шёва. На картах, построенных по корпусу русского языка, отчётливо видно, как выделяются 1950-е
годы (см. Рис. 2a)). Они отличаются от остальных периодов в литературе на всех уровнях, но особый
вклад в это различие вносит уровень символов (см. Рис. 2b)) — все произведения рассматриваемой
эпохи имеют сходство на уровне символов, в то время как 1950-е годы разительно отличаются от
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a) b)
Fig. 5. a) Rhythm level, b) all levels, Chebyshev

metric, English
Рис. 5. a) Уровень ритма, b) все уровни вместе,

метрика Чебышёва, английский язык

литературы всех периодов. На уровне слов (см. Рис. 3a)) можно выделить отличие текстов 21-го века
от 19-го, а также стоит отметить различие 1950-х от второй половины 19-го века. Кроме того, на всех
уровнях можно выделить схожесть 30-х и 40-х годов 19-го века. 1870-е года выделяются на фоне
всей литературы 19-го века на всех уровнях, а уровень ритма (см. Рис. 3b)) придаёт им отличие от
всей литературы за рассматриваемый период. В заключение, на уровнях символов и слов можно
выделить близость второй половины 20-го века с началом 21-го века, однако уровень ритма слегка
нивелирует это сходство.

Эксперименты на корпусе английских текстов показали следующие результаты. На уровне
символов (см. Рис. 4a)) можно выделить близость 1890-х и 1900-х годов, а также 2000-х и 2010-х. Также
на этом уровне особенно отличаются 1950-е годы по сравнению со всеми другими десятилетиями.
На уровне слов (см. Рис. 4b)) уже более ярко выделяется период с 1890-х по 1920-е годы, а также 21-й
век. Уровень ритма (см. Рис. 5a)) способствует выделению периода с 1990-х по 2010-е годы, а также
периода с 1850-х по 1970-е годы и с 1890-х по 1900-е годы. Таким образом, на карте, отражающей
все характеристики сразу (см. Рис. 5b)), мы четко можем выделить интервал с 1870-х по 1920-е годы,
а также 21-й век и 1990-е годы.

4.3. Тепловые карты диапазонов

Второй тип тепловых карт (Рис. 6) отображает нормализованные значения характеристик (раз-
ность между реальным и средним значением по всему корпусу, делённую на среднеквадратическое
отклонение) для обоих языков.

Первые 14 столбцов обозначают ритмические характеристики: 9 конкретных средств, общее
количество появлений средств, доля слов, повторяющихся только один раз (unique word), доли
частей речи. Остальные 7 — это несколько характеристик низкого уровня: количество букв, всех
символов, слов и предложений, а также средние длины предложений в символах (avg by ch) и словах
(avg by word) и средние длины слов (avg by word).

Для ритмических средств обоих языков повторяется тенденция, выявленная в предыдущем
исследовании на меньших корпусах текстов: на протяжении веков общее число ритмических
характеристик снижается. Это видно по оттенкам цветов на карте: для диакопы и многосоюзия
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a) b)
Fig. 6. Heatmap for a) English, b) Russian texts with

normalized features
Рис. 6. Тепловая карта для a) английских, b)

русских текстов с нормализованными
значениями характеристик

(polysyndeton), как наиболее частых средств, и суммарного числа средств в 19 веке оттенки более
светлые, а в конце 20-го — начале 21-го — более тёмные. Это значит, что в 19-м веке эти характери-
стики имеют значения выше среднего, а ближе к нашему времени — ниже среднего.

В британских текстах эта тенденция коррелирует с употреблением прилагательных: доля их
появлений в ритмических средствах также снижается к 21-му веку. Доли остальных частей речи
колеблются не так значительно. Для русских текстов закономерность другая: доли существительных
и прилагательных в 20–21 веках возрастают.

Что касается простых стилометрических характеристик, то для британских текстов они пока-
зывают, как изменяется средний размер художественных произведений: постепенно уменьшается
к середине 21-го века, затем снова возрастает. Для русских текстов тенденция обратная. Эти законо-
мерности можно скорее отнести к особенностям формирования корпуса: были выбраны известные
художественные произведения популярных авторов. При увеличении корпуса и добавлении более
разнообразных произведений тенденции могут измениться.

Средние длины предложений и слов представляют собой характеристики, лучше отражающие
стиль текстов, чем абсолютные количества элементов текста. Для британских текстов все они умень-
шаются в течение практически всех десятилетий. Средняя длина предложений в русских текстах
увеличивается к концу 19-го века — началу 20-го века, немного уменьшается в первой половине 20-го
века, увеличивается к 1950-м годам, затем снова уменьшается. Средняя длина слова увеличивается
на протяжении всех десятилетий.

Как и по тепловым картам близости, по картам диапазонов можно видеть десятилетия, выделя-
ющиеся на фоне остальных. Причём на картах диапазонов дополнительно можно обнаружить, по
каким стилометрическим характеристикам десятилетия отличаются. Для британских текстов это
1930 и 1980 годы. Для русских — 1870 и 1940–1950 гг.

Таким образом, тепловые карты диапазонов позволяют как выявлять общие тенденции в из-
менении стиля произведений для языка в целом, так и обнаруживать отдельные десятилетия,
выделяющиеся среди остальных.
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4.4. Дендрограммы

a) b)
Fig. 7. Dendrogram for a) English, b) Russian texts
based on rhythm features, the Euclidean distance

and complete-linkage method

Рис. 7. Дендрограмма для a) английских,
b) русских текстов на основе ритмических

средств, расстояния Евклида и метода полной
связи

a) b)
Fig. 8. Dendrogram for a) English, b) Russian texts
based on all features, the Chebyshev distance and

complete-linkage method

Рис. 8. Дендрограмма для a) английских,
b) русских текстов на основе всех средств,

расстояния Чебышёва и метода полной связи

Дендрограммы строились для обоих языков отдельно. Для каждого языка тексты кластеризова-
лись иерархически как на основе отдельных типов стилометрических характеристик, так и на основе
всех типов характеристик, чтобы сравнить разделение текстов только по ритму с разделением по
всем стилометрическим характеристикам.

Среди функций расстояния между кластерами самые наглядные результаты показал метод
полной связи, метод средней связи показал близкие к нему результаты. Метод одиночной связи
выявил меньше кластеров, чем остальные.

Что касается метрик близости между элементами, то манхэттенское расстояние и расстояние Ев-
клида показали близкие результаты, как и в случае с тепловыми картами. Коэффициент корреляции
показал более хаотичное разбиение на кластеры, чем другие методы.

Для ритмических средств наиболее полезной оказалась метрика Евклида (см. Рис. 7).
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Для британских текстов по ритму явно выделяются несколько небольших кластеров, содержа-
щих соседние десятилетия: 1990–2010 гг., 1940–1950 гг., 1890–1920 гг., 1850–1870 гг. 1830 и 1980 деся-
тилетия оказались самыми далёкими по ритму от остальных. 21 век наиболее похож на середину
20-го века: 1940–1950 гг. и 1970-й год.

Для русских текстов дендрограмма показывает меньшие расстояния по ритму между десятиле-
тиями, чем для британских текстов. По ней видны два больших кластера, первый содержит большую
часть десятилетий 20–21 веков, второй – 19-й век и начало 20-го: 1900–1910 гг. 21-й век не так явно
выделяется по ритму, как в британских текстах. Самыми далёкими от остальных оказываются 1870-е
и 1940-е десятилетия.

Для всех стилометрических средств наиболее наглядные результаты показала метрика Чебышё-
ва (см. Рис. 8).

Для британских текстов по стилю некоторые пары соседних десятилетий снова оказываются
близки друг к другу: 1890 и 1900, 1880 и 1870, 1910 и 1920 и т.д. В целом расстояния между десятиле-
тиями оказываются меньше, в кластере 19-го века оказываются начало и середина этого столетия.
21-й век снова близок по стилю к середине 20-го века.

Для русских текстов по стилю 21-й век выделяется в отдельный кластер, но в этот кластер также
попадают 1970-е годы. 19 век оказывается разбит на 2 более мелких кластера и более похож на 20-й
век. 1940 и 1870 снова оказываются самыми далёкими от остальных, и к ним присоединяются 1950 гг.

Таким образом, дендрограммы показывают, что по ритмическим характеристикам века отли-
чаются сильнее, чем по совокупности стилометрических характеристик. 19-й век и 1990–2010 годы
могут выделяться в отдельные кластеры, 20-й век оказывается куда менее однородным как по ритму,
так и по более простым стилометрическим характеристикам.

5. Обсуждение результатов
Автоматическое определение комплекса низкоуровневых и высокоуровневых стилометриче-

ских характеристик даёт возможность быстро проанализировать большое количество объёмных
произведений и сделать качественные выводы об изменении стиля с течением времени. Этот
подход позволяет эксперту за короткое время получить детализированную модель стиля художе-
ственного текста.

Эксперименты показали, что, хотя десятилетия можно успешно кластеризовать по близости
друг к другу, каждое из них является уникальным по совокупности ритмических и простых сти-
лометрических характеристик. Это значит, что на основе модели, построенной на данных харак-
теристиках, тексты потенциально можно успешно классифицировать по векам и десятилетиям
создания/публикации, а также вычислять год публикации текста.

Кроме того, анализ текстов средствами кластеризации на основе тепловых карт и дендрограмм
позволяет выявлять тенденции изменения стиля в литературе в целом, а также сравнивать литерату-
ры на разных языках между собой. В частности, для русской и британской литератур детектируется
уменьшение числа ритмических средств на единицу текста (в данном случае предложение). Для
русской литературы обнаружено, что средние длины предложений изменяются волнообразно в те-
чение рассматриваемого периода, в то время как средние длины слов увеличиваются. В британской
литературе средние длины как слов, так и предложений существенно уменьшаются. Если сравни-
вать между собой века обеих литератур, то 20-й оказывается самым разнородным с точки зрения
стиля, а 21-й и 19-й отличаются между собой, но десятилетия внутри них достаточно похожи.

Помимо поиска общих тенденций, тепловые карты и дендрограммы позволяют обнаружить
конкретные периоды времени, которые значительно отличаются от других. Это может быть интер-
претировано как то, что в данный период попали один или несколько текстов, которые особенно
сильно отличаются по стилю от современников. Таким образом в крупном корпусе текстов можно
выявлять произведения с уникальным стилем.

341



Lagutina K. V., Manakhova A.M.

Если сравнить между собой значимость стилометрических характеристик разных уровней, то
можно сделать вывод, что и низкоуровневые, и ритмические достаточно полезны и могут обнару-
живать одни и те же крупные кластеры десятилетий. Однако ритмические характеристики более
разнородны, поэтому являются лучшими индикаторами уникальности стиля.

Таким образом, автоматизированное моделирование текстов при помощи стилометрических
характеристик различных уровней позволяет анализировать и успешно сравнивать между собой
литературы разных языков и эпохи их развития.

Заключение
Авторы провели исследование стилометрических характеристик разных уровней: символов,

слов и ритма на двух корпусах художественных произведений русской и английской литературы
19–21 веков. Стилометрические характеристики считались полностью автоматически при помощи
инструмента ProseRhythmDetector2. Он позволяет автоматически находить и статистически обра-
батывать ритмические средства в комплексе с простыми стилометрическими характеристиками
текста, что даёт возможность проводить анализ стиля прозы с разных сторон и исследовать боль-
шие корпуса текстов.

Анализ стилометрических характеристик позволил выявить как основные тенденции измене-
ния стиля на протяжении 19–21 веков, так и обнаружить периоды времени, наиболее отличающиеся
от других по ритму и стилю текстов. Кроме того, исследование показало значимость ритмических
характеристик как маркеров особенностей стиля прозы.

Следующим этапом исследования стилометрических характеристик текста, в том числе и рит-
мических, может быть их использование для классификации текстов по веку или эпохе публикации,
определения авторства, а также анализ и сравнение стилей литератур других языков.
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Особенности алгоритмической реализации разностных аналогов
логистического уравнения с запаздыванием
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Научная статья После доработки 7 сентября 2020 г.
Полный текст на русском языке Принята к публикации 9 сентября 2020 г.

Логистическое уравнение с запаздыванием или уравнение Хатчинсона представляет собой одно из фундаменталь-
ных уравнений популяционной динамики и находит широкое применение в задачах математической экологии.
В работе рассматривается семейство отображений, построеннное для этого уравнения на основе центральных
разделенных разностей. Такие разностные схемы обычно используются при численном моделировании данной
задачи. Представленные отображения сами по себе могут служить моделями динамики популяций, поэтому их
изучение представляет значительный интерес. В работе сопоставляются свойства траекторий данных отобра-
жений и исходного уравнения с запаздыванием. Показано, что поведение решений отображений, построенных
на основе центральных разделенных разностей, не сохраняет, даже при достаточно малой величине шага по
времени, основных динамических свойств логистического уравнения с запаздыванием. В частности, у этого отоб-
ражения при колебательной потере устойчивости ненулевого состояния равновесия не бифурцирует устойчивая
инвариантная кривая. Эта кривая соответствует в таких отображениях устойчивому предельному циклу исходно-
го непрерывного уравнения. Тем самым показано, что такая разностная схема не может быть использована для
численного моделирования логистического уравнения с запаздыванием.
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1. Постановка задачи

1.1. Простейшие свойства логистического уравнения с запаздыванием

Среди фундаментальных моделей популяционной динамики особое место занимает логисти-
ческое уравнение с запаздыванием

du
dt

= r[1 − u(t − 1)]u, (1)

в котором неотрицательная функция u(t) моделирует нормированную плотность численности
популяции, а положительный параметр r характеризует скорость ее роста. В уравнении (1) за
счет запаздывания в правой части простейшим способом моделируется возрастная структура по-
пуляции. Исследованию решений этого уравнения посвящено значительное количество литера-
туры (см. [1—6]). Для изложения полученных нами результатов понадобятся простейшие свойства
его решений, полученные в этих работах.

Через C[−1, 0] ниже обозначается пространство непрерывных на отрезке [−1, 0] функций со
стандартной нормой. Это пространство примем в качестве фазового, т.е. пространства начальных
условий уравнения (1). Для дальнейших построений нам потребуются два утверждения о решениях
уравнения (1).

1. Для уравнения (1) выполняется теорема существования и единственности решений, т.е. для
каждого значения t0 и каждой начальной функции '(s) ∈ C[−1, 0], при всех t > t0, существует
и единственное решение u(t, ') уравнения (1), для которого u(t0 + s, ') = '(s).

2. Бифуркации Андронова – Хопфа. Положим в (1)

r = �/2 + ",

где 0 < " ≪ 1, тогда в достаточно малой и не зависящей от " окрестности состояния равновесия u ≡ 1
существует двумерное устойчивое локальное интегральное многообразие (см., например, [7, 8]). На
этом многообразии уравнение (1) можно записать в виде скалярного комплексного обыкновенного
дифференциального уравнения

dg
dt

= ("�1 + O("2))g + (d + O("))g|g|2 + O(|g|5), (2)

где g(t) — скалярная комплекснозначная функция и

�1 = (1 +
�2

4 )
−1

(
�
2
+ i), d = −

1
10

[3� − 2 + i(� + 6)](1 +
4
�2)

−1
. (3)

Сформулируем бифуркационную теорему.
Теорема 1. Существует такое "0 > 0, что при всех " ∈ (0, "0] уравнение (1) имеет орбитально асимп-
тотически устойчивый цикл u0(t, "), для которого имеет место асимптотическое представление

u0(t, ") = 1 +
√
"

20
� (3� − 2)

cos ((�/2 − 2�"/(3� − 2))t) + O("). (4)
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1.2. Построение разностных аппроксимаций

Переход от уравнения (1) к разностному уравнению можно выполнить несколькими различны-
ми способами. В первую очередь остановимся на самом простом и очевидном способе, когда раз-
ностная модель получается в результате замены производной по времени на разделенную разность.
Фиксируем произвольное натуральное k и будем считать, что шаг по времени равен 1/k. Тогда про-

стейшими способами выбора разделенной разности являются разность «вперед»
u(t + 1/k) − u(t)

1/k
,

«центральная» разность
u(t + 1/k) − u(t − 1/k)

2/k
и разность «назад»

u(t) − u(t − 1/k)
1/k

.
Случаи «вперед» и «назад», а также разностная схема, получающаяся из (1) на основе учета

вольтерровской структуры правой части этого уравнения, подробно рассмотрены в [9—11].
В данной работе, в свою очередь, рассматривается случай «центральной» разности, для которого

имеем
u(t + 1/k) − u(t − 1/k)

2/k
= r[1 − u(t − 1)]u(t). (5)

Сразу отметим, что точность приближения производной с помощью данной формулы выше, чем в
случаях разностей «вперед» и «назад». Полагая t = n/k, n ∈ ℤ и обозначая un = u(n/k), приходим к
разностному уравнению порядка k + 1

un+1 = un−1 +
2r
k

(1 − un−k)un, n > 0. (6)

Уравнение (6) будем называть дискретным вариантом логистического уравнения с запаздыва-
нием. Этому уравнению, как и уравнению (1), может быть придан некоторый биологический смысл:
величина un > 0 может интерпретироваться как численность очередного поколения моделируемой
популяции, а величина k — как номер возрастной группы, начиная с которой особи популяции
вовлекаются в процесс ее воспроизводства.

Одним из наиболее важных свойств уравнения Хатчинсона является появление у него при
r = �/2 устойчивых периодических решений. Полученные разностные уравнения должны не только
сохранять это свойство, но и при увеличении k все более и более приближаться к непрерывной
модели. В связи с этим рассмотрим колебательную потерю устойчивости единичного состояния
равновесия модели (6) и изучим режимы, ответвляющиеся от устойчивого состояния равновесия
при критических значениях параметров.

Наша цель состоит в том, чтобы показать, что в отличие от рассмотренных ранее разностных
схем, у разностного уравнения, построенного на основе центральной разности, при колебательной
потере устойчивости ненулевого состояния равновесия не бифурцирует устойчивая инвариантная
кривая. Эта кривая соответствует в таких отображениях устойчивому предельному циклу исходного
непрерывного уравнения (1). Ее отсутствие позволит показать, что разностная схема (6) не может
быть использована для численного моделирования логистического уравнения с запаздыванием на
больших промежутках времени.
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2. Локальные свойства дискретной модели логистического уравнения

2.1. Устойчивость единичной неподвижной точки отображения. Свойства
характеристического многочлена

Рассмотрим задачу устойчивости единичного состояния равновесия предложенной модели. Для
этого в уравнении (6) сделаем сдвиг на состояние равновесия un = 1+vn и линеаризуем полученные
уравнения в нуле. В результате за устойчивость этого состояния будет отвечать следующее линейное
разностное уравнение:

vn+1 = vn−1 −
2r
k
vn−k . (7)

Выпишем для полученного линеаризованного уравнения соответствующий ему многочлен
устойчивости. В данном случае характеристический многочлен имеет вид

P (�) def= �k+1 − �k−1 +
2r
k
. (8)

Характеристический многочлен (8) для задачи (6) имеет свойства, существенно отличающиеся
при четном и нечетном значениях k. Выполнены следующие два простых утверждения.
Лемма 1. Пусть k — четное, тогда при всех значениях r > 0 многочлен (8) имеет как минимум один
вещественный отрицательный корень по модулю больший единицы.

Доказательство этого факта следует из нечетности степени многочлена (8) и следующих его
свойств:

�k+1 − �k−1 +
2r
k
||||�=−1

=
2r
k
> 0,

в то же время
�k+1 − �k−1 +

2r
k

→ −∞, при � → −∞.

Лемма 2. Пусть k = 2m + 1 (m = 1, 2,… ), тогда
1. При выполнении неравенства

0 < r < r∗, где r∗
def= (2m + 1) sin(

�
2(2m + 1))

, (9)

все корни многочлена (8) лежат в круге S = {� ∈ ℂ ∶ |�| < 1} комплексной плоскости, а при r = r∗
уравнение P (�) = 0 имеет две простые пары корней

�1,2 = exp(±i!1), где !1 =
�

2(2m + 1)
, и �3,4 = exp(±i!2), где !2 = � − !1, (10)

а все остальные его корни по-прежнему находятся в S.
2. Корни (10) удовлетворяют требованиям отсутствия главных резонансов.
3. Выполняется неравенство

d
d"

|�(")| |||"=0 > 0, (11)

где � = �(") — корень многочлена (8), существующий при r = r∗ + ", 0 6 " ≪ 1 и обращающийся
в exp(i!j) j = 1, 2 при " = 0.
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4. При условии выполнения неравенства

0 < r < r∗∗, где r∗∗
def=

2m + 1
2(m + 1) (

m
m + 1)

m
, (12)

многочлен P (�) имеет вещественные корни.
Доказательство. Многочлен (8) при r = 0 имеет корень � = 0 кратности k − 1 и два простых

корня � = 1 и � = −1. Обозначим через �+(r) и �−(r) корни этого многочлена, обращающиеся при
r = 0 в единицу и минус единицу соответственно. Будем считать, что 0 < r ≪ 1. Нетрудно видеть,
что �′+(0) = −1/k < 0 и �′−(0) = 1/k > 0. А это значит, что при малых r все корни уравнения P (�) = 0
заведомо лежат в S.

Простой анализ функции (8) показывает, что при k = 2m + 1 она четная и имеет при 0 < r < r∗∗
четыре вещественных корня. Если же r > r∗∗, то вещественных корней нет. Для определения крити-
ческого значения r = r∗∗ необходимо, чтобы наряду с равенством P (�) = 0, выполнялось равенство
P ′(�) = 0. Данные два равенства позволяют найти r∗∗ =

2m + 1
2(m + 1) (

m
m + 1)

m
и соответствующую ему

пару корней кратности два � = ±
√ m
m + 1

.
Для того чтобы определить характер поведения комплексных корней многочлена (8) при уве-

личении параметра r , подставим в уравнение P (�) = 0 соотношение � = exp(i!), ! > 0, умножим
результат на exp[−i(2m + 1)!] и в получившемся выражении разделим вещественную и мнимую
части. В результате приходим к системе уравнений

cos(2m + 1)! = 0,

sin(!) −
r

2m + 1
sin(2m + 1)! = 0.

(13)

Нетрудно заметить, что допустимые частоты !, определяющиеся из (13), задаются формулами

!n =
�

2(2m + 1)
+

2n�
2m + 1

, n = 0, 1,… , (14)

Полученные равенства позволяют определить наименьшее значение r∗ > 0параметра r , при котором
две пары комплексных корней

�1,2 = exp(±i!1), где !1 =
�

2(2m + 1)
, и �3,4 = exp(±i!2), где !2 = � − !1, (15)

многочлена (8) первый раз выходят на единичную окружность. Это значение имеет следующий
вид:

r∗ = (2m + 1) sin(
�

2(2m + 1))
. (16)

Свойство нерезонансности полученных корней, как и неравенство (11), очевидно, следует из
этих же формул. Лемма доказана.

В рамках леммы 2 при стремлении m к бесконечности, в пределе получаются равенства

lim
m→∞

r∗(m) = lim
m→∞

(2m + 1) sin(
�

2(2m + 1))
=
�
2
, lim

m→∞
r∗∗(m) = lim

m→∞

2m + 1
2(m + 1) (

m
m + 1)

m
= e−1, (17)

показывающие близость свойств многочлена (8) и квазимногочлена уравнения Хатчин-
сона (1) (см. [4, 5]).
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2.2. Построение нормальной формы задачи

Доказанная в лемме 2 нерезонансность корней многочлена (8) позволяет при

r = r∗ + ", 0 < " ≪ 1 (18)

воспользоваться аналогом известной бифуркационной теоремы Андронова-Хопфа для отображе-
ний (см. [12], [13]). У данной бифуркации существуют и другие общепринятые названия: би-
фуркация рождения тора, бифуркация Неймарка-Сакера и даже бифуркация Андронова-Хопфа-
Неймарка-Сакера. С бифуркацией Андронова-Хопфа для потоков эту бифуркацию роднит то, что
в случае двумерных отображений она связана с рождением замкнутой инвариантной кривой из
неподвижной точки (дискретный аналог предельного цикла). Следует отметить, что это соответ-
ствие довольно условное, поскольку в такой бифуркации очень важную роль играют резонансы.
В случаях, когда эти резонансы слабые или величина частоты иррациональна, то аналогия до-
статочно полная: здесь, как и в случае потоков, из неподвижной точки рождается единственная
замкнутая инвариантная кривая. В случае же так называемых главных резонансов, бифуркации со-
всем другие, см., например, [13—15]. Бифуркация Андронова-Хопфа для отображений была впервые
исследована в работе Ю.И. Неймарка [16], который, однако, не рассмотрел случай сильных резо-
нансов. Впоследствии этот пробел был устранен Р. Сакером [17, 18]. Способы исследования такой
бифуркации хорошо известны и изложены в целом ряде монографий и учебных пособий.

Ниже будем использовать несколько иной способ нахождения асимптотики бифурцирующих
из состояния равновесия решений на основе построения нормальной формы с непрерывным мед-
ленным временем (см. [9—11]).

Для того, чтобы выяснить характер потери устойчивости единичного состояния равновесия
уравнения (6) при условии (18), рассмотрим (k +1)-мерное отображение

y = (y0, y1,… , yk) → (y0, y1,… , yk),

ys = ys+1, s = 0,… , k − 1, yk = yk−1 +
2(r∗ + ")

k
(1 − y0)yk .

(19)

Из линейного анализа и, в частности, из леммы 2 следует, что в некоторой достаточно малой окрест-
ности состояния равновесия y0 = … = yk = 1 это отображение имеет экспоненциально устойчивое
четырехмерное инвариантное многообразие. После перемещения этого состояния равновесия в на-
чало координат и последующего перехода к подходящим криволинейным полярным координатам
отображение (19) записывается в виде

�1 = (1 + "�1)�1 + (a11� 21 + a12� 22 )�1 + O("2|� | + " |� |2 + |� |4),

�2 = (1 + "�2)�2 + (a21� 21 + a22� 22 )�2 + O("2|� | + " |� |2 + |� |4),

'1 = '1 + !1 + "�1 + b11� 21 + b12� 22 + O("2 + " |� | + |� |3),

'2 = '2 + !2 + "�2 + b21� 21 + b22� 22 + O("2 + " |� | + |� |3),

(20)

где �j , �j , ajk , bjk , j = 1, 2, k = 1, 2 — некоторые вещественные постоянные, |� |2 = � 21 + � 22 .
После замены �j =

√
"�j , j = 1, 2 отображение (20) приобретает вид

�1 = �1 + "(�1 + a11�21 + a12�
2
2)�1 + O("3/2),

�2 = �2 + "(�2 + a21�21 + a22�
2
2)�2 + O("3/2),

'1 = '1 + !1 + "(�1 + b11�21 + b12�
2
2) + O("3/2),

'2 = '2 + !2 + "(�2 + b21�21 + b22�
2
2) + O("3/2).

(21)
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Наряду с отображением (21), рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

d�1
dt

= "(�1 + a11�21 + a12�
2
2)�1,

d�2
dt

= "(�2 + a21�21 + a22�
2
2)�2,

d'1
dt

= !1 + "(�1 + b11�21 + b12�
2
2),

d'2
dt

= !2 + "(�2 + b21�21 + b22�
2
2),

(22)

тогда отображение сдвига по ее траекториям за время t = 1 с точностью до величин порядка "3/2
совпадает с (21), а сама система (22) после замен 'j =  j +!j t , wj = �j exp(i j), j = 1, 2, � = "t принимает
вид

dw1

d�
= 1w1 + (d11|w1|2 + d12|w2|2)w1,

dw2

d�
= 2w2 + (d21|w1|2 + d22|w2|2)w2,

(23)

где j = �j + i�j , djk = ajk + ibjk , j = 1, 2, k = 1, 2.
Для вычисления коэффициентов j , djk рассмотрим вытекающее из (6) разностное уравнение

с непрерывным временем (см. аналогичные вычисления в [9—11])

u(t + 1) = u(t − 1) +
2(r∗ + ")

k [1 − u(t − k)]u(t), t ∈ ℝ, (24)

формальное решение которого будем искать в виде ряда

u = 1 +
√
" ℎ0(t, � ) + " ℎ1(t, � ) + "3/2ℎ2(t, � ) + … , � = "t. (25)

Здесь
ℎ0 = w1(� ) exp(i!1t) + w1(� ) exp(−i!1t) + w2(� ) exp(i!2t) + w2(� ) exp(−i!2t), (26)

wj(� ), j = 1, 2 — медленно меняющиеся комплексные амплитуды, которые будут определены на
третьем шаге алгоритма, а ℎ1, ℎ2 — некоторые тригонометрические полиномы аргументов !1t и !2t
с зависящими от медленного времени � коэффициентами.

После подстановки соотношений (18), (25) в (24) и приравнивания коэффициентов при
√
", " и "3/2

приходим к серии линейных неоднородных разностных уравнений вида

L(ℎ0) = 0, L(ℎk) = fk(t, � ), k = 1, 2, (27)

где L(ℎ) def= ℎ(t + 1, � ) − ℎ(t − 1, � ) + (2r∗/k)ℎ(t − k, � ), а переменная � рассматривается как параметр.
В силу (26) и очевидных соотношений

L( exp(±i!j t)) = 0, j = 1, 2, (28)

первое уравнение из (27) представляет собой верное равенство. Во втором из этих уравнений неод-
нородность f1, имеющая вид

f1 = −
2r∗
k
ℎ0(t, � )ℎ0(t − k, � ), (29)
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является линейной комбинацией вторых гармоник exp(±2i!j t), j = 1, 2, exp(i(±!1 ± !2)t).
Приравнивание коэффициентов при "3/2 дает

f2 = −ℎ′0(t + 1, � ) + ℎ′0(t − 1, � ) + r∗ℎ′0(t − k, � ) −
2
k
ℎ0(t − k, � )−

−
2r∗
k (ℎ0(t, � )ℎ1(t − k, � ) + ℎ1(t, � )ℎ0(t − k, � )).

Неоднородность f2 может быть преобразована к виду

f2 = f2,1(� ) exp(i!1t) + f2,2(� ) exp(i!2t) + к.с. + F∗(t, � ), (30)

где под к.с. подразумевается комплексно сопряженное выражение, а в выражении F∗(t, � ) собраны
третьи гармоники по !1, !2, которые не являются резонансными. Необходимым и достаточным
условием разрешимости уравнения для ℎ2 в классе тригонометрических полиномов является от-
сутствие в (30) первых гармоник, т. е. равенства

f2,1(� ) ≡ 0, f2,2(� ) ≡ 0. (31)

Для выполнения данных равенств будем использовать еще не определенные комплексные ампли-
туды w1(� ), w2(� ) (см. (26)). Выполняя соответствующие вычисления, убеждаемся, что из (31) для
w1(� ), w2(� ) получается система дифференциальных уравнений (23), в которой

j = −
exp(i!jk)
P ′(i!j)

, j = 1, 2, (32)

d11 =
4(1 + i) sin2 !1

P (2i!1)P ′(i!1)
, d12 =

8(1 + i) sin2 !1

P (i(!1 + !2))P ′(i!1)
,

d21 =
8(1 + i) sin2 !1

P (i(!1 + !2))P ′(i!2)
, d22 =

4(1 + i) sin2 !1

P (2i!2)P ′(i!2)
,

где !1 =
�

2(2m + 1)
, !2 = � − !1, P (�) определяется формулой (8), а P ′(�) обозначено выражение

P ′(�) = (k + 1)�k − (k − 1)�k−2.

Сделаем одно замечание. Выше вместо разностного уравнения (6) использовалось соответству-
ющее уравнение с непрерывным временем (24) и был приведен формализм построения асимпто-
тического разложения для решения специального вида. С точки зрения теории нормальных форм
ситуация является достаточно сложной. Дело в том, что характеристический многочлен P (�) для
линеаризованного (на положительном состоянии равновесия) уравнения с непрерывным временем
имеет при r = r∗ не две пары корней на единичной окружности �± = exp(±i!0), а две счетные серии
пар корней

�nj± = exp(i2�n ± i!j) n = 1, 2,… , j = 1, 2.

Поэтому критический случай в задаче об устойчивости состояния равновесия имеет бесконечную
размерность. Подобный критический случай был исследован в [19]. На основе анализа из [19, 20]
получаем, конечно, тот же результат для нахождения коэффициентов j и djk .
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Полярная замена wj = zj exp(i j), j = 1, 2 в системе (23) позволяет разделить амплитудные и фа-
зовые переменные и рассмотреть систему амплитудных переменных отдельно

dz1
dt

= 10z1 + (a11z
2
1 + a12z

2
2)z1,

dz2
dt

= 20z2 + (a21z
2
1 + a22z

2
2)z2,

(33)

где
10 = 20 = Re 1 =

(2m + 1) ⋅ sin!1

2(cos2 !1 + (2m + 1)2 sin2 !1)
,

a11 = Re d11 =
(− cos!1 − (2m + 1) sin(2!1) − (2m + 1) sin!1 + 2 cos2 !1) ⋅ sin!1

(1 + 4 cos2 !1) ⋅ (cos2 !1 + (2m + 1)2 sin2 !1)
,

a12 = Re d12 =
−2(cos!1 + (2m + 1) sin!1) ⋅ sin!1

cos2 !1 + (2m + 1)2 sin2 !1
,

a21 = Re d21 =
−2(− cos!1 + (2m + 1) sin!1) ⋅ sin!1

cos2 !1 + (2m + 1)2 sin2 !1
,

a22 = Re d22 =
(cos!1 − (2m + 1) sin(2!1) + (2m + 1) sin!1 + 2 cos2 !1) ⋅ sin!1

(1 + 4 cos2 !1) ⋅ (cos2 !1 + (2m + 1)2 sin2 !1)
.

Непосредственный анализ полученных коэффициентов позволяет обосновать следующее утвер-
ждение.
Лемма 3. Выполнены неравенства

10 = 20 > 0, a11 < 0, a22 > 0. (34)

Неравенства (34) гарантируют недиссипативность системы (33), а в след за ней и системы (23).
Это означает, что при r = r∗ + ", 0 < " ≪ 1 в окрестности порядка

√
" единичного состояния

равновесия разностного уравнения (6) отсутствуют устойчивые решения (см. [12, 13]).

3. Некоторые выводы
Подведем некоторые итоги. Специфика построенных разностных уравнений состоит в том, что

они обладают другой динамикой по сравнению с уравнением Хатчинсона. В частности, характери-
стический многочлен уравнения (6), линеаризованного на единичном решении, имеет при четном
k и произвольном положительном r отрицательный корень, по модулю больший единицы. Это
влечет неустойчивость единичного решения при любом r > 0 и, более того, к тому, что компоненты
un решения уравнения (6) с положительными начальными условиями становятся отрицательными.
Это обстоятельство не позволяет при четном k привлекать модель (6) к анализу динамики уравнения
с запаздыванием (1).

При нечетном k в уравнении (6) существует критическое значение параметра r = r∗ такое, что
при 0 < r < r∗ единичное состояние равновесия модели устойчиво, однако его способ потери устой-
чивости существенно отличается от полученного ранее у других моделей. Это связано с наличием
у характеристического многочлена (8) при критических значениях r не одной, а двух пар корней на
единичной окружности комплексной плоскости. При построении нормальной формы уравнения (6)
выяснилось, что для выбранной аппроксимации это уравнение перестаёт адекватно моделировать
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динамику уравнения Хатчинсона. В частности, при значениях параметра r , соответствующих потере
устойчивости единичного состояния равновесия, от него не ответвляется устойчивая инвариантная
кривая, которой у уравнения Хатчинсона соответствует устойчивый цикл (устойчивые периоди-
ческие колебаний). Это показывает, что при выборе разностной схемы, моделирующей динамику
уравнения Хатчинсона, не всегда удается получить разностное уравнение с нужными свойствами.

Численный эксперимент для различных k показал, что при r > r∗ в этой модели не появляется
устойчивой инвариантной кривой и решение уходит из области положительных значений.
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В работе рассматривается обобщение правил вывода зависимостей соединения, которые используются при про-

ектировании схемы базы данных, удовлетворяющей требованиям пятой нормальной формы. В предшествующих

работах, посвященных данной проблематике, делаются попытки построить системы аксиом таких зависимостей,

основанных на правилах вывода. Однако, если обоснование непротиворечивости (надежности) полученных ак-

сиом не вызывает затруднений, то доказательство полноты в общем случае не получило удовлетворительного

решения. Прежде всего, это связано с ограниченностью самих правил вывода. В данной работе акцентировано

внимание на двух оригинальных системах аксиом, представленных в работах Sciore и Malvestuto. Для зависимо-

стей включения получена система правил, которая обобщает существующие системы и при этом имеет меньше

ограничений. В работе представлено доказательство выводимости известных систем аксиом из представленных

правил вывода. Кроме того, приводится доказательство непротиворечивости (надежности) этих правил. Вопрос

о полноте формальной системы, основанной на представленных правилах, не нашел положительного решения.

В заключение отмечена теоретическая и практическая значимость правил вывода для зависимостей соединения.

Ключевые слова: реляционные базы данных; зависимости соединения; правила вывода.
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Введение
Основой проектирования логической структуры базы данных (БД) являются зависимости дан-

ных в прикладной области. В настоящее время актуальными при проектировании являются функци-

ональные зависимости, многозначные зависимости, зависимости соединения [1—3] и зависимости

включения [3—7]. Для рассмотрения материала введем необходимые обозначения. Пусть задана ко-

нечная совокупность всех отношений реляционной БД: (R1, R2, ..., Rk) – результат декомпозиции при

нормализации отношений, [Ri] – совокупность атрибутов (схема отношения Ri), Ri[V ] – проекция

отношения Ri на множество атрибутов V , U = {A1, A2,… , An} – конечное множество всех атрибутов,

на которых заданы отношения БД.

Данная работа посвящена исследованию свойств зависимостей соединения, необходимых при

построении пятой нормальной формы. Для того, чтобы подчеркнуть практическую значимость ука-

занной проблемы, рассмотрим пример, позаимствованный из аналитических материалов С. Д. Куз-

нецова. Пусть A1 – сотрудник, A2 – проект, A3 – этап проекта. Если предположить наличие за-

висимости соединения on (A1A2, A2A3), где on – знак операции естественного соединения [1, 2], то

в результате декомпозиции отношения R[A1, A2, A3] будет получено два отношения:

R1 = R[A1, A2], R2 = R[A2, A3].

Наличие зависимости on (A1A2, A2A3) гарантирует выполнение равенства

R = R1 on R2

для любой реализации R. Соответствующее зависимости бизнес-правило можно сформулировать

следующим образом: “Если сотрудник участвует в каком-либо проекте, то он автоматически участ-

вует в выполнении всех этапов этого проекта”. Заметим, что зависимость on (A1A2, A2A3) эквива-

лентна многозначной зависимости A2 � A1|A3, следовательно, отношения декомпозиции (R1, R2)
удовлетворяют четвертой нормальной форме (4НФ).

Если предположить наличие зависимости соединения on (A1A2, A2A3, A1A3), то в результате де-

композиции отношения R[A1, A2, A3] будет получено три отношения:

R1 = R[A1, A2], R2 = R[A2, A3], R3 = R[A1, A3].

Наличие зависимости on (A1A2, A2A3, A1A3) гарантирует выполнение равенства

R = R1 on R2 on R3

для любой реализации R. Соответствующее зависимости бизнес-правило: “Сотрудник участвует

в выполнении только некоторых этапов проекта”, о чем записываются соответствующие данные

в отношение R3. В отношениях R1 и R2 также должна быть информация об участии сотрудни-

ка в проекте и наличии соответствующего этапа в проекте. Отношения декомпозиции (R1, R2, R3)
удовлетворяют пятой нормальной форме (5НФ).

Допустим, что нам надо оценить участие сотрудника в проекте. Для реляционной схемы БД,

сформированной по зависимостям, дополнения выполняются без разрушения существующей схе-

мы. Для зависимостиon (A1A2, A2A3)надо добавить соответствующий атрибут в отношениеR1. В этом

случае оцениваться будет участие сотрудника во всем проекте. Для зависимостиon (A1A2, A2A3, A1A3)
соответствующий атрибут должен быть добавлен в отношение R3. В этом случае оцениваться будет

участие сотрудника в каждом этапе проекта.
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Распространенным является утверждение, что зависимости соединения редко встречаются на

практике. Рассмотренный пример опровергает это утверждение. Аналогичные зависимости возни-

кают везде, где требуется сопоставить объекты с ограниченным множеством событий в системе.

1. Связанные работы
Риссанен [8] впервые ввел понятие зависимости соединения и определил важное свойство дан-

ных: соединение множества отношений R1, R2,. . . , Rk без потери информации для любой реализации

отношения R:

R = R1 on R2 on … on Rk ,
что соответствует зависимости соединения on (V1, V2,… , Vk), где Vi = [Ri].

В работе [9] предложена система правил для зависимостей соединения. Пусть S = {X1, X2,… , Xp},

R = {Y1, Y2,… , Yq}, attr(S) = X1 ∪X2 ∪…∪Xp и attr(R) = Y1 ∪Y2 ∪…∪Yq , � – логическое следствие, тогда:

A0: ∅ �on (X ) для любого множества X ⊆ U .

A1: on (S) �on (S, Y ), если Y ⊆ attr(S).
A2: on (S, Y , Z ) �on (S, YZ ).
A3: on (S, Y ),on (R) �on (S,R), если attr(R) = Y .

A4: on (S, YA) �on (S, Y ), если A * attr(S).
В [9] показано, что правила A0 – A4 непротиворечивы (надежность – soundness), однако не

обладают свойством полноты (completeness). Кроме того, рассмотрено обобщение рассмотренных

правил при расширении множества U атрибутами специального вида.

В статье [10] сделана попытка найти надежную и полную формальную систему для зависимо-

стей соединения. Получена ограниченная формальная система, позволяющая выводить зависимо-

сти соединения с использованием только обобщенных зависимостей соединения. Также получена

неограниченная формальная система, которая полна для расширенных зависимостей соединения,

получена надежная и полная неограниченная система в стиле Gentzen для зависимостей соеди-

нений. При этом остается открытым вопрос существования надежной и полной ограниченной

формальной системы для расширенных зависимостей соединения.

Метод разложения зависимостей соединения в реляционной базе данных с использованием

понятия шарнира (hinge) рассматривается в работе [11]. Показано, что метод декомпозиции может

быть использован для повышения эффективности проверки целостности. Под проверкой целостно-

сти для зависимостей соединения подразумевается проверка выполнения этой зависимости в от-

ношении после обновления. В общем случае такая задача является NP-полной. В работе показано,

что этой проверки целостности можно избежать за счет разложения отношения на набор меньших

отношений. Рассмотрено понятие n-цикличности для зависимостей соединения. Показано, что для

фиксированного значения n проверка целостности может быть выполнена за полиномиальное вре-

мя.

В работе [12] предложена надежная и полная формальная система для полных (full) ацикличе-

ских зависимостей соединения, которая получена добавлением трех правил к аксиомам многознач-

ных зависимостей. При определении ацикличности используется модель гиперграфа [2]. Аксиомы

в этой системы запишем в следующем виде:

B1. on (X1, X2) �on (X1 ∪ Y , X2 ∪ Y ).
B2. on (X1, X2),on (Y , X1 ∩ X2) �on (X1, X2 ∩ Y ).
B3. �on (U ).
B4. on (X1, X2,… , Xk) �on (Y1, Y2), где {Y1, Y2} – компонент (двухреберный гиперграф).

B5. on (X, {X1, X2,… , Xk}),on (Y1, Y2) �on (X ∩ Y1, X ∩ Y2, {X1, X2,… , Xk}), где Y1 ∩ Y2 ⊆ X , X ∩ Xi ⊆ Y1 или

X ∩ Xi ⊆ Y2, i = 1, k.

359



Zykin S. V.

Далее мы вернемся к обсуждению этих аксиом.

Связь между аксиоматизацией зависимостей в реляционных базах данных и цилиндрическими

алгебрами рассмотрена в работе [13]. Рассмотрены зависимости соединения и соответствующий

класс (представимых) цилиндрических полурешеток. Поскольку представимые цилиндрические

полурешетки имеют бесконечную аксиоматизируемую квазиэквивалентную теорию, то не суще-

ствует конечной аксиоматизации для n-мерных неограниченных зависимостей соединения. В ра-

боте получены контрпримеры к утверждению, что цилиндрические зависимости конечно аксио-

матизируемы.

В статьях [14, 15] рассматриваются полные иерархические зависимости (FHD), которые соответ-

ствуют естественному соединению, по крайней мере, двух отношений БД. В статье [14] определяется

полный набор правил вывода для FHD. Первый результат устанавливает конечную аксиоматизацию

для FHD. Второй основной результат устанавливает конечную аксиоматизацию для выводимости

FHD. В статье [15] показано, как выводы полных иерархических зависимостей можно моделиро-

вать с помощью выводов многозначных зависимостей и наоборот. Это позволяет применять оба

основных результата к комбинированному классу функциональных и многозначных зависимо-

стей. Кроме того, установлена новая аксиоматизация для класса нетривиальных функциональных

зависимостей.

В работе [16] получено обобщение для задачи выводимости атомов соединения и атомов вклю-

чения, что дает полную аксиоматизацию для проблемы выводимости встроенных зависимостей

соединения и зависимостей включения в специальном случае. В более общем смысле статья пред-

ставляет способ поиска аксиоматизации для различных коллекций зависимостей в БД с использо-

ванием методов математической логики.

Исследование ациклических зависимостей продолжено в работе [17]. Представлен формаль-

ный контекст для зависимостей соединения, который обобщает подход для анализа многозначных

зависимостей. Этот результат является основой для дальнейшего исследования ациклических за-

висимостей соединения с целью минимизации их множества.

В данной работе рассматриваются только классические [8] зависимости соединения, которые не

дополнены какими-либо ограничениями или расширениями. С точки зрения автора статьи, только

такой вид зависимостей является значимым для практики.

2. Правила вывода зависимостей соединения
Пусть R – отношение, на множестве атрибутов U = {A1, A2,… , An}.

Определение 1. Зависимость соединения on (X1, X2,… , Xk) выполнена, если для любой реализации
отношения R выполнено:

R[X ] = R[X1] on R[X2] on … on R[Xk],
где R[Xi] – проекция [1] отношения R на множество атрибутов Xi , X = X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xk .

В [2] сформулирован очевидный признак наличия зависимости соединения.

Утверждение 1. Зависимость on (X1, X2,… , Xk) выполнена в R, если для любой реализации R наличие
кортежей t1, t2,… , tk , не обязательно различных, гарантирует наличие кортежа t ∈ R: t[Xi] = ti[Xi],
i = 1, k, для которых ti[Xi ∩ Xj] = tj[Xi ∩ Xj] если Xi ∩ Xj ≠ ∅.
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Анализ утверждения 1 показывает, что разделение зависимостей соединения на полные (full)

и встроенные является искусственным. В отношении R все полные зависимости соединения на

практике могут оказаться встроенными в процессе эксплуатации БД. Это не должно стать причи-

ной перестроения декомпозиции отношений. Произвольная зависимость on (X1, X2,… , Xk) является

полной в проекции R[X ], где X = X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xk , и в общем случае встроенной в отношение R.

В данном случае уместно говорить об области определения зависимости.

Определение2. Областью определения зависимости соединенияon (X1, X2,… , Xk) в отношениеR будем
называть множество X = X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xk .

В работе [18] было введено понятие области определения функциональной зависимости с целью

разделения значений “не определено (Null)” и “не существует”. Также была разработана формальная

теория, которая является естественным обобщением классической теории и позволяет избавиться от

значений “не существует” на этапе проектирования схемы БД. Областью определения зависимости

в [18] является множество атрибутов, что согласуется с определением 2. Таким образом, рассмат-

риваемые далее зависимости являются полными, но в собственной области определения. Причем,

выводимые зависимости могут иметь большую или меньшую область определения, чем исходные

зависимости.

Рассмотрение формальных теорий в БД позволяет ответить на главные проблемы проектирова-

ния БД:

• является ли проект БД, построенный по множеству зависимостей, оптимальным и правиль-

ным относительно некоторых критериев (наличие аномалий, минимальное покрытие . . . ),

• сохраняет ли декомпозиция (R1, R2,… , Rk) зависимости в качестве ограничений целостности

на данные.

В основе решения указанных проблем лежат правила вывода зависимостей. Рассмотрим мно-

жество правил для зависимостей соединения.

P0) ∅ �on (X ), X ⊆ U .

P1) on (X1, X2,… , Xk) �on (Y1, Y2,… , Ym), если:

p11) для любого Xi существует Yj : Xi ⊆ Yj ;
p12) для любого Yj выполнено Yj ⊆ X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xk .

P2) on (X1, X2,… , Xk) �on (Y1, Y2,… , Yk), если:

p21) Xi ∩ (X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xi−1 ∪ Xi+1… ∪ Xk) ⊆ Yi ;
p22) Yi ⊆ Xi .

P3) on (X1, X2,… , Xk) �on (Y1, Y2,… , Yk), если:

p31) Yi = Xi ∪ Z .

P4) on (X1, X2,… , Xk , V ), on (Y1, Y2,… , Ym) � on (X1, X2,… , Xk , V ∩ Y1, V ∩ Y2,… , V ∩ Ym), если:

p41) Yi ∩ Yj ⊆ V , i ≠ j;
p42) V ∩ (X1 ∪ X2 ∪ ldots ∪ Xk) ⊆ V ∩ (Y1 ∪ Y2 ∪ … ∪ Ym).

Рассмотрим соответствие представленных в данной работе правил.

Утверждение 2. Правила A0–A4 являются следствием правил P0–P4.

Доказательство. Очевидно, что правила A0 и P0 эквивалентны. Правило A1 является следствием

P1 на множестве атрибутов X = X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xk . Действительно, условие p12 правила P1 совпадает

с условием Y ⊆ attr(S) правила A1, а условие p11 правила P1 выполнено по построению правила

A1. Поскольку P1 соответствует более общему случаю, то A1 является следствием P1 на множестве

атрибутов X = X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xk . Не сложно проверить, что X = Y1 ∪ Y2 ∪ … ∪ Yk . Правило A2 очевидное

следствие правила P1. Правило A3 является частным случаем правила P4. Действительно, если

V = Y1 ∪ Y2 ∪ … ∪ Ym, то условия p41 и p42 будут всегда выполнены, а само правило P4 будет
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совпадать с правилом A3. Правило A4 становится очевидным следствием правила P2, если сделать

отождествления S = (X1, X2,… , Xi−1, Xi+1,… , Xk) и YA = Xi .

Утверждение 3. Правила B1–B5 являются следствием правил P0–P4.

Доказательство. Очевидно, что правило P3 является обобщением правила B1. Правило B2 выводи-

мо с использованием правил P4 и P1. Действительно, запишем левую часть правила B2 в следующем

виде on (X, V ), on (Y , X ∩V ), необходимо получить вывод правила on (X, V ∩Y ). Подставив левую часть

в правило P4 получим выводимость on (X, V ∩Y , V ∩X ), условия p41 и p42 выполнены. Затем приме-

ним к полученному выражению правило P1, получим выводимость on (X, V ∩ Y ), условия p11 и p12

выполнены, что и требовалось показать. Правило B3 эквивалентно правилу P0. Правило B4 являет-

ся частным случаем правила P1, поскольку компонент [12] является двухреберным гиперграфом,

полученным объединением ребер исходного гиперграфа. Правило B5 является частным случаем

правила P4. Действительно, условие Y1 ∩ Y2 ⊆ X гарантирует выполнение условия p41 при X = V , а

условие X ∩Xi ⊆ Y1 или X ∩Xi ⊆ Y2, i = 1, k, гарантирует выполнение условия p42. Поскольку порядок

аргументов зависимости соединения не имеет значения, то правило B5 совпадает с правилом P4,

при m = 2.

3. Анализ надежности правил вывода
Для предложенных в данной работе правил P0–P4 необходимо доказать надежность (непротиво-

речивость). Другими словами, полученные за счет правил P0–P4 зависимости будут удовлетворять

условию логического следствия. Это очень важная задача с практической точки зрения, поскольку

гарантирует сохранение целостности данных при проектировании БД.

Теорема 1. Правила P0–P4 являются надежными.

Доказательство. Надежность правила P0 очевидна.

Для доказательства правила P1 обозначим: RX = R[X1] on R[X2] on … on R[Xk] и RY = R[Y1] on
R[Y2] on … on R[Ym], где X = X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xk и Y = Y1 ∪ Y2 ∪ … ∪ Ym. Из леммы 5.5 [1] следует,

что R[X ] ⊆ RX и R[Y ] ⊆ RY . Необходимо показать, что если RX ⊆ R[X ], тогда RY ⊆ R[Y ]. Рассмотрим

произвольный кортеж tY ∈ RY , надо показать, что tY ∈ R[Y ]. Для выполнения условия tY ∈ RY необхо-

димо наличие, не обязательно различных, кортежей t1, t2,… , tm в отношении R (утверждение 1), для

которых выполнено tp[Yp] = tY [Yp], p = 1, m. Рассмотрим любую пару множеств атрибутов Xi и Xj . Из

условия p11 следует, что существуют p и q: Xi ⊆ Yp и Xj ⊆ Yq . Если Xi ∩Xj ≠ ∅, то tp[Xi ∩Xj] = tq[Xi ∩Xj],
поскольку они образованы из одного кортежа tY . Обозначим tpi = tp[Xi]. Из условия p11 следует, что

кортеж tpi существует для любого i: 1 ≤ i ≤ k. Из условия p12 следует, что не существует атрибута

Al ∈ Yp , значение tY [Al] которого не принадлежит какому-либо кортежу tpi . Естественное соедине-

ние кортежей tpi совпадает с кортежем tY . Следовательно, tY ∈ RX , заметим, что из условий p11 и p12

следует равенство X = Y . По предположению RX = R[X ], а значит tY ∈ R[Y ]. Правило доказано.

Для доказательства правила P2 используем аналогичные обозначения: RX = R[X1] on R[X2] on
… on R[Xk] и RY = R[Y1] on R[Y2] on … on R[Yk], где X = X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xk и Y = Y1 ∪ Y2 ∪ … ∪ Yk .

Из леммы 5.5 [1] следует, что R[X ] ⊆ RX и R[Y ] ⊆ RY . Необходимо показать, что если RX ⊆ R[X ],
тогда RY ⊆ R[Y ]. Рассмотрим произвольный кортеж tY ∈ RY , достаточно показать, что tY ∈ R[Y ]. Для

выполнения условия tY ∈ RY необходимо наличие, не обязательно различных, кортежей ti ∈ R, для

которых выполнено ti[Yi] = tY [Yi], i = 1, k. Рассмотрим произвольную пару множеств Xi и Xj , где

i ≠ j. Выполнено равенство Xi ∩ Xj ⊆ Xi ∩ (X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xi−1 ∪ Xi+1 ∪ … ∪ Xk), из условия p21 следует

Xi ∩ Xj ⊆ Yi . С другой стороны, Xi ∩ Xj ⊆ Xi ∩ (X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xj−1 ∪ Xj+1 ∪ … ∪ Xk). Из условия p21

следует Xi ∩ Xj ⊆ Yj . В итоге получаем Xi ∩ Xj ⊆ Yi ∩ Yj и ti[Xi ∩ Xj] = tj[Xi ∩ Xj]. По свойству операции

естественного соединения существует кортеж tX = t1[X1] on t2[X2] on … on tk[Xk] ∈ RX . При пустом
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множестве Xi ∩Xj отсутствует препятствие соединению кортежей. Из условия p22 следует tY = tX [Y ].
Поскольку RX = R[X ] и Y ⊆ X , то tY ∈ R[Y ], что и требовалось доказать.

При доказательстве P3 используем прежние обозначения для RX , RY , X , и Y . Как и прежде,

R[X ] ⊆ RX и R[Y ] ⊆ RY . Необходимо показать, что если RX ⊆ R[X ], тогда RY ⊆ R[Y ]. Рассмотрим

произвольный кортеж tY ∈ RY , необходимо показать, что tY ∈ R[Y ]. Выполнение условия tY ∈ RY
гарантирует наличие, не обязательно различных, кортежей ti ∈ R, для которых выполнено ti[Yi] =
tY [Yi], i = 1, k. Эти кортежи удовлетворяют следующим условиям: ti[Yi ∩ Yj] = tj[Yi ∩ Yj], i = 1, k.

Поскольку Xi ∩ Xj ⊆ Yi ∩ Yj и Z ⊆ Yi ∩ Yj , i, j = 1, k, то кортеж tX = t1[X1] on t2[X2] on … on tk[Xk]
принадлежит RX . Из условия RX ⊆ R[X ] следует, что tX ∈ R[X ] и существует кортеж t ∈ R, для

которого tX = t[X ]. По совокупности рассмотренных равенств имеем tY = t[Y ], то есть tY ∈ R[Y ].
Следовательно, RY ⊆ R[Y ], что и требовалось доказать.

Докажем надежность правила P4. Пусть Wj = V ∩Yj , j = 1, m, W = W1 ∪W2 ∪…∪Wm. Покажем, что

on (Y1, Y2,… , Ym) �on (W1,W2,… ,Wm) выводимо. Для этого используем правило вывода P2. Условие

p41 гарантирует выполнение условия Yi ∩ Yj ⊆ V ∩ Yj , i ≠ j, что, в свою очередь, гарантирует

выполнение условия p21: Yj ∩(Y1∪Y2∪…∪Yj−1∪Yj+1…∪Yk) ⊆ Wj = V ∩Yj . Условие p22Wj ⊆ Yj выполнено

по построению. Далее покажем, что on (X1, X2,… , Xk , V ) �on (X1, X2,… , Xk ,W ) выводимо. Для этого

также воспользуемся правилом P2. Из условия p42 следует условие p21: V ∩ (X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xk) ⊆ Wj =
V ∩(Y1∪Y2∪…∪Ym). Условие p22Wj ⊆ V выполнено по построению. Поскольку надежность правила P2

уже доказана, то выводимые с его помощью зависимости будут выполнимы. Осталось показать, что

выполнима будет зависимость в правой части правила P4. По предположению текущая реализация

отношения R удовлетворяет зависимостям on (X1, X2,… , Xk , V ) и on (Y1, Y2,… , Ym). Следовательно, R
удовлетворяет зависимостям on (X1, X2,… , Xk ,W ) и on (W1,W2,… ,Wm). Это означает, что:

R[X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xk ∪W ] = R[X1] on

on R[X2] on … on R[Xk] on R[W ]
и

R[W ] = R[W1] on R[W2] on … on R[Wm],
подставим W и R[W ] в предыдущую формулу:

R[X1 ∪ X2 ∪ … ∪ Xk ∪W1 ∪W2 ∪ … ∪Wm] = R[X1] on R[X2] on

… on R[Xk] on R[W1] on R[W2] on … on R[Wm],
что соответствует выполнимости зависимости on (X1, X2,… , Xk , V ∩ Y1, V ∩ Y2,… , V ∩ Ym).

Замечание. При доказательстве теоремы не потребовалось предположение об ацикличности

гиперграфов, соответствующих зависимостям соединения.

Для превращения множества правил в систему аксиом необходимо доказать полноту этой си-

стемы. К сожалению, все усилия исследователей в этом направлении пока не увенчались успехом.
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Заключение
Полученная в работе система правил для зависимостей соединения имеет теоретическое значе-

ние с точки зрения развития теории проектирования баз данных. Для анализа полноты системы

аксиом традиционно используется процедура прогонки [2], которая не дала удовлетворительных

результатов как в этой работе, так и во всех предыдущих работах. Это означает, что поиск новых

правил и обобщение известных правил должны быть продолжены. Полученные правила имеют

ограниченное практическое значение при проектировании схемы БД. Действительно, после вы-

деления функционально определяемых атрибутов в отдельные отношения при декомпозиции от-

ношения R, либо при формировании обобщенного ключа (суперключа) при синтезе отношений,

всякий раз приходится иметь дело с отношением, в котором нет функциональных зависимостей.

Однако это отношение не является интерпретируемым. Использование зависимостей соединения

позволяет найти корректную декомпозицию и получить интерпретируемые отношения и гаранти-

ровать выполнение свойства соединения без потерь информации.

References
[1] J. Ullman, Principles of Database Systems. Stanford University: Computer Science Press, 1980.

[2] D. Maier, �e �eory of Relational Databases. Rockville: Computer Science Press, 1983.

[3] S. Abiteboul, R. Hull, and V. Vianu, Foundations of Databases: �e Logical Level. Addison-Wesley, 1994.

[4] M. Casanova, R. Fagin, and C. Papadimitriou, “Inclusion dependencies and their interaction with

functional dependencies”, J. Comput. Syst. Sci., vol. 28, no. 1, pp. 29–59, 1984. doi: 10 . 1016 / 0022 -

0000(84)90075-8.

[5] M. Levene and M. Vincent, “Justi�cation for inclusion dependency normal form”, IEEE Trans. Knowl.
Data Eng., vol. 12, no. 2, pp. 281–291, 2000. doi: 10.1109/69.842267.
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