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We consider a finite-dimensional model of phase oscillators with inertia in the case of star configuration
of coupling. The system of equations is reduced to a nonlinearly coupled system of pendulum equations.
We prove that the transition from synchronous to asynchronous oscillations occurs via bifurcation of
saddle-node equilibrium. In this connection the asynchronous regime can be partially synchronous
rotations. We find that the reverse transition from asynchronous to synchronous regime occurs via
bifurcation of homoclinic orbit both of the saddle equilibrium point and of the saddle periodic orbit. In
the case of homoclinic loop of the saddle point the synchrony appears only from asynchronous mode
without partially synchronized rotations. In the case of the homoclinic curve of the saddle periodic orbit
the system undergoes a chaotic rotation regime which results in a random return to synchrony. We
establish that return transitions are hysteretic in the case of large inertia.
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Synchronous behavior is one of ubiquitous collective phenomena in ensembles of
oscillatory systems. The Kuramoto model is arguably the most studied model that
describes synchronization [1, 2, 3]. This model captures essential features of
synchronization, observed in science and applications. Examples are arrays of coupled
Josephson junctions [4], semiconductor laser arrays [5], the ensembles of the cells in the
heart [6], Hodgkin-Huxley neurons [7], central pattern generator for animal locomotion
[8], rhythmic applause [9], pedestrian crowd synchrony on London’s Millennium bridge
[10], microwave oscillator arrays [11] etc. For other examples, see [12], [13] and [14]. In
this paper, an analytical study of a star motif of Kuramoto oscillators is presented.
The system consists of a central node, the hub, connected to an arbitrary number
of peripheral nodes. The star configuration of ensemble of oscillators for the different
models has been studied. In [15], starting from the analysis of the topological properties
of the star configuration, some analytical considerations have been applied to derive
the bifurcation diagram of the system with respect to the parameter mismatch between
peripheral oscillators and hub and to the coupling strength. The analysis revealed that
the system may become fully synchronized (more precisely, the peripheral oscillators are
completely synchronized among each other and phase synchronized with the hub). In
the case of star-coupled ensemble of phase oscillators the analytical description of the
parameter regions of existence of different synchronous regimes has been obtained in
[16]. It was shown that peripheral oscillators compete for the synchronization with the
hub and only a given number of peripheral oscillators can win this competition.

1. Kuramoto phase model with inertia

We consider the Kuramoto phase model with inertia of N coupled phase oscillators
[17, 18]

βθ̈i + θ̇i = ωi +
1

N

N∑
j=1

Kij sin(θj − θi), (1)

i = 1, 2, . . . , N,

where θi is instantaneous phase, ωi is natural frequency of the i-th oscillator, Ki,j are
the entries of a coupling symmetric matrix K = {Kij}NN , β is a positive parameter
representing an inertia of oscillators. In the case β = 0 and Kij = K, i, j = 1, 2, . . . , N
the system (1) becomes the original paradigmatic Kuramoto model [1, 2, 3].

We consider the star configuration of coupling [19, 20, 21] when the matrix K has
the form

K =


0 K12 · · · K1N

K12 0 · · · 0
...

... . . . ...
K1N 0 · · · 0

 ,
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i.e. the first element is the hub of the configuration, and the system (1) reads

βθ̈1 + θ̇1 = ω1 +
1

N

N∑
j=2

K1j sin(θj − θ1),

βθ̈2 + θ̇2 = ω2 +
1

N

(
K12 sin(θ1 − θ2)

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

βθ̈N + θ̇N = ωN +
1

N

(
K1N sin(θ1 − θN)

)
.

(2)

We introduce new variables and new parameters

φi = θi+1 − θ1,∆i = ωi+1 − ω1,
K1,i+1

N
= ai, (3)

i = 1, 2, . . . , n = N − 1,

where φi is the phase difference between the hub and each another peripheral oscillator,
∆i is the frequency mismatch of (i+1)’s peripheral oscillator and the first hub oscillator.
Using (3) we rewrite the system (2) in the form

βφ̈1 + φ̇1 = ∆1 − (2a1 sinφ1 + a2 sinφ2 + · · ·+ an sinφn),

βφ̈2 + φ̇2 = ∆2 − (a1 sinφ1 + 2a2 sinφ2 + · · ·+ an sinφn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

βφ̈n + φ̇n = ∆n − (a1 sinφ1 + a2 sinφ2 + · · ·+ 2an sinφn).

(4)

The phase synchronization of oscillators in the model (1) is defined as an attractor
of the system (4) which trajectories (φs

i (t), φ̇
s
i (t)) satisfy the conditions

|φs
i (t)| < ε, 〈φ̇s

i (t)〉 = 0, i = 1, 2, . . . , n, (5)

where 〈·〉 denotes the mean value, and parameter ε < π/2 is a measure of synchronization.
Respectively, the steady trajectories (φa

i (t), φ̇
a
i (t)) of the system (4) defining

asynchronous mode of the oscillators in (1) satisfy the condition

〈φ̇a
i (t)〉 6= 0, i = 1, 2, . . . , n. (6)

The mutual synchronization of the peripheral oscillators is characterized by the
rotation numbers

rij = lim
t→∞

φa
i (t)

φa
j (t)

, i, j = 1, 2, . . . , n. (7)

The main candidate for synchronous state of the system (1) is the stable equilibrium
point of the system (4).

The phase space of the system (4) written in Cauchy form with coordinates (φi, yi =
φ̇i), i = 1, 2, . . . , n, is the cylinder G = {Rn × Tn}.

From the boundness of the right parts in (4) follows the next

Statement 1. The solid torus G0 = {φi ∈ S1, |yi| < ∆i +Na, i = 1, 2, . . . , n}, G0 ⊂ G,
where a = max

i∈{1,2,...,n}
ai, is the absorbing domain of the system (4).
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Equilibria of the system (4) are the solutions of the system

MS = Γ, (8)

where

M =


2 1 · · · 1
1 2 · · · 1
...

... . . . ...
1 1 · · · 2

,

S = column(a1 sinφ1, a2 sinφ2, . . . , an sinφn), Γ = column(∆1,∆2, . . . ,∆n).
Since detM = n+ 1 = N the system (8) has a unique solution

ai sinφi = ∆̃i, i = 1, 2, . . . , n, (9)

where ∆̃i are the entries of the column M−1Γ, and (9) reads

sinφi =
1

ai

n∑
j=1

(
∆i

n
− ∆j

N

)
, (10)

The system (9) for |∆̃i| < ai has 2n equilibria in G. The principal equilibrium
corresponding to the synchronous mode is the pointO(φ+

1 , φ
+
2 , . . . , φ

+
n ), φ+

i = arcsin ∆̃ia
−1
i .

All the rest equilibria coordinates are obtained from O by changing φ+
ik
to φ−ik = π−φ+

ik
,

k = 1, 2, . . . , n.
The stability of the equilibria is defined by the variational linear system of ODE

(φi = φ+
i + xi)

βẍ1 + ẋ1 + 2α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0,

βẍ2 + ẋ2 + α1x1 + 2α2x2 + · · ·+ αnxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

βẍn + ẋn + α1x1 + α2x2 + · · ·+ 2αnxn = 0,

(11)

where αi = ai cosφ+
i =

√
a2i − ∆̃2

i (or αi = ai cosφ−i = −
√
a2i − ∆̃2

i ).
We seek a solution of the system (11) in the form xi = cie

pt and obtain the next
characteristic equation for the system (11)

det


σ1 1 · · · 1
1 σ2 · · · 1
...

... . . . ...
1 1 · · · σn

 = 0, (12)

where σi = (βp2 + p+ 2αi)α
−1
i .

Hence, the equilibrium O is stable, i.e. the complete synchronization regime is stable,

when the real parts of 2n roots of the equation (12) for αi =
√
a2i − ∆̃2

i are negative.
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Let us consider the particular case of the system (4)

αi =

√
a2i − ∆̃2

i = α = const, i = 1, 2, . . . , n, (13)

This condition implies the uniform coupling in the system (4): ai = a, ∆i = ∆. In this
case ∆̃i = ∆/N , and αi =

√
a2i − (∆/N)2 = α, and σi = σ. In this case the equation

(12) takes the form
(σ − 1)n−1(σ + n− 1) = 0. (14)

Then σ − 1 = 0 gives the equation

βp2 + p+ α = 0, (15)

and σ + n− 1 = 0 leads to the equation

βp2 + p+Nα = 0. (16)

From (15) repeated (n− 1) times and (16) we conclude that the real parts of all the
roots of the equation (12) are negative and therefore the equilibrium O is asymptotically
stable. In this case from equation (2) we obtain the following expression for frequency of
complete synchronization

ωG
s = N−1

N∑
i=1

ωi. (17)

It’s easy to verify that in homogeneous case (13) all the rest equilibria are saddles with
different dimensions of unstable manifolds.

Hence, we proved the next statement

Theorem 1. Let for ∆i = ∆, ai = a the following condition holds

|∆| < Na. (18)

Then the system (4) has the stable equilibrium point O, corresponding to the synchronous
mode of the system (1) when the hub oscillator synchronizes the enclosing ones.

Corollary 1. The stability of the equilibrium point O is preserved for small mismatch
|αi − α| < µ due to its structural stability. For large mismatch the stability conditions
one can derive using (12).

Corollary 2. The system (4) has no equilibrium points if |∆̃i| > ai at least for one
i = i1 ∈ {1, 2, . . . , n}.

Indeed, in this case the system (9) has no solution, and the synchronization loss
occurs due to disappearance of the stable equilibrium O via saddle-node bifurcation.
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2. The uniform coupling in star configuration
of Kuramoto model

Consider the case of uniform coupling when ai = a = const, ∆i = ∆ = const, but rewrite
the system (4) in another form

βφ̈i + φ̇i = ∆− a sinφi − b
n∑

j=1

sinφj, i = 1, 2, . . . , n, (19)

where new parameter b > 0 is not necessary equal to a.

Lemma 1. The system (19) has the invariant manifold M : {u1 = u2 = · · · = un = u}
where ui = (φi, φ̇i = yi), dimM = 2. The dynamics in the manifold M is determined by
the pendulum equation

βφ̈+ φ̇ = ∆− α sinφ, (20)

where α = a+ bn.

Indeed, each equation (19) after substitution ui = u becomes one and the same
equation (20), and any trajectory of the system (19) with uniform initial condition ui =
u0 ∈M , does not leave M .

The local stability of the manifold M is defined by the variational equation

βξ̈i + ξ̇i = cosφ[−aξi − b
n∑

j=1

ξj], (21)

where ξi = φi − φ and φ is driven by the system (20).
First we present well known [22, 23, 24] bifurcational diagram and qualitative phase

pictures of the pendulum equation (20) which for new time t′ =
√
α

β
t and new parameters

λ = (αβ)−1/2, γ = ∆/α takes the form

φ̈+ λφ̇+ sinφ = γ. (22)

For λ > 0 the bifurcations in this equation are saddle-node for |γ| = 1 and the
homoclinic loop encircling the cylinder (φ, y = φ̇) at |γ| = γh(λ), where γh(λ) is Tricomi
curve satisfying the conditions

γh(0) = 0; γ′h(0) =
4

π
; γ′h(λ) > 0, 0 < λ < λsn; (23)

γh(λ) = 0, λ ≥ λsn, (24)

where the value λsn ≈ 1.2 corresponds to the homoclinic loop of the saddle-node. The

condition γ′h(0) =
4

π
one can obtain using averaging method for small parameters λ

and γ in (22), and increasing property, γ′h(λ) > 0, of the function γ = γh(λ) follows
from clockwise rotation of the vector field (φ̇ = y, ẏ) given by the equation (22), while
parameter λ increases.



Belykh V.N., Bolotov M. I., Osipov G.V.
Kuramoto Phase Model with Inertia 601

For the parameters β, α, ∆ of the equation (20) the bifurcations read

|∆| = αγh((βα)−1/2) (25)

is the homoclinic bifurcation, and
|∆| = α (26)

is the saddle-node bifurcation.

Lemma 2. The system given by the equation (20)

φ̇ = y, βẏ + y + α sinφ = ∆ (27)

in the phase cylinder G = {φ ∈ S1, y ∈ R1} has the following phase portraits:
1) In the parameter domain

d1 : {|∆| < αγh((βα)−1/2)}

the system (27) is globally asymptotically stable (Fig.1,S) such that the stable focus

(or node) Of (φf = arcsin
∆

α
, yf = 0) attracts the whole cylinder besides the stable

separatrices of the saddle Os(φs = π − φf , ys = 0).
2) In the parameter domain

d2 : {αγh((βα)−1/2) < |∆| < α, (βα)−1/2 < λsn},

the system (27) is bistable: it has the stable focus (node) and the unique stable limit cycle
lc(φ = φc(t), y = yc(t)) encircling the cylinder; the basins of the focus and the cycle are
separated by the stable separatrices of the saddle (Fig.1,B).

3) In the parameter domain
d3 : {|∆| > α}

the system (27) has the unique limit cycle attracting the whole cylinder (Fig.1,R).

Fig. 1. Phase portraits of the system (20) for different value of parameters

Fig.1 corresponds to ∆ > 0. For ∆ < 0 the phase portraits are the same for the
reverse coordinates (φ, y)→ (−φ,−y).
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Consider the local stability of the trajectories l∗(φ∗(t), y∗(t)) in the invariant manifolds
M , especially of the limiting set, which consist of the stable focus (node) Of (φ, 0), the
saddle Os(φs, 0) and limit cycle lc(φc, yc).

Obviously, the stability along the manifold M is defined by the variational equation
of the equation (20) (φ = φ∗ + ξ)

βξ̈ + ξ̇ + α cosφ∗(t)ξ = 0, α = a+ nb, (28)

which obviously determines type of the equilibria stability and for the limit cycle, φ∗ = φc,
gives one zero and one negative (div(φ̇, ẏ) = −(βα)−1/2 < 0) Lyapunov exponents.

The variational equation (21) for original system (19) along the manifold M , i.e.
along the vector (1, 1, . . . , 1) gives the same equation (28).

In the transverse direction to the manifold (transversally to the vector (1, 1, . . . , 1))
the system (21) takes the form

βη̈i + η̇i + a cosφ∗(t)ηi = 0, (29)

where ηi = ξi − ξi+1, i = 1, 2, . . . , n − 1, and φ∗(t) is driven by the equation (20).
The equation (29) similarly to (12) determines the stability of the focus (node) Of in
the transverse direction and unstability of the saddle Os in the transverse direction.
The equation (29) for the trajectories φ∗(t) from the basin of node Of lying in the band
|φ| < π

2
, providing cosφ∗(t) > 0, at least for (βa)−1/2 ≥ λsn guarantees the local stability

of this part of the manifold M . The transverse stability of the limit cycle is defined by
the equation (29) for φ∗ = φc(t). Since φ̇c(t) = yc(t) > 0 the phase φc(t) rotates and the
term cosφc(t) in (29) changes the sign thereby creating a problem of the cycle transverse
stability. We solve it in the case when |∆| = (βa)−1/2 + ε, for small enough ε > 0. In this
case the cycle just appearing from the homoclinic loop of the system (27) passes a small
neighborhood of the saddle Os and therefore spends the most time (of order 1/ε) in the
neighborhood |φ− φs| < ε. Since cosφs < 0, due to (29) the limit cycle lc is born being
unstable.

From above reasoning we conclude

Statement 2. 1) If the Lyapunov-Floquet exponents from (29) for φ∗(t) = φc(t) are
negative then the asynchronous mode is such that the peripheral oscillators are
synchronized with rotation numbers equaled 1.

2) The homoclinic bifurcation of the system (19) leads to an asynchronous mode of
the peripheral oscillators.

For sufficiently large inertia such that (βa)−1/2 < λsn, the transition from coherence
to incoherence of oscillators is hysteretic. When the frequency difference ∆ increases
the transition from the stable equilibrium Of (coherence) to the rotation mode in the
solid torus G0 (incoherence) occurs via the saddle-node bifurcation |∆| = a. Obviously,
this rotation mode can be the stable cycle lc = (φc(t), φ̇c(t)) in the manifold M . In this
case one observes the transition from complete phase synchronization to the synchronous
state of the peripheral oscillators being asynchronous to the hub oscillator with mean
frequency difference 〈φ̇c(t)〉. When the frequency difference ∆ decreases from large values
corresponding to the rotation mode at the bifurcation of homoclinic orbit of the saddle
|∆| = aγh((βa)−1/2) the reverse transition to the complete synchronization due to
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Statement 2 occurs only from the asynchronous mode of the peripheral oscillators. Note
that this hysteretic behaviour being similar to the transitions in the Josephson junction
model [25] was discussed in the recent paper [26].

3. Nonsymmetric coupling
We consider the general case of nonsymmetric coupling but, as an example, for three
oscillators in the star configuration. Similarly to symmetrical case (2), (4) we obtain the
system {

β1φ̈1 + φ̇1 + a1 sinφ1 = ∆1 − b1 sinφ2,

β2φ̈2 + φ̇2 + a2 sinφ2 = ∆2 − b2 sinφ1,
(30)

where β1,2 are different inertias of peripheral oscillators, a1,2, b1,2 are the coupling matrix
entries, and ∆1,2 are frequency differences. Our goal is to introduce several parameter
domains exhibiting different simple and complicated dynamics of the system (30).

3.1. Equilibria

The system (30) has four equilibria in the region

∆̃1,2 < δ (31)

where ∆̃1,2 = a2,1∆1,2 − b1,2∆2,1, δ = a1a2 − b1b2, defined by the equation

sinφ1,2 = ∆̃1,2δ
−1, (32)

giving solutions φ+(−)
1,2 similarly to (9). For β1 = β2 = β the stability of the equilibria in

this case is defined by the equation

σ2 + rσ + α1α2δ = 0, (33)

where r = a1α1+a2α2, α1,2 = cosφ
+(−)
1,2 , σ = βp2+p. Due to (33) the principal equilibrium

Of (φ+
1 , φ

+
2 ) is stable and three other equilibria are saddles.

3.2. Comparison systems

We rewrite the equations (30) in the form of the systems{
φ̇1,2 = y1,2,

β1,2ẏ1,2 = ∆1,2 − y1,2 − a1,2 sinφ1,2 − b1,2 sinφ2,1,
(34)

Introduce two comparison 2D systems (see [27] and ref. within) for each subsystem
in (34) A+(−)

i : {
φ̇i = yi,

βiẏi = ∆i ± bi − yi − ai sinφi,
(35)

i = 1, 2, acting in 2D-cylinder G = R1×S1. The systems A+(−)
i are the system (27) with

∆̃i = ∆i ± bi, i = 1, 2, standing for ∆.
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The vector projection of the system (35) on the cylinder (φ, y) is rotated clockwise
(counterclockwise) relatively to the vector of A+

i (A−i , respectively) in the half-cylinder
(φ, y > 0) and vise versa in the half-cylinder (φ, y < 0). Now we depict the separatrices
of the saddles and cycles simultaneously for the systems A+

i and A−i . The unstable
(stable) separatrices form the strips between them-sparatrix channels gui (gsi respectively).
Introduce the intersection goi = gui ∩gsi , called the saddle cell [27], the annulusKs

i bounded
by the stable cycles of the system A+

i and A−i , and the absorbing domain g+i bounded
by unstable separatrices of the systems A+

i and A−i , and segments φ = const (see Fig.
2), i = 1, 2. We select three pairs of parameter domains dki = d+ki ∪ d

−
ki, where d

+(−)
ki ,

k = 1, 2, 3, i = 1, 2, are domains dk, k = 1, 2, 3 from Lemma 2 with ∆̃i = ∆i ± bi, ai
and βi, i = 1, 2, standing for ∆, a and β respectively. Both systems A+

i and A−i have
the same qualitative phase portraits in each of these domains dki, k = 1, 2, 3, forming
mutual arrangement of the saddle channels, annulus and absorbing domain depicted in
Fig.2. Using the above geometric structures we obtain the following findings.

Theorem 2. Let the parameters of the system (34) be in the domain d1 = d11∪d12 when
the comparison systems A+(−)

1 and A+(−)
2 form the same structure of Fig.2-1. Then the

equilibrium point Of (φ+
1 , φ

+
2 ) is globally asymptotically stable. Herewith three oscillators

are globally synchronized.

Proof. The system (34) has no entire trajectories besides the saddles in the domains
go1 × go2, go1,2 × go1,2. It follows from Lyapunov-Chetaev function for monotone functions
sinφ1,2 at the intervals of φ1,2 for go(+)

1,2 in the system (34). The domain g+ = g+1 ∪ g+2 is
the attracting domain of the trajectories of the system (34) (besides the stable manifolds
of the saddles) for the parameter region d11 ∪ d12 due to the directing property of the
comparison systems (see Fig.2-1). The stability of the locally stable point Of in the
globally attracting domain g+ can be derived with the Lyapunov function using the
monotonicity of sinφ1,2 in the square |φ1,2 − φ+

1,2| < ε corresponding to g+.

Theorem 3. Let the parameters of the system (34) be in the domain d3 = d31 ∪ d32,
when the comparison systems A+(−)

1 and A
+(−)
2 form the same structures of Fig.2-3.

Then the solid torus K+
= Ks

1 ×Ks
2 attracts all the trajectories of the system (34). The

nonwandering set of trajectories in K
+ is rotating and defines the asynchronous mode

of the oscillators.

This statement immediately follows from the simple structure of Fig.2-3 forcing all
trajectories of the system (34) to enter K+.

Theorem 4. Let the parameters of the system (34) be in the domain d2 = d21 ∪ d22 with
the same structures of comparison systems (Fig.2-2). Then the system (34) is fourfold-
stable, that is, it has four separate components of limiting set in four absorbing domains
g+, K+, M+

1 = g+1 ×Ks
2, M

+
2 = g+2 ×Ks

1.

Proof. In the parameter domain d2 a trajectory of the system (34) given by a solution
φi = φ̃i(t, φ

o
1, y

o
1, φ

o
2, y

o
2), yi = ỹi(t, φ

o
1, y

o
1, φ

o
2, y

o
2), i = 1, 2, with initial conditions (φo

i , y
o
i ) ∈

g+i (Ks
i ), i = 1, 2, is such that due to the comparison principal the coordinates of the first

(second, respectively) subsystem remain in the first (second, respectively) absorbing
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domain, (φ̃i, ỹi) ∈ g+i (Ks
i ), i = 1, 2, for any t > 0. This implies that in R2 × T2 the

trajectory of the system (34) with any initial point in the domain g+ (K+, M+

1 , M
+

2 ,
respectively), stay in these domains for any t > 0.

g+

-π π

g
s

g0

gu
g
s

g+

KS

-π π
g
0

KS

-π π

(1) (2) (3)

Fig. 2. Illustration of the comparison system (35)

3.3. Bifurcational transitions

First we note that in all cases of system the bifurcations of equilibria are simple and
occur via the saddle-node when the frequency differences increase. In order to exhibit the
complicated bifurcations leading to emergence of chaos we consider the reduced system
(30) for b2 = 0 corresponding to the unidirectional coupling of one of the peripheral
oscillators. The second ("master") equation in (30) has the pendulum dynamics and
in the simple case |∆2| > a2 which we consider has the unique rotating limit cycle
φc(t) = φc(t + T ) (see Lemma 2). The first ("slave") equation is the pendulum one as
well but it is driven by periodic force −b1 sinφc(t). Using the results from [25, 27] we
obtain the next

Theorem 5. 1) In the parameter region b2 = 0, |∆2| > a2, |∆1| < a1−b1 the system (30)
in the solid torus go1×Ks

2 has a unique saddle cycle ls which stable W s
1 and unstable W u

1

manifolds lie in the channels W s
1 ⊂ gs1×Ks

2, W u
1 ⊂ gu1×Ks

2 and have mutual arrangement
corresponding for d11 to Fig.2-1 and for d12 to Fig.2-2.

2) There exists an interval |∆1−a1γh((β1a1)
−1/2)| < ε corresponding to a structurally

stable homoclinic orbit to the cycle ls providing a chaotic compement of the system (30)
limiting set containing infinite numbers of saddle cycles.

3) There exist an interval linking to the bifurcational point ∆1 = a1γh((β1a1)
−1/2) + ε

for which the system (30) has a quasi-strange rotating attractor.

The proof of the theorem is based [25, 27] on the fact that when the parameter ∆1

increases from the values from the domain d11 (corresponding to Fig.2-1) up to the values
from the domain d12 (corresponding to Fig.2-2) the channels gs1 and gu1 as well as the
manifolds W s

1 and W u
1 change their mutual arrangement causing the birth, existence

and death of the homoclinic orbits H1 = W s
1 ∩W u

1 . Omitting the details we note the
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important property of the hysteretic bifurcational transition in the system (30). When
the parameter ∆1 decreases the transition from asynchronous rotation to the synchrony
occurs at random values of the parameter ∆1 from the interval corresponding to the
quasi-attractor existence. This complexity of the system (30) dynamics is similar to that
of the shunted Josephson junction [27].

Hence, the example of three oscillators exhibits the complexity of the system dynamics
which obviously is typical for the general system (1).

Finally we emphasize that the main reason of the complicated dynamics is relatively
large inertia of oscillators. Indeed, in the limiting case β1,2 →∞ (λ1,2 →∞ for rescaled
system (22)) the system (30) reduces to the divergence-free nonintegrable system{

φ̈1 + a1 sinφ1 + b1 sinφ2 = ∆1,

φ̈2 + a2 sinφ2 + b2 sinφ1 = ∆2,
(36)

In this system the parameters b1,2 increase from zero causes due to KAM theory the
invariant tori breakdowns corresponding to the "conservative chaos".
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В данной работе рассматривается конечномерная модель Курамото с инерцией в случае топо-
логии типа "звезда". Система уравнений сводится к нелинейно связанной системе маятниковых
уравнений. Мы докажем, что переход от синхронных к асинхронным колебаниям происходит че-
рез седлоузловую бифуркацию состояния равновесия. Таким образом, асинхронный режим может
представлять собой частично синхронные вращения. Обратный переход от асинхронного режима
к синхронному происходит через бифуркацию гомоклинической орбиты как седлового состояния
равновесия, так и седловой периодической орбиты. В случае гомоклинической петли седла син-
хронность возникает только из асинхронного режима без частично синхронных вращений. В слу-
чае гомоклинической кривой седловой периодической орбиты в системе имеет место хаотический
режим вращения, который приводит к случайному возврату синхронности. Установлено, что пе-
реходы туда и обратно происходят с гистерезисом при большой инерции.
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Алешин С.В., Глызин С.Д., Кащенко С.А.

получена 10 августа 2015

Рассматривается задача распространения волны плотности в логистическом уравнении с диф-
фузией и отклонением по пространственной переменной (уравнение Фишера–Колмогорова–Пет-
ровского–Пискунова с отклонением). Для исследования качественного поведения решений этого
уравнения было рассмотрено уравнение профиля волны и найдены условия возникновения у него
колебательных режимов. Затем проанализирована соответствующая логистическому уравнению с
отклонением краевая задача с периодическими условиями, для которой изучена проблема потери
устойчивости пространственно однородного состояния равновесия и найдены ответвляющиеся от
него пространственно неоднородные колебательные режимы. Численный анализ процесса распро-
странения волны показал, что при достаточно малых значениях запаздывания данное уравнение
имеет решения, близкие к решениям стандартного уравнения КПП. Увеличение параметра запаз-
дывания приводит сначала к появлению затухающей колебательной составляющей в простран-
ственном распределении решения. Дальнейший рост данного параметра приводит к разрушению
бегущей волны. Это выражается в том, что на участке распространения волны, противоположном
направлению отклонения, сохраняются незатухающие по времени и медленно распространяющи-
еся по пространству колебания, близкие к решениям соответствующей краевой задачи с пери-
одическими граничными условиями. Наконец, если значение отклонения достаточно велико, то
во всей области распространения волны наблюдаются интенсивные пространственно-временные
колебания.
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Введение
Одним из наиболее простых нелинейных уравнений в частных производных, мо-
делирующих распространение волн плотности распределения изучаемой величины,
является рассмотренное А.Н. Колмогоровым, И. Г. Петровским и Н.С. Пискуновым
в статье [2] логистическое уравнение с диффузией

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u[1− u], (1)

которое ниже будем называть уравнением КПП. Это уравнение было привлечено
авторами для описания процесса распространения генной волны. Здесь u(t, x) —
плотность распределения числа особей, обладающих доминантным геном, t > 0 —
временная переменная, а x ∈ (−∞,∞) — пространственная. Рассматривается зада-
ча распространения волны плотности численности от некоторого ненулевого началь-
ного условия. Почти одновременно с работой [2] появилась статья Р.А. Фишера [1],
также посвященная анализу волн плотности численности в уравнении (1), в связи с
чем уравнение (1) часто называют уравнением Фишера или Фишера–Колмогорова–
Петровского–Пискунова.

Уравнение (1) находит применение в широкой области приложений, связанных с
распространением в пространстве волн различной природы, от концентрации неко-
торого реагирующего вещества до волн плотности популяции. Среди большого ко-
личества публикаций, посвященных данной теме, выделим книги [3–5], в которых
содержатся суммирующие результаты по проблеме, отметим также обширный биб-
лиографический список, содержащийся в [5].

В работах [1, 2] рассмотрен вопрос о таких неотрицательных решениях u(t, x),
для которых при каждом t > 0 выполнены условия: u(t, x) → 1 при x → +∞ и
u(t, x)→ 0 при x→ −∞. Показано, что при достаточно больших t функция u(t, x)
принимает некоторую фиксированную форму.

Обобщения уравнения (1) могут быть связаны с учетом зависимостей нелиней-
ных слагаемых этого уравнения от сдвигов по пространству и по времени. В ра-
ботах [6, 7] логистическое уравнение (1) с различными краевыми условиями и за-
паздывающим аргументом было применено к моделированию динамики плотности
популяции. Несколько более общий подход продемонстрирован в статье [8], где да-
на развернутая постановка задачи, в которой изучается пространственное распре-
деление плотности популяции. В частности, предлагается использовать следующее
уравнение (см. также работы Н. Бритона [9, 10]):

∂N(t, x)

∂t
= ∆N(t, x) +N(t, x)

[
1 + αN(t, x)− (1 + α)(g ∗N)(t, x)

]
, (2)

где N(t, x) — плотность популяции в момент времени t в точке x ареала обита-
ния, выражение 1 + αN(t, x)− (1 + α(g ∗N)(t, x)) определяет изменения плотности
численности, ∆ — оператор Лапласа, а функция g характеризует пространствен-
но временные неоднородности. В статье [10] предлагается следующий вид свертки
(g ∗N):

(g ∗N)(t, x) =

t∫
−∞

∫
Ω

g(t− τ, x− y)N(τ, y)dydτ, (3)
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где Ω — область распределения популяции. Функция g должна удовлетворять усло-
вию нормировки (g ∗ 1)(t, x) = 1. В предельном случае, когда g представляет со-
бой дельта-функцию, сосредоточенную в начале координат, получаем уравнение
Фишера–Колмогорова–Петровского–Пискунова (1). Если точку сосредоточения сдви-
нуть по оси времени, то получится уравнение с запаздыванием, подробно рассмот-
ренное в статье авторов [11], если же точку сосредоточения сдвинуть по простран-
ственной переменной, то получится уравнение с отклонением по пространству.

Рассмотрим обобщение уравнения КПП (1), содержащее отклонение по про-
странству

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u[1− u(t, x− h)]. (4)

Величину h пространственного отклонения будем считать положительным числом,
поскольку в противном случае можно заменить переменную x на −x, что приводит
к смене знака параметра отклонения.

Исследование качественного поведения решений уравнения (4) открывается в
первом разделе статьи анализом уравнения профиля волны, для которого найдены
условия возникновения колебательных режимов. Затем, во втором разделе, про-
анализирована соответствующая уравнению (4) краевая задача с периодическими
условиями, для которой изучена проблема потери устойчивости пространственно
однородного состояния равновесия и найдены ответвляющиеся от него простран-
ственно неоднородные колебательные режимы.

Учитывая, что для многих приложений представляет интерес задача о распро-
странении волн концентрации в задаче (4), в последней части работы приведены
результаты численного моделирования для уравнения (4) в случае неограниченной
по x области.

1. Некоторые свойства волновых решений задачи
В работе [2] было показано, что в уравнении (1) волны распространяются вдоль
направлений 2t±x = const, и был определен профиль волны, приводящей к переходу
от нулевых значений переменной к единичным. Как и в работе [11], выполним в
уравнении (4) замену в виде бегущей волны вида u(t, x) = w(2t ± x) и перейдем к
новой временной переменной s = 2t±x, тогда для переменной w(s) имеем следующее
уравнение второго порядка с запаздыванием:

w′′ − 2w′ + w[1− w(s− h)] = 0, (5)

где штрихом обозначена производная по переменной s. Свойства устойчивости ну-
левого решения уравнения (5) не зависят от h, это решение представляет собой
неустойчивый узел с кратным корнем равным единице. Свойства устойчивости еди-
ничного состояния равновесия определяются расположением корней характеристи-
ческого квазиполинома

P (λ) ≡ λ2 − 2λ− exp(−hλ). (6)
Свойства квазиполинома (6) аналогичны свойствам квазимногочлена, получен-

ного в предыдущей части работы. Приведем без доказательства утверждения, каса-
ющиеся расположения корней квазиполинома (6). Рассмотрим сначала расположе-
ние и количество вещественных корней квазиполинома P (λ). Простейший анализ
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свойств трансцендентного уравнения P (λ) = 0 показывает, что при всех положи-
тельных h оно имеет либо один, либо три корня. Один из этих корней положитель-
ный, а два других отрицательны и появляются при критическом значении h∗1, для
нахождения которого имеем следующую систему:

λ2 − 2λ− exp(−hλ) = 0,

2λ− 2 + h exp(−hλ) = 0.
(7)

Решая систему (7), имеем λ ≈ −1.23141, h = h∗1 ≈ 1.12154. Приведенные выше
рассуждения позволяют сформулировать следующее утверждение.

Лемма 1. Квазиполином P (λ) имеет при 0 < h < h∗1 ровно три вещественных
корня: один положительный и два отрицательных, а при h > h∗1 — единственный
положительный вещественный корень.

Таким образом, в спектре устойчивости единичного состояния равновесия урав-
нения (5) всегда есть положительный вещественный корень. Рассмотрим теперь
расположение остальных корней квазимногочлена P (λ). Выполнено утверждение.

Лемма 2. Все корни квазиполинома P (λ), кроме одного вещественного положи-
тельного, лежат при 0 < h < h∗2 в левой комплексной полуплоскости. Здесь

h∗2 =
arccos (−

√
5 + 2)√√

5− 2
≈ 3.72346, (8)

При h = h∗2 на мнимую ось выходит пара чисто мнимых корней λ = ±iω0, причем

ω0 =

√√
5− 2 ≈ 0.48587. (9)

Рассмотрим теперь окрестность решения w(s) ≡ 1 и найдем асимптотику режи-
ма, ответвляющегося от этого решения при h = h∗2 + µ, где 0 < µ � 1. Для этого
применим стандартную замену метода нормальных форм

w(s, µ) = 1+
√
µ
(
z(τ) exp(iω0s)+z̄(τ) exp(−iω0s)

)
+µw1(s, τ)+µ3/2w2(s, τ)+. . . , (10)

где τ = µs, wj(s, τ) (j = 1, 2) — тригонометрические полиномы по переменной s,
z(τ) — медленно меняющаяся амплитуда, подлежащая определению. Подстановка
выражения (10) в уравнение (5) и приравнивание коэффициентов при одинаковых
степенях √µ приводит на третьем шаге к уравнению относительно w2(s, τ), из усло-
вий разрешимости которого в классе тригонометрических полиномов получаем сле-
дующее уравнение на медленную амплитуду z(τ):

dz

dτ
= ϕ0z + ϕ1|z|2z, (11)

где ϕ0 =
2ω2

0(−1 + iω0)

P ′(iω0)
, ϕ1 =

1

P ′(iω0)

(
2ω2

0(1−ω2
0−2iω0)+β

(
(ω2

0+2iω0)2− 1

ω2
0 + 2iω0

))
,

β =
ω2

0 + 2iω0

4ω2
0 + 4iω0 + (ω2

0 + 2iω0)2
. Используя полученное представление и формулы

(8), (9), нетрудно найти приближенные значения коэффициентов уравнения (11)
ϕ0 ≈ 0.136807 − 0.20660i, ϕ1 ≈ −0.04429 − 0.03664i. Учитывая, что Re (ϕ0) > 0, а
Re (ϕ1) < 0, можно сформулировать следующее утверждение.
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Лемма 3. Пусть h = h∗2 + µ, где 0 < µ� 1, тогда существует такое µ0 > 0, что
для всех 0 < µ < µ0 уравнение (5) имеет дихотомичный цикл, неустойчивое мно-
гообразие которого одномерно, а асимптотика задается формулой (10), в которой
комплексная амплитуда z(τ) заменена выражением√

−Re (ϕ0)/Re (ϕ1) exp
(
iεs
(
Im (ϕ0)Re (ϕ1)− Re (ϕ0)Im (ϕ1)

)
/Re (ϕ0) + iγ

)
,

где γ — произвольная константа, определяющая фазовый сдвиг вдоль цикла.

2. Волновые решения в задаче с периодическими
условиями

В этом разделе рассмотрим логистическое уравнение с диффузией и отклонением
(4), дополненное периодическими краевыми условиями

u(t, x) = u(t, x+ T ), (12)

где T > 0 — период. В этой ситуации фазовым пространством задачи (4), (12)
будем считать соболевское пространство T -периодических функций W 2

2 (0, T ). Для
исследования устойчивости состояния равновесия u(t, x) ≡ 1 краевой задачи (4),
(12) линеаризуем ее на этом решении, приходим к краевой задаче (аналогичные
действия для задачи с запаздыванием выполнялись в работах [12–18])

∂v

∂t
=
∂2v

∂x2
− v(t, x− h), v(t, x) = v(t, x+ T ). (13)

Если в (13) выполнить разложение по пространственным модам, то на каждой из
мод после замены v(t, x) = expλ exp iωx приходим к уравнению

λ = −ω2 − exp iωh. (14)

Нетрудно видеть, что при достаточно малых h величина Reλ < 0. Найдем первое
положительное значение параметра h, при котором Reλ = 0. Для этого необходимо
решить алгебраическую систему

− ω2 − cosωh = 0, −2ω + h sinωh = 0. (15)

Эта система сводится к трансцендентному уравнению

− ωh = 2 ctg(ωh), (16)

решая которое относительно ωh, получаем решение системы (15):

h∗ = 2.791544, ω∗ = 0.88077. (17)

Нетрудно видеть, что при h < h∗ состояние равновесия u(t, x) ≡ 1 краевой задачи
(4), (12) асимптотически устойчиво. Предположим теперь, что T = 2π/ω∗, а h =
h∗ + ε, где ε положительно и мало, и выясним характер потери устойчивости этого
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состояния равновесия. Для этого выполним в (4), (12) стандартную замену метода
нормальных форм

u(t, x, ε) = 1 +
√
εu0(t, τ, x) + εu1(t, τ, x) + ε3/2u2(t, τ, x) + . . . , (18)

где τ = εt — медленное время,

u0(t, τ, x) = z(τ) exp
(
i(ω0t+ ω∗x)

)
+ z̄(τ) exp

(
− i(ω0t+ ω∗x)

)
, ω0 = sinω∗h∗.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях
√
ε и отыскивая uj(t, τ, x),

j = 1, 2 в виде тригонометрических многочленов по t, получаем на втором шаге
функцию

u1(t, τ, x) = −2|z|2 cosω∗h∗ +
(
z2w2 exp

(
2i(ω0t+ ω∗x)

)
+ к.с.

)
, (19)

где под к.с. подразумевается выражение комплексно сопряженное с данным в той
же скобке, w2 = −

(
2ω0i+ 4ω∗ + exp(−2iω∗h∗)

)−1
exp(−iω∗h∗).

На третьем шаге выполнения алгоритма в краевой задаче для u2(t, τ, x) из усло-
вий ее разрешимости в классе тригонометрических многочленов по t получаем сле-
дующее укороченное уравнение нормальной формы:

dz

dτ
= ϕ0z + ϕ1|z|2z, (20)

где

ϕ0 = iω∗ exp(−iω∗h∗),
ϕ1 = 2 cosω∗h∗

(
1 + exp(−iω∗h∗)

)
−
(

exp(−2iω∗h∗) + exp(iω∗h∗)
)
w2.

Используя полученное представление и формулу (17), нетрудно найти приближен-
ные значения коэффициентов нормальной формы

ϕ0 ≈ 0.5558− 0.6833i, ϕ1 ≈ −0.1701 + 0.59i.

Полученные результаты позволяют сформулировать следующее утверждение.

Лемма 4. Пусть h = h∗ + ε, тогда существует такое ε0 > 0, что для всех 0 <
ε < ε0 краевая задача (4), (12) имеет орбитально асимптотически устойчивый
цикл, асимптотика которого задается формулой (18), где медленная переменная
z заменена выражением

z =
√
−Re (ϕ0)/Re (ϕ1) exp

(
iεt
(
Im (ϕ0)Re (ϕ1)− Re (ϕ0)Im (ϕ1)

)
/Re (ϕ0) + iγ

)
,

(γ — произвольная константа, определяющая фазовый сдвиг вдоль цикла).

Проиллюстрируем полученный результат численно. В краевой задаче (4), (12)
зафиксируем величину отклонения h больше критического значения h∗ и будем ее
решать численно с начальными условиями вида

u(0, x) = 1 + 0.35 sin(0.88x+ 0.1). (21)
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a) b)

с)

Рис. 1. Пространственное распределение решения краевой задачи (4), (12) с началь-
ными условиями (21) при t = 1000 и значениях отклонения равных: a) h = 2.793;
b) h = 2.796; c) h = 2.798

Начальные условия (21) выбраны близкими к единичному состоянию равновесия, с
частотой по x близкой к ω∗ (см. формулу (17)).

Для вычислений были взяты три значения величины отклонения h равные 2.793;
2.796; 2.798. В каждом из этих случаев решение асимптотически приближалось к
пространственно неоднородному циклу, распределение которого по переменной x
при t = 1000 приведено на рис. 1. Для полученных циклов были вычислены мак-
симальные отклонения от единичного значения, которые оказались равными 0.160;
0.275 и 0.340 соответственно. Следует отметить, что амплитуды колебаний относи-
тельно единичного значения, полученные в вычислительном эксперименте, близки
к найденным по асимптотической формуле (относительная ошибка менее 0.02), вы-
текающей из (18) √

−(h− h∗)Re (ϕ0)/Re (ϕ1).

Представленные в первых двух разделах работы аналитические результаты поз-
воляют получить некоторую информацию о решениях уравнения (4), однако для
анализа зависимости решений от отклонения по пространству и начальных усло-
вий требуется численный эксперимент, описанию которого и посвящен следующий
раздел статьи.
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3. Численный анализ уравнения КПП
с пространственным отклонением

Численное исследование распространения волн концентрации в уравнении (4) от ло-
кализованного по пространству начального возмущения выполнялось на некотором
отрезке [a, b]. При этом разница |a − b| выбиралась достаточно большой для того,
чтобы можно было проследить за распространением волны от начального момента
до момента встречи фронта волны с границами a или b. Учитывая, что рассмат-
ривается задача о распространении локального возмущения, зададим на границах
отрезка нулевые краевые условия u(t, a) = u(t, b) = 0.

Перейдем к описанию вычислительной процедуры. Вторую производную по про-
странственной переменной в правой части уравнения (4) заменим конечной разно-
стью второго порядка. Для этого отрезок [a, b] разобьем на N равных частей и по-
строим сетку узлов с шагом ∆x = (b−a)/N так, что xj = a+j∆x, где j = 0, . . . , N−1.
Обозначим через uj(t) значение функции u(t, x) в соответствующих узлах сетки. В
итоге получим следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений:

u̇j =
uj+1 − 2uj + uj−1

(∆x)2
+
[
1− uj−k

]
uj, j = 0, . . . , N − 1, (22)

где k = bh/∆xc отвечает за пространственное отклонение (здесь b·c обозначена
целая часть числа). Для учета краевых условий полагаем u−1(t) = uN(t) = 0.

Численный эксперимент выполнялся на вычислительном кластере ЯрГУ (МНИЛ
«Дискретная и вычислительная геометрия» им. Б.Н. Делоне). Одновременно реша-
лось от N = 1.8 · 105 до N = 1.8 · 106 обыкновенных дифференциальных уравнений.
Для вычислений использовался метод Дормана–Принца пятого порядка с перемен-
ной длиной шага интегрирования. Абсолютная и относительная погрешности алго-
ритма были приняты равными 10−12. Начальный шаг интегрирования взят равным
10−3.

Начальные условия выбирались в виде прямоугольного импульса высоты 0.1 и
единичной ширины, расположенного в центре отрезка [a, b]. В частности, для случая
x ∈ [0, 1800]:

uj(0) =

{
0.1, если j ∈ [89950, 90050],

0, иначе.
(23)

Для последующего анализа и графического отображения полученные данные про-
реживались.

Перейдем к результатам численного моделирования. Описание поведения реше-
ний уравнения (4) с отклонением пространственной переменной будем проводить в
сравнении с классическим уравнением КПП без отклонения. На рис. 2 представле-
но распространение волны постоянной высоты от начального всплеска единичной
ширины и высоты 0.1 при h = 1.2. Скорость распространения волны согласно [2]
равнялась двум. (На соответствующих рисунках скорость распространения равна
углу наклона профиля волны.) Нетрудно видеть, что при этих значениях откло-
нения график процесса распространения волны для задачи с отклонением и без
отклонения практически не отличается.

При увеличении параметра h можно выделить несколько этапов качественно
различного поведения решений системы (22).
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1. При относительно малом значении h на промежутке от нуля до h∗1 поведение
системы (22) практически не отличимо от поведения системы КПП без отклоне-
ния. Величина h∗1 ограничивает данный промежуток, по-видимому, в связи с тем,
что решения уравнения (5) на устойчивом инвариантном многообразии единично-
го состояния равновесия монотонно стремятся к этому состоянию (см. рис. 2 при
h = 1.2).

a) b)

Рис. 2. Решение системы (22) с начальными условиями (23) при отклонении h = 1.2 :
a) распространение волны на плоскости (x, t); b) разрез при t = 425

a) b)

Рис. 3. Решение системы (22) с начальными условиями (23) при отклонении h = 2.7 :
a) распространение волны на плоскости (x, t); b) разрез при t = 425

2. При h∗1 < h < h∗ фронт распространения волны приближается к единичному
значению колебательным образом. На рис. 3 показана такая волна при h = 2.7. В
этом случае максимальная амплитуда всплеска равна примерно 1.5, а после про-
хождения фронта волны значение u(t, x) быстро приближается к единице.

3. Следующее существенное изменение в распространении фронта волны уравне-
ния (4) наблюдается при h > h∗. Существенной особенностью решения в этом случае
является то, что оно перестает удовлетворять уравнению (5). Это происходит в силу
того, что решение u ≡ 1 периодической краевой задачи (4), (12) колебательно те-
ряет устойчивость и от него ответвляется орбитально асимптотически устойчивый
пространственно неоднородный цикл. Указанное обстоятельство приводит к тому,
что в правой части области распространения волны появляется расширяющийся с
течением времени участок с интенсивными пространственными колебаниями. На
рис. 4 показано распространение волны при h = 2.81, при этом на рис. 5 приведен
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Рис. 4. Распространение волны в системе (22) при h = 2.81

Рис. 5. Пространственное распределение решения системы (22) при t = 4500 и от-
клонении h = 2.81
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Рис. 6. Распространение волны в системе (22) при h = 3

Рис. 7. Пространственное распределение решения системы (22) при t = 425 и от-
клонении h = 3
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график зависимости u(t, x) при t = 4500 и изменении пространственной переменной
x в пределах от 0 до 18000. Структура колебательного процесса, представленного на
данных графиках, видимо, является установившейся. Во всяком случае, к моменту
времени t = 4500 амплитуда колебаний не растет с ростом t и в целом сохраняет-
ся довольно сложная пространственная структура решения u(t, x), о которой ниже
будет сказано дополнительно.

4. Численный эксперимент не удалось продолжить для значений отклонения h,
существенно отличающихся от h∗. Так, уже при h = 3 в правой части графика
распространения волны возникают весьма интенсивные колебания, достигающие
при t = 400 значения около 9. На рис. 6 показано распространение волны при h = 3,
при этом на рис. 7 приведен график зависимости u(t, x) при t = 425 и x ∈ [0, 1800].

Дальнейшее изменение отклонения приводит к резкому увеличению амплиту-
ды колебательного режима, что, с одной стороны, влечет необходимость дробления
шага по времени для сохранения точности вычислений, а с другой, значительно за-
медляет вычислительный процесс. По указанным причинам вычислительный экс-
перимент не был распространен на большие значения отклонения.

Рассмотрим более подробно пространственное распределение решения при h =
2.81. График решения u(t, x) при t = 4500 может быть разбит на три части с ви-
зуально различной структурой. Ниже вычисляются статистические инвариантные
характеристики для массивов данных, которые позволяют судить о сложности вы-
деленных частей. Область интенсивных колебаний на рис. 7 разбита на следующие
подобласти: [9380, 12500]; [12500, 14970]; [14970, 17765]. На рис. 8 эти участки гра-
фика приведены в более крупном масштабе, что позволяет увидеть отличия в их
структуре.

В качестве инвариантных статистических характеристик, при помощи которых
будем различать эти три части графика, используется корреляционный интеграл и
корреляционная размерность. По выборке uj(4500), j = 1, . . .M строится набор m–
мерных векторов ξi, каждый из которых состоит из значений от u(i−1)∗m+1 до ui∗m.
Напомним, что корреляционный интеграл можно оценить при помощи корреляци-
онной суммы (см., например, [19])

C(ε) =
1

M2

M∑
i,j=1

Θ(ε− ‖ξi − ξj‖), (24)

где M — объем выборки, Θ — функция Хевисайда, ‖ · ‖ — некоторая норма (нами
использовалась евклидова норма ‖x‖2 =

∑
xl), ε — некоторое пороговое значение,

ξi — построенные m–мерные вектора, m — размерность пространства вложения.
Корреляционную размерность dC можно определить как

dC = lim
ε→0

logC(ε)

log ε
. (25)

В случае эмпирического вычисления корреляционная размерность dC берется рав-
ной углу наклона прямой наилучшего приближения в смысле наименьших квадра-
тов к наиболее линейной части графика, построенного по узлам {logC(ε), log ε}.

Были проведены вычисления корреляционного интеграла для размерностей про-
странства вложения m = 3 и m = 5, а также с различным шагом по переменной x.
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a)

b)

c)

Рис. 8. Пространственное распределение решения системы (22) при t = 4500 и от-
клонении h = 2.81 : a) x ∈ [9380, 12500]; b) x ∈ [12500, 14970]; c) x ∈ [14970, 17765]



622
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 22, №5 (2015)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 22, No 5 (2015)

Рис. 9. x ∈ [9380, 17765], шаг по x равен 0.1

Рис. 10. x ∈ [9380, 12500], x равен 0.01

На рис. 9 и 10 приведены зависимости логарифма корреляционного интеграла от
логарифма ε, найденные для пространственного распределения решения системы
(22) при t = 4500 и отклонении h = 2.81. Размерность пространства вложения для
графиков слева — три; справа — пять. При этом на рис. 9 шаг по пространству
выбран равным 0.1, а на рис. 10 — 0.01. Нетрудно видеть, что в первом из этих
случаев наиболее линейный участок выделяется лучше, чем во втором и, тем са-
мым, шаг достаточно брать равным 0.1. Величина dC , оцениваемая по углу наклона
графика зависимости корреляционного интеграла, оказалась равной для шага 0.1
и m = 3 dC ≈ 1.799 (среднеквадратичное отклонение σ ≈ 0.289), а для шага 0.01 —
dC ≈ 1.437 (среднеквадратичное отклонение σ ≈ 1.13). Последний случай, очевид-
но, показывает, что подходящего линейного участка нет. Аналогичные результаты
выходят и для m = 5, где для шага 0.1 имеем dC ≈ 1.859 (среднеквадратичное от-
клонение σ ≈ 0.35), а для шага 0.01 — dC ≈ 1.595 (среднеквадратичное отклонение
σ ≈ 0.907).
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Рис. 11. x ∈ [9380, 12500]

Рис. 12. x ∈ [12500, 14970]

Рис. 13. x ∈ [14970, 17765]
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Ситуация меняется, если выполнить расчеты для перечисленных выше отдель-
ных участков решения. На рисунках 11, 12, 13 приведены графики зависимостей
корреляционного интеграла для значений пространственной переменной из проме-
жутков x ∈ [9380, 12500]; x ∈ [12500, 14970] и x ∈ [14970, 17765] соответственно.
Размерность пространства вложения для графиков слева m = 3; справа — m = 5.
Приведем оценки корреляционного интеграла.
x ∈ [9380, 12500] при m = 3 dC ≈ 1.6071, σ ≈ 0.6658; при m = 5 dC ≈ 1.7129,
σ ≈ 0.7051.
x ∈ [12500, 14970] при m = 3 dC ≈ 1.9199, σ ≈ 0.4227; при m = 5 dC ≈ 2.0172,
σ ≈ 0.4732.
x ∈ [14970, 17765] при m = 3 dC ≈ 1.7615, σ ≈ 0.1952; при m = 5 dC ≈ 1.8009,
σ ≈ 0.1566.

Полученные оценки позволяют утверждать, что участки пространственного рас-
пределения решения u(t, x) уравнения (4) существенно отличаются, в частности,
оценка корреляционного интеграла для среднего участка дает бо́льшие значения,
чем для крайних. Близость результатов для размерностей m = 3 и m = 5 простран-
ства вложения показывает, что в рассмотрении больших значений размерности нет
необходимости.

Отметим, что определенную информацию о решении уравнения (4) дает и отоб-
ражение, построенное по идущим друг за другом экстремумам пространственного
распределения решения системы (22) при t = 4500 и отклонении h = 2.81. На рис. 14
построены точки, соответствующие подряд идущим экстремумам, а на рис. 15 точки
построены через пять единиц.

Заключение

Распространение возмущения в активной среде при учете отклонения по простран-
ственной переменной представляет собой сложный процесс. Эта сложность обуслов-
ливает необходимость применения различных сочетаний аналитических и числен-
ных методов. На этом пути были получены следующие результаты.

1. Изучение уравнения распространения волны (5) позволило найти критические
значения параметра запаздывания, при которых меняется вид пространствен-
ного распределения решения задачи.

2. Для выяснения некоторых особенностей качественного поведения решений
уравнения КПП с отклонением было изучено уравнение (4) с периодическими
краевыми условиями вблизи состояния равновесия u0 ≡ 1. Это позволило вы-
яснить характер потери устойчивости пространственно однородного решения
этой задачи и найти асимптотику режимов, возникающих при этом.

3. Численный анализ, выполненный с учетом аналитических результатов, позво-
лил выделить следующие промежутки значений отклонения:

• промежуток, на котором поведение решений уравнения с отклонением
близко к их поведению в задаче без отклонения;
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Рис. 14. Отображение, построенное по идущим друг за другом экстремумам про-
странственного распределения решения системы (22) при t = 4500 и отклонении
h = 2.81

• промежуток значений отклонения, при которых на левом фронте области
распространения волны появляются участки с колебаниями, затухающи-
ми к единице.

• промежуток значений отклонения, при которых вся область распростра-
нения волны заполняется интенсивными колебаниями решения со слож-
ным пространственным распределением; найдены статистические харак-
теристики (корреляционный интеграл) этих режимов.
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Рис. 15. Отображение, построенное по экстремумам пространственного распределе-
ния решения системы (22) при t = 4500 и отклонении h = 2.81, идущим через 5
единиц друг за другом
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Univ. Bull. Math., 1:6 (1937), 1–25. ]

[3] Murray J. D., Mathematical Biology. I. An Introduction, Third Edition, Berlin, 2001.

[4] Danilov V. G., Maslov V. P., Volosov K. A., Mathematical Modelling of Heat and Mass
Transfer Processes, Kluwer, Dordrecht, 1995.

[5] Volpert A., Volpert V., Volpert V., Traveling Wave Solutions of Parabolic Systems,
American Mathematical Society, 2000.

[6] Колесов Ю.С., “Математические модели экологии”, Исследования по устойчивости
и теории колебаний, 1979, 3–40; [Kolesov Yu. S., “Matematicheskiye modeli ekologii”,
Issledovaniya po ustoychivosti i teorii kolebaniy, 1979, 3–40, (in Russian).]

[7] Колесов А.Ю., Колесов Ю.С., Релаксационные колебания в математических моде-
лях экологии, Тр. МИАН, 199, Наука, М., 1993, 126 с.; [Kolesov A. Yu., Kolesov Yu. S.,
Relaxational oscillations in mathematical models of ecology, Trudy Mat. Inst. Steklov.,
199, ed. E. F. Mishchenko, Nauka, Moscow, 1993, 126 pp., (in Russian).]



Алешин С.В., Глызин С.Д., Кащенко С.А.
Уравнение КПП с отклонением по пространству 627

[8] Гурли С.А., Соу Дж.В.-Х., Ву Дж.Х., “Нелокальные уравнения реакции-диффузии
с запаздыванием: биологические модели и нелинейная динамика”, Современная
математика. Фундаментальные направления, 1 (2003), 84–120; [English transl.:
Gourley S.A., So J.W.-H., Wu J. H., “Nonlocality of Reaction-Diffusion Equations Induced
by Delay: Biological Modeling and Nonlinear Dynamics”, Journal of Mathematical Sciences,
124:4 (2004), 5119–5153, (in Russian).]

[9] Britton N. F., Reaction-diffusion equations and their applications to biology, Academic
Press, New York, 1986.

[10] Britton N. F., “Spatial structures and periodic travelling waves in an integro-differential
reaction-diffusion population model”, SIAM J. Appl. Math., 50 (1990), 1663–1688.

[11] Алешин С.В., Глызин С.Д., Кащенко С.А., “Уравнение Колмогоро-
ва–Петровского–Пискунова с запаздыванием”, Моделирование и анализ инфор-
мационных систем, 22:2 (2015), 304–321; [Aleshin S. V., Glyzin S. D., Kaschenko S. A.,
“Fisher–Kolmogorov–Petrovskii–Piscounov Equation with Delay”, Modeling and Analysis
of Information Systems, 22:2 (2015), 304–321, (in Russian).]

[12] Кащенко С.А., “Об установившихся режимах уравнения Хатчинсона с диффузией”,
ДАН СССР, 292:2 (1987), 327–330; [Kashchenko S. A., “Ob ustanovivshihsja rezhimah
uravnenija Hatchinsona s diffuziej”, DAN SSSR, 292:2 (1987), 327–330, (in Russian).]

[13] Кащенко С.А., “Пространственно-неоднородные структуры в простейших моделях
с запаздыванием и диффузией”, Математическое моделирование, 2:9 (1990), 49–69;
[English transl.: Kashchenko S. A., “Spatial heterogeneous structures in the simplest
models with delay and diffusion”, Matem. mod., 2:9 (1990), 49–69, (in Russian).]

[14] Kashchenko S. A., “Asymptotics of the Solutions of the Generalized Hutchinson Equation”,
Automatic Control and Computer Science, 47:7 (2013), 470–494.

[15] Глызин С.Д., “Разностные аппроксимации уравнения «реакция-диффузия» на от-
резке”, Моделирование и анализ информационных систем, 16:3 (2009), 96–116;
[Glyzin S. D., “Difference approximations of “reaction – diffusion” equation on a segment”,
Modeling and Analysis of Information Systems, 16:3 (2009), 96–116, (in Russian).]

[16] Wu J., Theory and Applications of Partial Functional Differential Equations Theory and
Applications of Partial Functional Differential Equations, Springer-Verlag, New York,
1996.

[17] Glyzin S. D., “Dimensional Characteristics of Diffusion Chaos”, Automatic Control and
Computer Sciences, 47:7 (2013), 452–469.

[18] Глызин С.Д., Колесов А.Ю., Розов Н.Х., “Конечномерные модели диффузионного ха-
оса”, Журнал вычислительной математики и математической физики, 50:5 (2010),
860–875; [English transl.: Glyzin S. D., Kolesov A. Yu., Rozov N. Kh., “Finite-dimensional
models of diffusion chaos”, Computational Mathematics and Mathematical Physics, 50:5
(2010), 816–830, (in Russian).]

[19] Schuster H. G., Deterministic Chaos: An Introduction, 3 edition, Wiley-VCH, 1995, 320 pp.



628
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 22, №5 (2015)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 22, No 5 (2015)

DOI: 10.18255/1818-1015-2015-5-609-628

Dynamical Properties of the
Fisher–Kolmogorov–Petrovskii–Piscounov Equation with

Deviation of the Spatial Variable

Aleshin S.V., Glyzin S.D., Kaschenko S.A.

Received August 10, 2015

We consider the problem of density wave propagation of a logistic equation with deviation of the
spatial variable and diffusion (Fisher-Kolmogorov equation with deviation of the spatial variable). A
Ginzburg–Landau equation was constructed in order to study the qualitative behavior of the solution
near the equilibrium state. We analyzed the profile of the wave equation and found conditions for
the appearance of oscillatory regimes. The numerical analysis of wave propagation shows that for a
suficiently small spatial deviation this equation has a solution similar to the solution of the classical
Fisher–Kolmogorov equation. The spatial deviation increasing leads to the existence of the oscillatory
component in the spatial distribution of solutions. A further increase of the spatial deviation leads
to destruction of the traveling wave. That is expressed in the fact that undamped spatio-temporal
fluctuations exist in a neighborhood of the initial perturbation. These fluctuations are close to the
solution of the corresponding boundary value problem with periodic boundary conditions. Finally,
when the spatial deviation is suficiently large we observe intensive spatio-temporal fluctuations in the
whole area of wave propagation.

Keywords: attractor, bifurcation, Fisher-Kolmogorov equation, Ginzburg-Landau equation

For citation: Aleshin S.V., Glyzin S.D., Kaschenko S.A., "Dynamical Properties of the Fisher–Kolmogorov–Petrovskii–
Piscounov Equation with Deviation of the Spatial Variable ", Modeling and Analysis of Information Systems, 22:5 (2015),
609–628.

On the authors:
Aleshin Sergei Vladimirovich, старший лаборант-исследователь,
P.G. Demidov Yaroslavl State University, Sovetskaya str., 14, Yaroslavl, 150000, Russia,
Scientific Center in Chernogolovka RAS, Lesnaya str., 9, Chernogolovka, Moscow region, 142432, Russia
e-mail: fktiby@yandex.ru

Glyzin Sergei Dmitrievich, orcid.org/0000-0002-6403-4061, Doctor, Professor,
P.G. Demidov Yaroslavl State University, Sovetskaya str., 14, Yaroslavl, 150000, Russia,
Scientific Center in Chernogolovka RAS, Lesnaya str., 9, Chernogolovka, Moscow region, 142432, Russia
e-mail: glyzin@uniyar.ac.ru

Kaschenko S.A., Doctor, Professor,
P.G. Demidov Yaroslavl State University, Sovetskaya str., 14, Yaroslavl, 150000, Russia,
National Research Nuclear University MEPhI, Kashirskoye shosse 31, Moscow, 115409, Russia
e-mail: kasch@uniyar.ac.ru

Acknowledgments:

This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research №14-21-00158.



Моделирование и анализ информационных систем. Т. 22, №5 (2015), с. 629–647
Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 22, No 5 (2015), pp. 629–647

c©Тимофеева Н.В., 2015

DOI: 10.18255/1818-1015-2015-5-629-647

УДК 512.722+512.723

Изоморфизм компактификаций модулей векторных
расслоений: неприведенные схемы модулей
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В работе продолжено изучение компактификации схемы модулей полустабильных по Гизекеру
векторных расслоений на неособой неприводимой проективной алгебраической поверхности S с
поляризацией L, локально свободными пучками. Исследуется связь основных компонент функтора
модулей допустимых полустабильных пар и основных компонент функтора модулей Гизекера –
Маруямы (полустабильных когерентных пучков без кручения) с тем же полиномом Гильберта на
поверхности S.

Рассматриваемая компактификация получается, если семейства полустабильных по Гизекеру
векторных расслоений E на поляризованной неособой проективной поверхности (S,L) пополня-
ются векторными расслоениями Ẽ на проективных поляризованных схемах (S̃, L̃) специального
вида. Вид схемы S̃, поляризации L̃ и расслоения Ẽ описан в тексте работы. Набор ((S̃, L̃), Ẽ)

назван полустабильной допустимой парой. Векторные расслоения E на поверхности (S,L) и Ẽ

на схемах (S̃, L̃) предполагаются имеющими равные ранги и полиномы Гильберта, вычисляемые
относительно поляризаций L и L̃ соответственно. Пары вида ((S,L), E), называемые S-парами,
также входят в рассматриваемый класс. Поскольку целью исследования является изучение ком-
пактификации пространства модулей векторных расслоений, рассматриваются только семейства,
содержащие S-пары.

Построено естественное преобразование функтора модулей допустимых полустабильных пар
в функтор модулей Гизекера – Маруямы полустабильных когерентных пучков без кручения на
поверхности (S,L), имеющих те же ранг и полином Гильберта. Показано, что это естественное
преобразование является двусторонним обратным к естественному преобразованию, построенно-
му в предшествующей работе и определяемому стандартным разрешением семейства когерентных
пучков без кручения, имеющего возможно неприведенную базисную схему. Построенный изомор-
физм функторов модулей определяет изоморфизм компактификаций пространства модулей полу-
стабильных векторных расслоений на поверхности (S,L) как алгебраических схем.

Ключевые слова: пространство модулей, полустабильные когерентные пучки, полустабильные
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Светлой памяти мамы

Введение
В настоящей работе продолжено изучение компактификации модулей стабильных
векторных расслоений на поверхности локально свободными пучками. Различные
аспекты построения и основные свойства ее были даны в предыдущих работах ав-
тора [1] – [9].

В настоящей статье S — гладкая неприводимая проективная алгебраическая по-
верхность над алгебраически замкнутым полем k характеристики 0, OS — ее струк-
турный пучок, E — когерентный OS-модуль без кручения, E∨ := HomOS

(E,OS)
— двойственный OS-модуль. При этом E∨ рефлексивен и, следовательно, локально
свободен. Всюду в этой работе локально свободный когерентный пучок и соответ-
ствующее ему векторное расслоение не будут различаться, и оба термина употреб-
ляются как синонимы. Пусть L — обильный обратимый пучок на S; он считается
фиксированным и будет использоваться в качестве поляризации. Символ χ(·) озна-
чает эйлерову характеристику, ci(·) — i-й класс Чженя.

Зафиксируем натуральное число r и полином p(n) с рациональными коэффици-
ентами. Будем считать, что рассматриваемые когерентные пучки E имеют ранг r и
полином Гильберта χ(E ⊗ Ln), равный rp(n). Его коэффициенты зависят от ранга
r и классов Чженя ci = ci(E), i = 1, 2, когерентного пучка E.

Определение 0.1. [4, 5] Назовем поляризованную алгебраическую схему (S̃, L̃)

допустимой, если схема (S̃, L̃) удовлетворяет одному из условий
i) (S̃, L̃) ∼= (S, L),
ii) S̃ ∼= Proj

⊕
s≥0(I[t] + (t))s/(ts+1), где I = Fitt0Ext2(κ,OS) для артинова фак-

торпучка q0 :
⊕rOS � κ длины l(κ) ≤ c2, причем L̃ = L⊗ (σ−1I · OS̃) — обильный

обратимый пучок на схеме S̃; эту поляризацию L̃ будем называть выделенной.

Напомним известное из коммутативной алгебры определение пучка нулевых иде-
алов Фиттинга, использованное в приведенном определении. Пусть X – связная
схема, F – OX-модуль с конечным представлением F1

ϕ−→ F0 → F . Без потери
общности будем считать, что rankF1 ≥ rankF0.

Определение 0.2. Пучок нулевых идеалов Фиттинга OX-модуля F определяется
как Fitt0F = im (

∧rankF0 F1 ⊗
∧rankF0 F∨0

ϕ′−→ OX), где ϕ′ – морфизм OX-модулей,
индуцированный морфизмом ϕ.

Замечание 0.1. При необходимости L заменяется его достаточно большой тензорной
степенью так, чтобы все L̃ оказались обильными. Эта степень, как показано в работе
[5], может быть выбрана постоянной, конечной и фиксированной. Все полиномы
Гильберта вычисляются относительно новых L и L̃ соответственно.

Как показано в [4], если схема S̃ удовлетворяет условию (ii) в определении 0.1,
она представима в виде объединения нескольких компонент S̃ =

⋃
i≥0 S̃i и обладает

морфизмом σ : S̃ → S. Этот морфизм индуцирован структурой OS-алгебры на
градуированном объекте

⊕
s≥0(I[t] + (t))s/(ts+1).
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Определение 0.3. [5] S-стабильной (соответственно полустабильной) парой
((S̃, L̃), Ẽ) назовем следующие данные:

• S̃ =
⋃
i≥0 S̃i – допустимая схема, σ : S̃ → S — морфизм, называемый канони-

ческим, σi : S̃i → S — его ограничения на компоненты S̃i, i ≥ 0;

• Ẽ — векторное расслоение на схеме S̃;

• L̃ ∈ Pic S̃ — выделенная поляризация;

такие, что

• χ(Ẽ⊗L̃n) = rp(n), полином p(n) и ранг r пучка Ẽ считаются фиксированными;

• на схеме S̃ пучок Ẽ стабилен (соответственно полустабилен) по Гизекеру, то
есть для любого собственного подпучка F̃ ⊂ Ẽ при n� 0

h0(F̃ ⊗ L̃n)

rankF
<

h0(Ẽ ⊗ L̃n)

rankE
,

(соответственно
h0(F̃ ⊗ L̃n)

rankF
≤ h0(Ẽ ⊗ L̃n)

rankE
);

• на каждой из дополнительных компонент S̃i, i > 0, пучок Ẽi := Ẽ|S̃i
квазииде-

ален, то есть обладает описанием вида

Ẽi = σ∗i ker q0/torsi (0.1)

для некоторого q0 ∈
⊔
l≤c2 Quot l

⊕rOS. Эпиморфизм q0 :
⊕rOS � κ и число

l = lengthκ являются общими для всех компонент S̃i схемы S̃.

Описание пучка torsi будет приведено далее.
Пары ((S̃, L̃), Ẽ) такие, что (S̃, L̃) ∼= (S, L), будем называть S-парами.
В серии работ автора [1] — [5] построена проективная алгебраическая схема M̃

как приведенная схема модулей S-полустабильных допустимых пар. В работе [6]
построена схема M̃ как пространство модулей с возможно неприведенной схемной
структурой.

Схема M̃ содержит открытую подсхему M̃0, изоморфную подсхеме M0 полуста-
бильных в смысле Гизекера векторных расслоений в схеме модулей M Гизекера —
Маруямы полустабильных пучков без кручения с полиномом Гильберта, равным
χ(E ⊗ Ln) = rp(n). При этом используется следующее определение полустабильно-
сти в смысле Гизекера.

Определение 0.4. [10] Когерентный OS-пучок E стабилен (соответственно полу-
стабилен), если для любого собственного подпучка F ⊂ E ранга r′ = rankF при
n� 0

χ(E ⊗ Ln)

r
>
χ(F ⊗ Ln)

r′
(соответственно χ(E ⊗ Ln)

r
≥ χ(F ⊗ Ln)

r′
).



632
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 22, №5 (2015)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 22, No 5 (2015)

Пусть E — полустабильный локально свободный пучок. Тогда, очевидно, пучок
I = Fitt0Ext1(E,OS) тривиален, и S̃ ∼= S. Тем самым ((S̃, L̃), Ẽ) ∼= ((S, L), E), что
поставляет биективное соответствие M̃0

∼= M0.
Пусть E — полустабильный не локально свободный когерентный пучок; то-

гда схема S̃ содержит приведенную неприводимую компоненту S̃0 такую, что мор-
физм σ0 := σ|S̃0

: S̃0 → S — морфизм раздутия схемы S в пучке идеалов I =

Fitt0Ext1(E,OS). Формирование пучка I является способом охарактеризовать осо-
бенности пучка E, то есть его отличие от локально свободного. Действительно, фак-
торпучок κ := E∨∨/E — артинов длины, не превосходящей c2(E), и Ext1(E,OS) ∼=
Ext2(κ,OS). Тогда Fitt0Ext2(κ,OS) — пучок идеалов (в общем случае неприведен-
ной) подсхемы Z ограниченной [6] длины с носителем в конечном наборе точек на
поверхности S. Поэтому, как показано в [4], остальные неприводимые компоненты
S̃i, i > 0 схемы S̃ в общем случае несут неприведенную схемную структуру. Пересе-
чение S̃0 ∩

⋃
i>0 S̃i совпадает как подсхема с исключительным дивизором раздутия

σ|S̃0
: S̃0 → S.

Каждому полустабильному когерентному пучку без кручения E ставится в соот-
ветствие пара ((S̃, L̃), Ẽ), где (S̃, L̃) определяется только что описанным способом.

Теперь обратимся к описанию подпучков torsi в (0.1). Пусть U — открытое по
Зарискому подмножество одной из компонент S̃i, i ≥ 0, и σ∗E|S̃i

(U) — соответствую-
щая группа сечений, являющаяся OS̃i

(U)-модулем. Сечения s ∈ σ∗E|S̃i
(U), аннули-

руемые простыми идеалами положительной коразмерности в OS̃i
(U), образуют под-

модуль в σ∗E|S̃i
(U), который будем обозначать tors′i(U). Соответствие U 7→ tors′i(U)

определяет подпучок tors′i ⊂ σ∗E|S̃i
. Заметим, что ассоциированные простые иде-

алы положительной коразмерности, аннулирующие сечения s ∈ σ∗E|S̃i
(U), соот-

ветствуют подсхемам с носителями в прообразе σ−1(Suppκ) =
⋃
i>0 S̃i. Поскольку

по построению схема S̃ =
⋃
i≥0 S̃i связна [4], то подпучки tors′i, i ≥ 0, позволяют

построить подпучок tors ⊂ σ∗E. Последний определяется следующим образом. Се-
чение s ∈ σ∗E|S̃i

(U) удовлетворяет условию s ∈ tors|S̃i
(U) тогда и только тогда,

когда

• существует сечение y ∈ OS̃i
(U) такое, что ys = 0,

• выполнено хотя бы одно из двух условий: либо y ∈ p, где p — простой идеал
положительной коразмерности, аннулирующий s; либо существует открытое
по Зарискому подмножество V ⊂ S̃ и сечение s′ ∈ σ∗E(V ) такие, что V ⊃ U ,
s′|U = s, и s′|V ∩S̃0

∈ tors(σ∗E|S̃0
)(V ∩ S̃0). В последнем выражении подпучок

кручения tors(σ∗E|S̃0
) понимается в обычном смысле.

Подпучок tors ⊂ σ∗E играет в рассматриваемой конструкции роль, аналогич-
ную роли подпучка кручения в случае приведенной и неприводимой базисной схе-
мы. Поскольку путаница исключена, то символ tors всюду понимается в указанном
смысле, а подпучок tors называется подпучком кручения. Пучки torsi определяются
как ограничения torsi := tors|S̃i

.

В работе [5] доказано, что пучки σ∗E/tors локально свободны. Пучок Ẽ, входя-
щий в пару ((S̃, L̃), Ẽ), определяется соотношением Ẽ = σ∗E/tors. При этом имеет
место изоморфизм H0(S̃, Ẽ ⊗ L̃) ∼= H0(S,E ⊗ L).



Тимофеева Н.В.
Изоморфизм схем модулей 633

Там же показано, что ограничение пучка Ẽ на каждую из компонент S̃i, i > 0,
дается соотношением квазиидеальности (0.1), где q0 : O⊕rS � κ — эпиморфизм,
определяемый точной тройкой 0→ E → E∨∨ → κ → 0 с учетом локальной свободы
пучка E∨∨.

Разрешение особенностей полустабильного пучка E может быть глобализовано
в плоском семействе с помощью конструкции, развитой в различных вариантах в
работах [2,3,5]. Пусть T — приведенная неприводимая квазипроективная схема, E —
пучок OT×S-модулей, L — обратимый OT×S-пучок, очень обильный относительно T
такой, что L|t×S = L, причем χ(E⊗Ln|t×S) = rp(n) для всех замкнутых точек t ∈ T .
Также будем предполагать, что T содержит непустое открытое подмножество T0

такое, что E|T0×S — локально свободный OT0×S-модуль. Тогда определены:

• T̃ — целая нормальная схема, полученная некоторым бирациональным преоб-
разованием φ : T̃ → T схемы T ,

• π : Σ̃→ T̃ — плоское семейство допустимых схем с обратимым OΣ̃-модулем L̃
таким, что L̃|πt(t) — выделенная поляризация схемы π−1(t),

• Ẽ — локально свободный OΣ̃-модуль, причем ((π−1(t), L̃|π−1(t)), Ẽ|π−1(t)) — S-
полустабильная допустимая пара.

При этом имеет место морфизм раздутия Φ : Σ̃→ T̃ × S, и

(Φ∗Ẽ)∨∨ = (φ, idS)∗E; (0.2)

что следует из совпадения пучков в левой и правой части, которые рефлексивны,
на открытом подмножестве вне коразмерности 3. При этом важно, что схема T̃ × S
является целой и нормальной.

Указанный механизм назван в [5] стандартным разрешением.
В работе [9] процедура стандартного разрешения обобщена на случай семейств с

неприведенной базой. При этом показано, что преобразование семейства когерент-
ных пучков без кручения E может быть выполнено так, что получится семейство
допустимых полустабильных пар ((π : Σ̃ → T, L̃), Ẽ) с той же базой T , т.е. базис-
ная схема не претерпевает бирационального преобразования, и φ – тождественный
изоморфизм.

Замечание 0.2. В [9] не доказывалось соотношение, аналогичное (0.2). Поэтому,
говоря о стандартном разрешении семейства с неприведенной базой, мы не подра-
зумеваем истинности аналогичного соотношения.

В разделе 1 мы напомним определение функтора fGM модулей когерентных полу-
стабильных пучков без кручения ("функтор Гизекера – Маруямы") и определение
функтора f модулей допустимых полустабильных пар. Ранг r и полином p(n) фикси-
рованы и одинаковы для обоих функторов модулей. После этого будет дано описа-
ние преобразования семейства полустабильных допустимых пар ((π : Σ̃ → T, L̃), Ẽ)
с (возможно, неприведенной) базисной схемой T в семейство когерентных полуста-
бильных пучков без кручения E с той же базой T . Построенное преобразование
поставляет морфизм функтора допустимых полустабильных пар f в функтор Гизе-
кера – Маруямы fGM .
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В разделе 2 мы покажем, что построенный морфизм функторов является дву-
сторонним обратным к морфизму κ : fGM → f, построенному в [9]. Тем самым,
рассматриваемые функторы (а именно, их подфункторы, отвечающие семействам
с неприведенными базами, содержащим локально свободные пучки и S-пары соот-
ветственно) изоморфны.

В настоящей статье доказываются следующие результаты.

Теорема 0.1. Имеет место естественное преобразование τ : f → fGM каждо-
го максимального замкнутого неприводимого подфунктора функтора модулей до-
пустимых полустабильных пар, содержащего S-пары, в соответствующий мак-
симальный замкнутый неприводимый подфунктор функтора модулей Гизекера –
Маруямы, содержащий локально свободные пучки с теми же рангом и полино-
мом Гильберта. Это естественное преобразование является обратным к есте-
ственному преобразованию κ, построенному в [9] и индуцированному процедурой
стандартного разрешения, развитой в той же работе. Тем самым, оба морфизма
неприведенных функторов модулей κ : fGM → f и τ : f→ fGM являются изоморфиз-
мами.

Следствие 0.1. Объединение основных компонент неприведенной схемы модулей
M̃ для функтора f изоморфно объединению основных компонент неприведенной схе-
мы Гизекера – Маруямы M для пучков с теми же рангом и полиномом Гильберта.

Следствие 0.2. Схема модулей допустимых полустабильных пар M̃ обладает
универсальным семейством в точности тогда, когда схема Гизекера – Маруямы
M для пучков с теми же r, p(n) обладает универсальным семейством.

1 Морфизм функторов модулей
Следуя [11, гл. 2, п. 2.2], напомним некоторые определения. Пусть C — категория,
Co — двойственная к ней категория, C ′ = Funct(Co, Sets) — категория функторов
в категорию множеств. По лемме Ионеды, функтор C → C ′ : F 7→ (F : X 7→
Hom C(X,F )) вкладывает C как полную подкатегорию в C ′.

Определение 1.1. [11, гл. 2, определение 2.2.1] Функтор f ∈ Ob C ′ копредставлен
объектом M ∈ Ob C, если существует C ′-морфизм ψ : f → M такой, что любой
морфизм ψ′ : f→ F ′ пропускается через единственный морфизм ω : M → F ′.

Определение 1.2. Схема M̃ — грубое пространство модулей функтора f, если f
копредставлен схемой M̃.

Пусть T – схема над полем k, π : Σ̃→ T – морфизм k-схем. Введем следующее

Определение 1.3. Семейство схем π : Σ̃ → T бирационально S-тривиально, если
существуют изоморфные открытые подсхемы Σ̃0 ⊂ Σ̃ и Σ0 ⊂ T × S и выполнено
схемное равенство π(Σ̃0) = T .

Последнее равенство означает, что все слои морфизма π имеют непустые пере-
сечения с открытой подсхемой Σ̃0.



Тимофеева Н.В.
Изоморфизм схем модулей 635

В частности если T = Spec k, то π — постоянный морфизм и Σ̃0
∼= Σ0 — открытая

подсхема в S.
Рассматриваются множества семейств полустабильных пар

FT =



π : Σ̃→ T бирационально S-тривиальное,
L̃ ∈ Pic Σ̃ плоский над T,
при m� 0 L̃m обилен относительно T,
∀t ∈ T L̃t = L̃|π−1(t) обилен;
(π−1(t), L̃t) допустимая схема с выделенной поляризацией;

χ(L̃nt ) не зависит от t,
Ẽ− локально свободный OΣ̃ − пучок, плоский над T ;

χ(Ẽ⊗ L̃n)|π−1(t)) = rp(n);

((π−1(t), L̃t), Ẽ|π−1(t))− полустабильная пара


и функтор

f : (Schemesk)
o → (Sets)

из категории k-схем в категорию множеств, ставящий в соответствие схеме T мно-
жество классов эквивалентности семейств вида (FT/ ∼).

Отношение эквивалентности ∼ определяется следующим образом. Семейства
((π : Σ̃ → T, L̃), Ẽ) и ((π′ : Σ̃ → T, L̃′), Ẽ′) из класса FT считаются эквивалент-
ными (обозначение: ((π : Σ̃→ T, L̃), Ẽ) ∼ ((π′ : Σ̃→ T, L̃′), Ẽ′)), если
1) существует изоморфизм ι : Σ̃

∼−→ Σ̃′ такой, что диаграмма

Σ̃

π
��

∼
ι // Σ̃′

π′��
T

коммутативна;
2) cуществуют линейные расслоения L′, L′′ на схеме T такие, что ι∗Ẽ′ = Ẽ ⊗ π∗L′,
ι∗L̃′ = L̃⊗ π∗L′′.

Поясним, каковы "размеры" наибольшей по включению из тех открытых под-
схем Σ̃0 в семействе допустимых схем Σ̃, которые изоморфны подходящим откры-
тым подсхемам в T × S в определении 1.3. Множество F = Σ̃ \ Σ̃0 замкнуто. Если
T0 –открытая в T подсхема, слои над которыми изоморфны S, то Σ̃0 % π−1T0 (нера-
венство строгое, поскольку в определении 1.3 π(Σ̃0) = T ). Изоморфная подсхеме Σ̃0

открытая в T ×S подсхема Σ0 такова, что Σ0 % T0×S. В теоретико-множественном
смысле, если π : Σ̃ → T – семейство допустимых схем, то Σ̃0

∼= Σ̃ \ F , где F –
объединение дополнительных компонент слоев, не изоморфных S.

Под схемой Гизекера — МаруямыM будем понимать объединение тех компонент
неприведенной схемы модулей полустабильных когерентных пучков без кручения,
которые содержат локально свободные пучки.

Функтор Гизекера – Маруямы

fGM : (Schemesk)
o → Sets,
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ставит в соответствие каждой схеме T множество классов эквивалентности семейств
вида FGMT / ∼, где

FGM
T =



E– пучок OT×S − модулей, плоский над T ;
L– обратимый пучок OT×S − модулей,
обильный относительно T
и такой, что Lt := L|t×S ∼= L для любой точки t ∈ T ;
Et := E|t×S без кручения и полустабилен по Гизекеру;
χ(Et ⊗ Lnt ) = rp(n).


Семейства E,L и E′,L′ из класса FGMT считаются эквивалентными (обозначение:

(E,L) ∼ (E′,L′)), если существуют линейные расслоения L′, L′′ на схеме T такие,
что E′ = E⊗ p∗L′, L′ = L⊗ p∗L′′, где p : T × S → T – проекция на сомножитель.

Замечание 1.1. Поскольку Pic (T × S) = PicT × PicS, то данное нами определение
функтора модулей fGM эквивалентно стандартному, приведенному, например, в [11]:
различие в выборе семейств поляризаций L и L′, имеющих изоморфные ограничения
на слои над базой T , устраняется эквивалентностью, индуцированной тензорным
умножением на обратный образ обратимого пучка L′′ с базы T .

Морфизм функторов κ : fGM → f в [9] определяется коммутативными диаграм-
мами

T �

##

� // FGMT / ∼

��
FT/ ∼

где T ∈ ObSchemesk, κ(T ) : (FGMT / ∼)→ (FT/ ∼) – морфизм в категории множеств
(отображение).

Замечание 1.2. Мы рассматриваем подфункторы в fGM (соответственно в f), опре-
деляемые следующими требованиями. Любое семейство (L,E) (соответственно ((π :

Σ̃ → T, L̃), Ẽ)) с базой T индуцировано семейством (L′,E′) (соответственно ((π′ :

Σ̃′ → T ′, L̃′), Ẽ′)) согласно расслоенной диаграмме

T

o
��

T × Soo

(o,idS)
��

T ′ T ′ × Soo

(соотв., T

o

��

Σ̃oo

õ
��

T ′ Σ̃′oo

)

А именно, E = (o, idS)∗E′ (соответственно Σ̃ = Σ̃′×T ′ T , õ : Σ̃ −→ Σ̃′ — индуцирован-
ный морфизм, Ẽ = õ∗Ẽ′, L̃ = õ∗L̃′). Ограничение семейства (L′,E′) (соответственно
((π′ : Σ̃′ → T ′, L̃′), Ẽ′)) на каждую компоненту T ′′ схемы T ′ такую, что ее редукция
T ′′red неприводима, содержит локально свободные пучки (соответственно S-пары). В
процессе доказательств можно предполагать, что семейство (L,E) (соответственно
((π : Σ̃ → T, L̃), Ẽ)) содержит локально свободные пучки (соответственно S-пары),
и его база T такова, что ее редукция Tred неприводима. Это означает, что рас-
сматриваются допустимые полустабильные пары, деформационно эквивалентные
S-парам [5].
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Под схемой Гизекера – МаруямыM подразумевается объединение тех компонент
неприведенной схемы модулей полустабильных когерентных пучков без кручения,
которые содержат локально свободные пучки, под схемой модулей M̃ — объединение
ее компонент, содержащих S-пары.

Далее мы покажем, что имеется морфизм неприведенного функтора модулей до-
пустимых полустабильных пар на неприведенный функтор модулей Гизекера – Ма-
руямы. А именно, построим для каждой схемы T соответствие ((π : Σ̃→ T, L̃), Ẽ) 7→
(L,E), задающее отображение множеств ({((π : Σ̃ → T, L̃), Ẽ)}/ ∼) → ({L,E}/ ∼).
Это означает, что по каждому плоскому над базой T бирационально тривиальному
семейству ((π : Σ̃ → T, L̃), Ẽ) допустимых полустабильных пар можно построить
семейство полустабильных когерентных пучков без кручения E с той же базой T .

Пусть ((Σ̃, L̃), Ẽ) – бирационально тривиальное семейство допустимых полуста-
бильных пар с базой T . Мы предполагаем, что схема Tred неприводима и содержит
хотя бы одну замкнутую точку, соответствующую S-паре, т.е. точку x ∈ T , для ко-
торой π−1(x) = S̃x ∼= S. Последнее условие обеспечивается замечанием 1.2. В такой
точке Ẽ|π−1(x) = Ẽx – локально свободный пучок на поверхности S, полустабильный
по Гизекеру относительно поляризации L̃|S̃x

= L̃x ∼= L. Пусть Σ̃0 – максимальная по
включению открытая подсхема в Σ̃, изоморфная открытой подсхеме произведения
T × S. Выберем m � 0 такое, что морфизм OΣ̃-модулей π∗π∗(Ẽ ⊗ L̃m) → Ẽ ⊗ L̃m

сюръективен. После, быть может, тензорного умножения пучка Ẽ на подходящий
обратимый пучок с базы T , для локально свободного OT -пучка V := π∗(Ẽ ⊗ L̃m)

имеем π∗V ⊗ L̃−m|Σ̃0

∼= V � L−m|Σ0 , принимая во внимание изоморфизм Σ̃0
∼= Σ0.

Имеет место эпиморфизм OΣ̃0
-модулей V�L−m|Σ0 � Ẽ|Σ̃0

. Напомним, что если T0 –
подмножество точек в T , соответствующих S-парам, то π−1T0 $ Σ̃0, и π(Σ̃0) = T .

Рассмотрим относительную схему Гротендика Quot rp(n)(V � L−m) → T . Она
снабжена универсальным OQuot rp(n)(V�L−m)×S-факторпучком

V�T OQuot rp(n)(V�L−m) � L−m � EQuot .

Морфизм π∗V � Ẽ⊗ L̃m индуцирует морфизм T -схем

Σ̃0 → Quot rp(n)(V� L−m)× S,

являющийся локально замкнутым вложением.
Пусть T ′ ⊂ Quot rp(n)(V � L−m) – (возможно, неприведенная) подсхема, образо-

ванная всеми факторпучками qt : V ⊗ L−m � Et такими, что qt|Σ0∩(t×S) изоморфен
(V � L−m)|Σ0∩(t×S) � Ẽ|Σ0∩(t×S), где символом V обозначено k-векторное простран-
ство V ∼= H0(S̃t = π−1(t), Ẽt⊗ L̃mt ) размерности rp(m), изоморфное слою векторного
расслоения V в точке t ∈ T . Равносильно, T ′ – это схемный образ подсхемы Σ̃0 в
Quot rp(n)(V�L−m). Имеем коммутативную диаграмму T -схем с расслоенным квад-
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ратом

Σ̃0

""

� � // T ′ × S

��

� � // Quot rp(n)(V� L−m)× S

��

T ′ �
� //

τ

)) ))

Quot rp(n)(V� L−m)

��
T

Двойная стрелка в диаграмме схем означает, что теоретико-схемный образ морфиз-
ма τ совпадает с его областью значений, т.е. образ схемы T ′ при морфизме τ имеет
такую же схемную структуру, что и T . Это так, поскольку образ подсхемы Σ̃0 при
проектировании на T совпадает с T .

Утверждается, что τ – изоморфизм. Для доказательства рассмотрим сначала
замкнутую точкуm ∈ T , образ слоя Σ̃0∩π−1(m) в Quot rp(n)(V�L−m)×S (который по-
прежнему будем обозначать Σ̃0 ∩ π−1(m)) и соответствующий точке m эпиморфизм

V� L−m|Σ̃0∩π−1(m) � E|Σ̃0∩π−1(m). (1.1)

Заметим, что в ситуации замечания 1.2 образ подмножества π−1(m)\(Σ̃0∩π−1(m)) в
S – это конечный набор точек на поверхности S = m× S ⊂ Quot rp(n)(V�L−m)× S.
Действительно, это "предел" замкнутых вложений поверхностей, изоморфных по-
верхности S, несущих полустабильные локально свободные пучки (в смысле функ-
тора Гизекера – Маруямы). Получается снова изоморфная S поверхность, несущая
полустабильный когерентный пучок без кручения.

Подсхема U := (Σ̃0 ∩ π−1(m)) ⊂ m × S неаффинна и строго больше любой соб-
ственной аффинной подсхемы в S, не содержащей подмножество m× S \ U .

Мы покажем, что морфизм (1.1) имеет однозначное продолжение на всю подсхе-
му m×S. Это означает, что подмодуль ker (V�L−m|Σ̃0∩π−1(m) → EQuot |Σ̃0∩π−1(m)) имеет
однозначное продолжение на всю подсхему m× S. Далее используется обозначение
E := EQuot |m×S.

Для любого открытого U ′ ⊂ S такого, что U ′ ∩ (S \ U) 6= ∅, элемент f ∈ (V ⊗
L−m)(U ′) = V�L−m|m×S(U ′), обращающийся в 0 в E(U ′∩U), обращается в 0 ∈ E(U ′)
на всем U ′. Тем самым, в слое над замкнутой точкой m ∈ T имеет место однозначное
продолжение эпиморфизма V ⊗ L−m|U � E|U до гомоморфизма V ⊗ L−m � E.

Поскольку морфизм κred : M → M̃ биективен [5] и каждой полустабильной паре
((S̃, L̃), Ẽ) соответствует когерентный полустабильный пучок E без кручения, и при
m � 0 построенный гомоморфизм V ⊗ L−m � E определяет точку в подсхеме
Q ⊂ Quot rp(n)(V ⊗ L−m), соответствующей полустабильным пучкам без кручения,
то гомоморфизм, полученный продолжением, является эпиморфизмом.

Теперь обратимся к продолжению эпиморфизма V � L−m|Σ̃0
� EQuot |Σ̃0

. Пусть
U′ ⊂ T ′ × S – открытая подсхема такая, что U′ ∩ Σ̃0 6= ∅. Предположим, что су-
ществует элемент f ∈ (V � L−m)(U′), обращающийся в 0 в EQuot |T ′×S(U′ ∩ Σ̃0), но
не в EQuot |T ′×S(U′). Это означает, что f |U′∩(T ′×S\Σ̃0) 6= 0, что приводит к разложе-
нию неприводимого топологического пространства T ′ × S в несвязное объединение
двух открытых подмножеств. Полученное противоречие доказывает однозначную
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продолжаемость эпиморфизма V �T OQuot rp(n)(V�L−m) � L−m|Σ̃0
� EQuot |Σ̃0

до эпи-
морфизма V�T OQuot rp(n)(V�L−m) � L−m|T ′×S � E, где E := EQuot |T ′×S.

Заметим, что построенное соответствие T 7→ T ′ функториально и осуществляет
морфизм функторов HomSchemesk(−, T ) → HomSchemesk(−, T ′) и, тем самым, есте-
ственное преобразование функторов точек для схем T и T ′. Это означает [12, лек-
ция 3, предложение], что определен морфизм схем τ−1 : T → T ′, обратный к τ .

Итак, остается убедиться в том, что подсхема T ′ ⊂ Quot rp(n)(V� L−m) целиком
попадает в подсхему Q, соответствующую полустабильным когерентным фактор-
пучкам без кручения. Для этого будем считать, что T ′ = SpecA, где A – локаль-
ная k-алгебра конечного типа с максимальным идеалом m. Поскольку замкнутая
точка m ∈ T , соответствующая допустимой полустабильной паре ((S̃, L̃), Ẽ), пере-
ходит при нашей конструкции в когерентный L-полустабильный пучок без круче-
ния Em, то, переходя к локализации кольца A в любом из его простых идеалов
p ∈ SpecA = T ′, мы можем заключить, что все полустабильные допустимые пары,
соответствующие точкам схемы T ′, переходят в полустабильные когерентные пучки
без кручения и, тем самым, T ′red принадлежит подсхеме Q полустабильных когерент-
ных пучков без кручения. Однако свойство отсутствия кручения и свойство полу-
стабильности по Гизекеру являются открытыми в плоских семействах когерентных
пучков. Поэтому, если верно, что T ′red принадлежит подсхеме полустабильных пуч-
ков без кручения, то же самое верно относительно самой подсхемы T ′.

Действительно, предположим, что T ′ – локальная схема с единственной замкну-
той точкой m, и T ′ не принадлежит подсхеме полустабильных пучков без круче-
ния. Поскольку Em – полустабильный пучок без кручения, то существует непу-
стая замкнутая подсхема в схеме T ′, содержащая замкнутую точку, соответствую-
щую неполустабильному пучку или пучку с кручением. Это невозможно, поскольку
единственная замкнутая точка схемы T ′ соответствует полустабильному пучку без
кручения.

Итак, мы показали, что определено естественное преобразование τ : f → fGM

функтора допустимых полустабильных пар в функтор полустабильных когерент-
ных пучков без кручения. Это естественное преобразование определяется серией
коммутативных диаграмм

T � f // FT/ ∼

��
T � fGM

// FGMT / ∼
и приводит с помощью хорошо известной процедуры к морфизму схем модулей
τ : M̃ → M . В частности, описание вывода морфизма схем модулей из морфизма
функторов приведено в [9].
Замечание 1.3. В [9] построены естественное преобразование κ : fGM → f и соответ-
ствующий морфизм возможно неприведенных схем модулей κ : M → M̃ .

2 Изоморфизм функторов модулей
Итак, конструкция предыдущего параграфа устанавливает морфизм функторов
τ : f → fGM . В работе [9] построен морфизм κ в противоположном направлении.
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Необходимо убедиться в том, что эти два морфизма взаимно обратны и поставляют
изоморфизм функторов.

Сначала покажем, что τ ◦ κ = idfGM . Для этого возьмем семейство полустабиль-
ных когерентных пучков без кручения E и семейство поляризаций L. Домножив,
если это необходимо, эти пучки на подходящие обратимые OT -пучки, считаем, что
локально свободные пучки p∗(E ⊗ Lm) и p∗Lm имеют первый класс Чженя, рав-
ный 0. Применим к выбранному семейству стандартное разрешение из [9]. Получим
семейство допустимых полустабильных пар ((π : Σ̃ → T, L̃), Ẽ). Теперь выполним
преобразование, описанное в предыдущем параграфе. Получим снова семейство ко-
герентных полустабильных пучков без кручения E′′ и семейство поляризаций L′′.
Теперь, домножив оба OT×S-модуля на подходящие обратимые пучки, поднятые
с базы T , и получив OT×S-модули E′ и L′ соответственно, считаем, что локально
свободные OT -пучки p∗(E′ ⊗ L′m) и p∗L′m имеют первый класс Чженя, равный 0.
Семейства (L,E) и (L′,E′) совпадают на подсхеме Σ0, в обозначениях раздела 1.
Согласно рассуждению о продолжении в разделе 1, они совпадают на всем произве-
дении Σ = T ×S. Отсюда заключаем, что (L,E) ∼ (L′,E′). Доказанное означает, что
естественное преобразование κ : fGM → f является сечением естественного преобра-
зования τ и, следовательно, морфизм пространств модулей κ : M → M̃ является
сечением морфизма τ : M̃ →M. Таким образом, κ : M → M̃ – замкнутое вложение.
Это следует из следующей общей леммы.

Лемма 2.1. Пусть f : X → Y – морфизм схем и s : Y → X – его сечение. Тогда s
– замкнутое вложение.

Доказательство. Поскольку f ◦ s = idY , морфизм s осуществляет изоморфизм
схемы Y на ее образ в X. Теперь перейдем к аффинным подсхемам и будем считать,
что X = SpecA, Y = SpecB, где A,B – коммутативные кольца, f ] : B → A, s] :
A→ B – их гомоморфизмы, порождающие одноименные морфизмы схем. При этом
s] ◦ f ] = idB. Тогда f ] отображает B изоморфно на его образ в A, а s] отображает
подкольцо f ](B) ⊂ A на B. Тем самым, s] – сюръективный гомоморфизм, и B
изоморфно факторкольцу кольца A. Отсюда заключаем, что s : SpecB → SpecA –
замкнутое вложение.

Итак, каждая допустимая полустабильная пара ((S̃, L̃), Ẽ) соответствует коге-
рентному полустабильному пучку E без кручения, и имеется замкнутое вложение
κ : M ↪→ M̃.

Теперь убедимся в том, что κ ◦ τ = idf. Пусть T0 – максимальная непустая от-
крытая подсхема в T , замкнутые точки которой соответствуют S-парам. Ограни-
чение семейства ((Σ̃ → T, L̃), Ẽ) на T0 индуцирует локально замкнутое вложение
µ0 : T0 ↪→ Quot rp(n)(V � L−m), в композиции со структурной проекцией на базу T
поставляющее изоморфизм µ0(T0) ∼= T0. При этом (µ0, idS)∗EQuot = Ẽ|π−1(T0).

Образуем расслоение Грассмана Grass(V, r) → T r-факторпространств слоев
векторного расслоения V. Слоем расслоения Grass(V, r) → T в точке t ∈ T яв-
ляется обычное многообразие Грассмана G(Vt, r). Поскольку все векторные про-
странства Vt ∼= V изоморфны как имеющие одинаковые размерности, то и все
слои грассманова расслоения также изоморфны: G(Vt, r) ∼= G(V, r). Для допусти-
мой полустабильной пары ((S̃, L̃), Ẽ) при m � 0 определено замкнутое вложе-
ние j : S̃ ↪→ G(V, r), определенное эпиморфизмом локально свободных пучков
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H0(S̃, Ẽ ⊗ L̃m) � L̃−m � Ẽ. Пусть OG(V,r)(1) – положительная образующая группы
PicG(V, r), тогда P (n) := χ(j∗OG(V,r)(n)) – полином Гильберта замкнутой подсхемы
j(S̃). Зафиксируем полином P (n) и рассмотрим схему Гильберта Hilb P (n)Grass(V, r)
подсхем в Grass(V, r), имеющих полином Гильберта P (n), и ее универсальную под-
схему Univ P (n)Grass(V, r)→ Hilb P (n)Grass(V, r).

Семейство допустимых полустабильных пар ((π : Σ̃→ T, L̃), Ẽ) индуцирует рас-
слоенный квадрат

Σ̃

π

��

// Univ P (n)G(V, r)

��

T // Hilb P (n)G(V, r)

для подходящего V ∼= H0(S̃, Ẽ ⊗ L̃m), и диаграмму с расслоенным квадратом и
вложениями в "относительные" схемы

Σ̃

π

��

� � µ̃ // Univ P (n)Grass(V, r)

��

T �
� µ //

∼

''

Hilb P (n)Grass(V, r)

��
T

Рассматриваемое семейство содержит S-пары; возьмем максимальное открытое Σ̃0 ⊂
Σ̃, локально изоморфное открытому подмножеству произведения T×S. Рассмотрим
относительную схему Гротендика Quot rp(n)(V� L−m) и диагональное вложение

δ0 : Σ̃0 ↪→ Univ P (n)Grass(V, r)×T Quot rp(n)(V� L−m).

Пусть морфизм ϕ определяется композицией морфизмов T -схем

Σ̃0
� � δ0 //

ϕ **

Univ P (n)Grass(V, r)×T Quot rp(n)(V� L−m)

��

Quot rp(n)(V� L−m)

Согласно приведенному в предыдущем разделе рассуждению о естественном преоб-
разовании τ , вложение δ0 продолжается до вложения

δ : Σ̃ ↪→ Univ P (n)Grass(V, r)×T Quot rp(n)(V� L−m).

Морфизм ϕ имеет своим образом схему T ′, изоморфную T . Изоморфизм осуществ-
ляется проектированием на базу относительных схем T .

Таким образом, имеем вложение µ′ : ϕ(Σ̃0) ∼= T ↪→ Quot rp(n)(V � L−m), кото-
рое поставляет семейство когерентных полустабильных пучков без кручения E =
(µ′, idS)∗EQuot . Семейство поляризаций L дается, например, формулой L = OT � L.

Теперь выполним стандартное разрешение полученного семейства E так, как
оно описано в [9]. При этом нас по-прежнему интересует та версия стандартного
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разрешения, которая не меняет базисную схему T . Стандартное разрешение, пред-
ложенное в [9], использует раздутие σσ : Σ̂ → Σ произведения Σ = T × S в пучке
идеалов Фиттинга I = Fitt0Ext1(E,OΣ). В той же статье доказано, что компози-
ция f := p1 ◦ σσ : Σ̂ → T — плоский морфизм. Получим семейство допустимых
полустабильных пар ((π′ : Σ̃′ → T, L̃′), Ẽ′), где Σ̃′ = Σ̂, π′ = f , L̃′ = σσ∗L⊗ σσ−1I · OΣ̃,

пучок Ẽ′ таков, как описано в работе [9]. Оно поставляет локально свободный пучок
π′∗(Ẽ′ ⊗ (L̃′)m). Нам необходимо следующее предложение, доказательство которого
будет приведено позднее.

Предложение 2.1. После тензорного умножения на подходящие обратимые OT -
пучки следующие локально свободные пучки изоморфны: V = π∗(Ẽ ⊗ L̃m), V0 =

p∗(E⊗ Lm), и V′ = π′∗(Ẽ′ ⊗ (L̃′)m).

В силу предложения 2.1 определены вложения T -схем

δ′ : Σ̃′ ↪→ Univ P (n)Grass(V, r)×T Quot rp(n)(V� L−m)

и
µ̃′ : Σ̃′ ↪→ Univ P (n)Grass(V, r),

индуцированные соответственно пучками V ∼= V0 и V′. Схема Σ̃′ содержит открытую
подсхему Σ̃′0, изоморфную подсхеме Σ̃0, причем при учете этого изоморфизма и по
конструкции стандартного разрешения имеют место изоморфизмы L̃′|Σ̃′0

∼= L̃|Σ̃0
и

Ẽ′|Σ̃′0
∼= Ẽ|Σ̃0

. Кроме того, слои семейств Σ̃ и Σ̃′ в замкнутых точках совпадают.
Итак, в Univ P (n)Grass(V, r) имеется две T -подсхемы µ̃(Σ̃) и µ̃′(Σ̃), совпадающие

при ограничениях на редукцию Tred и на открытых подмножествах µ̃(Σ̃0) = µ̃′(Σ̃′0).

Замечание 2.1. Совпадение на редукциях следует из единственности схемного за-
мыкания для µ̃(Σ̃0red) = µ̃′(Σ̃′0red) в Univ P (n)Grass(V, r)×T Tred. Отсюда получается
изоморфизм приведенных функторов модулей fGMred

∼= fred и, тем самым, изоморфизм
приведенных схем модулей M red

∼= M̃red.

Теперь заметим, что относительно проекции

π : Univ P (n)Grass(V, r)→ Hilb P (n)Grass(V, r)

имеем
π(µ̃(Σ̃0)) = µ(T ) = µ′(T ) = π(µ̃′(Σ̃′0)),

причем эта подсхема изоморфно отображается на базу T структурной проекцией
Hilb P (n)Grass(V, r)→ T .

По построению и универсальному свойству схемы Гильберта имеем

µ̃(Σ̃) = π−1π(µ̃(Σ̃0)) = π−1µ(T ) = π−1µ′(T ) = π−1π(µ̃′(Σ̃′0)) = µ̃′(Σ̃′).

Изоморфизмы Σ̃ ∼= µ̃(Σ̃) и Σ̃′ ∼= µ̃′(Σ̃′) завершают доказательство.

Доказательство предложения 2.1. Рассмотрим эпиморфизм OT×S-модулей

V� L−m � E,
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связанный с вложением T ↪→ Quot rp(n)(V�L−m). Тензорное умножение на OS-пучок
Lm и формирование прямого образа p∗ приводит к морфизму локально свободных
OT -модулей ψ : V → p∗(E � Lm). Пучок справа отличается от V0 умножением на
некоторый обратимый OT -модуль, что и доказывает предложение для OT -модулей
V и V0.

Теперь обратимся к паре V0 и V′. Напомним, что пучки Ẽ′ и L̃′ получены стан-
дартным разрешением семейства E. В ходе этой процедуры получается эпиморфизм
σσ∗E � Ẽ′ [9]. Подкрутка на (L̃′)m и формирование прямого образа σσ∗ приводят к
морфизму OT×S-модулей

σσ∗(σσ
∗E⊗ (L̃′)m)→ σσ∗(Ẽ′ ⊗ (L̃′)m). (2.1)

Теперь нам потребуется лемма, являющаяся обобщением известной формулы про-
екции.

Лемма 2.2. Пусть f : (X,OX) → (Y,OY ) – морфизм локально окольцованных
пространств такой, что f∗OX = OY , E – конечно представимый OY -модуль, F –
OX-модуль. Тогда имеет место мономорфизм E ⊗ f∗F ↪→ f∗[f

∗E ⊗ F ].

Доказательство леммы. Зафиксируем какое-нибудь конечное представление для
пучка E :

E1 → E0 → E → 0,

где E0, E1 – локально свободные OY -модули. Формирование обратного образа f ∗,
тензорное умножение на ⊗XF и затем формирование прямого образа f∗ приводит
к комплексу

· · · → f∗[f
∗E1 ⊗X F ]→ f∗[f

∗E0 ⊗X F ]→ f∗[f
∗E ⊗X F ]→ . . .

Согласно обычной формуле проекции, первые два выписанных члена равны соот-
ветственно E1 ⊗Y f∗F и E0 ⊗Y f∗F . Тем самым имеем

E ⊗Y f∗F = coker (E1 ⊗Y f∗F → E0 ⊗Y f∗F) ↪→ f∗[f
∗E ⊗X F ].

Это доказывает лемму.

Применив лемму, имеем мономорфизм

(E⊗ Lm)⊗ σσ∗(σσ−1I · OΣ̃)m ↪→ σσ∗(σσ
∗E⊗ (L̃′)m). (2.2)

Применение прямого образа p∗ к морфизмам (2.1) и (2.2) и учет равенства π = p◦σσ
приводит к диаграмме

p∗[(E⊗ Lm)⊗ σσ∗(σσ−1I · OΣ̃)m]
� _

��

η

**

// p∗[E⊗ Lm]

π∗[σσ
∗E⊗ (L̃′)m] // π∗[Ẽ′ ⊗ (L̃′)m]

(2.3)

Верхняя горизонтальная стрелка индуцирована вложением σσ−1I · OΣ̃ ↪→ OΣ̃. Ниж-
няя горизонтальная стрелка – эпиморфизм, поскольку m � 0 и L̃′ обилен относи-
тельно проекции π. Наклонная стрелка определяется как композиция морфизмов и
потребуется в дальнейшем.
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В диаграмме (2.3) пучки справа локально свободны ранга rp(m). Домножив E
(или Ẽ′) на подходящий обратимый пучок L с базы T , добьемся того, чтобы пучки,
стоящие справа в (2.3), совпадали на открытом подмножестве, полученном исключе-
нием подсхемы коразмерности ≥ 2. Кроме того, известно [15], что для пучка идеалов
I на схеме Σ и любого обратимого OΣ-пучка L′ раздутия этой схемы, определяемые
пучками I и I⊗L′, изоморфны. Поэтому, домножив при необходимости пучок идеа-
лов I на подходящий обратимый OT -пучок L′, добьемся того, чтобы пучки в верхней
строке диаграммы (2.3) совпадали на открытом подмножестве, полученном удале-
нием подсхемы коразмерности ≥ 2. Такое преобразование приводит к умножению
пучка L̃′ на π∗L′.

После такого преобразования верхняя горизонтальная стрелка в (2.3) – это кано-
нический морфизм пучка p∗[(E⊗Lm)⊗σσ∗(σσ−1I·OΣ̃)m] в его рефлексивную оболочку.
Наклонная стрелка – морфизм того же пучка в локально свободный пучок, который
очевидно рефлексивен. Следовательно, этот морфизм пропускается через рефлек-
сивную оболочку. Таким образом получаем (дважды двойственный к η) морфизм
η∨∨ : p∗[E ⊗ Lm] → π∗[Ẽ′ ⊗ (L̃′)m] локально свободных OT -пучков, который явля-
ется изоморфизмом на открытом подмножестве, полученном удалением подсхемы
коразмерности не ниже 2. Кроме этого, совпадают ограничения обоих локально
свободных пучков на редукцию Tred. Совпадение пучков на всей схеме T следует из
простой алгебраической леммы.

Лемма 2.3. Пусть A – коммутативное кольцо, M– A-модуль конечного ти-
па, Φ : M → M – A-эндоморфизм. Пусть редукция Φred : Mred → Mred – Ared-
автоморфизм. Тогда Φ – A-автоморфизм.

Доказательство леммы. Поскольку гомоморфизм Φred сюръективен и нильради-
кал принадлежит радикалу Джекобсона, то, согласно [13, глава 2, упражнение 10],
Φ тоже сюръективен. Тогда согласно [14, теорема 2.4] Φ – автоморфизм.

Полученный изоморфизм завершает доказательство теоремы 0.1 и позволяет
усилить результат работы [7] о существовании универсального семейства на схеме
M̃ , доказав следствие 0.2.

Для этого напомним

Определение 2.1. [11, определение 2.2.1] Функтор f : Co → Sets представлен
объектом M ∈ Ob C, если он изоморфен функтору M : T 7→ HomC(T,M).

Если C = (Schemesk) и, соответственно, f : T 7→ FT/ ∼, то объект (схема) M
называется тонким пространством модулей функтора f.

Изоморфизм функторов f ∼= M определяется серией коммутативных диаграмм

T_

��

T_

��
(FT/ ∼) ∼ // HomC(T,M)

(2.4)
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в которых нижняя горизонтальная стрелка – биекция. Положим T = M . Любой
представитель класса ξ ∈ (FM/ ∼), являющегося прообразом тождественного мор-
физма idM ∈ HomC(M,M), есть универсальное семейство [16, ch. 1, §2] для тонкого
пространства модулей M .

Пусть теперь f, f̃ : (Schemesk)
o → Sets – два функтора модулей, между которыми

имеется изоморфизм κ : f→ f̃, определяемый серией коммутативных диаграмм

T_

��

T_

��

(FT/ ∼) ∼
κ(T )

// (F̃T/ ∼)

(2.5)

Тогда функтор f̃ представлен схемой M̃ тогда и только тогда, когда функтор
f представлен той же, с точностью до изоморфизма, схемой M ∼= M̃ . Этот вывод
следует сразу же из объединения диаграмм (2.4) и (2.5).

Пусть теперь u ∈ FM – универсальное семейство для f, ξ = [u] ∈ FM/ ∼ – его
класс. Тогда класс κ(M)(ξ) отображается в idM̃ , а любой представитель ũ ∈ κ(M)(ξ)

поставляет универсальное семейство для f̃ . Тем самым следствие 0.2 доказано.
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Предложен вариант метода коллокаций и наименьших невязок для численного решения урав-
нения Пуассона в полярных координатах на неравномерных сетках. Путем введения общих кри-
волинейных координат исходное уравнение Пуассона приводится к уравнению Бельтрами. В кри-
волинейных координатах используется равномерная сетка. Неравномерность сетки в плоскости
исходных полярных координат обеспечивается с помощью функций, управляющих растяжением
сетки и входящих в формулы перехода от полярных координат к криволинейным. Метод верифи-
цирован на двух тестовых задачах, имеющих точные аналитические решения. Результаты расче-
тов показывают, что если начало радиальной координатной оси не входит в расчетную область, то
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Введение
При моделировании многих физических процессов необходимо решать уравнение
Пуассона в круге либо в кольцевом зазоре между двумя концентрическими окруж-
ностями. В частности, при численном решении уравнений Навье–Стокса, описыва-
ющих течения вязкой несжимаемой жидкости, с помощью проекционных методов
требуется решение уравнения Пуассона для давления. Существующие численные
методы решения уравнения Пуассона в областях с круглыми границами (в двумер-
ном случае) и в областях с цилиндрическими границами (в трехмерном случае)
можно разбить на две группы.

В первую группу входят методы, которые позволяют решать уравнения Пуассо-
на в дисковидных или кольцевых областях непосредственно в декартовых прямо-
угольных координатах. В двумерном случае решается уравнение Пуассона

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= f(x, y), (1)

где x, y — декартовы прямоугольные координаты, а f(·) — заданная функция. В ра-
боте [1] был впервые предложен метод погруженных границ, в котором использова-
лась аппроксимация δ-функции; с ее помощью решение «размазывалось» в окрест-
ности границ расчетной области в пределах тонкой полосы. В [2] была предложена
симметричная дискретизация уравнения Пуассона в случае, когда на границе нере-
гулярной пространственной области заданы условия Дирихле. Согласно [2], расчет-
ная область дополняется до прямоугольной, а в фиктивных ячейках, лежащих вне
исходной нерегулярной расчетной области и вблизи ее границы, значения численно-
го решения вычисляются с помощью линейной экстраполяции. Это позволяет при-
менять для аппроксимации оператора Лапласа стандартные центрально-разностные
формулы во всей расчетной области. В [3] было осуществлено повышение порядка
аппроксимации метода погруженных границ, описанного в [2], до третьего и чет-
вертого с помощью задания величин в фиктивных ячейках по экстраполяционным
формулам более высоких порядков, чем первый.

В [4] был представлен метод конечных объемов для численного решения уравне-
ния Пуассона с переменными коэффициентами в декартовых координатах в нерегу-
лярных областях с граничными условиями Дирихле. Кроме того, в [4] использовал-
ся многосеточный алгоритм для ускорения сходимости. В [5] разностным методом
высокого порядка точности со специальной аппроксимацией граничного условия ре-
шалось уравнение Пуассона в эллиптической области. В [6] методом коллокаций и
наименьших квадратов в области с криволинейной границей решалось уравнение
конвекции-диффузии на адаптивной прямоугольной сетке с нерегулярными ячей-
ками на границе области. В [7] был предложен проекционный численный метод
решения уравнений Навье–Стокса на адаптивной декартовой прямоугольной сетке.
В рамках этого метода численно решалось уравнение Пуассона для давления, при
этом налагалось ограничение на сетку, состоящее в том, что отношение размеров
двух соседних ячеек не может превышать значение 2. Указанное ограничение на
отношение размеров соседних ячеек было снято в работе [8], где была представлена
конечно-разностная схема для численного решения уравнения Пуассона в нерегу-
лярных областях на адаптивной прямоугольной сетке, измельчающейся вблизи гра-
ницы области. Критерий измельчения основан на оценке близости к нерегулярной
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границе, так что ячейки наименьшего размера располагаются на границе. Для то-
го, чтобы хранить данные о пространственной дискретизации, в [7] использовалась
структура данных в виде октарного дерева, а в [8] – структуры данных в виде квад-
радерева и октарного дерева. В [8] был указан недостаток использования структур
данных в виде квадрадерева и октарного дерева, состоящий в том, что требуется
некоторый расход машинного времени для того, чтобы обойти дерево от его корня
до нужного узла графа.

Во вторую группу работ, посвященных разработке численных методов решения
уравнения Пуассона в дисковидных или цилиндрических областях, входят работы,
в которых решается в двумерном случае уравнение Пуассона в полярных координа-
тах, а в трехмерном — в цилиндрических. Удобство использования указанных криво-
линейных координат состоит в том, что пространственная расчетная область стано-
вится прямоугольником в двумерном случае и параллелепипедом — в трехмерном. В
работе [9] двумерное уравнение Пуассона в полярных координатах аппроксимирова-
лось конечно-разностной схемой, имеющей центрированный трехточечный шаблон
по каждой из двух полярных координат. Позднее были разработаны эффективные
спектрально-разностные методы для решения уравнений Пуассона в полярных и
цилиндрических координатах с применением быстрого дискретного преобразования
Фурье. В двумерном случае для коэффициентов разложения Фурье получается си-
стема линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), которая эффективно решается
методом прогонки, а в трехмерном случае возникающая СЛАУ решается методом
матричной прогонки. В [10] для коэффициентов Фурье была построена разностная
схема второго порядка точности. В [11] была представлена компактная разностная
схема четвертого порядка точности для коэффициентов Фурье в случае решения
уравнения Пуассона в полярных координатах. В [12] спектрально-разностный ме-
тод работы [10] был применен для численного решения уравнения Пуассона в ци-
линдрических координатах для поправки давления в рамках конечно-разностного
метода [14], с помощью которого была решена численно задача о течении вязкого
несжимаемого газа в цилиндрическом кожухе с вращающимся диском.

Необходимо отметить недостаток спектрально-разностных методов решения ура-
внений Пуассона в полярных и цилиндрических координатах, который состоит в
том, что сетка вдоль окружной координаты должна быть равномерной. При этом
наибольшая эффективность быстрого дискретного преобразования Фурье достига-
ется только в случае, когда число узлов Nθ по окружной координате имеет вид
Nθ = 2N + 1, где N — целое положительное число, N > 1.

Как известно, при адекватном относительно задачи построении и использовании
неравномерных сеток можно существенно повысить точность численного решения
по сравнению со случаем использования равномерной сетки с тем же количеством
узлов [6, 15, 16]. В этой связи был разработан ряд численных методов для решения
уравнения Пуассона в полярных координатах на неравномерной сетке. В частно-
сти, в работе [17] был предложен численный метод с применением функции Гри-
на, в котором сетка была неравномерной только в радиальном направлении. В [18]
была предложена компактная разностная схема четвертого порядка точности на
неравномерной сетке для двумерного уравнения конвекции-диффузии в полярных
координатах. Тестовые расчеты подтвердили четвертый порядок точности схемы.

Имеется много прикладных задач, в которых желательно применять неравно-
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мерную сетку вдоль окружной координаты θ. Это задачи расчета течений жидкости
в устройствах, для которых характерно наличие сопряжения с какими-то техноло-
гическими элементами в интервале изменения окружной координаты 0 < θ ≤ 2π,
размер которых намного меньше, чем внешний диаметр устройства. Примерами
таких устройств являются форсунки и гидроприводы, применяемые в технике.

Ранее в работах [13,19–24] была продемонстрирована достаточно универсальная
применимость метода коллокаций и наименьших невязок (КНН) для численного
решения разнообразных краевых и начально-краевых задач для уравнений в част-
ных производных различных типов. В этой связи представляется целесообразным
исследовать применимость этого метода также для численного решения уравнений
Пуассона в полярных координатах.

Метод КНН численного решения краевых задач для дифференциальных урав-
нений возник недавно. Он является проекционно-сеточным методом. В нем реше-
ние в каждой ячейке разностной сетки ищется в виде линейной комбинации ба-
зисных элементов некоторого конечномерного функционального пространства. В
качестве последнего в силу определенных удобств, в основном, используется про-
странство многочленов. Метод КНН отличается от других численных методов тем,
что численное решение задачи сводится к решению переопределенной СЛАУ. Реше-
ние последней ищется из требования минимизации функционала невязки уравнений
задачи на ее численном решении. Вследствие такого комбинирования метода кол-
локаций с “сильным” требованием к решению дискретной задачи улучшаются его
свойства (гладкость, точность) в сравнении с решениями, получаемыми простым
методом коллокаций. На самом деле метод КНН обладает и другими улучшенными
свойствами в сравнении с методом коллокаций. В частности, минимизация функци-
онала невязки способствует подавлению (демпфированию) различных возмущений,
возникающих в процессе решения задачи и ускоряет сходимость решения при ите-
рационном способе его построения. Более подробный обзор литературы по методу
КНН, а также описание прикладных задач, решенных этим методом, можно найти
в [20,23–25].

В настоящей работе предлагаются варианты метода КНН для численного реше-
ния двумерного уравнения Пуассона в полярных координатах как на равномерных,
так и неравномерных сетках.

1. Метод КНН для численного решения уравнения
Пуассона в полярных координатах

В результате перехода от декартовых координат x, y к полярным координатам r, θ
по формулам x = r cos θ, y = r sin θ уравнение Пуассона (1) принимает вид

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
= f(θ, r), (2)

где f(θ, r) = f(r cos θ, r sin θ). В дальнейшем для краткости черту над f опустим.
Уравнение (2) решается в прямоугольной области

Ω = {(θ, r), 0 ≤ θ < 2π, R1 ≤ r ≤ R2} (3)
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с граничными условиями Дирихле

u = g1(θ), r = R1; u = g2(θ), r = R2; 0 ≤ θ < 2π. (4)

В (3), (4) R1 и R2 — заданные величины, 0 ≤ R1 < R2. На границах θ = 0 и θ = 2π
задается условие периодичности

u(0, r) = u(2π, r), R1 ≤ r ≤ R2. (5)

Сформулируем “дискретную” задачу, аппроксимирующую исходную дифферен-
циальную краевую задачу. В методе КНН в пространственной расчетной области
(3) строится расчетная сетка, которая может быть неравномерной вдоль обеих ко-
ординат θ, r. Обозначим r-координату j-го узла сетки на оси r через rj, и пусть
Nr – число узлов неравномерной сетки в промежутке [R1, R2]. Множество узлов сет-
ки r1, . . . , rNr должно удовлетворять соотношениям R1 = r1 < r2 < · · · < rNr = R2.
Аналогично, в интервале [0, 2π) задается множество узлов сетки θ1, . . . , θNθ так, что-
бы выполнялись соотношения 0 = θ1 < θ2 < · · · < θNθ = 2π, где Nθ — число узлов
сетки в интервале [0, 2π). Обозначим через Ωi,j подобласть области (3), занимаемую
ячейкой с индексами i, j, то есть

Ωi,j = {(θ, r), θi ≤ θ ≤ θi+1, rj ≤ r ≤ rj+1}, i = 1, . . . , Nθ − 1, j = 1, . . . , Nr − 1. (6)

В задачах гидродинамики часто встречаются пространственные подобласти, в
которых решение имеет большие градиенты. В случае равномерной сетки такие
подобласти могут иметь размер менее, чем один шаг сетки; в этих случаях расчет-
ный алгоритм может попросту “не заметить” подобные узкие переходные области, и
это может привести к значительным ошибкам и неправильным результатам числен-
ного моделирования. В таких ситуациях применение неравномерных сеток, сгущаю-
щихся в подобластях больших градиентов решения, позволяет увеличить точность
моделирования.

Один из наиболее простых способов управления растяжением сетки в случае
уравнения Пуассона (1) состоит в использовании отображения [15]

x = f2(η) cos f1(ξ), y = f2(η) sin f1(ξ), (7)

где управляющие функции f1(ξ), f2(η) входят в соотношения θ = f1(ξ), r = f2(η) и
задаются пользователем с учетом специфики решаемой задачи. Расчетная область
в плоскости криволинейных координат (ξ, η) по-прежнему остается прямоугольной,
как и в случае, когда f1(ξ) = ξ, f2(η) = η. Предположим, следуя [15, 16], что рас-
четная сетка в плоскости (ξ, η) является квадратной с шагами ∆ξ = ∆η = 1. Если
f1(ξ) 6= ξ или f2(η) 6= η, то расчетная сетка в исходной плоскости (θ, r) будет нерав-
номерной.

Уравнение (1) при переходе от переменных x, y к криволинейным координатам
ξ, η принимает следующий вид [16]:

∆Bu(ξ, η) = f(ξ, η), (8)

где ∆Bu — оператор Бельтрами, f(ξ, η) = f(f2(η) cos f1(ξ), f2(η) sin f1(ξ)),
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∆Bu =
1
√
g

[
∂

∂ξ

(
g22uξ − g12uη√

g

)
+

∂

∂η

(
g11uη − g12uξ√

g

)]
, (9)

gij (i, j = 1, 2) — скалярные произведения ковариантных касательных векторов,
gij = ~xξi · ~xξj , i, j = 1, 2, где ξ1 ≡ ξ, ξ2 ≡ η, xξ = ∂x(ξ, η)/∂ξ, yξ = ∂y(ξ, η)/∂ξ и т.д.,
~xξ = (xξ, yξ), ~xη = (xη, yη), то есть

g11 = x2ξ + y2ξ , g22 = x2η + y2η, g12 = g21 = xξxη + yξyη,
√
g = xξyη − xηyξ. (10)

Вычисление величин gij согласно (10) в конкретном случае отображения (7) приво-
дит к следующему выражению для оператора Бельтрами:

∆Bu =
1

f2(η)f ′1(ξ)f
′
2(η)

{
∂

∂ξ

[
f ′2(η)uξ
f2(η)f ′1(ξ)

]
+

∂

∂η

[
f ′1(ξ)f2(η)uη

f ′2(η)

]}
. (11)

В методе КНН, наряду с глобальными координатами ξ, η, в каждой ячейке Ωi,j

используются локальные координаты y1, y2. Для реализации метода КНН удобно
ввести локальные координаты так, чтобы в пределах ячейки они менялись от −1
до +1. Поскольку расчетная сетка в плоскости (ξ, η) имеет шаги ∆ξ = ∆η = 1, то
локальные переменные y1, y2 вводятся по формулам:

y1 =
ξ − ξi+1/2

0.5
, y2 =

η − ηj+1/2

0.5
, (12)

где (ξi+1/2, ηj+1/2) — координаты геометрического центра ячейки Ωi,j в плоскости
(ξ, η). Формулы

∂

∂ξ
=
dy1
dξ
· ∂
∂y1

=
1

0.5

∂

∂y1
= 2

∂

∂y1
,

∂

∂η
= 2

∂

∂y2
(13)

позволяют заменить дифференцирование по ξ и η в (11) на дифференцирования
по y1, y2. Кроме того, необходимо заменить ξ и η в f2(η), f ′1(ξ), f ′2(η) по формулам:
ξ = 0.5y1 + ξi+1/2, η = 0.5y2 + ηj+1/2.

В упомянутых во введении работах по применению метода КНН для решения
различных краевых задач для уравнений в частных производных использовались
полиномы от локальных координат для аппроксимации решения в каждой ячейке
расчетной сетки. В настоящей работе также используется полиномиальное пред-
ставление решения уравнения Пуассона в каждой ячейке Ωi,j. Пусть U(y1, y2) —
приближенное решение в ячейке в виде полинома. Для того, чтобы можно было
аппроксимировать вторые производные, полином должен иметь, как минимум, вто-
рую степень по переменным y1, y2. Поэтому ниже используется многочлен второй
степени вида

U(y1, y2) = a1 + a2y1 + a3y2 + a4y
2
1 + 2a5y1y2 + a6y

2
2. (14)

В формулу (11) входят производные f ′1(ξ), f ′2(η), f ′′1 (ξ), f ′′2 (η). Эти производные
аппроксимировались в центре ячейки Ωi,j со вторым порядком точности. Проиллю-
стрируем процедуру вычисления этих производных на примере производных f ′2(η),
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f ′′2 (η). Для их аппроксимации во внутренних ячейках используем центральные раз-
ности [15,16]

f ′2(ηj+1/2) = rj+1 − rj, f ′′2 (ηj+1/2) = rj+3/2 − 2rj+1/2 + rj−1/2. (15)

В левой граничной ячейке Ωi,1 применим правые односторонние разности:

f ′2(η3/2) = (1/2)
(
4r5/2 − 3r3/2 − r7/2

)
, f ′′2 (η3/2) = r7/2 − 2r5/2 + r3/2. (16)

В правой граничной ячейке Ωi,Nr−1 применим левые односторонние разности

f ′2(ηNr−1/2) = 1
2

(
rNr−1/2 − 4rNr−3/2 + rNr−5/2

)
,

f ′′2 (ηNr−1/2) = rNr−1/2 − 2rNr−3/2 + rNr−5/2.
(17)

Следует заметить, что при применении метода КНН для решения любых задач
важно, чтобы уравнения переопределенной системы, которые играют одинаковую
роль в приближенном решении, имели примерно равные весовые коэффициенты.
Обозначим через ∆B,y1,y2 оператор Бельтрами в локальных переменных y1, y2. Заме-
тим, что в оператор Бельтрами (8) входит множитель 1/[f ′2(η)]2, который в случае
равномерной сетки имеет порядок малости 1/O(h2r), где hr — шаг сетки в промежут-
ке [R1, R2]. А коэффициенты уравнений, получаемых из краевого условия, имеют
порядок малости O(1). Для того, чтобы коэффициенты всех уравнений алгебра-
ической системы относительно a1, . . . , a6 имели одинаковые порядки малости, до-
статочно умножить уравнение Бельтрами на величину порядка O(h2r). Это можно
обеспечить умножением его на величину [f ′2(η)]2:

[f ′2(η)]
2

∆B,y1,y2U = [f ′2(η)]
2
F (y1, y2), (18)

где F (y1, y2) = f(0.5y1 + ξi+1/2, 0.5y2 + ηj+1/2). Этот прием несколько улучшает точ-
ность численного решения.

Количество точек коллокации Nc в каждой ячейке Ωi,j и их расположение внут-
ри ячейки задаются пользователем, и это может делаться различными способами. В
данном исследовании были реализованы более 20 вариантов задания локальных ко-
ординат (y1,i,m, y2,j,m) точек коллокации. При этом для значений Nc = 6, Nc = 8
были реализованы два различных способа размещения точек коллокации внут-
ри ячейки. В первом способе при Nc = 6 координаты точек коллокации таковы:
(±ω,−2

3
), (±ω, 0), (±ω, 2

3
), где ω — значение, задаваемое пользователем в интервале

0 < ω < 1, см. рис. 1, (а). На рис. 1 точки коллокации показаны черными круж-
ками, при этом ω = 0.7. При Nc = 8 локальные координаты точек коллокации
вычислялись в первом способе по формулам: (±ω,−3

4
), (±ω,−1

4
), (±ω, 1

4
),±ω, 3

4
), см.

рис. 1, (б). Таким образом, при Nc = 6 и Nc = 8 вдоль полярной оси r в ячейке
задавалось больше рядов точек коллокации, чем вдоль оси θ. Это делалось с целью
более точного расчета решения вблизи границ r = R1, r = R2, где могут иметься
пограничные слои с большими градиентами решения.

В той же компьютерной программе был реализован при Nc ≥ 2 и другой алго-
ритм задания точек коллокации. В этом алгоритме точки коллокации задавались
на равном угловом расстоянии друг от друга на замкнутой кривой(y1

ω

)M
+
(y2
ω

)M
= 1, (19)
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(а) (б) (в)

Рис. 1. Варианты задания точек коллокации и точек согласования: (а) Nc = 6,
Nm = 2; (б) Nc = 8, Nm = 1; (в) Nc = 11, Nm = 4

где M — четное число, M ≥ 2; оно задается пользователем. На рис. 1, (в) показан
пример задания 11 точек коллокации данным способом; штриховой линией показана
кривая (19) при M = 12. Следует отметить, что точки коллокации располагаются
в ячейке Ωi,j несимметрично относительно прямых y1 = 0, y2 = 0 при нечетных Nc

(см. рис. 1, (в)), что может несколько ухудшить точность решения, получаемого по
методу КНН. Поэтому желательно использовать четные значения параметра Nc.

Подстановка выражения (14) в (18) приводит к алгебраическому уравнению, ли-
нейному относительно коэффициентов a1, . . . , a6. Затем в это линейное уравнение
подставляются координаты Nc точек коллокаций (y1,i,m, y2,j,m), m = 1, . . . , Nc. В
результате получаются Nc уравнений коллокаций. Так как число неизвестных ко-
эффициентов a1, . . . , a6 в (14) равно шести, то желательно задавать в каждой ячейке
шесть и более точек коллокаций.

Как и в [22–24], на сторонах каждой ячейки задаются условия согласования ре-
шения в ней с решением в соседних ячейках, обеспечивающие единственное кусочно-
полиномиальное решение. В качестве таких условий здесь взяты записанные в не-
скольких точках на общих сторонах рассматриваемой ячейки и соседних с ней тре-
бования непрерывности линейной комбинации значений приближенного решения и
ее производной по нормали к стороне:

σ1h∂(U+)/∂n+ σ2(U
+) = σ1h∂(U−)/∂n+ σ2(U

−). (20)

В левой части этих соотношений берется решение в рассматриваемой ячейке, а в
правой части — решение в соседней ячейке. Точки, в которых записываются уравне-
ния (20), называются точками согласования. Здесь n = (n1, n2) – внешняя нормаль
к стороне ячейки, U+, U− – пределы функции U при стремлении ее аргументов к
стороне ячейки изнутри и снаружи ячейки; σ1, σ2 – неотрицательные весовые па-
раметры, которые влияют в некоторых пределах на обусловленность полученной
системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) и скорость сходимости ре-
шения [26].

Величина h в (20) задается следующим образом: на стороне r = rj+1 ячейки
Ωi,j в соответствии с (12) полагаем h = 1

2
. Тогда h∂(U+)/∂n = h · dy2

dη
· ∂U+

∂y2
= ∂U+

∂y2
.

Аналогично, на стороне θ = θi+1 имеем: hθ∂(U+)/∂n = hθ∂(U+)/∂θ = ∂U+/∂y1, hθ =
1
2
. Обозначим через Nm количество точек согласования на каждой стороне ячейки.

Так как число сторон ячейки равно четырем, получаем 4Nm условий согласования
в каждой ячейке (на рис. 1 точки согласования показаны малыми квадратами).

Если сторона ячейки, на которой r = const, принадлежит границе области Ω,
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то вместо условий согласования на этой стороне в точках, которым на сторонах
в ячейках внутри области соответствуют точки записи условий согласования, за-
писываются граничные условия U(y1, y2) = g1 или U(y1, y2) = g2 в соответствии с
(4).

Вдоль координаты θ в граничных ячейках Ω1,j и ΩNθ−1,j, j = 1, . . . , Nr−1 учиты-
вались условия периодичности (5) в условиях согласования (20). Рассмотрим снача-
ла ячейку Ω1,j. Сторона θ1 = 0 этой ячейки одновременно является стороной θ1 = 2π
ячейки ΩNθ−1,j. Поэтому равенство (20) было реализовано в ячейке Ω1,j следующим
образом:[
σ1
∂U(y1, y2)

∂y1
+ σ2U(y1, y2)

]
i=1,y1=−1

=

[
σ1
∂U(y1, y2)

∂y1
+ σ2U(y1, y2)

]
i=Nθ−1,y1=1

. (21)

Аналогично, при формировании СЛАУ в ячейке ΩNθ−1,j в СЛАУ включалось урав-
нение[
σ1
∂U(y1, y2)

∂y1
+ σ2U(y1, y2)

]
i=Nθ−1,y1=1

=

[
σ1
∂U(y1, y2)

∂y1
+ σ2U(y1, y2)

]
i=1,y1=−1

. (22)

В реализованном здесь варианте метода численное решение глобальной задачи
находится итерационно в так называемом процессе Гаусса–Зейделя. В нем, после
того, как начальное приближение присвоено решению в каждой ячейке, на каждой
глобальной итерации последовательно перебираются все ячейки области. В каж-
дой ячейке решается СЛАУ, определяющее «локальный» кусок глобального реше-
ния в ней. В реализованном варианте решение в ней находилось ортогональным
методом путем приведения матрицы переопределенной СЛАУ методом Гивенса к
верхнетреугольному виду. При этом решение в очередной ячейке «согласовывается»
посредством условий согласования с решением, имеющимся в соседних ячейках. Ес-
ли очередная ячейка принадлежит границе области, то в ней реализуются краевые
условия задачи, поскольку их аппроксимация включена в СЛАУ, определяющую
решение в этой ячейке. Глобальные итерации заканчиваются при выполнении кри-
терия прекращения итераций (27), (28).

При практической реализации метода КНН решение находится в ячейках Ωi,j в
направлении возрастания индексов i, j. Поэтому при формировании СЛАУ в ячейке
Ω1,j еще неизвестно решение в ячейке ΩNθ−1,j. В этой связи был реализован расчет
с применением альтернирующего метода Шварца [28]. В соответствии с этим ме-
тодом в качестве U− в (20), (21) брались значения, известные на момент решения
в данной ячейке. Пусть k — номер итерации, k = 0, 1, 2, . . .. Тогда условие (21)
реализовывалось так:[
σ1
∂Uk+1(y1, y2)

∂y1
+ σ2U

k+1(y1, y2)

]
i=1,
y1=−1

=

[
σ1
∂Uk(y1, y2)

∂y1
+ σ2U

k(y1, y2)

]
i=Nθ−1,
y1=1

.

А в правой части уравнения (22) можно брать значения U(y1, y2) и ∂U(y1, y2)/∂y1
на (k + 1)-ой итерации, так как при счете в направлении возрастающего индекса
i значения коэффициентов a1, . . . , a6 в (14) уже известны к тому моменту, когда
вычислительный процесс достигнет граничной ячейки (Nθ − 1, j).
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Начальное приближение u0(θ, r) задавалось с учетом краевых условий (5) ли-
нейной интерполяцией значений g1(θ), g2(θ):

u0(θ, r) =
[g1(θ)− g2(θ)]r + g2(θ)R1 − g1(θ)R2

R1 −R2

.

В результате в каждой ячейке путем включения в СЛАУ уравнений коллокаций
и условий согласования получается система, содержащая Nc + 4Nm уравнений, где
Nc ≥ 6, Nm ≥ 1. В силу того, что Nc+4Nm ≥ 10, СЛАУ для нахождения шести неиз-
вестных коэффициентов a1, . . . , a6 в (14) переопределена. Для численного решения
этой СЛАУ применялся метод Гивенса [23,29].

Уравнение Пуассона (2) содержит сингулярность в точке r = 0. При этом са-
мо решение регулярно, если правая часть уравнения Пуассона и краевые условия
достаточно гладкие. В спектрально-разностных методах [10,11] проблема сингуляр-
ности была решена путем использования на оси r равномерной сетки, смещенной
на полушаг от точки r = 0, и условия симметричности коэффициентов разложения
в ряд Фурье.

В предлагаемом методе КНН проблема сингулярности отсутствует при конечных
величинах шагов сетки. Точки коллокации задаются внутри ячейки, поэтому всегда
r = rj,m > 0 (j = 1, . . . , Nr − 1; m = 1, . . . , Nc). В условиях согласования (20) нет
деления на r, то есть в них нет сингулярности.

Для вывода рабочих формул численного алгоритма решения задачи методом
КНН все указанные выше действия были осуществлены в системе символьных вы-
числений MATHEMATICA. При этом все арифметические операторы были пере-
ведены в операторы ФОРТРАНА с помощью этой системы и включены в соответ-
ствующие места компьютерной программы численного решения задачи.

2. Результаты численных расчетов
Для исследования точности предложенного выше варианта метода КНН были взяты
следующие тестовые решения уравнения Пуассона (1) [10, 17]:

u(x, y) = 3ex+y(x− x2)(y − y2) + 5, (23)

u(x, y) =
ex + ey

1 + xy
. (24)

Соответствующие правые части f(x, y) легко получаются подстановкой решений
(23)–(24) в левую часть уравнения (1). Затем находится выражение для функции
f(θ, r) в (2). Заметим, что при использовании теста (24) необходимо задавать в (3)
R2 <

√
2, так как при R2 =

√
2, θ = 3π

4
знаменатель в (24) обращается в ноль.

Расчеты по методу КНН выполнялись как на равномерных, так и неравномерных
сетках вдоль осей θ, r. Неравномерные сетки были сгенерированы вдоль каждой
из осей θ, r по одному и тому же алгоритму, описанному в [15]. Кратко опишем
алгоритм получения неравномерной сетки в промежутке R1 ≤ r ≤ R2. В этом
алгоритме нужно сначала задать шаги сетки r2 − r1 и rNr − rNr−1 по формулам:
r2−r1 = λr,L ·hr, rNr−rNr−1 = λr,R ·hr, где hr — шаг равномерной сетки в промежутке
R1 ≤ r ≤ R2, имеющей Nr узлов, то есть hr = (R2 − R1)/(Nr − 1); λr,L и λr,R —
коэффициенты, задаваемые пользователем, 0 < λr,L, λr,R ≤ 1. Если λr,L < 1, λr,R =
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1, то получается вдоль оси r сетка, сгущающаяся вблизи границы r = R1; если
λr,L < 1 и λr,R < 1, то сетка сгущается вблизи обеих границ r = R1 и r = R2;
если λr,L = 1, λr,R < 1, то сетка сгущается вблизи границы r = R2; и, наконец,
при λr,L = λr,R = 1 получается равномерная сетка. В вычислениях координат узлов
сетки в этом алгоритме участвует функция sh(ζ).

Чтобы определить погрешность метода на конкретной пространственной рас-
четной сетке, вычислялись сеточные аналоги норм погрешности с использованием
норм пространств Lp (p ≥ 1) по формуле

‖ δuk ‖p=

[
1

π(R2
2 −R2

1)

Nθ−1∑
i=1

Nr−1∑
j=1

(
uk
i+ 1

2
,j+ 1

2
− uex

i+ 1
2
,j+ 1

2

)p
rj+ 1

2
(rj+1 − rj)(θi+1 − θi)

] 1
p

,

(25)
где uexi+1/2,j+1/2 и u

k
i+ 1

2
,j+ 1

2

— соответственно, точное решение и приближенное решение
по методу КНН, вычисленные в центре ячейки Ωi,j.

Порядок сходимости νp метода КНН на последовательности сеток при мельчении
сетки вычислялся по известной в численном анализе формуле

νp =
log
(
‖ δuk(hm−1) ‖p / ‖ δuk(hm) ‖p

)
log(hm−1/hm)

, (26)

где hm, m = 2, 3, . . . — некоторые значения шагов hr и hθ, такие, что |hr,m−1−hr,m|+
|hθ,m−1 − hθ,m| > 0.

Пусть aki,j,l (k = 0, 1, . . .; l = 1, . . . , 6) — значение коэффициента al в (14) в ячейке
Ωi,j на k-ой итерации. Использовалось следующее условие окончания итераций по
альтернирующему методу Шварца:

‖ δak+1 ‖< ε, (27)

где

‖ δak+1 ‖= max
i,j

(
max
1≤l≤6

∣∣ak+1
i,j,l − a

k
i,j,l

∣∣) , (28)

ε — малое положительное число, задаваемое вычислителем,

ε <<

[
min
i,j
{(θi+1 − θi), (rj+1 − rj)}

]2
.

Численные результаты, представленные в таблицах 1 и 2, были получены со
значением ω = 0.7 при задании точек коллокации; σ1 = σ2 = 1 в (20). В критерии
останова счета (27) брали значение ε = 10−9. Использовалось шесть точек колло-
кации в каждой ячейке, для задания их координат применялось уравнение (20) с
M = 2. Кроме того, на каждой стороне ячейки Ωi,j задавалось по четыре точки
согласования.

В табл. 1 представлены результаты расчетов по методу КНН в кольцевом зазоре
между двумя концентрическими окружностями радиусов R1 = 0.5, R2 = 1.0, то
есть сингулярность r = 0 находится вне расчетной области. Из этой таблицы видно,
что порядок сходимости ν2 весьма близок ко второму; порядок сходимости ν∞ тоже
близок ко второму, хотя и несколько ниже, чем 2.
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Таблица 1. Погрешности ‖ δu ‖2, ‖ δu ‖∞ и порядки сходимости ν2, ν∞
на последовательности сеток,

u(x, y) = 3ex+y(x− x2)(y − y2) + 5, 0.5 ≤ r ≤ 1

Nθ − 1 Nr − 1 ‖ δu ‖2 ν2 ‖ δu ‖∞ ν∞
Равномерная сетка

75 6 5.0539E−04 1.1629E−03
100 8 2.8206E−04 2.03 6.6402E−04 1.95
150 12 1.2498E−04 2.01 2.9861E−04 1.97
200 16 7.0317E−05 2.00 1.6847E−04 1.99
250 20 4.5033E−05 2.00 1.0805E−04 1.99

Неравномерная сетка вдоль оси r (λr,L = 0.93, λr,R = 1.0)
и равномерная сетка вдоль оси θ

75 6 5.6142E−04 1.1213E−03
100 8 3.0738E−04 2.09 6.8916E−04 1.69
150 12 1.3454E−04 2.04 3.2792E−04 1.83
200 16 7.5413E−05 2.01 1.9028E−04 1.89
250 20 4.8216E−05 2.00 1.2396E−04 1.92

Равномерная сетка вдоль оси r
и неравномерная сетка вдоль оси θ (λθ,L = λθ,R = 0.6)
75 6 4.7726E−04 1.1430E−03
100 8 2.6860E−04 2.00 6.6327E−04 1.89
150 12 1.1989E−04 1.99 3.0050E−04 1.95
200 16 6.7660E−05 1.99 1.6884E−04 2.00
250 20 4.3404E−05 1.99 1.0842E−04 1.99

Таблица 2. Погрешности ‖ δu ‖2, ‖ δu ‖∞ и порядки сходимости ν2, ν∞
на последовательности сеток,

u(x, y) = 3ex+y(x− x2)(y − y2) + 5, 0 ≤ r ≤ 1

Nθ − 1 Nr − 1 ‖ δu ‖2 ν2 ‖ δu ‖∞ ν∞
Равномерная сетка

75 12 3.4861E−03 2.5131E−02
100 16 2.3369E−03 1.39 2.0583E−02 0.69
150 24 1.3983E−03 1.27 1.5271E−02 0.74
200 32 1.0222E−03 1.09 1.2481E−02 0.70
250 40 8.2012E−04 0.99 1.1284E−02 0.45

Неравномерная сетка вдоль оси r (λr,L = 0.4, λr,R = 0.998)
и равномерная сетка вдоль оси θ

75 12 2.0722E−03 1.1213E−03
100 16 1.2641E−03 1.72 7.1873E−03 1.30
150 24 6.2044E−04 1.76 4.3878E−03 1.22
200 32 3.7129E−04 1.78 3.0676E−03 1.24
250 40 2.4852E−04 1.80 2.3191E−03 1.25
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Таблица 3. Погрешности ‖ δu ‖2, ‖ δu ‖∞ и порядки сходимости ν2, ν∞
на последовательности сеток,

u(x, y) = (ex + ey)/(1 + xy), 0 ≤ r ≤ 1

Nθ − 1 Nr − 1 ‖ δu ‖2 ν2 ‖ δu ‖∞ ν∞
Равномерная сетка

75 12 1.2773E−03 7.7051E−02
100 16 1.0188E−02 0.79 6.9087E−02 0.38
150 24 7.3624E−03 0.80 5.6739E−02 0.49
200 32 5.8088E−03 0.82 4.8329E−02 0.56
250 40 4.8153E−03 0.84 4.2320E−02 0.60

Неравномерная сетка вдоль оси r (λr,L = 0.3, λr,R = 1.0)
и равномерная сетка вдоль оси θ

75 12 8.9070E−03 4.9344E−02
100 16 5.9090E−03 1.43 3.8715E−02 0.84
150 24 3.3825E−03 1.38 2.8247E−02 0.78
200 32 2.2881E−03 1.36 2.2689E−02 0.76
250 40 1.6888E−03 1.36 1.9107E−02 0.77

Далее, как видно из табл. 1, в случае решения уравнения Пуассона в кольцевом
зазоре 0.5 ≤ r ≤ 1 применение неравномерной сетки вдоль оси r практически не
дает выигрыша в точности. Если же используется неравномерная сетка вдоль оси
θ, то имеется небольшой выигрыш в точности решения.

Однако если сингулярная точка r = 0 является граничной точкой расчетной
области, то применение неравномерной сетки вдоль оси r приводит к заметному
повышению точности, см. табл. 2. При этом происходит уменьшение погрешностей
‖ δu ‖2, ‖ δu ‖∞ соответственно в 1.7–3.3 раза и в 2–5 раз по сравнению со случаем
равномерной сетки.

Из сравнения таблиц 1 и 2 видно, что если точка r = 0 является границей расчет-
ной области (то есть R1 = 0), то происходит существенное (на один-два десятичных
порядка) увеличение погрешностей ‖ δu ‖2 и ‖ δu ‖∞ по сравнению со случаем,
когда R1 = 0.5. Этот эффект можно объяснить следующим образом на примере
равномерной сетки с шагами hr и hθ вдоль осей соответственно r и θ. Рассмотрим
ячейки Ωi,j, лежащие вблизи точки r = 0. Согласно(2), производная ∂u/∂r делится
на r. В ячейке Ωi,1 координаты rj,m точек коллокаций удовлетворяют неравенствам
0 < rj,m < hr. Это приводит к тому, что в рассматриваемой ячейке порядок погреш-
ности аппроксимации члена (1/r)∂u/∂r уменьшается. Если же R1 = O(1), то такая
потеря точности численного решения не наблюдается.

В случае тестового решения (24) погрешности численного решения по методу
КНН выше, чем в случае теста (23), ср. табл. 1 и 2 с табл. 3. Аналогичный эффект
потери точности численного решения в случае теста (24) по сравнению с (23) был
отмечен ранее в [11], где была предложена компактная разностная схема для урав-
нения (2). Здесь в численных экспериментах установлено, что применение нерав-
номерной сетки вдоль оси r позволило повысить точность численного решения в
два-три раза по сравнению со случаем равномерной сетки, см. табл. 3.
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3. Заключение
Представлен новый вариант метода коллокаций и наименьших невязок для числен-
ного решения уравнения Пуассона в полярных координатах. Метод верифицирован
на двух тестовых задачах, имеющих точные аналитические решения. Показано, что
если начало радиальной координаты не входит в расчетную область, то предлагае-
мый метод имеет второй порядок точности.

Если сингулярность — начало радиальной координатной оси — входит в расчет-
ную область, то применение неравномерной сетки вдоль радиальной координаты
позволяет повысить точность численного решения в 1.7–5 раз по сравнению со слу-
чаем равномерной сетки.

Можно также отметить, что метод КНН хорошо распараллеливается. В нем всю
расчетную область можно разрезать вдоль границ ячеек сетки на несколько подоб-
ластей, содержащих примерно равное количество ячеек. Расчет глобальной задачи
можно вести параллельно в каждой подобласти.
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Одномодовые и двухмодовые неоднородные
диссипативные структуры в нелокальной модели

эрозии

Ковалева А.М., Куликов Д.А.

получена 15 мая 2015

Рассмотрена периодическая краевая задача для одного нелинейного уравнения с отклоняю-
щимся пространственным аргументом в случае, когда отклонение мало. Данное уравнение назы-
вают пространственно нелокальным уравнением эрозии. Оно описывает формирование волнооб-
разного рельефа под воздействием ионной бомбардировки и может быть проинтерпретировано
как развитие известной модели Бредли–Харпера. В работе показано, что неоднородный рельеф
может появиться при смене устойчивости однородными состояниями равновесия. В данной крае-
вой задаче потеря устойчивости может происходить на высоких модах. Номер такой моды зависит
от многих факторов. Например, от угла падения потока. В работе также показано, что данная
нелинейная краевая задача может быть включена в класс абстрактных параболических уравне-
ний, разрешимость задачи для которых была изучена в работах П.Е. Соболевского и предполагает
использование аналитической теории полугрупп линейных ограниченных операторов. Для реше-
ния возникающих бифуркационных задач были использованы методы исследования динамических
систем с бесконечномерным фазовым пространством (пространством начальных условий), таких
как: метод интегральных многообразий, нормальных форм Пуанкаре–Дюлака, а также асимпто-
тические методы анализа. При этом разобраны обе задачи, возможные в данной ситуации: кораз-
мерности один и коразмерности два. В частности, были получены асимптотические формулы для
решений, которые описывают неоднородный волнообразный рельеф. Изучен вопрос об устойчиво-
сти данных решений. Приведен некоторый анализ нормальной формы. Приведены также асимп-
тотические формулы для неоднородных волнообразных решений. В заключении статьи указаны
некоторые возможные интерпретации результатов, которые получены в результате анализа данной
краевой задачи.

Ключевые слова: нелокальное уравнение эрозии, периодическая краевая задача, устойчивость,
бифуркации
Для цитирования: Ковалева А.М., Куликов Д.А., "Одномодовые и двухмодовые неоднородные диссипативные
структуры в нелокальной модели эрозиии", Моделирование и анализ информационных систем, 22:5 (2015), 665–681.

Об авторах:
Ковалева Анастасия Михайловна, orcid.org/0000-0002-9863-0929, аспирант,
Ярославский государственный университет им. П.Г. Демидова,
ул. Советская, 14, г. Ярославль, 150000 Россия, e-mail: nyama55@yandex.ru

Куликов Дмитрий Анатольевич, orcid.org/0000-0002-6307-0941, канд. физ.-мат. наук, доцент
Ярославский государственный университет им. П.Г. Демидова,
ул. Советская, 14, г. Ярославль, 150000 Россия, e-mail: kulikov_d_a@mail.ru

Благодарности:
Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ (контракт МК-5932.2015.1), а также гранта
РФФИ (контракт 14-01-31159 мол_а)

665



666
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 22, №5 (2015)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 22, No 5 (2015)

Введение

В работе рассматривается нелинейное дифференциальное уравнение с частными
производными с отклоняющимся пространственным аргументом, которое модели-
рует процесс формирования нанорельефа при бомбардировке плоской поверхности
мишени потоком ионов [1–3]. Этот технологический процесс имеет широкое приме-
нение в микроэлектронике (наноэлектронике). Математические модели, описываю-
щие данный процесс, базируются на основополагающих идеях П. Зигмунда (см.,
например, [4]). В настоящее время более известной математической моделью сле-
дует считать уравнение Бредли–Харпера [5]. Основу последней модели составляет
уравнение с частными производными, которое называют обобщенным уравнени-
ем Курамото–Сивашинского [6]. Отметим, что уравнение Курамото–Сивашинского
широко известно в связи с приложениями в химической кинетике и гидродинами-
ке. В работе [7], где изучалась модель Бредли–Харпера, был предложен один из
возможных механизмов формирования наноструктур в результате потери устойчи-
вости плоского состояния равновесия (СР). В данной работе продемонстрирована
возможность реализации аналогичного механизма, но уже в рамках нелокальной
модели эрозии.

1. Постановка математической задачи

Будем изучать следующее уравнение, которое приведено в перенормированном виде
и носит название "нелокальное уравнение эрозии" (см., например, [1–3]):

ut = auxx − cwx + u− w + b1(u− w)wx + b2w
2
x + b3(u− w)w2

x, (1.1)

где u = u(t, x) – нормированное отклонение от плоского фронта мишени, w =
u(t, x − h), h ∈ R, h > 0. Коэффициенты a, c, b1, b2, b3 характеризуют условия, при
которых происходит обработка мишени потоком ионов. Все они зависят от угла θ
между направляющей потока ионов и нормалью к недеформированной поверхности.
Наконец, a, c > 0, а знак остальных коэффициентов произволен.

Как и в работах [1–3, 5–7], уравнение (1.1) будем рассматривать вместе с пери-
одическими краевыми условиями

u(t, x+ 2π) = u(t, x). (1.2)

В качестве пространственного отклонения возьмем h = π/4. Выбор периодических
краевых условий мотивирован прежде всего постановкой аналогичных задач для
уравнения Бредли–Харпера [5–6]. С физической точки зрения такой выбор вполне
объясним следующей причиной: все основные физические параметры на концах
подложки (образца, находящегося под воздействием потока ионов) можно считать
одинаковыми. Речь идет о силах, воздействующих на кромки, моментах сил и так
далее. Период 2π выбран в результате перенормировок. Наконец, выбор h = π/4
обусловлен, конечно, менее глубокими причинами и предложен в качестве приме-
ра. В работе [1] указаны способы определения h. Еще раз уместно подчеркнуть,
что π/4 предложен в качестве простейшего варианта, когда возможно, что будет
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показано ниже, появление одномодовых и двухмодовых структур. Последнее, отча-
сти, мотивирует причину, по которой имеет смысл традиционную модель Бредли–
Харпера заменить на уравнение (1.1). Традиционный вариант постановок задач в
модели Бредли–Харпера приводит, как правило, лишь к "одномодовым" решени-
ям, и потеря устойчивости имеет место только на первой моде, то есть к выявлению
длинноволнового рельефа. В задачах наноэлектроники предпочтителен рельеф с
относительно малой длиной волны.

Далее рассмотрим вопрос, связанный с описанием структуры окрестности нуле-
вого СР. Дополним краевую задачу (1.1), (1.2) начальным условием

u(0, x) = f(x). (1.3)

Будем считать, что f(x) ∈ Q2(δ) – достаточно малому шару гильбертова простран-
стваH2

2 .Из работ [8, 9] вытекает, что смешанная краевая задача (1.1)–(1.3) локально
корректно разрешима. Через H2

2 обозначено пространство Соболева 2π периодиче-
ских функций f(x) ∈ L2(0, 2π), у которых существуют обобщенные производные
f ′(x), f ′′(x) ∈ L2(0, 2π).

Отметим, что краевая задача (1.1)–(1.3), наряду с решением u(t, x), допускает
решение u(t, x) + const. Откуда следует, что данная краевая задача инвариантна
относительно замены u → u + const. С физической точки зрения данное свойство
означает инвариантность уравнения относительно преобразований Галилея – одно-
го из основных принципов классической физики. С математической точки зрения
это дает относительную свободу в выборе системы координат. В частности, можно
считать, что уравнение u = 0 задает невозмущенную поверхность до начала техно-
логического процесса. Окрестность иных СР u(t, x) = const в силу вышесказанного
может быть заменена на окрестность нулевого СР. Ниже именно ее и будем иметь
в виду.

2. Линейный анализ
Для исследования устойчивости нулевого решения рассмотрим вспомогательную
краевую задачу, возникающую после линеаризации краевой задачи (1.1), (1.2) в
окрестности нулевого СР. В результате получим следующую краевую задачу:

ut = A(a, c)u, u(t, x+ 2π) = u(t, x), (2.1)

где A(a, c) – линейный дифференциальный оператор (ЛДО), определенный на до-
статочно гладких 2π периодических функциях v(x) равенством

A(a, c)v(x) = av′′ − cv′h + v − vh, vh = v(x− h).

В силу полноты семейства функций exp(inx) в пространстве L2(0, 2π) все его соб-
ственные значения (СЗ)

λn = λn(a, c) = τn ± iσn, n = 0,±1,±2, ..., (2.2)

где τn = −an2 − cn sin(nh) + 1 − cos(nh), σn = −cn cos(nh) + sin(nh). Откуда, в
частности, вытекает, что
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а) lim τn = −∞, при |n| → ∞;
б) существует такая положительная постояннаяM , что справедливо неравенство

|σn| ≤M |τn| при |n| ≥ n0, n0 ∈ N.
Данное свойство СЗ, а также полнота собственных функций (СФ) ЛДО A(a, c),

дают основание сформулировать утверждение (см., например, [8]).
Лемма 2.1. ЛДО A(a, c) является производящим оператором аналитической

полугруппы линейных ограниченных операторов в пространстве 2π периодических
и интегрируемых с квадратом на (0, 2π) функций.

Добавим, что вне зависимости от выбора h справедливо равенство λ0 = 0. Распо-
ложение остальных точек спектра на комплексной плоскости изучим более подроб-
но при специальном выборе отклонения h(h = π/4). При таком выборе отклонения
получаем уточнение формулы (2.2)

τn = −an2−cn sin
(π

4
n
)

+1−cos
(π

4
n
)
, σn = −cn cos

(π
4
n
)

+sin
(π

4
n
)
, n 6= 0. (2.3)

Подчеркнем, что неравенство
Reλn ≤ 0 (2.4)

выполнено при всех n, если a достаточно велико. Напротив, при a = 0 (или очень
малом) обязательно найдется такое n = n0, при котором выполнено неравенство
Reλn0 > 0. Выберем теперь такое максимальное a = aкр > 0, при котором неравен-
ство (2.4) выполнено при всех n, но уже при a < aкр реализуется противоположный
вариант, то есть когда можно указать такой номер k, что Reλk > 0. Из этих рассуж-
дений получаем, что величину aкр > 0 можно и необходимо выбрать следующим
образом:

aкр = aкр(c) = max
n6=0

bn, bn =
−cn sin(πn/4) + 1− cos(πn/4)

n2
,

если такой положительный максимум существует. Будем рассматривать лишь на-
туральные номера n, так как b−n = bn. Рассмотрим восемь подпоследовательностей
последовательности bm

bm = bn(k),

где m = 8(n− 1) + k, k = 0, 1, 2, ...7, n = 1, 2, ....
Пусть ak = max

n∈N
bn(k). Тогда aкр = aкр(c) = max{a0, a1, ..., a7}. В результате

громоздких, но не очень сложных вычислений удалось выделить 6 интервалов Ij =
(cj−1, cj), j = 1, . . . , 6, для которых справедливо равенство aкр = aj. Пусть ЛДО
A(a, c) при a = aj имеет СЗ

λ0 = 0, λj = iσj, λj = −iσj, σj = −cj cos
π

4
j + sin

π

4
j.

Им отвечают СФ e0(x) = 1, ej(x) = exp(ijx), ej(x) = exp(−ijx) соответственно.
Остальные СЗ ЛДО A(a, c) = A(aj, c) = A(aкр, c) лежат в полуплоскости комплекс-
ной плоскости, выделенной неравенством

Reλp ≤ −γ < 0 (p 6= 0, p 6= j), (2.5)
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где γ = const > 0. Такой критический случай будем называть критическим случа-
ем первого типа (коразмерности 1), так как он реализуется за счет выбора одного
параметра.

При c = cj > 0 выполняется aj = aj+1, где j = 1, 2, 3, 4, 5. В этом случае ЛДО
A(aj, cj) имеет уже 5 СЗ, лежащих на мнимой оси. Для них справедливы равенства

λ0 = 0, λj = iσj, λj = −iσj, σj = −cj cos(πj/4) + sin(πj/4),

λj+1 = iσj+1, λj+1 = −iσj+1,
σj+1 = −c(j + 1) cos(π(j + 1)/4) + sin(π(j + 1)/4),

(2.6)

а соответствующие CФ, отвечающие СЗ, имеют следующий вид:

e0(x) = 1, ej(x) = exp(ijx), ej(x) = exp(−ijx),
ej+1(x) = exp(i(j + 1)x), ej+1(x) = exp(−i(j + 1)x).

(2.7)

Для остальных СЗ ЛДО A(a, c), как и раньше, выполняется условие (2.5), где уже
p 6= 0, p 6= j, p 6= j + 1. Такой критический случай будем называть критическим
случаем второго типа (коразмерности 2), так как он реализуется за счет выбора
двух параметров. Сформулируем все вышесказанное, как в случае коразмерности
1, так и коразмерности 2, более детально в виде утверждений.

Лемма 2.2. Пусть c ∈ (cj−1, cj), j = 1, 2, 3, 4, 5, 6, где

c0 = 0, c1 = (
√

2− 1)/2 ≈ 0.207, c2 = (11−
√

2)/42 ≈ 0.228, c3 = (8−
√

2)/24 ≈ 0.274,

c4 = (17
√

2− 8)/40 ≈ 0.401, c5 = (163 + 123
√

2)/210 ≈ 1.605, c6 =∞.

Тогда aкр = aj, где

a1 = (2−
√

2− c
√

2)/2, a2 = (1− 2c)/4, a3 = (2 +
√

2− 3
√

2c)/18,

a4 = 1/8, a5 = (5
√

2c+ 2 +
√

2)/50, a6 = (1 + 6c)/36.

Соответствующие СЗ и СФ ЛДО A(aj, cj) определяются по следующим форму-
лам:

ej(x) = exp(ijx), e−j(x) = exp(−ijx), λj = iσj,

λj = −iσj, σj = −cj cos(πj/4) + sin(πj/4).

Доказательство леммы базируется на анализе неравенств aj(c) < aj+1(c) с по-
следующим выбором aкр. Подчеркнем, что справедливы неравенства

c1 < c2 < c3 < c4 < c5,

проверка которых достаточно стандартна.
Лемма 2.3. Пусть c = cp (p = 1, 2, 3, 4, 5). Тогда aкр = ap = ap+1 = ap,p+1. При

этом оказалось, что

a1,2 ≈ 0.146, a2,3 ≈ 0.136, a3,4 = 0.125, a4,5 = 0.125, a5,6 ≈ 0.049.

Соответствующие СЗ и СФ ЛДО A(ap,p+1, cp) определяются по формулам (2.6),
(2.7) при соответствующем выборе j = p.

Ниже рассмотрим нелинейные краевые задачи в случаях, близких к отмеченным
критическим.
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3. Бифуркации пространственно неоднородных ре-
шений. Случай коразмерности 1

Пусть c ∈ Ik и, следовательно, реализуется первый критический случай в задаче об
устойчивости, т.е. aкр = ak(k = 1, 2, 3, 4, 5, 6). Положим a = ak(1 − εβ), β = ±1, ε ∈
(0, ε0), ε0 � 1. Тогда ЛДО Ak(ε) = A(ak(1− εβ), c) имеет уже СЗ

λ0 = 0, λk(ε) = τk(ε) + iσk(ε), λk(ε) = τk(ε)− iσk(ε), τk(ε) = εβakk
2, σk(ε) = σk.

Далее будем использовать обозначения Ak (Ak = Ak(0)). При β = 1 и возрастании ε
два СЗ переходят в правую полуплоскость, а при β = −1 имеет место противополож-
ный вариант. Возникшая ситуация близка к условиям теоремы Андронова–Хопфа,
но всегда существует СЗ λ0 = 0. Следовательно, поведение решений краевой зада-
чи при достаточно малых начальных условиях определяется поведением решений
трехмерной системы дифференциальных уравнений на центральном инвариантном
многообразии (см., например, [10, 11]). Поэтому далее для исследования бифурка-
ций в краевой задаче

ut = Ak(ε)u+ F2(u) + F3(u), F2(u) = b1(u− w)wx + b2w
2
x,

F3(u) = b3(u− w)w2
x,

(3.1)

u(t, x+ 2π) = u(t, x) (3.2)

используем метод инвариантных многообразий в сочетании с методом нормальных
форм (НФ). Как уже сказано выше, динамику решений определяет трехмерное
устойчивое инвариантное многообразие M3(ε), а систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, принадлежащих M3(ε), называют НФ.

Для построения НФ на трехмерном инвариантном многообразии воспользуемся
аналогом метода Крылова–Боголюбова. Подробное описание алгоритма построения
НФ можно найти в работах [12–15]. Далее изложение будет следовать методике,
изложенной в работах [7, 16, 17]. Решение краевой задачи (3.1), (3.2) будем искать
в следующем виде:

u(t, x, ε) = ψ(s) + ε1/2u1(t, x, s) + εu2(t, x, s) + ε3/2u3(t, x, s) +O(ε3/2), (3.3)

где s = εt, а достаточно гладкие по совокупности переменных функции u1, u2, u3
обладают следующими свойствами:

1) они удовлетворяют краевым условиям (3.2);
2) по переменной t имеют период 2π/σk;
3) при фиксированных t и s функции uj(t, x, s) ∈ H2

2 ;
4) для функций uj(t, x, s) (j = 2, 3) справедливы равенства

σk
(2π)2

2π/σk∫
0

2π∫
0

uj(t, x)dxdt =
σk

(2π)2

2π/σk∫
0

2π∫
0

uj(t, x) exp(±ikx± iσkt)dxdt = 0.

Этот класс функций обозначим через Wσk .
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Замечание: напомним достаточно хорошо известный факт. Рассмотрим неод-
нородную краевую задачу

vt = Akv + g(t, x), v(t, x+ 2π) = v(t, x),

где k = 1, 6, а функция g(t, x) имеет по переменной t период 2π/σk, а по x − 2π.
Тогда данная неоднородная краевая задача имеет 2π/σk -периодические решения по
переменной t, если выполнены условия разрешимости

σk
(2π)2

2π/σk∫
0

2π∫
0

g(t, x)dxdt =
σk

(2π)2

2π/σk∫
0

2π∫
0

g(t, x) exp(±ikx± iσkt)dxdt = 0.

Равенства

σk
(2π)2

2π/σk∫
0

2π∫
0

v(t, x)dxdt =
σk

(2π)2

2π/σk∫
0

2π∫
0

v(t, x) exp(±ikx± iσkt)dxdt = 0

выделяют одно подходящее решение.
Подстановка суммы (3.3) в краевую задачу (3.1), (3.2) ((1.1), (1.2)) с последу-

ющим приравниванием выражений при одинаковых степенях ε приводит к серии
линейных краевых задач для определения u1, u2, u3, в которых ut обозначает част-
ную производную функции u(t, x, s) по t. Так для u1 получаем краевую задачу

u1t = Aku1, (3.4)

u1(t, x+ 2π, s) = u1(t, x, s). (3.5)

Краевая задача (3.4), (3.5) имеет решение

u1(t, x, s) = z exp(iσkt+ ikx) + z exp(−iσkt− ikx),

где z = z(s), z = z(s). При этом функции z = z(s), z = z(s), ψ(s) удовлетворяют
системе обыкновенных дифференциальных уравнений (НФ)

ψ′ = g0(ψ, z, z) +G0(ψ, z, z, ε), z′ = g1(ψ, z, z) +G1(ψ, z, z, ε), (3.6)

где g0, g1, G0, G1 – достаточно гладкие функции переменных ψ, z, z, ε. Здесь и ниже
штрихом обозначена производная по s. Кроме того,

G0(ψ, z, z, 0) = G1(ψ, z, z, 0) = 0.

Краевая задача (3.1), (3.2) инвариантна относительно замен u → u + ψ. Поэтому
правые части системы дифференциальных уравнений (3.6) не зависят от ψ. Выпи-
шем главную часть системы (3.6)

ψ′ = g0(z, z), z′ = g1(z, z). (3.7)

К системе (3.7) (а также (3.6)) можно добавить третье уравнение, комплексно со-
пряженное ко второму.
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Ниже излагается алгоритм для определения правых частей системы (3.7). Фор-
мула (3.3) определяет вид решений, принадлежащих трехмерному инвариантному
многообразию (центральному многообразию).

Для функции u2 получаем неоднородную краевую задачу

ψ′(s) + u2t = Aku2 + b1(u1 − w1)w1x + b2w
2
1x, (3.8)

u2(t, x+ 2π, s) = u2(t, x, s), (3.9)

где штрихом обозначена производная по s, а также использовалось следующее ра-
венство для полной производной по t:

∂

∂t
(uj(t, x, εt)) =

∂uj
∂t

+
∂uj
∂s

ε.

Напомним, что wj(t, x, s) = uj(t, x− (π/4), s), j = 1, 2, 3.
Из условий ее разрешимости в классе периодических функций по переменной t

определяется правая часть первого уравнения НФ (3.7). После этого функцию u2
следует искать в виде

u2(t, x, s) = ξkz
2 exp(2ikx+ 2iσkt) + ξkz

2 exp(−2ikx− 2iσkt), (3.10)

частное решение краевой задачи (3.8),(3.9). Именно такой ее вид обеспечивает вы-
полнение четвертого свойства при описании функций, принадлежащих Wσk .

Комплексные постоянные ξk, ξk определяются методом неопределенных коэффи-
циентов после подстановки равенства (3.10) в краевую задачу (3.8), (3.9). Индекс k
пробегает значения от 1 до 6 в зависимости от выбора интервала для c (см. лем-
му 2.2). Так, например,

ξ2 =
1

1− 6c+ 10c2
[
(b1(1− 3c) + b2(1− 4c)) + i(2b2c− b1c− b2)

]
,

ξ4 =
1

1 + 4c2
[
(2b1c− 2b2) + i(4b2c− b1)

]
,

ξ6 =
3

90c2 + 36c+ 1

[
(3b2(1 + 12c)− b1(1 + 9c)) + i(b1c+ b2(1 + 6c))

]
.

Для остальных ξk формулы более громоздки, но легко восстанавливаемые.
Приравнивая коэффициенты уже при ε3/2, получаем краевую задачу для опре-

деления u3

u3t = Aku3 + b3w
2
1x(u1 − w1) + 2b2w1xw2x + b1[(u1 − w1)w2x+

+(u2 − w2)w1x]− (z′ exp(iσk + ikx) + z′ exp(−iσk − ikx)),
(3.11)

u3(t, x+ 2π, s) = u2(t, x, s). (3.12)

Из условий разрешимости краевой задачи (3.11),(3.12) определяем правую часть
второго уравнения НФ (3.7).

В нашем случае приходим к системе дифференциальных уравнений

ψ′ = qk|z|2, z′ = γkz + (dk + igk)z|z|2. (3.13)
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Здесь k = 1, 6, а коэффициенты qk, γk, dk, gk ∈ R и определяются в процессе реали-
зации алгоритма. Все они зависят от номера интервала для выбора c.

Для дальнейшего изучения системы (3.13) положим

z(s) = ρ(s) exp(iϕ(s)). (3.14)

Замена (3.14) сводит НФ (3.13) к системе из трех действительных уравнений

ψ′ = qkρ
2, ϕ′ = gkρ

2, ρ′ = γkρ+ dkρ
3. (3.15)

Определяющую роль в системе (3.15) играет уравнение для амплитудной перемен-
ной ρ. Решение двух первых уравнений (3.15) восстанавливается после рассмотрения
уравнения для ρ. Справедливо следующее утверждение.

Лемма 3.1. Третье уравнение системы (3.15) имеет нетривиальное СР S0,
которое представимо в виде

ρ(s) = ρ0 =

√
−γk
dk
, k = 1, 6,

если γkdk < 0. Оно асимптотически устойчиво, если dk < 0(γk > 0). Если dk >
0(γk < 0), то СР ρ0 неустойчиво.

На каждом интервале Ik были найдены величины qk, γk и dk. Именно знак dk
(ляпуновской величины) играет важную роль в задаче об устойчивости СР S0(ρ =
ρ0). Знак dk зависит от нескольких факторов: конечно, от номера k интервала Ik
для коэффициента c, от величины aкр = ak на каждом выбранном интервале, от
коэффициентов b1, b2, b3.

Для коэффициентов γk, dk третьего уравнения НФ (3.15) укажем явные форму-
лы. Так, при k = 2, 4, 6 эти формулы достаточно просты.

При k = 2 получаем, что

γ2 = 4βa2, d2 = 4
3b3 + (b1 + 4b2)(b2(2c− 1)− b1c)

10c2 − 6c+ 1
.

При k = 4 оказалось, что

γ4 = 16βa4, d4 = 16
2b3 + 8b22 + 2(4c− 1)b1b2 − 2cb21

4c2 + 1
.

Наконец, при k = 6 получаем, что

γ6 = 36βa6, d6 = 108
b3 + b21c+ b1b2(1− 6c)− 12b22(1 + 6c)

90c2 + 18c+ 1
.

Если k = 1, 3, 5 эти формулы несколько сложнее. Введем вспомогательные пара-
метры, положив

η1 =
B1Q1 +B2Q2

Q2
1 +Q2

2

, η2 =
B2Q1 −B1Q2

Q2
1 +Q2

2

.

Ниже в формулах будут использованы эти обозначения.
При k = 1 находим, что γ1 = a1β, а

d1 = 2b1η1 +
√

2b1η2 + 2
√

2b2(η1 + η2) + b3(4−
√

2)/2,
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где в этом случае

B1 = −b1(2 +
√

2)/2, B2 = (
√

2b1 + 2b2)/2,

Q1 = (3− 2
√

2) + 2c(1−
√

2), Q2 =
√

2− 1−
√

2c.

При k = 3 уже γ3 = 9a3β, а

d3 = −3b1(2η1 +
√

2η2) + 18
√

2b2(η2 − η1) + 9b3(4 +
√

2)/2.

В этом случае

B1 = 3b1(2 +
√

2)/2, B2 = −3(
√

2b1 + 6b2)/2,

Q1 = (1 +
√

2)[(1 +
√

2)2 − 6c], Q2 = 3
√

2c+
√

2 + 1.

Последний случай возникает, когда k = 5. Тогда γ5 = 25βa5,

d5 = 10b1η1 − 5
√

2b1η2 − 50
√

2b2(η1 + η2) + b3(100 + 25
√

2)/2.

B1 = −5b1(
√

2 + 2)/2, B2 = −5(
√

2b1 − 10b2)/2,

Q1 = 10
√

2c+ 2 + 2
√

2, Q2 = 10c+ 5
√

2c−
√

2.

Следует отметить, анализируя по очереди выражения dk, что они могут прини-
мать любой знак. Случай k = 6 наиболее легкий в плане анализа и наглядности.
Разберем более детально этот случай. Пусть c достаточно велико, откуда следует,
что главную роль играет коэффициент b3 и поэтому его знак и определяет знак d6.
Наоборот, если b3 достаточно мал, то знак d6 определяет второе слагаемое в правой
части, числитель которого при всех c > 1.6 знакопеременная квадратичная фор-
ма. Аналогичные рассуждения можно провести и для d2, d4. Формулы для d1, d3, d5
рекуррентные, и поэтому анализ их знака сложнее.

Из леммы 3.1, а также результатов работ [7, 12–17] вытекает утверждение, от-
носящееся к краевой задаче (1.1), (1.2).

Теорема 3.1.СР S0 третьего уравнения НФ (3.15) (семейству соответству-
ющих периодических решений P2(ϕ0, ψ0)) соответствует двумерное интегральное
многообразие, для решений на котором справедлива асимптотическая формула

u(t, x, ε) = ψ(t, ε) + v(t, x, ε) + ψ0, ψ(t, ε) = (δkε+ o(ε))t,
v(t, x, ε) = ε1/2ρ0[exp(i(σk + εωk + o(ε))t+ ikx+ iϕ0) + к.с.]+
+ερ20[η exp(2i(σk + εωk + o(ε))t+ 2ikx+ 2iϕ0) + к.с.] + o(ε).

(3.16)

Здесь ϕ0, ψ0 ∈ R,ωk = gk/ρ
2
0, δk = qkρ

2
0, где величина ρ0 была определена из анализа

третьего уравнения системы (3.15).
Решения двупараметрического семейства (3.16) наследуют устойчивость СР

S0 НФ (3.15).

4. Бифуркации пространственно неоднородных ре-
шений. Случай коразмерности 2

Напомним, что при aкр = ak = ak+1 (k = 1, 5) в задаче об устойчивости нулевого
решения реализуется критический случай, когда спектру линеаризованной краевой
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задачи (2.1) принадлежат следующие СЗ, расположенные на мнимой оси комплекс-
ной плоскости:

λ0 = 0, λ±k = ±iσk, λ±(k+1) = ±iσk+1,

а остальные СЗ лежат в левой полуплоскости комплексной плоскости. Выделенным
СЗ отвечают СФ

e0(x) = 1, e±k(x) = exp(±ikx), e±(k+1)(x) = exp(±i(k + 1)x).

Пусть выбраны ck, ak(ak+1 = ak при c = ck). Положим

a = ak(1− β1ε), c = ck + β2ε,

где ε – малый неотрицательный параметр, β1, β2 ∈ R. В результате получим следу-
ющую нелинейную краевую задачу:

ut = Ak,(k+1)(ε)u+ b1(u− w)wx + b2w
2
x + b3w

2
x(u− w), (4.1)

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (4.2)

где Ak,(k+1)(ε) = ak(1 − β1ε)uxx − (ck + β2ε)wx + u − w, w(t, x) = u(t, x − (π/4)).
Указанный ЛДО имеет СЗ

λ0 = 0, λk(ε) = iσk + ε(τk + iωk), λ−k(ε) = λk(ε),

λk+1(ε) = iσk+1 + ε(τk+1 + iωk+1), λ−(k+1)(ε) = λk+1(ε),

τk = akk
2β1 − β2k sin(

πk

4
), ωk = β2k cos(

πk

4
),

τk+1 = ak+1(k + 1)2β1 − β2(k + 1) sin(
π(k + 1)

4
), ωk+1 = β2(k + 1) cos(

π(k + 1)

4
).

Уместно отметить, что при выбранных вариантах возмущений ak и ck величины
τk и τk+1 могут принимать любое значение. Действительно, рассмотрим систему

akk
2β1 − kβ2 sin(

πk

4
) = τk,

ak+1(k + 1)2β1 − (k + 1)β2 sin(
π(k + 1)

4
) = τk+1,

которую проинтерпретируем как систему для определения β1 и β2. Она имеет ре-
шение при любых τk, τk+1, так как определитель этой системы отличен от нуля при
всех рассматриваемых значениях k.

При таком варианте выбора коэффициентов (таких СЗ) следует, что краевая
задача (1.1), (1.2) имеет пятимерное инвариантное многообразие M5(ε). Динами-
ку решений на нем определяет система из пяти обыкновенных дифференциальных
уравнений – НФ.

Решения на данном многообразии следует искать в виде аналогичном (3.3) (см.
[7, 16, 17]), как и в предыдущем пункте, т.е. для случая коразмерности 1. Выражения
для u1 в нашем случае следует положить в виде

u1 = zk exp(iσkt+ ikx) + zk exp(−iσkt− ikx)+
+zk+1 exp(iσk+1t+ i(k + 1)x) + zk+1 exp(−iσk+1t− i(k + 1)x),
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где zk = zk(s), zk+1 = zk+1(s). Как и ранее, соответствующие краевые задачи на
следующих шагах будут аналогичны краевым задачам (3.8), (3.9) и (3.11), (3.12).

В результате из условий разрешимости полученных краевых задач в выбранном
классе функций приходим к НФ

ψ′ = d1|zk|2 + d2|zk+1|2,
z′k = (τk + iωk)zk − [d3|zk|2 + d4|zk+1|2]zk,

z′k+1 = (τk+1 + iωk+1)zk+1 − [d5|zk|2 + d6|zk+1|2]zk+1.
(4.3)

Следует отметить, что явные формулы для коэффициентов НФ (4.3) достаточно
громоздки и поэтому ниже некоторые из них приведены в рекуррентном виде. Ниже
везде k = 1, 6.

Для действительных коэффициентов d1, d2 справедливы формулы

d1 = 2[−b1k sin(
πk

4
) + b2k

2], d2 = 2[−b1(k + 1) sin(
π(k + 1)

4
) + b2(k + 1)2].

Для упрощения записи формул для комплексных коэффициентов d3, d4, d5, d6
НФ (4.3) введем некоторые обозначения. Пусть

pk = exp(−iπk
4

), pk+1 = exp(−iπ(k + 1)

4
), qk = Re pk,

qk+1 = Re pk+1, τk = Impk, τk+1 = Impk+1.

Тогда

d3 = b3k
2(2− pk − p2k) + 4b2k

2η1pk + ib1η1k(2p2k − pk − pk),
d4 = 2b3((k + 1)(1− pk) + 2pkk(qk+1 − 1)) + 2b2(k + 1)pk(η4 + (2k + 1)η3)+

+ib1((2k + 1)(pkpk+1 − pk)η3 − η4(pk+1 − 1)pk+
+(pk − pk+1)(k + 1)η3 + (k + 1)(pk+1 − pk)η4),

d5 = 2b3(k(1− pk+1) + 2(k + 1)pk+1(qk − 1)) + 2b2kpk+1((2k + 1)η3 − η4)+
+b1i((2k + 1)(pkpk+1 − pk+1)η3 + η4(pk − 1)pk+1−

−k(pk+1 − pk)η3 − η4(pk − pk+1)),
d6 = b3(k + 1)2(2− pk+1 − p2k+1) + 4b2(k + 1)2p2k+1η2+

+ib1(k + 1)η2(2p
2
k+1 − pk+1 − pk+1).

Наконец,

η1 =
b1ik(p2k − pk)− b2k2p2k

2iσk + akk2 + ckikpk − (1− pk)
,

η2 =
b1i(k + 1)(p2k+1 − pk+1)− b2(k + 1)2p2k+1

2iσk+1 + ak+1(k + 1)2 + ck+1i(k + 1)pk+1 − (1− pk+1)
,

η3 =
b1i((2k + 1)pkpk+1 − (k + 1)pk+1 − kpk)− 2b2k(k + 1)pkpk+1

i(σk + σk+1) + ak(2k + 1)2 + ick(2k + 1)pkpk+1 − (1− pkpk+1)
,

η4 =
b1i((k + 1)pk+1 − pkpk+1 − kpk) + 2b2k(k + 1)pkpk+1

i(σk − σk+1) + ak − ickpkpk+1 − (1− pkpk+1)
.

Для записи последних формул использованы относительно универсальные обо-
значения. При конкретных k эти формулы могут быть записаны в более простой
форме. Следует также отметить, что, например, pkpk+1 =

√
2(1 + i)/2 при любом k.
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В общем виде анализ даже знаков Re d3, Re d4, Re d5, Re d6 затруднен. Числен-
ный анализ соответствующих формул показывает, что коэффициенты НФ (4.3) до-
статочно произвольны по знаку и абсолютной величине. В частности, потому, что
зависят от коэффициентов b1, b2, b3. В свою очередь, эти коэффициенты зависят от
угла между направляющей пучка ионов и нормалью. Они изменяются в достаточно
широких пределах [4]. Тем не менее, подчеркнем, что во многих случаях b3 < 0.

Для анализа НФ (4.3), как и ранее, удобнее перейти к полярным координатам,
положив

zk = ρk exp(iϕk), zk+1 = ρk+1 exp(iϕk+1), (4.4)

и перейдем уже к следующей НФ:

ψ′ = d1ρ
2
k + d2ρ

2
k+1, (4.5)

ρ′k = τkρk + [Re d3ρ
2
k +Re d4ρ

2
k+1]ρk,

ρ′k+1 = τk+1ρk+1 + [Re d5ρ
2
k +Re d6ρ

2
k+1]ρk+1,

(4.6)

ϕ′k = ωk + [Im d3ρ
2
k + Im d4ρ

2
k+1],

ϕ′k+1 = ωk+1 + [Im d5ρ
2
k + Im d6ρ

2
k+1].

(4.7)

Центральную роль при исследовании играет замкнутая подсистема дифферен-
циальных уравнений (4.6) для амплитудных переменных ρk, ρk+1. Пусть ρk,0, ρk+1,0 –
координаты ненулевых СР. Возможны три вида таких СР

S1 : ρk,0 > 0, ρk+1,0 = 0; S2 : ρk,0 = 0, ρk+1,0 > 0; S3 : ρk,0 > 0, ρk+1,0 > 0.

Вопрос об их устойчивости, решается с использованием теоремы об устойчивости
по первому приближению. В нашем случае данный вопрос сводится к исследованию
спектра матрицы Якоби.

Используя результаты работ [7, 12–17], можно утверждать, что справедлива сле-
дующая теорема для краевой задачи (4.1), (4.2) (краевой задачи (1.1), (1.2) при
соответствующем выборе коэффициентов).

Теорема 4.1.Существует такое ε0 > 0, что при всех ε ∈ (0, ε0) каждому гру-
бому ненулевому СР системы (4.6) (S1, S2, S3) соответствует семейство решений
краевой задачи (4.1), (4.2) следующего вида:

u(t, x, ε) = ([d1ρ
2
k,0 + d2ρ

2
k+1,0]ε+ o(ε))t+ v(t, x, ε) + ψ0, (4.8)

где
v(t, x, ε) = [2ρk,0 cos(σk + εΘk + o(ε))t+ ikx+ γk + 2ρk+1,0 cos(σk+1 + εΘk+1 + o(ε))t+

+i(k + 1)x+ γk+1]ε
1/2 + o(ε1/2), γk, γk+1, ψ0,Θk,Θk+1 ∈ R.

Решения (4.8) наследуют устойчивость СР S1, S2, S3.
Отметим, что СР S1, S2 соответствуют решения, которые фактически были ука-

заны в разделе 3, то есть периодические решения второго рода. Напомним, что, как
это принято, периодическим решением второго рода называют такое решение, про-
изводная по t которого будет уже обычной периодической функцией переменного
t. Иной вариант решений реализуется, если рассмотреть СР S3. В этом случае СР
S3 системы (4.6) соответствуют пространственно неоднородные решения, у которых
есть две составляющие: линейная функция от t и квазипериодическая функция пе-
ременного t. Такие решения принято называть квазипериодическими решениями
второго рода.
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5. Некоторые комментарии
В работе рассмотрены бифуркационные задачи, возникающие при изучении нело-
кального уравнения эрозии, дополненного периодическими краевыми условиями.
Подчеркнем, что рассматриваемое уравнение входит в класс функционально-диф-
ференциальных уравнений с отклоняющимся пространственным аргументом. В этот
класс также входит уравнение

ut + u = auxx +K(1 + γ cosuh),

для которого также рассматривалась периодическая краевая задача, то есть

u(t, x+ 2π) = u(t, x).

Здесь a,K > 0, uh = u(t, x+h). Эта краевая задача использовалась в качестве моде-
ли для описания динамики светового поля в световых резонаторах (см, например,
[15]). Для нее изучалась задача о возбуждении колебаний при различных предпо-
ложениях (см., например, [15, 18–21]).

Возвратимся к вопросам, которые были изучены в данной работе. В ней по-
казано, что основной причиной возникновения волнового рельефа на поверхности
мишени можно считать потерю устойчивости однородными СР. Аналогичный ме-
ханизм возникновения волнового рельефа был отмечен в модели Бредли–Харпера
[7]. Но в отличие от упомянутой модели, при рассмотрении нелокального уравнения
эрозии может реализоваться вариант уже "двухмодовых" волновых структур.
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Введение
Систематическое изучение дифференциальных уравнений с малым множителем при
старшей производной началось с работы А.Н. Тихонова [1]. К настоящему време-
ни хорошо изучен вопрос об асимптотике решений начальной задачи Коши для
достаточно широкого класса таких уравнений. С основными результатами на эту
тему можно ознакомиться в работах [2] и [3]. Одними из первых работ, посвящен-
ных качественным вопросам в теории рассматриваемых уравнений, явились статьи
А.А. Дородницына [4], а также Е.Ф. Мищенко и Л.С. Понтрягина [5]. Дальнейшее
развитие идей этих работ нашло отражение в [6].

В статьях [7–9] изучалась асимптотика по некоторому параметру собственных
чисел первой краевой задачи для некоторых классов дифференциальных опера-
торов, порядок которых понижался при нулевом значении этого параметра. При
этом предполагалось, что у предельного оператора существуют собственные чис-
ла соответствующей первой краевой задачи, причем устанавливается, что именно к
ним происходит стремление собственных чисел исходного дифференциального опе-
ратора при стремлении параметра к нулю. В настоящей работе вычисляются, с
использованием качественных методов, пределы всех собственных значений пер-
вой краевой задачи для уравнений, указанных в названии. Существенным образом
используются хорошо известные (см., например, [10–13]) результаты о разделении
нулей решений уравнений второго порядка и теоремы сравнения осцилляционных
свойств решений различных уравнений. Предел, к которому стремится первое соб-
ственное значение этой краевой задачи, определен в [9]. Трудности, которые здесь
возникают, связаны с тем, что нет предельного оператора и, следовательно, методи-
ка работ [7, 8] не применима. Настоящая работа является расширенным вариантом
работы автора [10].

1. Постановка задачи и формулировка основного
результата

На некотором отрезке [α, β] рассматривается первая краевая задача для дифферен-
циального уравнения

εẍ+ p(t)ẋ+ q(t)x = λx

с малым положительным параметром ε. Предполагается, что функция q(t) непре-
рывна, а p(t)– непрерывно дифференцируема на [α, β] и, что является самым важ-
ным, функция p(t) имеет конечное число простых нулей t1, . . . , tn, принадлежащих
интервалу (α, β). Хорошо известно (см. например [13]), что поставленная задача
имеет счетное количество собственных чисел, которые вещественны и просты. Обо-
значим их через λj(ε) (j = 1, 2, . . . ). Условимся считать, что эти числа занумерова-
ны в порядке убывания. Это всегда можно проделать, поскольку λj(ε) (j = 1, 2, . . . )
ограничены в совокупности сверху, и, кроме того, ни одна конечная точка число-
вой оси не может являться точкой сгущения последовательности рассматриваемых
чисел. Каждому λj(ε) соответствует решение xj(t, ε) дифференциального уравнения

εẍ+ p(t)ẋ+ [q(t)− λj(ε)]x = 0.
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Функция xj(t, ε) обращается в нуль в концах отрезка [α, β] и имеет ровно j−1 нулей
на интервале (α, β).

Введем в рассмотрение величины

νik =

[
q(tk)−

|ṗ(tk)|+ ṗ(tk)

2

]
− |ṗ(tk)|i, (i = 0, 1, . . . ; k = 1, . . . , n). (1)

Расположим числа νik в ряд в порядке убывания. Определим затем числа λj, кото-
рые будем считать равными соответственно j-ым членам этого ряда.

Главным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 1. Имеют место предельные равенства

lim
ε→0

λj(ε) = λj (j = 1, 2, . . . ).

Доказательство Теоремы 1 будет построено на основе анализа осцилляционных
свойств решений дифференциального уравнения

εẍ+ p(t)ẋ+ q(t)x = 0. (2)

Сначала определим наибольшее количество нулей, которое могут иметь решения
уравнения (2) на отрезке [α, β] при малых значениях параметра ε, причем сначала
рассмотрим самый простой случай.

Лемма 1. Пусть на интервале (α, β) функция p(t) имеет лишь один нуль в точке
t1. Пусть, далее, для некоторого целого положительного k выполнено неравенство

k − 1 <
ν01

|ṗ(t1)|
< k. (3)

Тогда существует такое ε0 > 0, что для любого ε ∈ (0, ε0) найдется решение
x0(t, ε) уравнения (2), имеющее ровно k + 1 нулей на отрезке [α, β]. Любое другое
решение того же уравнения имеет число нулей меньшее или равное k + 1.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что t1 = 0. С
помощью преобразования

x = y exp

− 1

2ε

t∫
α

p(τ)dτ

 (4)

и последующего
t =

√
ε|ṗ(0)|−1s

уравнение (2) приводится к виду

ÿ +

[
2q(0)− ṗ(0)

2|ṗ(0)|
− s2

4
+ ω(s, ε)

]
y = 0. (5)

В (5) непрерывная функция ω(s, ε) стремится к нулю при стремлении ε к нулю рав-
номерно на каждом конечном промежутке изменения s. В результате новой замены

y = u exp

[
−s

2

4

]
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придем к уравнению

ü− su̇+

[
ν01

|ṗ(0)|
+ ω(s, ε)

]
u = 0. (6)

С уравнением (6) тесно связано уравнение Вебера [14]

ü− su̇− au = 0,

где
a = − ν01

|ṗ(0)|
. (7)

Линейно независимыми решениями последнего уравнения являются функции

ur(s) = 1 +
∞∑
i=1

a(a+ 2) . . . (a+ 2i− 2)

(2i)!
s2i (8)

и

u(s) = s+
∞∑
i=1

(a+ 1) . . . (a+ 2i− 1)

(2i+ 1)!
s2i+1.

Исследуем осцилляционные свойства этих функций. Мы покажем, что функция
ur(s) имеет ровно k + 1 нулей при нечетном k, фигурирующем в неравенствах (3),
а в случае четного k функция u(s) будет иметь ровно k + 1 нулей.

Сначала установим, что наибольшее количество нулей функций ur(s) и u(s), с
одной стороны, не превосходит числа k+ 1, а с другой стороны, оно не меньше, чем
k − 1. Для этого введем в рассмотрение функции

ui(s) = (−1)k−2+i exp

[
s2

2

]
dk−2+i

dsk−2+i
exp

[
−s

2

2

]
, i = 1, 2, 3.

Непосредственно проверяется, что введенные таким образом функции являются ре-
шениями дифференциальных уравнений

ü− su̇− (k − 2 + i)u = 0, i = 1, 2, 3

соответственно. Легко показать, рассуждая, например, по индукции, что для каж-
дого целого положительного k функция ui(s) обращается в ноль ровно k− 2 + i раз
на интервале (−∞,∞). Отсюда и из теоремы сравнения (см., например, [11–13])
вытекает, что при условии (3) в случае нечетного k число нулей функции ur(s) не
больше, чем k+1, и не меньше, чем k−1. При этом количество нулей функции u(s)
не превосходит k. Если же k четно, то функция u(s) обращается в нуль не более
k + 1 и не менее k − 1 раз, а число нулей функции ur(s) меньше или равно k.

Уточним теперь полученный результат. А именно, докажем, что количество ну-
лей функции ur(s) в точности равно k+1, если k нечетно. В случае четного k столько
же нулей имеет на интервале (−∞,∞) функция u(s). Разберем только случай, ко-
гда в условии (3) k нечетно. В случае четного k в том же условии доказательство
проводится аналогично, и поэтому мы его опустим.
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Предположим противное. Тогда, очевидно, решение (8), которое является четной
функцией, имеет необходимо k−1 нулей. Приняв во внимание тот факт, что ur(0) =
1, легко получить равенство

lim
s→∞

ur(s) =

{
−∞, если k − 1 не кратно 4,
∞, если k−1

4
= p, p = 0, 1, . . .

(9)

Если, однако, мы воспользуемся формулой (8), записанной в виде

ur(s) = 1 +
k∑
i=1

a(a+ 2) . . . (a+ 2i− 2)

(2i)!
s2i +

∞∑
i=k+1

a(a+ 2) . . . (a+ 2i− 2)

(2i)!
s2i,

где под последним знаком суммирования все слагаемые положительны, когда k− 1
не кратно четырем, и отрицательны – в противном случае, то получим равенство

lim
s→∞

ur(s) =

{
∞, если k−1

4
6= p, p = 0, 1, . . . ,

−∞, еслиk−1
4

= p, p = 0, 1, . . .

Сравнивая последнее равенство с соотношением (9), приходим к противоречию.
Таким образом, мы доказали, что при нечетном k функция ur(s) обращается в

нуль ровно k + 1 раз на интервале (−∞,∞). Ясно, что количество нулей функции
u(s) при этом равно k.

Фиксируем так s0 > 0, чтобы на интервале (−s0, s0) содержались все нули функ-
ций ur(s) и u(s). Будем, далее, рассматривать только те значения ε, при которых[

−
(
ε|ṗ(0)|−1

) 1
2 s0,

(
ε|ṗ(0)|−1

) 1
2 s0

]
⊂ [α, β].

Тогда на отрезке [−s0, s0] определены коэффициенты уравнения (6), которые на нем
равномерно сходятся к коэффициентам уравнения (1.9) при стремлении ε к нулю.
Отсюда следует существование такого ε0 > 0, что при всех ε ∈ (0, ε0) наибольшее
число нулей решений уравнения (6), а значит, и уравнения (2), не меньше, чем k+1.
Поэтому ясно, что для доказательства леммы необходимо показать следующее: у
уравнения (5) не может быть решений с числом нулей на отрезке [α, β] большим,
чем k + 1, когда ε достаточно мало.

Введем сначала несколько обозначений. Через u1(s, ε) и u2(s, ε) обозначим реше-
ния дифференциального уравнения (6), начальные условия которых, заданные при
s = 0, совпадают соответственно с начальными условиями решений ur(s) и uH(s)
уравнения (1.9). Введем затем в рассмотрение отрезки

∆1(ε) =
[
α
(
ε|ṗ(0)|−1

)− 1
2 , s1(ε)

]
и ∆2(ε) =

[
s2(ε), β

(
ε|ṗ(0)|−1

)− 1
2

]
.

Здесь через si(ε) ∈ [−s0, s0] (i = 1, 2) обозначены числа, являющиеся соответственно
левым крайним и правым крайним нулем функции u1(s, ε) при четном k, фигури-
рующем в (3), и функции u2(s, ε) – при нечетном. Отметим, что при малых ε нули у
функций u1(s, ε) и u2(s, ε) существуют, и, более того, количество нулей у каждой из
рассматриваемых функций на отрезке [−s0, s0] равно соответственно числу нулей
функций ur(s) и uH(s). Это следует из равномерной сходимости u1(s, ε) к ur(s), а
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u2(s, ε) к uH(s) на каждом конечном промежутке при стремлении ε к нулю. Отсюда
же вытекает справедливость предельных равенств

− lim
ε→0

s1(ε) = lim
ε→0

s2(ε) = s1, (10)

где s1 > 0 является правым крайним нулем функции ur(s), если k четно, и функции
uH(s), если k нечетно.

Покажем, что решения дифференциального уравнения (5) не осциллируют при
достаточно малых ε на отрезках ∆1(ε) и ∆2(ε). Отсюда и из теоремы о разделении
нулей (см., например, [11–13]) будет следовать, что решения рассматриваемого урав-
нения имеют не более k+1 нулей на отрезке [α, β] при тех же значениях ε. Как и в [9],
воспользуемся для этого вариантом критерия неосцилляции Валле–Пуссена [15].

Установим существование функции z0(s, ε), обладающей следующими двумя свой-
ствами.

Во-первых, она непрерывна на отрезках ∆1(ε) и ∆2(ε), когда k ≥ 2, и непрерывна
лишь на полуинтервалах [α(ε|ṗ(0)|−1)−

1
2 , s1(ε)) и (s2(ε), β(ε|ṗ(0)|−1)−

1
2 ] при k = 1, но

в этом случае выполнены предельные равенства

lim
s→s1(ε)−0

z0(s, ε) =∞

и соответственно
lim

s→s2(ε)+0
z0(s, ε) = −∞.

Очевидно, что при k = 1 имеют место соотношения

s1(ε) ≡ s2(ε) ≡ 0, ε ∈ (0, ε0),

где ε0 достаточно мало.
Во-вторых, функция z0(s, ε) удовлетворяет дифференциальному неравенству

D∗z0(s, ε) ≥ z2
0(s, ε) +

2q(s, ε)− ṗ(s, ε)
2|ṗ(0)|

− p2(s, ε)

4ε|ṗ(0)|
. (11)

В (11) положено
q(s, ε) = q(

√
ε|ṗ(0)|−1s),

p(s, ε) = p(
√
ε|ṗ(0)|−1s),

ṗ(s, ε) = ṗ(
√
ε|ṗ(0)|−1s),

а D∗z0(s, ε) – правое верхнее производное число функции z0(s, ε).
Сначала введем одну вспомогательную функцию, которая потребуется нам при

построении функции z0(s, ε).
Положим

u(b, s) =


1 +

∞∑
i=1

b(b+2)...(b+2i−2)
(2i)!

s2i, k четно,

s+
∞∑
i=1

(b+1)...(b+2i−1)
(2i+1)!

s2i+1, k нечетно.
(12)

В (12) параметр b удовлетворяет неравенствам

− k < b < −k + δ0, (13)
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где положительная постоянная δ0 < 1, вообще говоря, достаточно мала. Ниже будет
указано, насколько малой ее следует выбрать. Заметим, что функция (12) является
решением дифференциального уравнения

ü− su̇− bu = 0.

Тем самым, при условии (13) она имеет ровно k нулей на интервале (−∞,∞). Обо-
значим через s(b) правый крайний нуль функции u(b, s). Отметим, что

s(b) ≤ s1,

если только выполнено неравенство

δ0 ≤ k + a.

Этот факт следует из определения чисел s(b) и s1, а также из теоремы сравне-
ния (см., например, [11–13]). Далее, так как левее точки −s(b) и правее точки
s(b) функция (12) не меняет знака, то для значений s, принадлежащих интерва-
лам (−∞,−s(b)) и (s(b),∞), определена непрерывная нечетная функция

v(b, s) =
s

2
− u̇(b, s)

u(b, s)
, (14)

которая, очевидно, является решением дифференциального уравнения Риккати

v̇ = v2 +
1

2
− b− s2

4
. (15)

Ниже будет установлено существование такого δ1 > 0, что при

−k < b ≤ −k + δ1

функция v(b, s) будет обращаться в нуль в некоторой точке s(b) ∈ (s(b),∞), причем
непрерывная функция s(b) параметра b будет удовлетворять предельному равенству

lim
b→−k+0

s(b) =∞. (16)

Если δ0 в (13) определить так, чтобы имело место неравенство

δ0 ≤ min(δ1, k + a),

то построить функцию z0(s, ε) можно без труда.
Действительно, пусть выполняется (16). Функцию z0(s, ε) начнем строить сле-

дующим образом. Предварительно введем несколько обозначений. Выберем такое
положительное σ0, чтобы отрезок [−σ0, σ0] принадлежал интервалу (α, β) и чтобы

m0 = min |ṗ(t)| > 0, −σ0 ≤ t ≤ σ0.

Затем фиксируем некоторое положительное число l0 так, чтобы имело место нера-
венство

l0 > max[4q(t)− 2ṗ(t)], α ≤ t ≤ β.
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Далее, положим
r0 = m−1

0

√
l0|ṗ(0)|.

Из предельного равенства (10) вытекает существование такого ε0 > 0, что при всех
ε ∈ (0, ε0) выполняются соотношения (k ≥ 2)

s(b) < s1(ε) ≤ s2,

−s(b) < s2(ε) ≥ −s2,

где s2 > 0 не зависит от ε. Отметим, что при k = 1

s(b) = si(ε) ≡ 0, i = 1, 2.

Используя (16), можно сделать вывод о существовании такого b, удовлетворяющего
условию (13), и такого r > max(r0, s2), что s(b) = r ∈ (s1(ε),∞). Функцию z0(s, ε)
будем считать теперь равной v(b, s) при |s| ≤ r и s ∈ ∆1(ε)

⋃
∆2(ε), а для остальных

значений s из ∆1(ε)
⋃

∆2(ε) определим ее равной тождественно нулю.
Покажем, что построенная так функция z0(s, ε) удовлетворяет дифференциаль-

ному неравенству (11).
При |s| ≤ r (s ∈ ∆1(ε)

⋃
∆2(ε)) неравенство (11) будет иметь место, если

a− b ≥ maxω(s, ε),

т.е. при достаточно малых значениях ε. При s ∈ ∆1(ε)
⋃

∆2(ε) и

r ≤ s ≤ σ0

√
ε−1|ṗ(0)|

неравенство (11) будет выполнено, если будет выполнено неравенство

|p(
√
ε|ṗ(0)|−1s| ≥

√
l0ε,

которое, используя формулу Лагранжа, запишем в виде

|ṗ(
√
ε|ṗ(0)|−1θs)

√
ε|ṗ(0)|−1s| ≥

√
l0ε,

где θ ∈ (0, 1). Последнее неравенство является следствием другого неравенства

m0r ≥
√
l0|ṗ(0)|−1,

которое верно в силу выбора чисел r0 и r. При остальных значениях s, принадле-
жащих отрезкам ∆1(ε) и ∆2(ε), дифференциальное неравенство будет выполнено,
если

εl0 ≤ min p2(t), t ∈ [α, β], t∈(−σ0, σ0),

т.е. при достаточно малых ε.
Таким образом, нам осталось обосновать лишь предельное равенство (16). Соот-

ветствующее доказательство разобьем на четыре этапа, причем ограничимся слу-
чаем четного k, так как при k нечетном рассуждения аналогичны.
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2. Обоснование предельного свойства функции s(b)

1. Докажем сначала один общий факт, касающийся свойств решений дифферен-
циального уравнения (15). Именно, покажем, что непрерывная на некотором ин-
тервале функция, являющаяся решением уравнения (15), не может иметь на этом
интервале более двух нулей с учетом их кратностей. Поскольку в дальнейшем мы
будем работать только с решением v(b, s), то применительно к нему и обоснуем это
утверждение.

Предположим противное, т.е. будем считать, что существует такое значение па-
раметра b, удовлетворяющее условию (13), при котором непрерывная на некотором
интервале функция v(b, s) обращается в нуль не менее, чем в трех точках этого
интервала. Пусть для определенности первые три нуля, о которых идет речь, нахо-
дятся в точках

s1 ≤ s2 ≤ s3. (17)

Непосредственно из уравнения (15) видно, что кратность любого нуля, не совпада-
ющего с началом координат, не может превышать двух, так как для второй произ-
водной функции v(b, s) выполняется равенство

v̈(b, si) = −1

2
si, i = 1, 2, 3. (18)

Из (18) следует, что в неравенствах (17) хотя бы в одном месте стоит знак строгого
неравенства.

Обозначим через sj(b) (j = 1, . . . , k
2
) все положительные нули функции u(b, s),

которые будем считать занумерованными в порядке возрастания. Равенство (14)
определяет функцию v(b, s) для неотрицательных значений s не только на интер-
вале (s(b),∞), но и на интервалах (sj(b), sj+1(b)) (j = 1, . . . , k

2
− 1) и полуинтервале

[0, s1(b)). Достаточно доказать сформулированное выше утверждение для этих ин-
тервалов. Обоснование того же факта для остальных интервалов, на которых функ-
ция v(b, s) непрерывна, будет следовать из нечетности рассматриваемой функции.

Из определения чисел sj(b) и из формулы (14) вытекают предельные равенства

lim
s→sj(b)−0

v(b, s) =∞, (19)

lim
s→sj(b)+0

v(b, s) = −∞. (20)

Равенство (20) позволяет нам без потери общности считать, что выполняется нера-
венство

v̇(b, s1) ≥ 1.

Если же s1 ∈ [0, s1(b)), то ясно, что s1 = 0, причем s1 является простым нулем
функции v(b, s). Используя эти замечания и соотношение (18), убеждаемся в спра-
ведливости неравенства

s2 < s3. (21)

На основании формулы (15) и, вновь учитывая (18) и (20), заключаем теперь, что

1

2
− b− 1

4
(s1)2 ≥ 0,
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1

2
− b− 1

4
(s2)2 ≤ 0,

1

2
− b− 1

4
(s3)2 ≥ 0.

Однако, в силу (21), последние два неравенства одновременно выполняться не мо-
гут. Мы пришли к противоречию. Тем самым показано, что на промежутках, на
которых v(b, s) непрерывна, не может существовать у нее более двух нулей с уче-
том их кратностей. Заметим, что полученный вывод справедлив и в случае, когда
b = −k.

В заключение этого этапа отметим, что в силу предельного равенства (19) на
интервалах (sj(b), sj+1(b)) (j = 1, . . . , k

2
− 1) у функции v(b, s) находится лишь один

простой нуль. На полуинтервале [0, s1(b)) эта функция единственный раз обраща-
ется в нуль в точке s = 0, причем этот нуль также простой.

2. Здесь будут изучены некоторые специальные свойства функции v(b, s) при
значении параметра b, равном −k.

Как было показано выше, четная функция u(−k, s) обращается в нуль в k точ-
ках интервала (−∞,∞). Обозначим через sj(−k) (j = 1, . . . , k

2
) положительные нули

этой функции, причем будем считать, что нумерация происходит в порядке возрас-
тания. Формула (14) определяет непрерывную функцию v(−k, s) на промежутках
[0, s1(−k)), (s1(−k), s2(−k)), . . . , (s k

2
−1(−k), s k

2
(−k)), (s k

2
(−k),∞). Основным содер-

жанием этого этапа является доказательство того факта, что функция v(−k, s) об-
ращается в нуль в некоторой точке s(−k), принадлежащей интервалу (s k

2
(−k),∞),

причем выполнено неравенство

v̇(−k, s(−k)) > 0. (22)

В дальнейшем нам будет удобно работать с формулой

u(b, s)v(b, s) = s

[
1

2
− b+

∞∑
i=1

b(b+ 2) . . . (b+ 2i− 2)

(2i)!

(
1

2
− 2i+ b

2i+ 1

)
s2i

]
, (23)

которая при b = −k принимает более простой вид

u(−k, s)v(−k, s) = s

[
1

2
+ k +

k/2∑
i=1

−k . . . (−k + 2i− 2)

(2i)!

(
1 + k

4i+ 2

)
s2i

]
. (24)

Заметим теперь, что все нули многочлена степени k + 1, стоящего в правой части
формулы (24), совпадают с нулями функции v(−k, s), причем других нулей у по-
следней функции нет. Поскольку, как отмечалось выше, на каждом из промежутков
[0, s1(−k)), [sj(−k), sj+1(−k)) (j = 1, . . . , k

2
− 1) функция v(−k, s) имеет ровно один

простой нуль, то для доказательства существования нуля на интервале (s k
2
(−k),∞)

необходимо показать следующее: многочлен (24) имеет точно k
2
положительных ну-

лей. Очевидно, что больше, чем k
2
, их быть не может. Предположим противное, т.е.

будем считать, что количество положительных нулей этого многочлена меньше, чем
k
2
. Тогда число их в точности равно k

2
−1. В точке s = 0 многочлен равен нулю, а его

производная при этом положительна. Из сказанного следует предельное равенство

lim
s→∞

u(−k, s)v(−k, s) =

{
∞, если k

4
6= p, (p = 1, 2, . . . ),

−∞, если k
4

= p, (p = 1, 2, . . . ).
(25)



692
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 22, №5 (2015)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 22, No 5 (2015)

С другой стороны, если воспользоваться формулой (24), то получим вместо равен-
ства (25) не совпадающее с ним равенство

lim
s→∞

u(−k, s)v(−k, s) =

{
−∞, если k

4
6= p, (p = 1, 2, . . . ),

∞, если k
4

= p, (p = 1, 2, . . . ).

Тем самым получено противоречие. Неравенство (22) для нуля s(−k) ∈ (s k
2
(−k),∞)

функции v(−k, s), существование которого мы доказали, выполняется очевидным
образом.

3. Покажем здесь, используя предыдущий результат, что существует такое δ1 ∈
(0, 1), при котором для всех b ∈ (−k,−k + δ1) функция v(b, s) обращается в нуль
в некоторой точке s(b) ∈ (s(b),∞). Покажем также, что при этом выполняется
неравенство

v̇(b, s(b)) > 0. (26)

Введя новый параметр
δ = k + b,

перепишем формулу (23) в более удобном для нас виде

u(b, s)v(b, s) = s

[
1
2

+ k +

+
k/2∑
i=1

−k(−k+2)...(−k+2i−2)
(2i)!

(
1
2
− 2i−k

2i+1

)
s2i + f(s, δ)

]
,

(27)

где непрерывная функция f(s, δ) стремится к нулю при стремлении δ к нулю равно-
мерно на каждом конечном промежутке изменения s. Фиксируем затем такое s0 > 0,
чтобы s(−k) ∈ (0, s0). На отрезке [0, s0] правая часть формулы (27) равномерно схо-
дится к (24). Отсюда следует, что при малых δ у функции v(b, s) существует нуль
s(b) ∈ (s(b),∞), причем в силу (22) имеет место неравенство (26).

Отметим, что для непрерывной функции s(b) параметра b ∈ (−k,−k + δ1) вы-
полняется неравенство

s(b) <
√

2 + 4k.

Этот вывод можно сделать на основании (15) и с помощью неравенства (26).
4. Покажем теперь, что при достаточной близости параметра b к числу −k у

функции v(b, s) существует второй нуль s(b), удовлетворяющий предельному равен-
ству (16).

При решении поставленной задачи мы вновь воспользуемся представлением (23),
которое перепишем в несколько ином виде

u(b, s)v(b, s) = s

[
1
2
− b+

k∑
i=1

b(b+2)...(b+2i−2)
(2i)!

(
1
2
− 2i+b

2i+1

)
s2i+

+
∞∑

i=k+1

b(b+2)...(b+2i−2)
(2i)!

(
1
2
− 2i+b

2i+1

)
s2i

]
.

(28)

Для значений b из интервала (−k,−k + δ1) все слагаемые, объединенные под по-
следним знаком суммирования в формуле (28), положительны, если k не кратно
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четырем, и отрицательны– в противном случае. Отсюда следует, что выполняется
равенство

lim
s→∞

u(b, s)v(b, s) =

{
∞, если k

4
6= p, p = 1, 2, . . . ,

−∞, если k
4

= p, p = 1, 2, . . .
(29)

Из определения числа s(b) и из неравенства (26) вытекает, что функция v(b, s) по-
ложительна в некоторой окрестности справа от точки s(b). Отсюда, из предельных
равенств

lim
s→∞

u(b, s) =

{
−∞, если k

4
6= p, p = 1, 2, . . . ,

∞, если k
4

= p, p = 1, 2, . . .

и (29) следует, что функция v(b, s) отрицательна при достаточно больших значениях
s. Из этого вытекает существование у этой функции второго нуля s(b).

Равенство (16) доказывается теперь без труда. В самом деле, предположим про-
тивное: пусть существует такая последовательность bm → −k + 0, что выполняется
равенство

lim
m→∞

s(bm) = s0, s0 ∈ (s(−k),∞).

Фиксируем тогда такое s1 > 0, чтобы

[s0 − s1, s0 + s1] ⊂ (s(−k),∞).

На отрезке [s0−s1, s0+s1] правая часть (28) равномерно сходится к правой части (24)
при стремлении bm к числу −k. Следовательно, существует такое δ > 0, при котором
для всех b ∈ (−k,−k+δ) функция v(b, s) положительна на рассматриваемом отрезке.
Тем самым мы пришли к противоречию. Предельное равенство (16) доказано.

3. Вспомогательное утверждение

1. Приведенное в этом параграфе утверждение, для обоснования которого мы бу-
дем использовать уже полученные результаты, будет играть основную роль при
доказательстве теоремы 1.

Пусть функция p(t) обращается в нуль в точках t1, . . . , tn интервала (α, β). Фик-
сируем такое t0 > 0, чтобы принадлежащие интервалу (α, β) отрезки [ti − t0, ti + t0]
(i = 1, . . . , n) не пересекались между собой. Эти отрезки нам удобно обозначить
через ∆i(t0) соответственно.

Предположим, что

− hi =
ν0i

|ṗ(ti)|
6= j, j = 0, 1, . . . ; i = 1, . . . , n. (30)

Отметим, что в силу леммы 1 наименьшее число нулей, которое могут иметь реше-
ния дифференциального уравнения (2) на каждом из отрезков ∆i(t0), не зависит
от ε, если только ε достаточно мало. Наименьшее возможное число нулей на ∆i(t0)
мы будем обозначать ниже через ki. Очевидно, что наибольшее количество нулей у
решений уравнения (2) на том же отрезке будет равно ki + 1.
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Лемма 2. Пусть выполнены неравенства (30). Тогда найдется такое ε0 > 0, что
при каждом ε ∈ (0, ε0) существует решение x∗(t, ε) уравнения (2), имеющее ровно
k0 нулей на отрезке [α, β], где

k0 = 1 +
n∑
i=1

ki.

Любое другое решение при этом обращается в нуль не более k0 раз.

Доказательство. Сначала покажем, что существует решение уравнения (2),
которое имеет на отрезке [α, β] не менее k0 нулей при малых ε. Для этого выберем
такое ε0 > 0, чтобы при ε ∈ (0, ε0) на каждом из отрезков ∆i(t0) существовало
решение, имеющее ki + 1 нулей соответственно. Ясно, что тогда любое решение
имеет не менее ki нулей на каждом из рассматриваемых отрезков. Таким образом,
если зафиксировать такое решение, которое имело бы k1 +1 нулей на отрезке ∆1(t0),
то на каждом из остальных отрезков ∆i(t0) это же решение обращается в нуль не
менее, чем ki раз. Начальные условия такого решения, заданные в момент времени
t1, можно взять не зависящими от ε. Отсюда следует, что наибольшее количество
нулей, которое могут иметь решения уравнения (2) на отрезке [α, β], не меньше k0

для достаточно малых ε.
Доказательство леммы будет завершено, если мы покажем, что существует ре-

шение уравнения (2), имеющее при малых ε не более k0 − 1 нулей. Чтобы показать
это, нам будет удобнее работать с дифференциальным уравнением

εẍ+

[
2q(t)− ṗ(t)

2
− p2(t)

4ε

]
x = 0, (31)

в которое преобразуется уравнение (2) с помощью замены (4) и переобозначения
y = x.

Без ограничения общности можно считать, что нули функции p(t) занумерованы
в порядке возрастания. Введем в рассмотрение дифференциальное уравнение

εẍ+

[
2q0(t)− p̃0(t)

2
− p2

0(t)

4ε

]
x = 0. (32)

Здесь положено

p0(t) =

{
a0 > 0, если t ∈ [α, β] и t∈

⋃
i ∆i(t0),

ai(t− ti), если t ∈ ∆i(t0),
(33)

p̃0(t) =

{
0, если t ∈ [α, β] и t∈

⋃
i ∆i(t0),

ṗ(t), если t ∈ ∆i(t0),
(34)

q0(t) =

{
0, если t ∈ [α, β] и t∈

⋃
i ∆i(t0),

bi, если t ∈ ∆i(t0).
(35)

В (33) – (35) индекс i принимает значения от 1 до n, а числа ai (i = 0, . . . , n) и bi
(i = 1, . . . , n) считаем выбранными таким образом, чтобы имели место неравенства

ni − 1 < νi =
2bi − ai − |ai|

2|ai|
< ni, i = 1, . . . , n, (36)
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где ni – целые числа. Докажем сначала лемму для дифференциального уравнения
(32). Отметим, что это уравнение подобрано так, чтобы его можно было проинте-
грировать в явном виде.

На заключительном этапе доказательства леммы будет показано, что существует
такое ε0 > 0, при котором для всех ε ∈ (0, ε0) выполняется неравенство

2q(t)− ṗ(t)
2

− p2(t)

4ε
≤ 2q0(t)− p̃0(t)

2
− p2

0(t)

4ε
(37)

при t ∈ [α, β]. При этом можно так определить числа ai и bi в формулах (33) – (35),
чтобы числа νi были заключены между теми же целыми числами, что и ν0i|ṗ(ti)|−1.
При таком определении чисел νi (i = 1, . . . , n) максимальное возможное количество
нулей, которое могут иметь при малых ε решения уравнения (32), не превзойдет
числа k0. Отсюда и из неравенства (37) будет следовать, что у решений уравнения
(31) не может существовать при тех же ε нулей больше, чем k0. Последнее вытекает
из теоремы сравнения (см., например, [11–13]).

Итак, основную роль при доказательстве леммы играет обоснование соответству-
ющего утверждения для дифференциального уравнения (32). Приступим к изуче-
нию свойств решений этого уравнения.

2. Свойства решений уравнения (32). Первый этап.
Введем в рассмотрение функции, используя которые докажем на следующих

этапах нужное утверждение.
На отрезке ∆i(t0) (i = 1, . . . , n) определим функции

xi1(t, ε) =

[
1 +

∞∑
j=1

−νi(−νi + 2) . . . (−νi + 2j − 2)|ai|j

(2j)!εj
(t− ti)2j

]
exp

[
−|ai|

4ε
(t− ti)2

]
и

xi2(t, ε) =
√
ε√
|ai|

exp
[
− |ai|

4ε
(t− ti)2

] √
|ai|√
ε

(t− ti)+

+
∞∑
j=1

(−νi+1)...(−νi+2j−2)|ai|
2j+1

2

(2j+1)ε
2j+1

2

(t− ti)2j+1.

Далее положим

xi(t, ε) =

{
xi1(t, ε), если ni ≥ 2 и ni четно,
xi2(t, ε), если ni ≤ 0 или ni нечетно. (38)

Числа ni, входящие в (38), те же, что и в (36). Каждая из функций xi(t, ε) являет-
ся решением дифференциального уравнения (32) на соответствующем промежутке.
Как следует из доказательства леммы 1, функция xi(t, ε) обращается в нуль на от-
резке ∆i(t0) ровно ki раз при малых значениях ε. При этом количество нулей любого
другого решения уравнения (32) на том же отрезке не меньше, чем ki.

Рассмотрим отдельно функцию x1(t, ε), определенную на отрезке ∆1(t0). Эта
функция будет играть особую роль в дальнейших рассуждениях. Нам будет удобно
считать, что x1(t, ε) определена на всем отрезке [α, β]. На значениях t /∈ ∆1(t0)
определим эту функцию так, чтобы она была решением уравнения (32). Обозначим
полученную функцию через x0(t, ε). Для нас будет важно знать, как ведет себя
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эта функция при значениях t /∈ ∆1(t0). Поэтому нам будет удобно вводить новые
обозначения этой функции, рассматриваемой на некоторых специальных отрезках.

Рассмотрим отрезки [t1 + t0, t2 − t0] и ∆2(t0). На этих отрезках функция x0(t, ε)
определяет соответственно две функции x01(t, ε) и x02(t, ε). Как оказывается, первую
из этих функций можно выписать в явном виде, а вторую выразить через x21(t, ε)
и x22(t, ε).

Имеем

x01(t1 + t0, ε) = x1(t1 + t0, ε), ẋ01(t1 + t0, ε) = ẋ1(t1 + t0, ε).

Используя формулы, при помощи которых мы ввели p0(t), p̃0(t) и q0(t), получим,
что

x01(t0, ε) =
1

2
x1(t1 + t0, ε)

(
exp

[a0

2ε
(t2 − t1 − 2t0)

]
+ exp

[
−a0

2ε
(t2 − t1 − 2t0)

])
+

+
ε

a0

ẋ(t1 + t0, ε)
(

exp
[a0

2ε
(t2−t1−2t0)

]
− exp

[
−a0

2ε
(t2−t1−2t0)

])
, (39)

ẋ01(t0, ε) =
1

2
ẋ(t1 + t0, ε)

(
exp

[a0

2ε
(t2 − t1 − 2t0)

]
+ exp

[
−a0

2ε(t2 − t1 − 2t0)

])
+

+
a0

4ε
x1(t1 − t0, ε)

(
exp

[a0

2ε
(t2 − t1 − 2t0)

]
− exp

[
−a0

2ε
(t2 − t1 − 2t0)

])
, (40)

где положено t0 = t2 − t0. Отметим, что

x21(t, ε)ẋ22(t, ε)− ẋ21(t, ε)x22(t, ε) ≡ 1, t ∈ ∆2(t0). (41)

Поскольку
x02(t0, ε) = x01(t0, ε), ẋ02(t0, ε) = ẋ01(t0, ε),

то из (41) получаем, что имеет место представление

x02(t0, ε) =
[
x01(t0, ε)ẋ22(t0, ε)− ẋ01(t0, ε)x22(t0, ε)

]
x21(t, ε)+

+
[
ẋ01(t0, ε)x21(t0, ε)− x01(t0, ε)ẋ21(t0, ε)

]
x22(t, ε). (42)

Ниже нам потребуется еще функция

x0(t, ε) =

[
ẋ22(t0, ε)

x22(t0, ε)
− ẋ01(t0, ε)

x01(t0, ε)

]
x21(t, ε)

x21(t0, ε)
−
[
ẋ21(t0, ε)

x21(t0, ε)
− ẋ01(t0, ε)

x01(t0, ε)

]
x22(t, ε)

x22(t0, ε)
. (43)

Используя эту функцию, формулу (42) можно записать в виде

x02(t, ε) = x01(t0, ε)x21(t, ε)x22(t, ε)x0(t, ε),

из которого становится ясно, что наличие k1 +k2 нулей у функции x0(t, ε) на отрезке
[t1 − t0, t2 + t0] будет доказано, если мы покажем, что она не меняет знака на [t1 +
t0, t2−t0], а функция x0(t, ε) обращается в нуль ровно k2 раз на отрезке [t2−t0, t2+t0].

3. Свойства решений уравнения (32). Второй этап.
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На этом этапе будет доказано одно вспомогательное неравенство, при помощи
которого мы ниже установим существование ровно k2 нулей у функции x0(t, ε) на
[t2 − t0, t2 + t0].

Покажем, что существует такое ε0 > 0, при котором для всех ε ∈ (0, ε0) выпол-
няется неравенство

ẋ01(t0, ε)

x01(t0, ε)
−max

[
ẋ21(t0, ε)

x21(t0, ε)
,
ẋ22(t0, ε)

x22(t0, ε)

]
> 0. (44)

Прежде всего обоснуем соотношение

ẋ01(t0, ε)

x01(t0, ε)
≥ c0

ε
, (45)

где положительная постоянная c0 не зависит от ε, когда ε мало. Для этого восполь-
зуемся равенствами (39) и (40). Полагая

z(t, ε) =
ẋ1(t1 + t0, ε)

x1(t1 + t0, ε)
,

левую часть неравенства (45) запишем в виде

ẋ01(t0, ε)

x01(t0, ε)
=
a0

2ε


(

2ε
a0
z(t0, ε) + 1

)
exp

[
a0
ε

(t2 − t1)
]

+
(

2ε
a0
z(t0, ε)− 1

)
(

2ε
a0
z(t0, ε) + 1

)
exp

[
a0
ε

(t2 − t1)
]

+
(

1− 2ε
a0
z(t0, ε)

)
.

Отсюда вытекает, что для обоснования неравенства (45) достаточно показать, что
при малых ε имеет место неравенство

2ε

a0

z(t0, ε) + 1 ≥ c > 0,

в котором постоянная c не зависит от ε. Мы покажем, что z(t0, ε) положительна
при достаточно малых ε. Тем самым можно будет положить c = 1. Учитывая (38),
получим, что

z(t, ε) =
u̇(t, ε)

u(t, ε)
− (t− t1)|a1|

2ε
.

Здесь положено

u0(t, ε) =

{
u1(t, ε), если x1(t, ε) ≡ x11(t, ε),
u2(t, ε), если x1(t, ε) ≡ x12(t, ε),

где, в свою очередь, приняты следующие обозначения:

u1(t− t1, ε) = 1 +
∞∑
j=1

−ν1(−ν1 + 2) . . . (−ν1 + 2j − 2)|a1|j

(2j)!εj
(t− t1)2j,

u2(t− t1, ε) =

√
|a1|√
ε

+
∞∑
j=1

(−ν1 + 1) . . . (−ν1 + 2j − 1)|a1|
2j+1

2

(2j + 1)!ε
2j+1

2

(t− t1)2j+1.
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Воспользуемся теперь одним результатом, полученным при доказательстве лем-
мы 1. Там нами была построена функция v(b, s), которая определялась равенством
(14), и было получено такое утверждение: при достаточной близости параметра b
к числу −k (k – целое неотрицательное) существует такое s0 > 0, что при всех
s > s0 функция v(b, s) отрицательна, а при s < −s0 положительна. Заметим теперь,
сравнивая формулу (14) с формулой, положенной в основу определения z(t, ε), что

z(t0, ε) = −v0(−ν1,

√
|a1|√
ε
t0),

где функция v0(b, s) обладает перечисленными выше для функции v(b, s) свойства-
ми. При этом, конечно, предполагается, что ν1 достаточно близко слева к целому
неотрицательному числу. Тем самым показано, что при малых ε функция z(t0, ε)
положительна.

Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что числа νi (i = 1, . . . , n) доста-
точно близки к целым неотрицательным числам, не превосходя последних.

Для следующих рассуждений нам удобно будет использовать формулу

ẋ22(t0, ε)

x22(t0, ε)
− ẋ21(t0, ε)

x21(t0, ε)
=

1

x21(t0, ε)x22(t0, ε)
, (46)

вытекающую из тождества (41). Отсюда и из определения функций x21(t, ε) и x22(t, ε)
следует равенство

max

[
ẋ21(t0, ε)

x21(t0, ε)
,
ẋ22(t0, ε)

x22(t0, ε)

]
=

{
ẋ21(t0,ε)
x21(t0,ε)

, n2 четно или n2 ≤ 0,
ẋ22(t0,ε)
x22(t0,ε)

, n2 нечетно и n2 > 0.
(47)

Обозначим левую часть последнего равенства через u(t0, ε). Для завершения до-
казательства неравенства (44) достаточно установить, что при малых ε функция
u(t0, ε) отрицательна. На основании (47) в этом нетрудно убедиться, если заметить,
что

u(t0, ε) = −v1(−ν2,

√
|a2|√
ε
t0),

где v1(b, s)– некоторая функция, по отношению к которой справедливы выводы,
полученные для ранее изучавшейся функции v(b, s). Поскольку, как мы уже упоми-
нали на этом этапе, v(b, s) положительна при s < −s0 (s0 – некоторое фиксированное

число), то, очевидно, v1(−ν2,−
√
|a2|√
ε
t0) > 0, когда ε достаточно мало. Таким образом,

неравенство (44) доказано.
4. Свойства решений уравнения (32). Третий этап.
Здесь мы покажем, что функция x0(t, ε) обращается в нуль ровно k1 раз на от-

резке [α, t2 − t0], когда ε достаточно мало. Этот результат будет следовать из того,
что функция x0(t, ε) не обращается в нуль на отрезках [α, t1− t0] и [t1 + t2, t2− t0], а
также из того, что она имеет k1 нулей на промежутке ∆1(t0). Для обоснования сфор-
мулированного утверждения воспользуемся той частью доказательства леммы 1, в
которой показывается, что решения уравнения (2) не осциллируют на определен-
ных выше отрезках ∆1(t0) и ∆2(t0). Это же доказательство целиком, без изменений,
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переносится на рассматриваемый здесь случай, только роль отрезков ∆1(t0) и ∆2(t0)
будут теперь играть соответственно отрезки

∆∗1(ε) =
[
α
(
ε|ṗ(t1)|−1

)− 1
2 ,
(
t1 − t̃(ε)

) (
ε|ṗ(t1)|−1

)− 1
2

]
, (48)

∆∗1(ε) =
[(
t1 + t̃(ε)

) (
ε|ṗ(t1)|−1

)− 1
2 , (t2 − t0)

(
ε|ṗ(t1)|−1

)− 1
2

]
,

где через t1− t̃ обозначен крайний левый нуль функции x0(t, ε) на отрезке ∆1(t0), а
через t1 + t̃ – соответственно крайний правый нуль этой функции. Таким образом,
убеждаемся в том, что x0(t, ε) не имеет нулей на отрезках [α, t1 + t0] и [t1 + t0, t2− t0],
если ε достаточно мало.

5. Свойства решений уравнения (32). Четвертый этап.
Этот и последующий этапы будут посвящены обоснованию того факта, что су-

ществует такое ε0 > 0, для которого при всех ε ∈ (0, ε0) решение x0(t, ε) дифферен-
циального уравнения (32) на отрезке ∆2(t0) имеет ровно k2 нулей.

Здесь будет разобран случай, когда n2, входящее в одно из неравенств (36), мень-
ше или равно нулю. Отметим, что при этом функция x21(t, ε) (x21(t, ε) ≡ x2(t, ε))
положительна на отрезке ∆2(t0), а функция x22(t, ε) один раз обращается в нуль
в точке t2 при всех положительных ε. Как следует из определения x22(t, ε), произ-
водная этой функции в точке t2 положительна. Производная же функции x21(t, ε)
в точке t2 равна нулю. Эти простые замечания будут использованы в дальнейшем
при выводе нужных неравенств.

Для доказательства сформулированного выше утверждения достаточно пока-
зать, что в точках t0 и t2 функция x0(t, ε) имеет один и тот же знак, причем выпол-
няется неравенство

x0(t2, ε)ẋ
0(t2, ε) > 0. (49)

Действительно, из сказанного следует, что на отрезке [t0, t2] у рассматриваемой
функции одного нуля быть не может, а наличие большего числа нулей исключа-
ется, благодаря теореме о разделении нулей решения уравнения (32) (см., напри-
мер, [11–13]). На промежутке [t2, t2 +t0] функция x0(t, ε) в нуль обратиться не может
в силу того, что имеет место представление

x0(t, ε) = x0(t2, ε)x21(t, ε) + x0(t2, ε)x22(t, ε),

в котором оба слагаемые, стоящие в правой части, имеют один и тот же знак на
этом отрезке.

Проведем обоснование отмеченных неравенств. Соотношение

x0(t0, ε)x0(t2, ε) > 0

следует из формулы

x0(t0, ε)x0(t2, ε) =

[
ẋ22(t0, ε)

x22(t0, ε)
− ẋ21(t0, ε)

x21(t0, ε)

] [
ẋ22(t0, ε)

x22(t0, ε)
− ẋ01(t0, ε)

x01(t0, ε)

]
x21(t2, ε)

x21(t0, ε)
,

которая имеет место на основании (43). При этом мы учитываем, что выполняется
неравенство (44) и равенство (46), в котором правая часть отрицательна при малых
ε. Неравенство (49), в свою очередь, следует из представления

x0(t2, ε)ẋ
0(t2, ε) = −

[
ẋ22(t0, ε)

x22(t0, ε)
− ẋ01(t0, ε)

x01(t0, ε)

] [
ẋ21(t0, ε)

x21(t0, ε)
− ẋ01(t0, ε)

x01(t0, ε)

]
1

x21(t0, ε)x22(t0, ε)
,
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вытекающего из (43), и упоминающихся свойств входящих туда функций. Таким
образом, в случае, когда n2 ≤ 0, мы доказали, что на отрезке [α, t2 + t0] функция
x0(t, ε) имеет ровно k1 + k2 нулей.

На этом же этапе установим еще один факт. Обозначим через x∗2(t, ε) решение
дифференциального уравнения (32), совпадающее на отрезке ∆2(t0) с функцией
x21(t, ε). Предположим, что это решение первый раз на отрезке [t2+t0, β] обращается
в нуль в некоторой точке t∗(ε). Тогда выполняется неравенство

t1(ε) ≥ t∗(ε), (50)

где через t1(ε) обозначен наименьший нуль, если таковой вообще существует, функ-
ции x0(t, ε) на отрезке [t2 − t0, β]. Если же на рассматриваемом отрезке функция
x∗2(t, ε) в нуль не обращается, тогда и функция x0(t, ε) сохраняет знак на том же
отрезке.

Для обоснования этого факта введем в рассмотрение функции

z0(t, ε) = − ẋ0(t, ε)

x0(t, ε)
, (t ∈ [t2 − t0, β])

и соответственно
z∗(t, ε) = − ẋ

∗
2(t, ε)

x∗2(t, ε)
, (t ∈ [t2 − t0, β]).

Напомним, что везде на этом этапе предполагается выполненным неравенство n2 ≤
0. Заметим, далее, что обе функции z0(t, ε) и z∗(t, ε) являются решениями на отрезке
[t2 − t0, β] дифференциального уравнения Риккати

εż = εz2 +
2q0(t)− p̃0(t)

2
− p̃0(t)

4ε
. (51)

Из неравенства (49) вытекает соотношение

z0(t2, ε) < 0,

а из определения функций x∗2(t, ε) и z∗(t, ε) следует, что в точке t2 последняя функ-
ция обращается в нуль. Отсюда и в силу теоремы о монотонной зависимости от
начальных условий решений уравнения (51) (см., например, [11–13]) делаем следу-
ющий вывод:

z0(t, ε) < z∗(t, ε)

при t ∈ [t2 − t0, t∗(ε)] или при t ∈ [t2 − t0, β], если x∗2(t, ε) не обращается в нуль. Из
последнего неравенства следует обоснование соотношения (50).

6. Свойства решений уравнения (32). Пятый этап.
Покажем, что при малых ε функция x0(t, ε) ровно k2 раз обращается в нуль на

отрезке ∆2(t0). На этом этапе мы рассматриваем только случай, когда соответству-
ющее из неравенств (36) выполняется для положительного n2.

Обозначим через t21(ε) и t22(ε) крайние левые нули функций x21(t, ε) и x22(t, ε)
на промежутке ∆2(t0). Для доказательства сформулированного утверждения можно
ограничиться лишь обоснованием неравенства

t1(ε) ≥ max[t21(ε), t22(ε)]. (52)
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Отметим, что все функции параметра ε, входящие в (52), при положительном n2

заведомо существуют, если только ε достаточно мало. Существование еще ровно
k2−1 нулей у функции x0(t, ε) на рассматриваемом отрезке будет гарантировано тем,
что одна из функций x21(t, ε) или x22(t, ε) имеет k2 + 1 нулей, а другая – k2, а также
теоремой о разделении нулей решений уравнения (32) (см., например, [11–13]).

Обоснование неравенства (52) будет завершено, если мы покажем, что в точках
t0, t21(ε) и t22(ε) функция x0(t, ε) имеет один и тот же знак. Выпишем значения этой
функции в точках:

x0(t0, ε) =

[
ẋ22(t0, ε)

x22(t0, ε)
− ẋ21(t0, ε)

x21(t0, ε)

]
=

1

x21(t0, ε)x22(t0, ε)
,

x0(t21(ε), ε) = −
[
ẋ21(t0, ε)

x21(t0, ε)
− ẋ01(t0, ε)

x01(t0, ε)

]
x22(t21(ε), ε)

x22(t0, ε)

и наконец

x0(t22(ε), ε) =

[
ẋ22(t0, ε)

x22(t0, ε)
− ẋ01(t0, ε)

x01(t0, ε)

]
x21(t22(ε), ε)

x21(t0, ε)
.

Отсюда доказательство того факта, что знак левых частей последних трех равенств
совпадает, завершается ссылкой на обоснованное выше неравенство (44) и соотно-
шения

x21(t0, ε)x22(t0, ε)

{
> 0, если n2 нечетно,
< 0, если n2 четно,

x22(t21(ε), ε)

x22(t0, ε)

{
> 0, если n2 нечетно,
< 0, если n2 четно,

x21(t22(ε), ε)

x21(t0, ε)

{
< 0, если n2 нечетно,
> 0, если n2 четно,

которые выполняются для малых ε.
Суммируя сказанное на последних трех этапах, приходим к выводу, что при

достаточно малых ε функция x0(t, ε) обращается в нуль на отрезке [α, t2 + t0] ровно
k1 + k2 раз.

7. Свойства решений уравнения (32). Шестой этап.
Завершим доказательство леммы для дифференциального уравнения (32).
Обозначим через x∗i (t, ε) (i = 1, . . . , n) решение уравнения (32), которое совпадает

соответственно с функциями xi(t, ε) на отрезке ∆i(t0).
Как мы уже показали, функция x∗1(t, ε) (x∗1(t, ε) ≡ x0(t, ε)) на отрезке [α, t2 + t0]

имеет при малых ε ровно k1+k2 нулей. При этом выполняется неравенство (50), если
n2 ≤ 0, и имеет место (52) в противном случае. Последнее обстоятельство сыграет
основную роль в дальнейших рассуждениях.

Так же, как и при обосновании соответствующих свойств функции x∗1(t, ε), мож-
но доказать существование такого ε0 > 0, что при всех ε ∈ (0, ε) функция x∗2(t, ε)
имеет ровно k2+k3 нулей на отрезке [t2−t0, t3+t0]. В этом случае будут справедливы
неравенства

t2(ε) ≥ max(t31(ε), t32(ε)), если n3 > 0,

t2(ε) ≥ t∗3(ε), если n3 ≤ 0.
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Здесь через t2(ε), t31(ε) и t32(ε) обозначены крайние левые нули функций x∗2(t, ε),
x31(t, ε), x32(t, ε) на отрезке [t3 − t0, t3 + t0], а точка t∗3(ε) такова, что в ней функция
x∗3(t, ε) обращается в нуль первый раз на отрезке [t3 − t0, β] в случае, когда n3 ≤
0. Если же в последнем случае x∗3(t, ε) не меняет знак на промежутке [t3 − t0, β],
то на этом отрезке нет нулей и у функции x∗2(t, ε). Поскольку нули всех решений
разделены, то из (50) и (52) следует, что функция x∗1(t, ε) имеет при достаточно
малых ε ровно k1 + k2 + k3 нулей на отрезке [α, t3 + t0].

Рассуждая дальше аналогично, придем к тому, что функция x∗1(t, ε) имеет ров-
но k0 − 1 нулей на отрезке [α, β], когда ε достаточно мало. Отсюда вытекает, что
наибольшее число нулей, которое могут иметь решения рассматриваемого уравне-
ния, не превосходит k0. Тем самым доказательство леммы для дифференциального
уравнения (32) полностью завершено.

8. Обоснование неравенства (37).
Последнее, что нам осталось установить для обоснования леммы в общем случае,

является неравенство (37).
Фиксируем такое t0 > 0, чтобы на отрезках ∆i(t0) (i = 1, . . . , n) выполнялось

неравенство

max
t∈∆i(t0)

[
2q(t)− ṗ(t)

2
− p2(t)

4ε

]
≤ 2[q(ti) + gi]− [ṗ(ti) + di]

2
− [ṗ(ti) + di]

2(t− ti)
4ε

. (53)

В (53) числа gi и di (i = 1, . . . , n) выбраны так, что имеют место неравенства

|di|
2

<
di
|di|

ṗ(ti) (54)

и
2gi − di > 0. (55)

Ясно, что для каждых di и gi (i = 1, . . . , n), обладающих отмеченными в (54) и (55)
свойствами, можно указать такое число t0 > 0, не зависящее от ε, чтобы выполня-
лось неравенство (53).

Положим затем
ai = ṗ(ti) + di, i = 1, . . . , n,

bi = q(ti) + gi, i = 1, . . . , n.

Тем самым определены числа νi (i = 1, . . . , n). Отметим, наконец, что за счет под-
ходящего выбора чисел di и gi можно сделать так, чтобы выполнялись соотношения

νi − 1 <
ν01

|ṗ(ti)|
< νi < ni,

когда целые числа ni положительны и
ν0i

|ṗ(ti)|
< νi < 0

при неположительных ni. При этом можно добиваться какой угодно близости νi к
числу, занимающему крайнее правое место в соответствующем из последних двух
неравенств. Это замечание важно, поскольку на примере уравнения (32) лемма до-
казана лишь в предположении, что νi достаточно близки к целым неотрицательным
числам.
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Нам осталось определить в (33) – (35) только число a0. Введем его следующим
образом:

a0 = min |p(t)| − d0, (t ∈ [α, β], t∈
⋃
i

∆i(t0)),

где положительное число d0 выбрано так, чтобы выполнялось неравенство

a0 > 0.

Нетрудно показать, что при достаточно малых ε неравенство (37) имеет место
и для всех t ∈ [α, β], t∈

⋃
i ∆i(t0). Тем самым неравенство (37) доказано. Отсюда

следует завершение обоснования леммы в общем случае.

4. Обоснование теоремы 1
Покажем сначала, что для каждого j (j = 1, 2, . . . ) собственное число λj(ε) огра-
ничено при стремлении ε к нулю. Предположим противное, т.е. будем считать, что
существует такой номер j и такая последовательность εm → 0, на которой выпол-
няется одно из следующих равенств:

lim
m→∞

λj(εm) =∞ (56)

или
lim
m→∞

λj(εm) = −∞. (57)

Пусть, например, имеет место (56). Введем в рассмотрение дифференциальное
уравнение

εmẍ+ p(t)ẋ+ [q(t)− λj(εm)]x = 0. (58)

С помощью замены (4) это уравнение преобразуется в уравнение

εmÿ +

[
2q(t)− 2λj(εm)− ṗ(t)

2
− p2(t)

4εm

]
y = 0. (59)

Из последнего утверждения видно, что при всех m, для которых

λj(εm) > max
t∈[α,β]

[
q(t)− ṗ(t)

2

]
,

решения (59) не осциллируют на отрезке [α, β]. Но в то же время, как следует из
определения λj(ε), у уравнения (59) должно существовать решение

yj(t, εm) = xj(t, εm) exp

 1

2εm

t∫
α

p(τ)dτ

 ,
имеющее на рассматриваемом отрезке не менее двух нулей. Таким образом, мы
пришли к противоречию. Отсюда вытекает, что предельное равенство (56) не имеет
места.
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Предположим затем, что выполняется равенство (57). Из доказательства преды-
дущей леммы следует, что при этом справедливо следующее утверждение: для любо-
го целого k > 2 существует такое ε0 > 0, при котором для всех εm ∈ (0, ε0) найдется
решение уравнения (59), имеющее не менее k нулей. Тем самым показано, что число
нулей, которое могут иметь решения этого уравнения на отрезке [α, β], возрастает
до бесконечности при стремлении ε к нулю. Собственная функция xj(t, ε), а зна-
чит, и yj(t, ε), имеет при всех положительных ε ровно j + 1 нулей на [α, β]. Отсюда
приходим к противоречию. Следовательно, равенство (57) тоже не имеет места.

Завершение доказательства теоремы 1 проведем, вновь рассуждая от против-
ного. Предположим, что существует такой номер j и такая последовательность
εm → 0, для которой справедливо равенство

lim
m→∞

λj(εm) = λj + δ,

причем δ 6= 0. Рассмотрим отдельно случаи, когда

δ > 0 (60)

и когда
δ < 0. (61)

Сначала разберем случай (60). Введем в рассмотрение дифференциальное урав-
нение

εmẍ+ p(t)ẋ+

[
q(t)−

(
λj +

δ

2

)]
x = 0. (62)

Из определения числа λj и из утверждений леммы 2 следует, что при малых εm
наибольшее число нулей, которое могут иметь решения уравнения (62) на отрезке
[α, β], не превосходит j. Очевидно, такой же вывод справедлив и для решений диф-
ференциального уравнения (58), когда εm достаточно мало. Однако, собственная
функция xj(t, ε), как мы уже отмечали, имеет на том же отрезке точно j + 1 нулей.
Получено противоречие. Тем самым показано, что неравенство (60) выполняться не
может.

Предположим тогда, что выполняется соотношение (61). В этом случае диффе-
ренциальное уравнение (62) имеет решение, которое обращается в нуль на интервале
(α, β) не менее j + 1 раз, если εm достаточно мало. То же можно сказать и об урав-
нении (58). Тем не менее, функция xj(t, ε) только в j − 1 точках интервала (α, β)
принимает значение, равное нулю. Доказательство того факта, что неравенство (61)
не имеет места, получим, если вновь воспользуемся теоремой о разделении нулей
решений уравнения (58). Таким образом, теорема 1 полностью доказана.

5. Обобщение результата
В этом пункте мы сформулируем сначала несколько более общее утверждение, обос-
нование которого будет следовать из доказательства леммы 2 и теоремы 1.

Как и ранее, обозначим через t1, . . . , tn все нули функции p(t), принадлежащие
интервалу (α, β). Основное отличие настоящего пункта от разобранного выше слу-
чая состоит в том, что здесь мы допускаем существование у этой функции нулей в
одном или обоих концах отрезка [α, β].
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Предположим, что p(α) = 0. Величины ναi (i = 0, 1, . . . ) введем по следующему
правилу:

ναi =

[
q(α)− |ṗ(α)|+ ṗ(α)

2

]
− |ṗ(α)|(1 + 2i).

В случае, когда p(β) = 0, положим

νβi =

[
q(β)− |ṗ(β)|+ ṗ(β)

2

]
− |ṗ(β)|(1 + 2i).

Наконец, числа νik (i = 0, 1, . . . ; k = 1, . . . , n) определим, как и ранее, формулами
(1). Затем все числа вида ναi , ν

β
i , если они определены, а также величины νik (i =

0, 1, . . . ; k = 1, . . . , n) расположим в ряд в порядке убывания. Через λj (j = 1, 2, . . . )
обозначим соответственно j-ый член этого ряда. Тогда имеют место предельные
равенства

lim
ε→0

λj(ε) = λj, j = 1, 2, . . .

Выше мы всегда предполагали, что все нули функции p(t) простые. Пределы
собственных значений рассматриваемой краевой задачи можно вычислить и тогда,
когда у функции p(t) есть кратные нули. Покажем, как это можно сделать. Пред-
положим, что функция p(t) имеет лишь конечное число t1, . . . , tn простых нулей
на отрезке [α, β] и, кроме того, эта функция обращается в нуль вместе со своей
производной на некотором множестве точек M ⊂ [α, β].

Положим
ν0 = max q(t), t ∈M.

Будем затем рассматривать только те из чисел νik (i = 0, 1, . . . ; k = 1, . . . , n), для
которых выполнено неравенство

ν0 < νik.

Отметим, что при tk ∈ (α, β) соответствующие νik (i = 0, 1, . . . ) определяются фор-
мулой (1), а в случае, когда tk совпадает с одним из концов отрезка [α, β], считаем,
что для каждого номера i = 0, 1, . . .

νik =

{
ναi , если tk = α,

νβi , если tk = β.

Расположим теперь такие числа νik в ряд в порядке убывания. Очевидно, число
членов этого ряда конечно. Пусть оно равно N . Обозначим через λj (j = 1, . . . , N)
соответственно j–ый член полученного ряда.

Теорема 2. Имеют место следующие предельные равенства:

lim
ε→0

λj(ε) = λj, j = 1, . . . , N.

lim
ε→0

λj(ε) = ν0, j = N + 1, N + 2, . . . .

Сначала докажем ряд вспомогательных утверждений. Рассмотрим дифферен-
циальное уравнение (2). Пусть функция p(t) обращается в нуль только в точках
некоторого множества M0 ⊂ [α, β], причем все нули кратные. Тогда имеют место
следующие утверждения, которые будут играть основную роль при доказательстве
теоремы 2.
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Лемма 3. Существует такое ε0 > 0, при котором для всех ε ∈ (0, ε0) решения
уравнения (2) не осциллируют на отрезке [α, β], если

ν0 = max q(t) < 0, t ∈M0.

Лемма 4. Пусть ν0 > 0. Тогда для любого натурального k существует такое
εk > 0, при котором для всех ε ∈ (0, εk) найдется решение уравнения (2), имеющее
не менее k нулей на отрезке [α, β].

Доказательство. Сначала докажем лемму 3. Ясно, что достаточно доказать
неосцилляцию решений уравнения (31), получающегося из (2) с помощью замены
(4). Фиксируем такое замкнутое множество M1 ⊂ [α, β], чтобы выполнялось нера-
венство

max

[
q(t)− 1

2
ṗ(t)

]
< 0, t ∈M1, (63)

причем M1 ⊃ M0 выберем так, чтобы каждая точка множества M0, исключая, мо-
жет быть, лишь точки α и β, являлась внутренней точкой M1. Отметим, что этого
всегда можно достигнуть, поскольку q(t) ≤ ν0 < 0 и ṗ(t) = 0 при t ∈ M0. Лемма 3
будет доказана, если мы покажем, что функция [q(t)− 1

2
ṗ(t)− 1

4ε
p2(t)] отрицатель-

на, когда ε мало. Для этого достаточно установить, что наряду с (63) имеет место
неравенство

max

[
4ε(q(t)− 1

2
ṗ(t))− p2(t)

]
< 0, t ∈ [α, β], t∈M1.

Последнее неравенство выполняется при достаточно малых ε очевидным образом.
Лемма 3 доказана.

Доказательство леммы 4. Пусть для некоторой точки t0 ∈M0 имеем

q(t0) = ν0 > 0.

Без потери общности можно считать, что t0 = 0. В уравнении (31) произведем
замену времени

t =
√
ετ.

Тогда это уравнение можно представить в виде

ẍ+ [ν0 + ω(τ, ε)]x = 0, (64)

где непрерывная функция ω(τ, ε) стремится к нулю при стремлении ε к нулю равно-
мерно по τ из каждого конечного промежутка. Рассмотрим более простое уравнение

ü+ ν0u = 0. (65)

Одним из решений последнего уравнения является функция cos(
√
ν0τ). Для каждо-

го номера k (k = 1, 2, . . . ) можно указать такой отрезок [−τk, τk], на котором функ-
ция cos(

√
ν0τ) имела не менее k нулей. Если один из концов отрезка [α, β] совпадает

с точкой t0 = 0, то вместо отрезка [−τk, τk] следует выбрать отрезок [0, 2τk], либо
[−2τk, 0]. Далее будем рассматривать только те значения параметра ε, для которых

[α, β] ⊃ [−
√
ετk,
√
ετk]
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(или [α, β] ⊃ [0, 2
√
ετk]

или [α, β] ⊃ [−2
√
ετk, 0]).

Тогда на последнем отрезке определены коэффициенты уравнения (64), которые на
нем равномерно сходятся к коэффициентам уравнения (65) при ε → 0. Поэтому у
(64), а значит, и у уравнения (2), при малых ε существует решение, имеющее не
менее k нулей на рассматриваемом отрезке. Таким образом, лемма 4 доказана.

Нам потребуется еще одно промежуточное утверждение, относящееся к уравне-
нию (2). Пусть, как и ранее, t1, . . . , tn – все те нули функции p(t), в которых ṗ(t)
отлична от нуля. Пусть выполняются неравенства

ν0 < 0, (66)

ν0i

|ṗ(ti)|
6= j, j = 0, 1, . . . ; i = 1, . . . , n. (67)

Обозначим через ∆i (i = 1, . . . , n) отрезки, принадлежащие [α, β], с центром соот-
ветственно в точках ti (i = 1, . . . , n). Будем считать эти отрезки выбранными так,
что в каждом из них находится лишь один нуль функции p(t). Из леммы 1 тогда
следует, что наименьшее число нулей, которое могут иметь решения уравнения (2)
на ∆i, не зависит от ε, когда ε достаточно мало. Обозначим такое число, как и ранее,
через ki.

Лемма 5. Пусть выполняются неравенства (66) и (67). Тогда существует такое
ε0 > 0, что для всех ε ∈ (0, ε0) найдется решение уравнения (2), имеющее на [α, β]
ровно k0 нулей, где

k0 = 1 +
n∑
i=1

ki.

При этом любое другое решение того же уравнения обращается в нуль не более k0

раз.

Доказательство этой леммы, а также завершение обоснования теоремы 2, прово-
дятся аналогично доказательству соответственно леммы 2 и рассуждениям пункта
8 раздела 3, поэтому мы их здесь не приводим.

6. Заключение
Сформулируем кратко основные выводы. Найдены предельные значения всех соб-
ственных чисел первой краевой задачи. Эти значения принципиальным образом
отличаются от тех, которые имеют место в уравнении без точек поворота. Как
оказалось, существенное значение для нахождения асимптотики собственных чи-
сел имеет поведение функций p(t) и q(t) только в достаточно малых окрестностях
точек поворота.
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В работе рассматривается уравнение первого порядка с запаздыванием, зависящим от искомой
функции, с нелинейной правой частью. Для этого уравнения предполагаются выполненными усло-
вия существования и единственности решения начальной задачи. Ставится задача исследования
поведения решений рассматриваемого уравнения в малой окрестности его нулевого положения рав-
новесия. Изучение локальной динамики проводится в зависимости от вещественных параметров —
коэффициентов тейлоровского разложения правой части. Параметр, являющийся коэффициентом
при линейном члене, имеет два критических значения, определяющих область устойчивости ну-
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Введение

Рассмотрим уравнение с запаздывающим аргументом, зависящим от искомой функ-
ции:

u̇+ u = F (u(t− T (u))) , u ∈ R. (1)

Функция F достаточно гладкая в окрестности точки u = 0, T — аналитическая
в окрестности этой же точки, причем F (0) = 0, а T (u) > 0 при всех значениях
аргумента. Уравнение такого вида возникает в ряде приложений (см., например,
[1–6]).

Разработано много методов исследования динамики уравнений, в которых запаз-
дывание является постоянной величиной. Но в прикладных задачах нередко возни-
кают уравнения с запаздывающим аргументом, зависящим от искомой функции. В
ряде работ установлено, что для анализа динамики и свойств таких уравнений во
многих случаях применимы методы теории уравнений с постоянным запаздыванием
(см., например, [7–10]). Вопросы существования и устойчивости решений рассмат-
ривались, например, в [5, 11–13]. Локальная динамика уравнения (1) при условии
большого запаздывания изучена в [14].

Априори предполагаем, что для решений уравнения (1) выполняется |u(t)| 6M
∀t > 0 для некоторого положительного M . Тогда для непрерывной функции T (u)
можно гарантировать ее ограниченность: T (u) 6 T1, T1 > 0. Положим X = [−T1, 0]
и дополним (1) начальным условием:

u = ψ(t) ∈ C(X), |ψ| 6M.

Таким образом, пространство CM(X) функций, непрерывных на X, абсолютная
величина которых ограничена константой M , будет фазовым пространством урав-
нения (1).

Поставим задачу исследовать поведение решений (1) в малой окрестности нуле-
вого положения равновесия этого уравнения. Т.к. u предполагается малым, функции
F (u) и T (u) удобно разложить по формуле Тейлора:

F (u) = au+ f2u
2 + f3u

3 + o
(
u3
)
, (2)

T (u) = T0 − αu− βu2 + o
(
u2
)
, T0 > 0. (3)

Условие T0 > 0 выполняется в силу требования положительности T (u) во всей об-
ласти определения.

Структура работы такова. В пункте 1 приведен линейный анализ уравнения (1),
а в пунктах 2 и 3 изучается локальная динамика этого уравнения в зависимости
от входящих в него параметров. В пункте 4 в качестве примера рассмотрено ло-
гистическое уравнение с непостоянным запаздыванием (уравнение Хатчинсона) и
найдено условие реализации бифуркации Андронова – Хопфа. Подробно динами-
ка уравнения Хатчинсона с запаздыванием, не зависящим от искомой функции,
изучена в работе [15]. В качестве метода исследования динамики во всех случаях
применяется метод нормальных форм.
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1. Линейный анализ

Для исследования динамики уравнения (1) построим линеаризованное на нулевом
состоянии равновесия уравнение

u̇+ u = au(t− T0). (4)

Это уравнение с постоянным запаздыванием. Хорошо известно (см., например, [16]),
что его характеристический квазиполином λ+1 = ae−λT0 имеет чисто мнимые корни
λ = 0 при a = 1 и λ = ±iω0 при a = a0, где ω0 – наименьший положительный корень
уравнения ω0 = −tg(ω0T0) и a0 = −

√
1 + ω2

0. При a > 1 и при a < a0 у него суще-
ствуют корни с положительной вещественной частью, а при a0 < a < 1 все корни
расположены слева от мнимой оси. Таким образом, уравнение (4) экспоненциально
устойчиво при a ∈ (a0, 1) и экспоненциально неустойчиво при a < a0 или a > 1.
Справедливо следующее утверждение

Теорема 1. Нулевое решение уравнения (1) асимптотически устойчиво при a ∈
(a0, 1) и неустойчиво при a < a0 или a > 1.

Таким образом, значения a = a0 и a = 1 являются точками бифуркации нулевого
состояния равновесия уравнения (1). Изучим, как происходит потеря устойчивости
при переходе параметра a через эти значения.

2. Бифуркация обмена устойчивостью

Изучим сначала случай, когда a = 1+ε, где 0 < ε� 1. Воспользуемся методом нор-
мальных форм (см., например, [17–19]) и сделаем в уравнении (1) асимптотическую
замену

u(t) = εz(τ) + ε2x2(τ) + o
(
ε2
)
, (5)

где τ = εt. Тогда
u̇ = ε2z′(τ) + o

(
ε2
)
,

u (t− T0) = εz(τ) + ε2 (x2(τ)− T0z′(τ)) + o(ε2).

Учитывая малость u, запишем уравнение (1) в ином виде. Для этого, воспользовав-
шись равенством (3), формально напишем тейлоровское разложение для u(t−T (u)):

u(t − T (u)) = u(t − T0) + u̇(t − T0)
(
αu+ βu2

)
+
ü(t− T0)

2

(
αu+ βu2

)2
+ . . .

и подставим это разложение в (1):

u̇+ u = (1 + ε)u(t− T0) + (1 + ε)u̇(t− T0)
(
αu+ βu2

)
+

+
(1 + ε)

2
ü(t− T0)

(
αu+ βu2

)2
+

+ f2
[
u2(t− T0) + 2αu̇(t− T0)uu(t− T0)

]
+ f3u

3(t− T0) + . . . (6)
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Рис. 1. Графики решений уравнения (1) при a = 0.93 (слева) и a = 1.07 (справа)
Fig. 1. Graphs of solutions of equation (1) at a = 0.93 (left) and at a = 1.07 (right)

Порядок слагаемых в правой части (6), содержащих производную функции u, будет
выше ε2. После подстановки (5) в (6) получим следующее уравнение:

ε2z′ + εz + ε2x2 + . . . = εz − ε2T0z′ + ε2x2 + ε2z + f2ε
2z2 + . . .

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях. При ε получаем тождество,
а при ε2 имеем

(1 + T0)z
′ = z + f2z

2. (7)

Получившееся уравнение (7) является нормальной формой для (1) в окрестности
нуля при условии близости параметра a к 1.

Теорема 2. Уравнение (7) имеет неустойчивое состояние равновесия z0 = 0 и
устойчивое при всех f2 6= 0 состояние равновесия z1 = −1/f2, которому соответ-
ствует асимптотически устойчивое при всех T0 > 0, α, β, f2 6= 0, f3 состояние
равновесия u1 уравнения (1) со следующей асимптотикой:

u1 = − ε

f2
+O

(
ε2
)
.

Таким образом, в уравнении (1) при a = 1+ε (ε� 1) происходит следующая би-
фуркация: если ε < 0, то нулевое состояние равновесия этого уравнения (локально)
асимптотически устойчиво; если ε > 0, то нулевое состояние равновесия неустойчи-
во, но состояние равновесия u1 становится (локально) асимптотически устойчивым
при всех T0 > 0, α, β, f2 6= 0, f3. Рис. 1 иллюстрирует эту ситуацию.

3. Бифуркация Андронова – Хопфа

3.1. Построение нормальной формы

Здесь изучим изменение поведения решений уравнения (1) в окрестности нуля при
переходе a через a0. Положим в (1) a = a0(1 + ε), где 0 < ε� 1.

Согласно идеологии метода нормальных форм сделаем в (1) асимптотическую
замену

u =
√
ε
(
eiω0tz(τ) + e−iω0tz̄(τ)

)
+ εu2(t, τ) + ε3/2u3(t, τ) + o(ε3/2), (8)
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где τ = εt, а ui(t, τ) (i = 2, 3) — периодические по t функции с периодом 2π/ω0.
После подстановки получится равенство, в левой и правой частях которго сто-

ят ряды по степеням
√
ε. Начнем приравнивать коэффициенты при одинаковых

степенях.
При

√
ε будет тождество, а при ε получим линейное неоднородное уравнение

первого порядка с постоянным запаздыванием относительно функции u2

∂u2
∂t

+ u2 − a0u2(t− T0, τ) = |z|2
[
2f2 + e−iω0T0ia0ω0α− eiω0T0ia0ω0α

]
+

+ e2iω0tz2
[
e−2iω0T0f2 + e−iω0T0ia0ω0α

]
+ e−2iω0tz̄2

[
e2iω0T0f2 − eiω0T0ia0ω0α

]
. (9)

В правой части этого уравнения нет резонансных слагаемых, поэтому его решение
ищем в виде u2 = d1e

2iω0tz2 + d̄1e
−2iω0tz̄2 + d2|z|2. Подставляя это в (9), определяем

d1, d2:

d1 =
e−2iω0T0f2 + e−iω0T0ia0ω0α

1 + 2iω0 − a0e−2iω0T0
, d2 =

2f2 − 2ω2
0α

1− a0
. (10)

При ε3/2 опять получаем линейное неоднородное уравнение первого порядка с
постоянным запаздыванием относительно функции u3:

∂u3
∂t

+ u3 − a0u3(t− T0, τ) = e3iω0tz3k + e−3iω0tz̄3k̄+

+ eiω0t
(
−rz′ + µz + νz|z|2

)
+ e−iω0t

(
−r̄z̄′ + µ̄z̄ + ν̄z̄|z|2

)
, (11)

где
r = 1 + T0 + iω0T0, µ = 1 + iω0, (12)

ν = ω0

[
−3ω0

(
β +

α2

2

)
+ i

(
β − ω2

0α
2

2

)]
+ 3f3

1 + iω0

a0
+

+
d1
a0

[
2f2 − 4ω2

0α− a0ω2
0α + iω0

(
2f2 + 2

(
1− ω2

0

)
α− a0α

)]
+

+
d2
a0

[
2f2 − a0ω2

0α + iω0 (2f2 + a0α)
]
− 2ω0f2α

2ω0 − i (1− ω2
0)

a20
,

а числа d1 и d2 определены формулами (10). Точное значение константы k нам
не важно. Уравнение (11) содержит в правой части резонансные слагаемые, т.к.
характеристическое уравнение для уравнения (4) при a = a0 имеет пару чисто мни-
мых корней ±iω0. Из условия разрешимости уравнения (11) в классе ограниченных
функций получаем нормальную форму для уравнения (1)

rz′ = µz + νz|z|2. (13)

3.2. Анализ нормальной формы

Переходя в (13) к полярным координатам с помощью замены z(τ) = ρ(τ)eiϕ(τ)

(ρ(τ) > 0) и вводя обозначения

η = Re
µ

r
, ξ = Im

µ

r
, d = Re

ν

r
, c = Im

ν

r
,
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получим: {
ρ̇ = ηρ+ dρ3

ϕ̇ = ξ + cρ2.
(14)

В случае η > 0, d < 0 у первого уравнения все решения ρ(τ) стремятся к состо-
янию равновесия ρ0 = (−η/d)1/2, т.е. все решения z(τ) = ρ(τ)eiϕ(τ) притягиваются к
циклу радиуса ρ0; а при η > 0, d > 0 все решения (кроме нулевого) монотонно стре-
мятся к бесконечности. Формула (8) связывает периодическое решение системы (14)
с периодическим решением уравнения (1) для поставленной задачи. Таким образом,
для исследования локальной динамики уравнения (1) необходимо определить знаки
вещественных чисел η и d.

Имеем η = (1 + T0 + ω2
0T0)|r|−2 > 0 в силу равенств (12) и неравенства T0 > 0,

поэтому осталось лишь определить знак d.
После выполнения стандартных действий получим для d следующее выражение:

d =
V (a0)

a20(a0 − 1)(5a0 + 4)|r|2
. (15)

Здесь V (a0) вычисляется по формуле

V (a0) =
α2

2
a20
(
a20 − 1

)
[p1(a0) + T0p2(a0)]− 2f 2

2 [p3(a0) + T0p4(a0)]+

+ f2αa0
(
a20 − 1

)
[p5(a0) + T0p6(a0)] + 3f3a0(a0 − 1)(5a0 + 4)(1 + T0a

2
0)−

− βa20
(
a20 − 1

)
(a0 − 1)(5a0 + 4)(3 + 2T0),

где

p1(a0) = 10a30 + a20 − 33a0 − 20, p2(a0) = −5a40 + 15a30 + 10a20 − 38a0 − 24,

p3(a0) = 2a30 + 13a20 + 4a0 − 4, p4(a0) = a20
(
11a20 + 6a0 − 2

)
,

p5(a0) = 11a20 + 12a0 + 4, p6(a0) = 2a20(4a0 + 5).

Так как знаменатель в правой части (15) положителен, то знак d определяется
знаком V (a0).

То есть, если параметры T0 > 0, α, β, f2, f3 таковы, что V (a0) < 0, то в системе
(14) у первого уравнения все решения ρ(τ) стремятся к состоянию равновесия ρ0.
Если V (a0) > 0, то все решения этого уравнения монотонно стремятся к бесконеч-
ности.

3.3. Вывод

Сформулируем основной результат.

Теорема 3. Пусть в уравнении (1) a = a0(1 + ε). Пусть при этом параметры
T0 > 0, α, β, f2, f3 таковы, что V (a0) < 0. Тогда при ε < 0 нулевое положение рав-
новесия уравнения (1) устойчиво; при 0 < ε� 1 оно неустойчиво, а единственным
устойчивым режимом в его некоторой малой (но не зависящей от ε) окрестности
является периодическое решение со следующей асимптотикой:

u = 2ρ0
√
ε cos ((ω0 + o(1)) t) + o

(√
ε
)
.
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Отметим, что если V (a0) > 0, то задача исследования динамики уравнения (1)
становится нелокальной: в окрестности нулевого состояния равновесия нет устой-
чивых режимов. Таким образом, при выполнении условий теоремы 3 в уравнении
(1) реализуется суперкритическая бифуркация Андронова – Хопфа. Эта ситуация
изображена на Рис. 2. В левой части изображен график решения уравнения (1) в
случае, когда ε < 0; как видно, нулевое состояние равновесия устойчиво. Правая
часть демонстрирует случай, когда ε > 0; видно, что траектория, изображенная на
этом рисунке, приближается к периодической траектории.

Рис. 2. Графики решений уравнения (1) при ε = −0.1 (слева) и ε = 0.1 (справа)
Fig. 2. Graphs of solutions of equation (1) at ε = 0.93 (left) and at ε = 1.07 (right)

4. Локальная динамика логистического уравнения
с переменным запаздыванием

Уравнение Хатчинсона
Ṅ = λN (1−N (t− T ))

принадлежит к числу фундаментальных уравнений математической экологии (см.,
например, [20]). Здесь мы рассмотрим это уравнение в случае, когда запаздывание
зависит от искомой функции:

Ṅ = λN [1−N (t− T (N(t)))] , (16)

λ > 0 – параметр. Предположим ограниченность решения N(t) при t > 0 некоторой
константой M > 0, положительность и ограниченность сверху константой T1 > 0
во всей области определения аналитической функции T (N). Также без ограничения
общности предположим, что T (1) = 1.

Поставим задачу исследовать локальную динамику (16) в малой окрестности
N = 1.

Для этого рассмотрим линеаризованное уравнение

Ṅ = −λN(t− 1).

Про его характеристическое уравнение µ = −λe−µ известно, что при λ < π/2 все
корни этого уравнения лежат слева от мнимой оси, при λ > π/2 существует корень с
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положительной вещественной частью, а при λ = π/2 характеристическое уравнение
имеет пару чисто мнимых корней. Это означает, что при λ ∈ (0, π/2) решение N = 1
асимптотически устойчиво, при λ > π/2 оно неустойчиво, а при λ = π/2 реализу-
ется критический случай. Также известно, что это стационарное решение теряет
устойчивость в результате суперкритической бифуркации Андронова–Хопфа.

Делая в (16) замену N(t) = 1+u(t) с u(t) близкой к нулю и раскладывая T (1+u)
по формуле Тейлора

T (1 + u) = 1− αu− βu2 + o(u2),

получим
u̇ = −λ(1 + u)u

(
t− 1 + αu+ βu2 + . . .

)
. (17)

Положим λ = π/2 + ε, где 0 < ε � 1. Аналогично пункту 3 используем метод
нормальных форм, делая в (17) замену

u(t) =
√
ε
(
z(τ)eiπt/2 + z̄(τ)e−iπt/2

)
+ εu2(t, τ) + ε3/2u3(t, τ) + o

(
ε3/2
)
,

где τ = εt, а функции ui(t, τ) (i = 2, 3) 4–периодические по t. Приравнивая коэффи-
циенты при одинаковых степенях

√
ε, при ε3/2 из условия выбора функции u3(t, τ)

ограниченной получаем, что нормальная форма уравнения (16) задается уравнени-
ем

rz′ = µz + νz|z|2, (18)
где

r = 1 + i
π

2
, µ = i,

ν =
9α2π3(2− i)

80
− 8απ2(1 + 2i)

40
− 30βπ2

40
+

(1− 3i)π

10
.

Сохраняя обозначения пункта 3.2, сделаем в (18) замену z(τ) = ρ(τ)eiϕ(τ) и получим
систему вида (14), где η = Re(µ/r) = 2π(4 + π2)−1 > 0, а первая ляпуновская
величина

d = Re
(ν
r

)
=

π

40 (4 + π2)

[
9π2(4− π)α2 − 32π(1 + π)α− 120βπ − 24π + 16

]
.

Выполнение условия d < 0 говорит о том, что в уравнении (16) реализуется су-
перкритическая бифуркация Андронова–Хопфа. Неравенство d < 0 эквивалентно
системе неравенств {

β0 < β,

α−(β) < α < α+(β).
(19)

Здесь
β0 =

1

135π(4− π)

[
9(π − 4)(3π − 2)− 32(1 + π)2

]
,

α±(β) =
16(1 + π)± 2

√
2D(β)

9π(4− π)
,

D(β) = 32(1 + π)2 + 135βπ(4− π) + 9(4− π)(3π − 2).

Приближенные значения для β0, α± таковы:

β0 ≈ −1.67,
α± ≈ 2.7± 0.1

√
364β + 606.

На Рис. 3 изображена область (19).
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Рис. 3. Область значений параметров α, β, при которых происходит бифуркация
Fig. 3. Domain of values of parameters α, β, at which bifurcation occurs

Заключение
В работе для уравнения (1) были изучены способы потери устойчивости нулевым
положением равновесия при переходе параметра a через значения 1 и a0. А именно:
в первом случае установлено возникновение бифуркации обмена устойчивостью, а
во втором случае найдено достаточное условие реализации суперкритической би-
фуркации Андронова – Хопфа. В обоих случаях получены асимптотики решений,
приобретающих устойчивость в результате бифуркации. Полученные результаты
применены к исследованию локальной динамики уравнения Хатчинсона с непосто-
янным запаздыванием.

Автор выражает благодарность Кащенко И.С. за постановку задачи, содержа-
тельные обсуждения и важные замечания.
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Напомним определение сингулярной функции Лебега. Пусть в результате броса-
ния несимметричной монеты с вероятностью p выпадает решка, а с вероятностью
q = 1 − p – орел. Пусть бинарное разложение ξ ∈ [0, 1]: ξ =

∑∞
k=1 ck2

−k задается
бросанием монеты бесконечно много раз, т.е. ck = 1, если результат k-го бросания –
решка, и ck = 0, если – орел. Сингулярная функция Лебега L(t) является функцией
распределения случайной величины ξ:

L(t) = Prob{ξ < t}.

Хорошо известно, что L(t) строго возрастает и ее производная равна нулю почти
всюду (p ̸= q).

Эта функция была введена Ломницким и Уламом [2] в 1934 г. Де Рам [4] по-
казал, что L(t) является единственным непрерывным решением функционального
уравнения

L(t) =

{
qL(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2,
q + pL(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1,

(1)

где p + q = 1. Салем [3] описал геометрическое построение подобных функций.
Поэтому функция L(t) также называется сингулярной функцией де Рама, сингу-
лярной функцией Салема, сверткой Бернулли и само-подобной функцией. Приме-
ры этих функций показаны на рис. 1. Изучению различных свойств сингулярных
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Рис. 1. Lebesgue’s singular functions for q = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4

распределений на отрезке [0, 1] в последнее время посвящено большое число работ.
Полученные результаты находят применение в теории чисел, теории динамических
систем.
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Нахождение моментов сингулярных распределений является довольно трудной
задачей, и в настоящее время асимптотики моментов найдены только для функции
Минковского.

Моментами функции L(t) будем называть величины

Mn =

∫ 1

0

tndL(t), n = 0, 1, . . . . (2)

Основной результат настоящей работы

Теорема 1. Справедлива оценка

Mn = O(nlog2 p).

Доказательство. Предварительно докажем ряд лемм.

Лемма 1. Величины Mn удовлетворяют рекуррентному уравнению

Mn = q2−nMn + p2−n

n∑
k=0

(
n

k

)
Mk, n = 0, 1, . . . (3)

Доказательство. Подставив (1) в (2), получим

Mn = q

∫ 1/2

0

tndL(2t) + p

∫ 1

1/2

tndL(2t− 1) =

= q2−n

∫ 1

0

tndL(t) + p2−n

∫ 1

0

(t+ 1)ndL(t) =

= q2−n

∫ 1

0

tndL(t) + p2−n

n∑
k=0

(
n

k

)∫ 1

0

tkdL(t) =

= q2−nMn + p2−n

n∑
k=0

(
n

k

)
Mk.

Введем величины Nn как решение рекуррентного уравнения

Nn = q2−n + p2−n

n∑
k=0

(
n

k

)
Nk, n = 0, 1, . . . (4)

Лемма 2. Справедлива оценка

Mn ≤ Nn, n = 0, 1, . . .

Доказательство. Проведем индукцию по n.
При n = 0 имеем M0 = N0 = 1.
Предположим, что неравенство справедливо для всех k < n.
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Из (3) имеем

(1− 2−n)Mn = p2−n

n−1∑
k=0

(
n

k

)
Mk ≤ p2−n

n−1∑
k=0

(
n

k

)
Nk.

Подставляя (4), получим

(1− 2−n)Mn ≤ −q2−n + (1− p2−n)Nn = −q2−n(1−Nn) + (1− 2−n)Nn ≤ (1− 2−n)Nn.

Последнее неравенство следует из неравенства Nn ≤ 1, которое аналогично доказы-
вается индукцией по n.

Лемма 3. Справедливо неравенство

Mn ≥ pNn, ∀n > 0.

Доказательство. Проведем индукцию по n.

При n = 1 имеем M1 = p,N1 =
1

2− p
, M1 = p ≥ p

2− p
.

Предположим, что неравенство справедливо для всех 0 < k < n.
Из (3) и предположения индукции имеем

(1− 2−n)Mn = p2−n

n−1∑
k=1

(
n

k

)
Mk + p2−n ≥ p22−n

n−1∑
k=1

(
n

k

)
Nk + p2−n.

Подставляя (4), получим

(1− 2−n)Mn ≥
≥ p

(
Nn − p2−nNn − 2−n

)
+ p2−n =

= p(1− p2−n)Nn ≥
≥ p(1− 2−n)Nn.

Введем функцию N(x), положив

N(x) =
∞∑
n=0

(1−Nn)
xn

n!
e−x. (5)

Лемма 4.

N(x) = 1−
∞∑

k=−∞

qΓ(zk)

p2 ln 2
x−zk +O(x−α), ∀α > 0, (6)

где
zk = − ln p

ln 2
+

2πik

ln 2
. (7)
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Доказательство. Подставляя (4) в (5), получим

N(x) = 1−
∞∑
n=0

Nn
xn

n!
e−x =

= 1− q
∞∑
n=0

2−nx
n

n!
e−x − p

∞∑
n=0

2−nx
n

n!
e−x

n∑
k=0

(
n

k

)
Nk =

= 1− qe−
x
2 − p

∞∑
k=0

Nk
1

k!

∞∑
n=k

2−n xn

(n− k)!
e−x =

= q − qe−
x
2 + p

∞∑
k=0

(1−Nk)2
−kx

k

k!
e−

x
2 =

= q − qe−
x
2 + pN

(x
2

)
.

Решая это рекуррентное уравнение, получим

N(x) = q

∞∑
k=1

pk−1
(
1− e−

x

2k

)
. (8)

Полученный ряд является гармонической суммой. Для нахождения гармониче-
ских сумм обычно применяется преобразование Меллина.

Ñ(z) =

∫ ∞

0

N(x)xz−1dx. (9)

Вычисляя интегралы через гамма-функцию, получим, что в полосе −1 < ℜz < 0

Ñ(z) = −q
∞∑
k=1

pk−12kzΓ(z) = −qΓ(z)2z

1− p2z
. (10)

Функцию Ñ(z) можно продолжить на всю комплексную плоскость, в которой
она будет иметь простые полюса:

1) в точках z = −n, от функции Γ(z), n = 0, 1, 2, . . . ;
2) в точках z = zk, от функции 1

1−p2z
, где zk заданы в (7).

Применяя обратное преобразование Меллина, получим

N(x) =
1

2πi

−σ+i∞∫
−σ−i∞

Ñ(z)x−z dz, (11)

где 0 < σ < 1.
Для нахождения N(x) по формуле (11) применим теорему о вычетах.
Вычеты функции Ñ(z):
1)−1, в точке z = 0;
2) qΓ(zk)2

z

p2 ln 2
в точках z = zk.

Рассмотрим в комплексной области прямоугольник

R(β, α) = {z : −σ ≤ ℜz ≤ α; |ℑz| ≤ πi(2β + 1)

ln 2
},
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где α > − ln p
ln 2

, β – челое число.
По теореме о вычетах

1

2πi

∮
∂R(β,α)

−qΓ(z)2z

1− p2z
dz =

∑
zm∈R(β,α)

Res

(
−qΓ(z)2z

1− p2z
, zm

)
. (12)

Здесь интеграл по контуру берется в направлении против часовой стрелки.
Интегралы по верхней и нижней границе прямоугольника оцениваются как O(e−β),

поскольку гамма-функция убывает по мнимой оси экспоненциально быстро [6, 8.328.1],

|Γ(x+ iy)| ≤ Ce−π|y|/2|y|−x+1/2.

Интеграл по вертикальному отрезку ℜz = α равен O(x−α). Полное доказательство
этих утверждений проводится аналогично доказательству в [7]

Подставляя вычеты в (12), β → ∞ получим (6).

Перейдем к доказательству теоремы.
Из (6) имеем

1−N(x) = ϕ(x)x− log2 p +O(x−α),

где

ϕ(x) =
∞∑

k=−∞

qΓ(zk)

p2 ln 2
x− 2πik

ln 2

является периодической, следовательно, ограниченной функцией от x.
Поскольку величина 1−N(x) получена усреднением величин Nn (пуассонизаци-

ей), то Nn ≈ N(n) (см. [1, 5]).
Применяя леммы 2, 3, получим оценку теоремы.
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Recall Lebesgue’s singular function. Imagine flipping a biased coin with probability p of heads and
probability q = 1− p of tails. Let the binary expansion of ξ ∈ [0, 1]: ξ =

∑∞
k=1 ck2

−k be determined by
flipping the coin infinitely many times, that is, ck = 1 if the k-th toss is heads and ck = 0 if it is tails.
We define Lebesgue’s singular function L(t) as the distribution function of the random variable ξ:

L(t) = Prob{ξ < t}.

It is well-known that L(t) is strictly increasing and its derivative is zero almost everywhere (p ̸= q). The
moments of Lebesque’ singular function are defined as

Mn = Eξn.

The main result of this paper is the following:

Mn = O(nlog2 p).
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