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О пространственной ограниченности
клеточных Р-сетей

Башкин В.А.

получена 21 июля 2017

Аннотация. Клеточные Р-сети — обобщение концепции двухуровневых ресурсных сетей (се-
тей Петри) на случай бесконечной регулярной системной решетки. Этот формализм представляет
собой гибрид сетей Петри и асинхронных клеточных автоматов и предназначен для моделиро-
вания мультиагентных систем с динамической пространственной структурой. Пространственная
ограниченность — свойство, гарантирующее сохранение конечности “геометрических размеров”
(например, площади) активной части системы на протяжении всей её жизни. Определяются три
варианта пространственной ограниченности для клеточных Р-сетей: локализованность, ограничен-
ность диаметра и ограниченность площади. Исследуются свойства соответствующих алгоритми-
ческих проблем, доказывается их неразрешимость в общем случае. Предлагается нетривиальный
критерий локализованности одномерной клеточной сети, основанный на новой концепции гра-
фа распространения Р-автоматов. Описывается алгоритм построения графа распространения, ис-
пользующий метод насыщения генерирующих путей. Предлагается способ оценки сверху диаметра
одномерной клеточной сети с ограниченным графом распространения.

Ключевые слова: мультиагентные системы, верификация, сети Петри, клеточные автоматы,
Р-сети, пространственная ограниченность
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Введение
Обыкновенные сети Петри представляют собой низкоуровневый формализм с очень
простым набором основных элементов: позиция, переход, дуга и фишка. Отсутству-
ют сколько-нибудь удобные инструменты для высокоуровневых конструкций, таких
как модуль и иерархия. Также обыкновенные сети Петри не вполне удобны для мо-
делирования мультиагентных систем с динамической структурой, поскольку в них
невозможно изменять в ходе функционирования сети структуру множества перехо-
дов. Моделировать возникновение новых агентов и исчезновение старых приходится
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изменением разметки вершин-позиций, тем самым разрешая или запрещая сраба-
тывания зависящих от них переходов.

Существует ряд формализмов, построенных на основе обыкновенных сетей Пет-
ри, в которых тем или иным способом более явно выделяется понятие агента, а
также вносятся конструкции модульности и иерархичности. В частности, в сетях
Петри высокого уровня (например, в раскрашенных сетях [14], объектных сетях [19]
и многих других [11,15]) вводятся охранные функции на переходах и выражения на
дугах, позволяющие усложнить условие срабатывания перехода и производимое им
действие. Во вложенных сетях Петри [16] усложняется структура ресурса: он сам
может быть сетью Петри (вплоть до рекурсивности).

В работе [8] был определен обладающий двухуровневой структурой визуальный
язык сетей автоматов с ресурсами (Р-сетей), позволяющий описывать мультиагент-
ные системы компактно и в то же время достаточно наглядно. Предложены и ис-
следованы новые методы моделирования и анализа систем, представленных в виде
сетей с ресурсами (АР-сетей, Р-сетей, клеточных Р-сетей). Показано, что модуль-
ные АР-сети и вложенные сети обладают рядом конструктивных композициональ-
ных свойств (в частности, существуют специальные виды наследуемости важней-
ших свойств ограниченности и живости).

В работе [9] было определено и исследовано расширение концепции Р-сети на
случай моделей с бесконечной системной сетью. В связи с близостью по концепции
к клеточным автоматам такие системы были названы клеточными сетями. В ста-
тье [9] была построена иерархия классов одномерных клеточных сетей (цепочек),
основанная на ограничении топологии системной сети. Исследована выразительная
мощность ряда базовых классов данной иерархии. Доказано, что: сети с полным
набором портов эквивалентны машинам Тьюринга; сети без выходных портов экви-
валентны конечным автоматам; сети без входных портов бисимулярны сетям Петри
без коммуникаций (communication-free PN). Было продемонстрировано, что такие
формализмы пригодны для моделирования и верификации распределенных систем
агентов на бесконечной решетке (в частности, пространственно распределенных бес-
проводных сетей).

Ещё один вариант бесконечных сетей Петри был предложен Д.А. Зайцевым в
работе [3]. Однако там рассматриваются обыкновенные одноуровневые сети Петри,
и структура решетки сформирована на том же уровне, что и структура поведения
отдельного узла. В работе [3] показано, что подобные сети могут быть использованы
для моделирования и верификации статичных вычислительных решеток.

Одной из проблем, возникающих при анализе потенциально бесконечных дина-
мичных “перемещающихся в пространстве” клеточных моделей, является выясне-
ние самой возможности таких бесконечных “перемещений”. Например, для агентов-
сенсоров обход всей решетки может быть желательным свойством. Напротив, для
агентов-базовых станций желательно сохранение постоянного расстояния до станций-
соседей (то есть запрет превышения максимального диаметра сети). Кроме того,
пространственная ограниченность позволяет рассчитывать на разрешимость мно-
гих интересных семантических свойств моделируемых систем, поскольку, как уже
было установлено ранее [9], подобные “слабые” клеточные сети слабее машин Тью-
ринга.
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В данной работе исследуются возможности построения конструктивных крите-
риев пространственной ограниченности для существенных подклассов клеточных
сетей Петри. При этом рассматриваются различные варианты пространственной
ограниченности: от “конечности множества когда-либо населенных ячеек” до более
слабой “ограниченности диаметра населенной области”.

Основной результат работы — критерий локализованности клеточной сети, осно-
ванный на построении так называемого графа распространения. Соответствующий
алгоритм использует метод насыщения, близкий к методу построения покрываю-
щего дерева обыкновенной сети Петри (например, [4]). Однако в данном случае мы
насыщаем не конечномерный вектор разметки, а так называемые генерирующие
пути в графе распространения.

В работе рассматриваются одномерные клеточные Р-сети (системная решетка
представляет собой цепочку ячеек), однако все предложенные методы могут быть
легко обобщены на более высокие размерности (например, клеточные модели на
плоскости и в трехмерном пространстве).

Статья организована следующим образом. В первой главе приводятся основ-
ные определения и обозначения, касающиеся мультимножеств, Р-сетей и клеточ-
ных Р-сетей. В частности, приводятся основные свойства выразительности для со-
ответствующих классов формальных моделей. Вторая глава посвящена проблемам
пространственной ограниченности одномерных клеточных Р-сетей. Вводятся опре-
деления, доказывается неразрешимость в общем случае, приводится критерий лока-
лизованности на основе графа распространения. Заключение содержит некоторые
выводы и направления дальнейших исследований.

1. Предварительные сведения

1.1. Мультимножества

Пусть S — конечное множество. Мультимножеством M над множеством S назы-
вается отображение M : S → Nat, где Nat — множество неотрицательных целых
чисел. Обозначим черезM(S) множество всех конечных мультимножеств над S.

Операции и отношения теории множеств естественно расширяются на конечные
мультимножества. Пусть M1,M2,M3 ∈ M(S). Полагаем: M1 ⊆ M2 ⇔ ∀s ∈ S :
M1(s) ≤M2(s); M1 = M2 +M3 ⇔ ∀s ∈ S : M1(s) = M1(s)+M2(s); M1 = M2∪M3 ⇔
∀s ∈ S : M1(s) = max{M1(s),M2(s)}.

1.2. Сети автоматов, управляемых ресурсами (Р-сети)

Мы определяем Р-сеть как АР-систему [1, 2], в которой в роли фишек выступают
специальные расширенные конечные автоматы — так называемые автоматы, управ-
ляемые ресурсами (Р-автоматы). Таким образом, мы расширяем понятие фишки
(ресурса) путем добавления ей собственного поведения. В ходе своей работы авто-
матная фишка потребляет и производит фишки-ресурсы (в том числе автоматные),
находящиеся в узлах, соседних тому, в котором она сама находится. Дуги в АР-сети
мы помечаем именами портов, указывая тем самым узлы с доступными ресурсами.
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Пусть Ω — конечное множество типов, Const — конечное множество типизи-
рованных индивидуальных объектов, которые мы называем константами. Тип кон-
станты c ∈ Const обозначается как Type(c). Для a ∈ Ω через Const(a) мы обозначаем
множество всех констант типа a.

Далее, пусть Π — конечное множество типизированных (элементами Ω) портов
(имён портов). Тип порта π ∈ Π обозначим Type(π).

Лежащая в основе Р-сети сеть активных ресурсов с дугами, помеченными име-
нами портов, называется системной сетью.

Определение 1. Системная сеть — это набор SN = (V, I, O, π), где

• V — конечное множество вершин (ресурсов);

• I : V × V → Nat — множество потребляющих дуг;

• O : V × V → Nat — множество производящих дуг;

• π : (I ∪O)→ Π — функция, помечающая дуги именами портов.

Заметим, что фактически набор (V, I, O) представляет собой структуру сети
активных ресурсов [2]: типы объектов (активных ресурсов) и способы их взаимо-
действия (потребление и производство). Графически вершины сети изображаются
кружками, потребляющие дуги — пунктирными стрелками, производящие дуги —
непрерывными стрелками. Потребляющая дуга (u, v) означает, что объекты в вер-
шине v могут (выступая в качестве активных агентов) потреблять объекты из вер-
шины u (выступающие в качестве пассивных ресурсов). Производящая дуга (u, v)
означает, что объекты в вершине u могут (выступая в качестве активных агентов)
производить объекты в вершине v (выступающие в качестве пассивных ресурсов).
При этом один и тот же объект может в рамках различных взаимодействий (опре-
деляемых графом системной сети) выступать в любой из 4 ролей: потребляющего
агента, потребляемого ресурса, производящего агента и производимого ресурса (в
том числе сразу в нескольких ролях одновременно).

В качестве объектов выступают модифицированные конечные автоматы, пере-
ходы которых дополнительно к смене внутреннего состояния самого объекта пре-
образуют ресурсы в инцидентных вершинах системной сети (согласно особым при-
писанным им ресурсным выражениям).

Определение 2. Разметкой M системной сети SN называется функция

M : V →M(Const),

сопоставляющая каждому узлу сети мультимножество находящихся в нём объ-
ектов.

Размеченной системной сетью называется пара (SN,M0), где SN = (V, I, O, π) —
системная сеть, а M0 — её начальная разметка.

Обозначим через V ar множество типизированных переменных с типами из Ω.
Пусть a ∈ Ω. Определим язык L(a) ресурсных выражений типа a следующим обра-
зом.
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Пусть π ∈ Π. Входной терм есть терм вида π?e, где e — переменная или констан-
та типа Type(π). Аналогично, выходной терм есть терм вида π!e с теми же условия-
ми на π и e. Ресурсное выражение есть терм вида α1;α2; . . . ;αk, где αj (j = 1, . . . , k)
представляет собой входной или выходной терм (типы подвыражений α1, α2, . . . , αk

могут различаться).

Определение 3. Управляемым ресурсами автоматом типа a ∈ Ω (ресурсным ав-
томатом, Р-автоматом) называется набор A = (SA, TA, lA), где SA — конечное
множество состояний, TA ⊆ SA × SA — отношение перехода и lA : TA → L(a) —
функция пометки переходов.

Таким образом, Р-автомат — это всего лишь конечный автомат с помеченными
переходами и без выделенного начального состояния. В Р-сетях Р-автоматы будут
играть роль фишек сетей Петри. В вырожденном случае, когда Р-автомат содержит
одно состояние и не содержит переходов, такие фишки представляют собой обычные
цветные фишки, которые мы будем называть элементарными ресурсами.

Определение 4. Пусть Ω = {a1, . . . , ak} — конечное множество типов, A =
(A1, . . . , Ak) — конечное множество Р-автоматов, такое, что

1) для типа ai ∈ Ω множество Const(ai) определяется как множество всех
состояний Р-автомата Ai; Const =def

⋃
a∈Ω Const(a);

2) каждый Ai есть Р-автомат типа ai над множеством типов Ω и множе-
ствами Ω-типизированных переменных V ar, имён портов Π и констант
Const.

Сеть управляемых ресурсами автоматов (Р-сеть) RN = (Ω, SN, (A1, . . . , Ak))
состоит из описанного выше конечного множества Р-автоматов (A1, . . . , Ak) и
системной сети SN над множеством типов Ω и множествами Ω-типизирован-
ных имён портов Π и констант Const.

Разметкой (состоянием) Р-сети называется разметка лежащей в её основе
системной сети.

Допуская некоторую вольность в обозначениях, условимся не различать авто-
мат A и его имя/тип a. Далее мы будем писать (a|s) для обозначения константы,
соответствующей состоянию s автомата A типа a. В зависимости от контекста такая
константа может называться агентом, ресурсом или просто объектом.

Определим интерливинговую семантику для Р-сетей. Срабатыванием Р-сети яв-
ляется последовательность срабатываний переходов её агентов. Таким образом, толь-
ко агенты могут менять состояние системы.

Для срабатывания перехода t в агенте a требуются ресурсы, перечисленные во
входных подтермах помечающего t ресурсного выражения. Входной терм p?e опи-
сывает ресурс e, который должен быть получен через порт p системной сети (то
есть этот ресурс должен находиться в том узле системной сети, из которого ведёт
дуга порта p). Аналогично, выходные термы определяют ресурсы, производимые
агентом (и узлы-получатели для этих ресурсов).

Режимы срабатывания перехода определяются возможными означиваниями пе-
ременных.
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Определение 5. Означиванием (переменных) называется функция

bind : V ar → Const,

такая, что для любой переменной ϕ ∈ V ar выполняется Type(bind(ϕ)) = Type(ϕ).

ПустьM — разметка Р-сети RN = (Ω, SN, (A1, . . . , Ak)), a|s — Р-автомат в состо-
янии s, находящийся в узле v сети RN при разметке M , t – переход в a|s. Пусть b —
означивание переменных. Переход t = (s, s′) с меткой la(t) активен при разметкеM,
если существует взаимно однозначное соответствие между входными подтермами в
la(t) и объектами (фишками) в M, такое, что для каждого подтерма p?e существу-
ет объект e[b] в узле v′, соединенном с узлом v входной дугой, помеченной именем
порта p.

Описанное выше соответствие определяет “подразметку” M̌ системной разметки,
описывемую входными подтермами выражения la(t). Она включает все объекты, по-
требляемые срабатыванием перехода t при означивании b. Заметим, что для данных
t и b разметка M̌ определяется недетерминированно (может быть несколько вариан-
тов разметок, удовлетворяющих условиям). Через in(t[b]) мы обозначим множество
всех таких разметок.

Аналогично, определим множество out(t[b]) разметок, сопоставляющих узлам
объекты, производимые переходом t при означивании b в соответствие с выходными
подтермами la(t).

Определение 6. Пусть (a|s) — агент, находящийся в узле v ∈ V при разметке
M , t ∈ Ta — переход, такой, что t = (s, s′) для некоторого s′.

Переход t активен с означиванием переменных b, если существует разметка
M̌ ∈ in(t[b]), такая, что ∀u ∈ V : M̌(u) ⊆M(u).

Активный означенный переход может (недетерминированно) сработать, пре-
образуя M в новую разметку M ′, такую, что ∀u ∈ V : M ′(u) = M(u)− M̌(u) + M̂ ,
где M̌ ∈ in(t[b]) и M̂ ∈ out(t[b]).

Сети управляемых ресурсами автоматов позволяют моделировать различные ас-
пекты ресурсно-зависимых систем. Рассмотрим простейший классический пример —
химическую реакцию (Рис. 1). Единственный активный агент данной системы —
автомат R — определяет сам алгоритм реакции (“две молекулы водорода и одна мо-
лекула кислорода превращаются в две молекулы воды”). Системная сеть описывает
физическую среду: три резервуара и трубу, в которой происходит реакция. Порты
get и put связывают эти два уровня (или два аспекта) модели. С системной точки
зрения порты — это физические “отверстия”, с точки зрения логики агента — это
имена аргументов (параметров).

Несмотря на новые возможности моделирования, Р-сети обладают теми же воз-
можностями анализа, что и сети Петри [18]:

Теорема 1. [8] Класс систем, моделируемых Р-сетями, совпадает с классом си-
стем, моделируемых сетями Петри.

Сети ресурсных автоматов моделируют явное и неявное взаимодействие агентов
без введения каких-либо промежуточных слоёв и/или протоколов. Это позволяет
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Рис. 1. Пример Р-сети: химическая реакция

Fig. 1. RDA-net example: chemical reaction

достаточно адекватно отражать специфику предметной области при помощи еди-
нообразного и компактного синтаксиса. Агенты могут быть перемещены, созданы,
скопированы и уничтожены другими агентами (внешняя мобильность). Они также
могут выполнять все эти действия (над собой) по собственной инициативе (внут-
ренняя мобильность).

Заметим, что выбор в качестве фишек автоматов, а не сетей Петри, нисколько
не снижает выразительности формализма по сравнению с обыкновенными и вы-
сокоуровневыми сетями Петри (Теорема 1). При этом синтаксис языка получается
максимально простым, что позволяет достаточно легко строить различные гибрид-
ные и высокоуровневые расширения [10].

1.3. Клеточные Р-сети

Одной из интересных сторон Р-сетей является возможность удобного моделиро-
вания пространственной динамики – агенты могут перемещать друг друга между
узлами системной сети (или перемещаться по ней самостоятельно). Естественен пе-
реход к бесконечному случаю:

Определение 7. [9] Клеточная Р-сеть — конечная совокупность ресурсных ав-
томатов, расположенных в узлах бесконечной регулярной системной сети (ре-
шётки).

Клеточные Р-сети (Celluar Resource Driven Automata, CRDA) — модель, подоб-
ная клеточным автоматам, где в отдельной ячейке может находиться не автомат
(система с конечным числом состояний), а Р-сеть (сеть Петри).

Основные отличия клеточных Р-сетей от обыкновенных Р-сетей (классических
сетей Петри):



398
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 24, №4 (2017)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 24, No 4 (2017)

• неограниченное число отдельных сетей (Р-автоматов);

• гибкое взаимодействие между ними, возможность создавать и уничтожать ав-
томаты.

Основные отличия клеточных Р-сетей от классических синхронных клеточных
автоматов:

• асинхронность срабатываний ячеек, недетерминированность выбора активной
ячейки;

• отдельная ячейка — не автомат, а сеть Петри, то есть система с неограничен-
ным числом состояний.

Заметим, что клеточные автоматы универсально мощны даже в одномерном слу-
чае [12], где решетка представляет собой цепочку клеток. Поэтому мы также будем
рассматривать только одномерные сети.

Рассматриваемая (бесконечная регулярная одномерная) системная сеть изобра-
жена на Рис. 2. Активные фишки (Р-автоматы), находящиеся в клетке, могут по-
треблять/производить ресурсы из трёх клеток — левой соседней, правой соседней
и текущей. Ограничений на фишки нет.

a) общий вид решетки

�����������	�


����

�����

������������

b) порты отдельной ячейки

Рис. 2. Решетка одномерной клеточной Р-сети (1-dim CRDA)

Fig. 2. System grid of 1-dim CRDA

Теорема 2. [9] Класс систем, моделируемых одномерными клеточными Р-сетями
(1-dim CRDA), совпадает с классом систем, моделируемых машинами Тьюринга.

2. Пространственная ограниченность

2.1. Неразрешимость

В доказательстве Теоремы 2 в работе [9] использовалось преобразование произ-
вольной машины Тьюринга, представленной в виде двухсчётчикового автомата M
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(машины Минского), в одномерную клеточную сеть N(M) с не более чем двумя
автоматами в каждой ячейке в любой момент времени. Значения первого и второ-
го счетчиков моделировались количеством “живых” клеток, соответственно слева
и справа от центральной ячейки. Конечно, “длина” живой части решетки в такой
системе может расти неограниченно.

Очевидно, что такая пространственная неограниченность является необходимым
условием универсальности. Если её нет, то система представляет собой обычную, а
не клеточную Р-сеть, которая является всего лишь сетью Петри (Теорема 1).

Пространственная ограниченность является нетривиальным семантическим свой-
ством, которое требует для своей проверки анализа поведения системы (в общем
случае бесконечного).

Сформулируем некоторые возможные варианты определения пространственной
ограниченности:

Определение 8. (Пространственная ограниченность)

(1) Сеть локализована, если ни один из автоматов никогда не появляется за
пределами некоторого конечного множества ячеек D.

(2) Сеть имеет ограниченный диаметр, если в каждый момент времени наи-
большее расстояние между “населенными” ячейками (число разделяющих их
ячеек) не превосходит некоторого натурального n.

(3) Сеть имеет ограниченную площадь, если в каждый момент времени число
“населенных” ячеек не превосходит некоторого натурального n.

Непосредственно из определений следует:

Утверждение 1. “Локализованность” ⇒ “Ограниченный диаметр” ⇒ “Ограни-
ченная площадь”.

В то же время легко придумать контрпримеры для (2)⇒ (1) и (3)⇒ (2).

По построению сети N(M) в доказательстве Теоремы 2 (см. [9]) мы имеем:

Утверждение 2. Если некоторая 2-счетчиковая машина Минского M ограничена
(оба её счетчика ограничены), то соответствующая 1-dim CRDA N(M) локали-
зована.

Тогда из неразрешимости ограниченности для 2-счетчиковых машин Минского
[5] имеем:

Следствие 1. Локализованность неразрешима для 1-dim CRDA.

Поскольку свойства ограниченности диаметра и площади ещё слабее (Утвержде-
ние 1), имеем:

Следствие 2. Проблемы “ограниченности диаметра” и “ограниченности площади”
неразрешимы для 1-dim CRDA.

Очевидно, это означает, что пространственная ограниченность (во всех трёх ва-
риантах) неразрешима и при более высоких размерностях системной решетки в
случае её нетривиальной топологии. Однако, как будет показано далее, использо-
вание свойств монотонности сетей Петри позволяет построить достаточно широкие
критерии пространственной ограниченности.
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2.2. Обозначения для одномерной решетки

Для удобства работы с одномерными клеточными сетями введём ряд новых терми-
нов и обозначений.

Во-первых, будем считать, что все ячейки пронумерованы слева направо целыми
числами. За условную точку отсчета примем нулевую ячейку.

Во-вторых, в отличие от [8,9] мы будем использовать ресурсные выражения без
переменных (только константы). Поскольку в каждом типе число констант конечно,
это не снижает выразительной мощности модели. В то же время подобное упроще-
ние синтаксиса позволяет более компактно описывать и анализировать бесконечную
цепочку ячеек.

Определение 9. Пусть a — некоторый Р-автомат, s — его состояние, M — си-
стемная разметка. Обозначим через M [i](a|s) количество автоматов a|s в ячейке
одномерной системной сети (цепочки ячеек) с номером i при разметке M (ячейки
пронумерованы слева направо последовательными значениями из Z).

Тогда состояние ячейки с номером i при разметкеM представляет собой муль-
тимножество над Const :

M [i] =def
∑

a∈Ω,s∈Sa

M [i](a|s),

или, что то же самое, M [i] =
∑

c∈ConstM [i](c).
Разметка всей системной сети–цепочки представляет собой бесконечномер-

ный вектор вида M = (. . . ,M [i],M [i+ 1], . . .), где M [i] ∈M(Const), i ∈ Z.
Счетное множество всех возможных разметок обозначим как M∞(Const).

Определение 10. Пусть M,M ′ ∈M∞(Const). Тогда ∀i ∈ Z, c ∈ Const:

(M +M ′)[i](c) =def M [i](c) +M ′[i](c),

(M ∪M ′)[i](c) =def max{M [i](c),M ′[i](c)},
(M ∩M ′)[i](c) =def min{M [i](c),M ′[i](c)}.

Скажем, что M ⊆ M ′, если ∃k ∈ Z : ∀i ∈ Z, c ∈ Const выполняется M [i](c) ≤
M ′[i+ k](c).

Таким образом, при сравнении мы допускаем сдвиг нумерации ячеек влево или
вправо на произвольную величину. Это естественно, поскольку все связи локальны,
а ячейки имеют идентичные свойства, не зависящие от номера.

Набор доступных портов один и тот же для каждой ячейки:

Π = {Get, Put,GetL, PutL,GetR, PutR}.

Следовательно, для любого перехода t ∈ Ta его ресурсное выражение l(t) распада-
ется на шесть подвыражений: lGet(t), lPut(t), lGetL(t), lPutL(t), lGetR(t) и lPutR(t) соот-
ветственно. Заметим, что каждое из этих выражений является мультимножеством
констант.

Также заметим, что в силу однозначности именования портов множества in(t) и
out(t) всегда содержат ровно по одному элементу. Обозначим эти элементы как
•t и t• и назовём пред- и постусловием перехода t соответственно. Имеем •t =
(lGet(t), lGetL(t), lGetR(t)), t• = (lPut(t), lPutL(t), lPutR(t)).
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Определение 11. Пусть автомат a|s находится в ячейке с номером i при раз-
метке M (т.е. M [i](a|s) > 0). Пусть также t ∈ Ta — переход автомата a, такой,
что a|s t→ a|s′ для некоторого s′ ∈ Sa. Переход t активен, если выполняется

• lGetL(t) ⊆M [i− 1];

• lGet(t) ⊆M [i];

• lGetR(t) ⊆M [i+ 1].

Активный переход t может сработать, порождая новую разметку M ′ :

• M ′[i− 1] = M [i− 1]− lGetL(t) + lPutL(t);

• M ′[i] :

– M ′[i](c) = M [i](c)− lGet(t)(c) + lPut(t)(c) для всех c 6= a|s;

– при M [i](a|s) = lGet(t)(a|s) положим M ′[i](a|s) = M [i](a|s) − lGet(t)(a|s) +
lPut(t)(a|s);

– при M [i](a|s) > lGet(t)(a|s) недетерминированно выберем один из двух ва-
риантов: M ′[i](a|s) = M [i](a|s) − lGet(t)(a|s) + lPut(t)(a|s) или M ′[i](a|s) =
M [i](a|s)− (a|s) + (a|s′)− lGet(t)(a|s) + lPut(t)(a|s);

• M ′[i+ 1] = M [i+ 1]− lGetR(t) + lPutR(t);

• M ′[j] = M [j] при j 6∈ {i− 1, i, i+ 1}
Такое срабатывание обозначим как M t−→

i
M ′.

Лемма 1. Пусть M,M ′ ∈M∞(Const), t ∈ Ta для некоторого a ∈ Ω. Тогда

M
t−→
i
M ′ ∧ t• ⊆ •t ⇒ M ′ ⊆M.

Доказательство. Непосредственной подстановкой в определения активности и сра-
батывания перехода.

Лемма 2. Пусть M,M ′ ∈M∞(Const), t ∈ Ta для некоторого a ∈ Ω. Тогда

M
t−→
i
M ′ ∧ |t•| ≤ |•t| ⇒ |M ′| ≤ |M |.

Доказательство. Аналогично. Заметим также, что с точки зрения количества ав-
томатов не важно, в каком направлении они перемещаются при срабатывании.

Следствие 3. 1. Если для каждого перехода t каждого Р-автомата a выпол-
нено •t ⊆ t•, то сеть локализована.

2. Если для каждого перехода t каждого Р-автомата a выполнено |•t| ≤ |t•|, то
сеть имеет ограниченную площадь.
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Рис. 3. Сеть неограниченного диаметра

Fig. 3. Net with unbounded diameter

Сформулированные выше свойства тривиальны: если переходы не увеличивают
разметку соседних ячеек, то и разметка всей сети не увеличивается; а если переходы
не увеличивают общее количество автоматов, то и занимаемая площадь не может
вырасти.

Для свойства ограниченности диаметра таких простых ограничений уже недо-
статочно: даже “неувеличивающая” сеть может неограниченно разрастаться (Рис. 3).

Следующая теорема устанавливает, что для клеточных сетей существует аналог
свойства монотонности сетей Петри (см., например, [4]):

Теорема 3. Пусть M,M ′, K ∈M∞(Const), t ∈ Ta для некоторого a ∈ Ω. Тогда

M
t−→
i
M ′ ⇒ M +K

t−→
i
M ′ +K.

Доказательство. Заметим, что при рассмотрении конечного числа срабатываний
(в частности, одного) клеточная сеть ведёт себя как обычная Р-сеть с конечным
числом ячеек системной сети (т.е. как обычная сеть Петри). Далее доказательство
аналогично доказательству соответствующей теоремы в [4].

Однако, в отличие от обыкновенных сетей Петри, клеточные Р-сети не являются
вполне структурированными системами переходов [13], так как отношение ⊆ на
множествеM∞(Const) (определение 10) не является правильным квазипорядком.

2.3. Граф распространения

Рассмотрим способ описания взаимного перемещения Р-автоматов на одномерной
решетке при отсутствии сдерживания со стороны Get-выражений (то есть в пред-
положении наличия неограниченных ресурсов в каждой ячейке).
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Далее представлен алгоритм, строящий так называемый граф распространения
системы Р-автоматов. Этот граф представляет собой (не всегда конечную) комби-
нацию диаграмм переходов всех автоматов из Ω во всех ячейках сети, до которых
они могут “распространиться” при старте процесса из начальной ячейки. При этом
различные диаграммы, находящиеся в одной и той же ячейке или в двух сосед-
них, могут быть связаны дополнительными “порождающими дугами”. Неформаль-
но, если автомат a в состоянии s способен сработать, генерируя (через какой-то из
Put-портов) новый автомат a′ в состоянии s′, то в графе распространения добав-
ляется “генерирующая дуга” из a|s в a′|s′. При этом если a′|s′ был сгенерирован
через PutL, то дуга идёт в соседнюю левую ячейку, а если через Put или PutR,
то, соответственно, в текущую или соседнюю правую. При этом Get-выражения не
учитываются (и, следовательно, никак не сдерживают развитие процесса распро-
странения автоматов), то есть получается аппроксимация сверху поведения любого
сообщества клеток-автоматов с типами из Ω.

Алгоритм 1. (граф распространения)
PropagationGraph(Ω)
Вход: множество типов Ω = {a1, . . . , ak}.
Выход: граф распространения Gprop(Ω).

1. Положим G — пустой граф, обозначим все состояния всех Р-автоматов при-
знаком “новое”.

2. Пока в автоматах есть “новые состояния”, повторим следующее: выберем
“новое” состояние a|s, обозначим его признаком “старое”, достроим граф рас-
пространения G при помощи вызова процедуры Propagation(G, a|s, 0, ∅, ∅).

3. Вернём G.

Алгоритм 2. (достройка графа распространения)
Propagation(G, a|s, Shift, t, v)
Вход: Ориентированный граф G; состояние a|s (a ∈ Ω, s ∈ Sa); сдвиг Shift ∈
{−1, 0,+1}; переход t (t ∈ Tb для некоторого b ∈ Ω); вершина v графа G (помеченная
тройкой i|b|q, такой, что b|q t→ . . . , i ∈ Z, причем (a|s) ∈ lPutL(t) при Shift = −1,
(a|s) ∈ lPut(t) при Shift = 0 и (a|s) ∈ lPutR(t) при Shift = +1).
Выход: Ориентированный граф G.

1. Добавим (в случае отсутствия) в граф G вершину с меткой i + Shift|a|s
и “генерирующую” дугу от i|b|q к i + Shift|a|s c двойной меткой (Shift, t)
(меткой сдвига Shift и меткой перехода t).

2. Рассмотрим все вершины графа G c метками вида i + Shift|a|x для всех
x ∈ Sa. Пока в диаграмме переходов автомата a найдётся состояние a|y,
достижимое от a|x посредством перехода z (т.е. a|x z→ a|y), для которого
в графе G ещё нет вершины с меткой i+ Shift|a|y или дуги от i+ Shift|a|x
к i + Shift|a|y c одинарной меткой перехода z, добавим в G такую вершину
и/или дугу.
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Рис. 4. Множество Р-автоматов Ω = {a, b} и его граф распространения

Fig. 4. A set of RDAs Ω = {a, b} and its propagation graph

3а. Для каждой вершины v′ с меткой вида j|a|x, добавленной в граф G на преды-
дущем шаге, перехода t′ ∈ Ta и константы a′|s′, таких что a|x t′→ a|y для
некоторого y и (a′|s′) ∈ lPutL(t′), выполним Propagation(G, a′|s′,−1, t′, v′).

3б. Для каждой вершины v′ с меткой вида j|a|x, добавленной в граф G на преды-
дущем шаге, перехода t′ ∈ Ta и константы a′|s′, таких что a|x t′→ a|y для
некоторого y и (a′|s′) ∈ lPut(t

′), выполним Propagation(G, a′|s′, 0, t′, v′).

3в. Для каждой вершины v′ с меткой вида j|a|x, добавленной в граф G на преды-
дущем шаге, перехода t′ ∈ Ta и константы a′|s′, таких что a|x t′→ a|y для
некоторого y и (a′|s′) ∈ lPutR(t′), выполним Propagation(G, a′|s′,+1, t′, v′).

Пример графа распространения приведён на Рис. 4. Здесь рассмотрены авто-
маты двух типов (a и b), способные создавать друг друга. Правая часть рисунка
представляет граф Gprop({a, b}), для наглядности разбитый на “ячейки”. Видно, что
заполнены только ячейки с номерами -1, 0 и 1. Дуги (+1, t1) и (−1, r2) соответ-
ствуют событиям генерации новых автоматов в соседних ячейках (правой и левой
соответственно) при срабатываниях t1 и r2.

Довольно очевидно, что любой конечный набор Р-автоматов типов a и b, изобра-
женных на рисунке 4, не сможет “расползтись” по решетке системной Р-сети более
чем на одну ячейку влево и одну ячейку вправо относительно своих стартовых
позиций. Это следует из того, что никакая последовательность переходов в соответ-
ствующем графе распространения не уходит далеко от той ячейки, в которой она
“стартовала.” В данном случае ячейки графа Gprop(Ω) можно рассматривать как аб-
страктные аналоги ячеек решетки системной сети (использующие не абсолютную
нумерацию — номера ячеек, а относительную — сдвиги номеров ячеек относительно
исходной).

Утверждение 3. Число компонент связности графа Gprop(Ω) не превосходит |Ω|.

Доказательство. Заметим, что по построению графа каждая вершина достижима
из некоторой вершины вида (0|a|s) (т.е. вершины, находящейся в нулевой ячейке). А
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в нулевой ячейке находятся в точности все вершины всех диаграмм переходов всех
автоматов. Кроме того, в ней также имеются все внутренние дуги диаграмм перехо-
дов (с одинарными метками), а также может присутствовать некоторое количество
генерирующих дуг с двойными метками.

Единственный способ получения неограниченного распространения автоматов
влево и/или вправо — бесконечные пути в соответствующем графе распространения.

Определение 12. Бесконечный ациклический путь в графе распространения на-
зовём генерирующим.

Генерирующий путь, проходящий через все ячейки с индексами, не превышаю-
щими некоторого i ∈ Z, назовём генерирующим влево.

Генерирующий путь, проходящий через все ячейки с индексами, превышающи-
ми некоторое i ∈ Z, назовём генерирующим вправо.

Утверждение 4. 1. Любой генерирующий путь является либо генерирующим
влево, либо генерирующим вправо.

2. Никакой путь не может быть одновременно генерирующим влево и генери-
рующим вправо.

3. В ациклическом пути σ найдутся две одинаковые генерирующие дуги с мет-
ками (−1, t), такими, что вторая из них находится в графе левее первой
(т.е. стартует в ячейке с ме́ньшим индексом) ⇔ путь σ является генери-
рующим влево.

4. В ациклическом пути σ найдутся две одинаковые генерирующие дуги с мет-
ками (+1, t), такими, что вторая из них находится в графе правее первой
(т.е. стартует в ячейке с бо́льшим) ⇔ путь σ является генерирующим
вправо.

Доказательство. (1) Заметим, что в каждой ячейке графа распространения со-
держится конечное множество вершин и дуг. Следовательно, любой бесконечный
ациклический путь должен проходить через бесконечное множество ячеек. Кроме
того, все дуги, не являющие внутренними дугами ячейки, связывают между собой
исключительно соседние ячейки. Следовательно, путь, проходящий через ячейки с
индексами i и i+ 2, проходит также и через ячейку с индексом i+ 1.

(2) Предположим противное: такой путь σ существует. Но в этом случае он дол-
жен бесконечно много раз проходить через центральную ячейку. Тогда в силу ко-
нечности числа вершин в ячейке мы получим нарушение свойства ацикличности.

(3) (⇒) Предположим противное: в графе имеется такой не генерирующий влево
ациклический путь:

σ = . . .→ (i|a|s) (−1,t)→ (i− 1|a′|s′)→ . . .

→ (j|a|s) (−1,t)→ (j − 1|a′|s′)→ . . . , где i > j.

Однако в таком случае по построению графа эта дуга должна повториться ещё раз
ещё левее: (j+(j−i)|a|s) (+1,t)→ (j+1+(j−i)|a′|s′). Более того, она будет повторяться



406
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 24, №4 (2017)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 24, No 4 (2017)

бесконечно много раз на границах ячеек с шагом (j − i). Следовательно, путь бес-
конечен и проходит все ячейки слева от i-ой, то есть является генерирующим влево
— противоречие.

(3) (⇐) В силу бесконечности числа пересечений справа налево границ ячеек и
конечности множеств переходов автоматов хотя бы один из них должен повторяться.

(4) Симметрично предыдущему случаю.

Теорема 4. Граф Gprop(Ω) конечен тогда и только тогда, когда в нём нет ни одного
генерирующего влево или вправо пути.

Доказательство. (⇐) В силу первой части Утверждения 4 в графе нет ни одного
бесконечного ациклического пути. В силу Утверждения 3 число компонент связно-
сти также конечно. Следовательно, граф конечен.

(⇒) Без ограничения общности достаточно рассмотреть только один из двух
типов генерирующих путей. Рассмотрим генерацию вправо.

Предположим противное: в графе имеется путь с двумя такими дугами: (i|a|s) (+1,t)→
(i+1|a′|s′) и (j|a|s) (+1,t)→ (j+1|a′|s′). Однако в таком случае по построению графа эта

дуга должна повториться ещё раз ещё правее: (j+(j−i)|a|s) (+1,t)→ (j+1+(j−i)|a′|s′).
Более того, она будет повторяться бесконечно много раз на границах ячеек с шагом
(j − i). Следовательно, граф бесконечен — противоречие.

Алгоритм 3. (проверка конечности графа распространения Gprop(Ω))
GraphIsF inite(Ω)
Вход: множество типов Ω = {a1, . . . , ak}.
Выход: ответ “конечен” или “бесконечен”.
Основной цикл: Запустим процедуру PropagationGraph(Ω), контролируя воз-
никновение генерирующих цепочек. Возможные варианты завершения:

• Граф построен ⇒ ответ “конечен”.

• В процессе построения возникла генерирующая цепочка ⇒ ответ “бесконе-
чен”.

Алгоритм сходится: в противном случае в бесконечном графе отсутствовали бы
генерирующие цепочки.

Теорема 5. Если размеченная клеточная Р-сеть с автоматами из Ω не локали-
зована (неограничена в смысле (1)), то граф Gprop(Ω) бесконечен.

Доказательство. Предположим противное: граф конечен, хотя сеть N распростра-
няется неограниченно влево и/или вправо. Однако очевидно, что любой (в том числе
бесконечный) процесс порождения автоматов (цепочка срабатываний переходов) в
размеченной сети должен иметь аналог в графе распространения, поскольку тот
содержит все возможные последовательности срабатываний автоматов из Ω в усло-
виях отсутствия каких-либо ограничений по ресурсам. И если сеть не является ло-
кальной (например, неограниченно распространяется вправо), то соответствующая
её разрастанию бесконечная последовательность переходов возможна и в Gprop(Ω).
Следовательно, граф бесконечен вправо — противоречие.
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Рис. 5. Р-автомат с бесконечным графом распространения (генерирующий влево
путь), который порождает локализованную сеть

Fig. 5. RDA with an infinite propagation graph (left-generating path), producing
localized net

Обратное не всегда верно: существует локализованная сеть, граф для которой
бесконечен.

На Рисунке 5 изображен Р-автомат, граф распространения которого содержит
бесконечный генерирующий влево путь. Однако выполнение такого пути возмож-
но только при наличии в каждой ячейке с отрицательным номером автомата (a|s2)
(т.к. генерирующий переход t1 помечен соответствующим Get-выражением). Одна-
ко начальная разметка всегда конечна, поэтому таких автоматов на решетке может
быть только конечное число. И взяться им неоткуда, так как генерируется только
константа (a|s1), а из состояния s1 состояние s2 недоступно. Таким образом, беско-
нечный генерирующий путь никогда не реализуется полностью.

В силу Теоремы 5 Алгоритм 3 позволяет обнаруживать неограниченность сети
в смысле (1) (то есть отсутствие локализованности). Действительно, достаточно
проверить конечность графа Gprop(Ω).

Заметим, что данный алгоритм является не разрешающей, а полуразрешаю-
щей процедурой для пространственной ограниченности, поскольку допускает “false
positive”: для некоторых ограниченных сетей он может дать ответ “не ограничена”
(пример на Рисунке 5). В то же время он всегда правильно подтверждает неогра-
ниченность, и поэтому является практически значимым.

Кроме того, граф распространения в случае своей конечности позволяет оцени-
вать сверху диаметр локальных клеточных сетей:

Теорема 6. Пусть граф Gprop(Ω) конечен и содержит n “ячеек”. Тогда диаметр
любой клеточной сети с автоматами из Ω в ходе её функционирования не может
вырасти более, чем на n относительно своего начального значения.

Доказательство. Очевидно, поскольку никакой из начальных автоматов не может
породить потомков на бо́льшем расстоянии.
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3. Заключение

В работе показано, что проблема пространственной ограниченности клеточных Р-
сетей (и, следовательно, бесконечных сетей Петри) является в общем случае нераз-
решимой. Вводятся три варианта определения пространственной ограниченности:
локализованность, ограниченность площади и ограниченность диаметра.

Предложено понятие графа распространения Р-автоматов в одномерной клеточ-
ной сети. Разработан алгоритм построения графа распространения, использующий
новое свойство “пространственной монтонности”. Предложен нетривиальный крите-
рий локализованности модели, основанный на проверке конечности графа распро-
странения. Предложен метод оценки сверху диаметра локализованной клеточной
Р-сети с конечным графом распространения.

В качестве возможных направлений дальнейших исследований мы рассматри-
ваем поиск более слабых критериев ограниченности, а также изучение некоторых
других “пространственных” свойств клеточных ресурсных моделей: “объема” моде-
ли, устойчивых конфигураций, проблем замещения и т.п.

Автор выражает благодарность Горностаевой Екатерине за помощь в подготовке
текста статьи.
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Уточнение свойств центроида дерева

Белов Ю.А., Вовчок С.И.

получена 25 июля 2017

Аннотация. Работа посвящена уточнению свойств центроида дерева. Внимание авторов при-
влекла популярная задача (бинарного) разбиения графа, для которой неизвестен непереборный
алгоритм. Выяснено, что для «экономного» разбиения дерева имеет смысл рассматривать раз-
биения в окрестности центроидных вершин, определение которых представлено. В ходе работы
предложены доказательства, связанные с ограничением их веса. Также доказано, что если в де-
реве имеются две центроидные вершины, то они смежны. В следствии отмечается, что в дереве
не могут иметь место три таких вершины. Составлены соответствующие предложения. Согласно
первому, любая вершина дерева с определенным ограничением на ее вес является центроидной.
По одному из пунктов второго предложения, если в дереве имеются две центроидные вершины,
то порядок дерева является чётным числом. Третье предложение гласит, что если в дереве имеет-
ся центроидная вершина ограниченного веса, то имеется и другая центроидная вершина того же
веса и смежная с первой. Для доказательства предложений рассматривается ветвь наибольшего
веса при центроидной вершине и в этой ветви берется другая смежная с центроидной вершина. В
работе используется теорема Жордана, при изложении материала представлено три изображения.
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Введение
Поводом для рассмотрения указанного в заголовке вопроса явилась популярная
задача (бинарного) разбиения графа: для данного простого графа указать способ
разбиения его вершин на два подмножества такие, что, во-первых, подмножества
равны по количеству вершин (или равны с некоторой заданной погрешностью) и,
во-вторых, количество «перекрёстных» рёбер графа (то есть рёбер, соединяющих
вершины из различных множеств) при этом разбиении минимально. Конечно, за-
дача допускает различные варианты постановки — для нагруженных графов, для
мультиграфов, для ориентированных графов и т. п., но даже для простейшего слу-
чая точный не переборный алгоритм её решения неизвестен.
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Обычное эвристическое соображение, используемое при этом, состоит в том, что
для связного графа имеется набор остовных деревьев и достаточно построить раз-
биение для некоторого остовного дерева, чтобы автоматически получить разбиение
всего графа. Конечно, при этом возникают вопросы, какое остовное дерево «вы-
годнее» взять, чтобы получить в итоге более качественное разбиение графа. Кро-
ме того, возникает задача «экономного» разбиения дерева, в связи с чем и имеет
смысл рассматривать разбиения дерева, «в окрестности центроидных вершин», то
есть разбиения, в которых исключаются только рёбра, примыкающие к центроид-
ной вершине.

Доказательства и предложения
Рассматривается дерево — связный граф без циклов. Порядок графа n(T ) — коли-
чество его вершин. Как известно, количество рёбер при этом равно n − 1 = R(T ),
оно иногда называется размером дерева. Конечно, можно отметить, что это прак-
тически то же самое, что порядок графа, но некоторые формулы с использованием
этого понятия будут проще, поэтому понятие размера имеет какой-то смысл. Для
произвольной вершины v дерева можно рассмотреть набор поддеревьев, называ-
емых ветвями данной вершины. Ветвь при вершине v — максимальный подграф
графа T , для которого данная вершина является концевой.

Количество ветвей, примыкающих к данной вершине v, равно, конечно, степени
этой вершины. Понятно также, что ветви, примыкающие к данной вершине v, не
имеют общих рёбер и имеют только одну общую вершину — вершину v, сумма
размеров всех ветвей, примыкающих к произвольной вершине, равна количеству
всех рёбер дерева, то есть размеру графа T (см. рис. 1):

n− 1 = R(T ). (*)
На рисунке 1 при вершине v имеются три ветви: размеров 1, 3 и 9.

Рис. 1. Изображение графа T
Fig.1 Graph T image

Определение 1. Для произвольной вершины v дерева T весом вершины называ-
ется максимум размеров ветвей, примыкающих к данной вершине v; будем обо-
значать его через w(v).
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Например, если v — концевая вершина дерева, то к ней примыкает ровно одна
ветвь, размер её равен n−1 и она просто совпадает со всем исходным графом. Таким
образом, вес любой концевой вершины равен n − 1. Вообще вес вершин, очевидно,
находится в пределах от 1 до n− 1. На рисунке 1 w(v) = 9.

Определение 2. Вершина называется центроидной, если её вес наименьший сре-
ди всех вершин дерева.

Теорема (Жордан). В произвольном дереве имеются ровно две центроидные
вершины, смежные друг с другом, или ровно одна центроидная вершина.

Докажем это утверждение и некоторые его уточнения.

1. Докажем, что вес любой центроидной вершины не превосходит n
2
. Предполо-

жим противное, пусть имеется ветвь, примыкающая к центроидной вершине v,
имеющая размер больше n

2
. Тогда, во-первых, такая ветвь может быть только

одна, в силу (*). Пусть (v, a) — ребро, входящее в эту ветвь. Тогда, как лег-
ко понять, вес вершины a будет меньше веса вершины v, что противоречит
центроидности вершины v.

Действительно, сумма размеров всех ветвей, при вершине a, кроме одной вет-
ви, включающей ребро (a, v), на единицу меньше размера наибольшей ветви
при вершине v, а одна оставшаяся ветвь, примыкающая к вершине a, будет
иметь размер не более n

2
, так как все ветви, примыкающие к вершине v, кроме

наибольшей ветви, имели в сумме размер не более n− 1− n
2
= n

2
− 1, а теперь

к этой величине лишь добавилась единица (см. рис. 2).

Рис. 2. Изображение графа для доказательства
Fig.2. Graph image for proof

2. Докажем, что если в дереве имеются две центроидные вершины, то они смеж-
ны. Предположим противное: пусть в дереве имеются две центроидные несмеж-
ные вершины v1 и v2. В дереве любые две вершины соединены единственной
простой цепью. Так как v1 и v2 не смежны, имеется вершина a, лежащая меж-
ду v1 и v2. Тогда нетрудно увидеть, что сумма размеров ветвей, примыкающих
к вершине a должна быть меньше n− 1, что противоречит (*).
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Действительно, сумма размеров всех ветвей, примыкающих к вершине a, кро-
ме ветви, включающей v1, не более n

2
−1, так как эта сумма есть часть размера

одной ветви, примыкающей к v1 (а именно ветви, включающей вершину a),
уменьшенная по крайней мере на единицу. (Напомним, что вес каждой ветви
при центроидной вершине не более n

2
). Вес оставшейся ветви, примыкающей

к вершине a и содержащей v1, также не превосходит n
2
− 1, так как это часть

ветви, идущей от вершины v2 , содержащей вершину a. Значит, сумма разме-
ров всех ветвей, примыкающих к вершине a, не превосходит n

2
− 1+ n

2
− 1 = n

2

— действительно, противоречие с (*).

Следствие. В произвольном дереве может быть только одна или только две
смежные центроидных вершины. Действительно, три вершины, будучи попарно
смежными, образовывали бы треугольник, но в дереве циклов нет.

Предложение 1. Любая вершина v дерева, вес которой не более n
2
, является

центроидной.
Доказательство. Предположим противное: v — не центроидная вершина, тогда

в дереве имеется центроидная вершина c, вес её, по предположению, меньше веса
вершины v: w(c) < w(v) ≤ n

2
. В дереве имеется единственный путь от c к v. Пусть r —

последнее ребро этого пути. Рассмотрим ветвь при вершине c, содержащую вершину
v. Вес этой ветви, как и любой ветви при вершине c, меньше n

2
. Эта ветвь включает

в себя все ветви при вершине v, кроме ветви, содержащей c. Таким образом, сумма
весов всех ветвей при вершине v, кроме ветви, содержащей вершину c, имеет вес
меньше чем n

2
− 1, так как хотя бы ребро r в эту сумму не входит (см. рис. 3).

Рассмотрим теперь оставшуюся ветвь при вершине v, содержащую вершину c. Она
имеет вес не более w(v), то есть не более n

2
. Тогда сумма весов всех ветвей при

вершине v будет меньше n
2
+ n

2
− 1, то есть меньше n− 1. Противоречие с (*).

Рис. 3. Изображение графа для доказательства предложения 1
Fig. 3. Graph image for suggestion 1 proof.

Предложение 2. Если в дереве имеются две центроидные вершины c1 и c2,
тогда порядок дерева n(T ) является чётным числом и w(c1) = w(c2) =

n
2
.

Доказательство. Пусть имеются две центроидные вершины v1 и v2. Они смеж-
ны в силу утверждения теоремы. Можно отметить, что ветвь при v1, содержащая
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v2, имеет размер n
2
. Действительно, её размер не более n

2
в силу теоремы, но он не

может быть и меньше n
2
, так как иначе сумма размеров остальных ветвей при вер-

шине v1, была бы более n
2
− 1, а тогда ветвь при вершине v2, содержащая v1, имела

бы вес больше, чем n
2
− 1 + 1 = n

2
, что противоречит теореме.

Предложение 3. Если в дереве имеется центроидная вершинаv веса n
2
, то име-

ется и другая центроидная вершина (естественно, того же веса и смежная с первой).
Для доказательства достаточно (аналогично предыдущим случаям) рассмотреть

ветвь наибольшего веса при вершине v и взять в этой ветви вершину, смежную с v.
Отметим, что для деревьев чётного порядка утверждения, обратные к предло-

жениям 2 и 3, вообще говоря, не обязательны.
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О задаче минимизации
последовательных программ
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Аннотация. Стандартные схемы программ — это одна из наиболее простых моделей последо-
вательных императивных программ, предназначенная для решения задач оптимизации и верифи-
кации программ. Мы рассматриваем разрешимое отношение логико-термальной эквивалентности
стандартных схем программ и задачу минимизации их размера при условии сохранения отноше-
ния логико-термальной эквивалентности. Нами доказано, что эта задача является алгоритмически
разрешимой. Далее показано, что стандартные схемы программ с отношением логико-термальной
эквивалентности и конечные детерминированные автоматы-преобразователи, работающие над по-
лугруппами подстановок, взаимно транслируются друг в друга. Отсюда следует, что также разре-
шимы задачи проверки эквивалентности и минимизации для преобразователей указанного вида.
Кроме того, на основе обнаруженной взаимосвязи выделен подкласс стандартных схем программ,
минимизация которых осуществима за полиномиальное время при помощи ранее известных ме-
тодов минимизации автоматов-преобразователей, работающих над полугруппами. В заключении
приведен пример, свидетельствующий о том, что в общем случае задача минимизации автоматов-
преобразователей над полугруппой подстановок может иметь несколько неизоморфных решений.
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Введение
Теория схем программ — первая математическая теория, объектами изучения ко-
торой являются компьютерные программы (не путать с алгоритмами!), — возник-
ла в конце 50-х годов с целью создания математических методов, облегчающих
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разработку программ. Компьютеры того времени обладали очень ограниченными
вычислительными ресурсами, и поэтому задача оптимизации программ по разме-
ру, объему рабочей памяти и производительности была чрезвычайно актуальной.
Часто отлаженную и протестированную программу нужно было модифицировать
вручную, чтобы сократить ее размер или оптимизировать рабочую память. После
проведения оптимизирующих преобразований измененная программа должна была
вновь подвергаться тестовым испытаниям. Чтобы облегчить этот процесс, А.А. Ля-
пунов в статье [12] предложил следующий подход к решению задачи оптимизации
программ:

1) создать математическую модель, в которой компьютерные программы мог-
ли быть представлены выражениями, подобными логическим или алгебраиче-
ским формулам;

2) определить поведение (семантику) моделей программ так, чтобы эквивалент-
ные модели программ (т.е. модели, имеющие одинаковое поведение) соответ-
ствовали программам, вычисляющим одну и ту же функцию;

3) использовать для оптимизации программ только такие преобразования, кото-
рые сохраняют эквивалентность предложенных моделей программ.

Модели программ, предложенные в статье [12], были названы схемами программ
по аналогии с терминами «схема формулы» или «схема правила вывода», исполь-
зуемыми в математической логике. Позднее Р.И. Подловченко предложила назвать
модели программ, удовлетворяющие требованию п. 2, аппроксимирующими моде-
лями [13].

Если использовать указанный подход, то для подтверждения корректности про-
граммной оптимизации можно не проводить повторного тестирования оптимизиро-
ванной программы, а всего лишь проверить эквивалентность схемы исходной про-
граммы и схемы модифицированной программы. При наличии алгоритма проверки
эквивалентности схем программ эту проверку можно автоматизировать, и поэтому
на первый план была выдвинута задача создания алгоритмов проверки эквивалент-
ности схем программ. Она была успешно решена Ю.И. Яновым в работе [14]. До-
стигнутый успех привлек к теории схем программ внимание со стороны математи-
ков, занимавшихся решением задач системного программирования. Спустя короткое
время на основе этой теории были предложены алгоритмы оптимизации линейных
участков программ [10], рабочей памяти программ [2, 11]; эти и другие подобные
алгоритмы были использованы в первом оптимизирующем трансляторе для языка
программирования ALGOL-60 [16]. Первые положительные результаты исследова-
ния алгоритмических задач в теории схем программ показали, что с помощью этой
теории можно создавать эффективные методы оптимизации программ.

Другое важное открытие в теории схем программ совершила Дж. Ратледж [22];
она показала, что схемы программ Ляпунова–Янова и конечные автоматы Рабина–
Скотта можно взаимно транслировать друг в друга — вычисления схем программ
можно представить как вычисления автоматов и наоборот. Отсюда следует, что
разрешающие алгоритмы для задач теории автоматов можно перенести в теорию
схем программ. В частности, многочисленные алгоритмы минимизации детермини-
рованных конечных автоматов [26] можно использовать для сокращения размера
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программ. На основании обнаруженной взаимосвязи теории схем программ и тео-
рии автоматов был предложен следующий метод построения алгоритмов оптими-
зации программ (см. [3]). Предположим, что имеется аппроксимирующая модель
программ P с отношением эквивалентности ∼P и мерой сложности || · ||P на множе-
стве схем программ. Предположим также, что удалось обнаружить класс автоматов
A с отношением эквивалентности ∼A и мерой сложности || · ||A, для которого суще-
ствует эффективная взаимнооднозначная трансляция ϕ : P → A, удовлетворяющая
двум условиям:

1) для любой пары схем программ π1, π2 справедливо соотношение π1 ∼P π2 ⇔
ϕ(π1) ∼A ϕ(π2);

2) для любой схемы программ π верно равенство ||π||P = ||ϕ(π)||A.

При соблюдении этих условий любой алгоритм минимизации автоматов из клас-
са A в метрике сложности || · ||A можно легко адаптировать для решения задачи
минимизации программ в метрике сложности || · ||P . Здесь теория автоматов предо-
ставляет абстрактную модель вычислений, в которой удобно решать проблемы эк-
вивалентности и минимизации, а теория схем программ — средство для приложения
полученных результатов в решении задач анализа и оптимизации программ.

Помимо работы [22], описанный прием был успешно применен А.А. Летичев-
ским в работе [1] для решения задачи оптимизации программ по быстродействию;
в качестве схем программ использовались дискретные преобразователи Глушкова,
обобщающие схемы программ Ляпунова–Янова. Достигнутый успех стимулировал
поиск других взаимосвязей между теорией схем программ и теорией автоматов.
В статье [19] было показано, что схемы последовательных программ с перестано-
вочными операторами можно транслировать в детерминированные многоленточные
автоматы, а в статье [17] было установлено, что подобная же трансляция имеет ме-
сто для рекурсивных схем программ и детерминированных автоматов с магазинной
памятью. Однако проблема эквивалентности для этих двух разновидностей автома-
тов оказалась твердым орешком — лишь два десятилетия спустя алгоритмическая
разрешимость этой проблемы была доказана в статьях [18, 24] (вопрос о ее слож-
ности открыт до сих пор). Большой интерес специалистов в теории схем программ,
проявленный к проблеме эквивалентности для многоленточных и магазинных ав-
томатов, оказал отрицательное влияние на развитие этой теории — были обойдены
вниманием другие виды схем программ и классы автоматов, для которых осуще-
ствима описанная выше трансляция, не удалось построить практичных алгоритмов
проверки эквивалентности и оптимизации схем программ. В итоге намеченные в
статье [3] цели развития теории схем программ и ее применения в системном про-
граммировании не были своевременно достигнуты. Эти неудачи послужили одной
из причин последующего упадка этой теории; более подробно об этом периоде раз-
вития теории схем программ можно прочесть в книге [7].

И хотя в настоящее время задачи, исследовавшиеся в теории схем программ в
70–80 гг., уже не относятся к числу наиболее актуальных, потенциал некоторых мо-
делей и методов, созданных и развитых в рамках этой теории, еще далек от исчер-
пания. В частности, мы предлагаем исследовать еще одну сочетаемую пару «схема
программ — автомат», пригодную для решения задачи оптимизации последователь-
ных императивных программ. В качестве аппроксимирующей модели программ P
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рассматривается модель стандартных схем программ, впервые предложенная в ста-
тье [19], с отношением логико-термальной эквивалентности ∼P , впервые описанным
в статье [8]. Выбор этой модели программ обусловлен тем, что

1) проблема логико-термальной эквивалентности стандартных схем программ
разрешима за полиномиальное время (см. [4, 23]);

2) семантику стандартных схем программ можно описать при помощи конечных
подстановок, образующих полугруппу, которая обладает многими полезными
алгебраическими свойствами и хорошо подходит для решения задачи мини-
мизации автоматов.

Как будет показано далее в данной статье, выбранной модели программ соответ-
ствует класс конечных автоматов-преобразователей над полугруппами, введенный
в статье [28]. Для автоматов этого вида эффективно разрешимы проблема проверки
эквивалентности [28] и проблема минимизации [6].

В данной статье представлены три основных результата исследования проблемы
минимизации стандартных схем программ. Во-первых, показано, что задача мини-
мизации стандартных схем программ с логико-термальной эквивалентностью ал-
горитмически разрешима и сводится к задаче минимизации конечных автоматов-
преобразователей над полугруппой конечных подстановок. Во-вторых, выделена
подполугруппа консервативных ортогональных подстановок, для которой эффек-
тивно разрешима задача минимизации автоматов-преобразователей при помощи
метода минимизации, описанного в статье [6]. В-третьих, установлено, что в общем
случае задача минимизации конечных автоматов-преобразователей над полугруп-
пой произвольных конечных подстановок не имеет однозначного решения подобно
тому, как не имеет однозначного решения задача минимизации дизъюнктивных нор-
мальных форм в булевой алгебре.

Статья организована следующим образом. Поскольку описание модели стан-
дартных схем программ опирается на понятие подстановки, в следующем разделе
приводятся основные понятия алгебры подстановок. Далее следует описание устрой-
ства стандартных схем программ и логико-термальной эквивалентности. В следу-
ющем разделе доказывается алгоритмическая разрешимость задачи минимизации
стандартных схем программ с отношением логико-термальной эквивалентности. За-
тем дается описание модели вычислений конечных автоматов-преобразователей над
полугруппами и показывается, что классы стандартных схем программ конечных
детерминированных автоматов-преобразователей над полугруппой подстановок вза-
имно транслируются друг в друга. Отсюда следует, что задачи проверки эквива-
лентности и минимизации для преобразователей указанного вида также разреши-
мы. В следующем разделе выделена подполугруппа консервативных ортогональных
подстановок и показано, что задача минимизации автоматов-преобразователей, ра-
ботающих над этой подполугруппой, имеет однозначное решение, вычислимое за
полиномиальное время. Отсюда следует, что для класса схем программ, соответ-
ствующих преобразователям указанного вида, существует эффективное решение
задачи минимизации. В заключении приводится пример автомата-преобразователя
над полугруппой подстановок, для которого задача минимизации имеет несколько
неизоморфных решений. Этот пример призван обозначить некоторые трудности,
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с которыми придется столкнуться при изучении сложности задачи минимизации
стандартных схем программ.

1. Алгебра подстановок

Для произвольных заданных множеств переменных X, функциональных символов
F и предикатных символов P будем использовать запись Term(X,F) для обозначе-
ния множества термов, построенных из переменных и функциональных символов, а
запись Atom(X,F ,P) — для обозначения множества атомарных формул (атомов),
построенных из предикатных символов и термов. Для каждого терма или атома T
обозначим записью V arT множество переменных, входящих в выражение T . Высо-
та терма или атома определяется обычным образом как высота дерева в древесном
представлении этих выражений.

Пусть X и Y — два конечных множества переменных. Подстановкой назовем
всякое отображение θ : X → Term(Y,F), сопоставляющее каждой переменной из
X некоторый терм из Term(Y,F). Множество всех таких подстановок условимся
обозначать записью Subst(X, Y,F). Если X = {x1, . . . , xn} — конечное множество
переменных и θ(xi) = ti для всех i, 1 ≤ i ≤ n, то такая подстановка называется
конечной и определяется списком пар {x1/t1, . . . , xn/tn}. Запись V arθ будет исполь-

зоваться для обозначения множества переменных
n⋃
i=1

V arti , входящих в состав всех

термов ti подстановки θ. Результатом применения подстановки θ к терму t явля-
ется терм tθ, получающийся одновременной заменой в терме t каждого вхождения
любой переменной xi термом ti. Композиция η ◦ θ подстановок θ ∈ Subst(X, Y,F)
и η ∈ Subst(Y, Z,F) — это такая подстановка из множества Subst(X,Z,F) (ее тра-
диционно обозначают записью θη), которая определяется равенством θη(x) = θ(x)η
для каждой переменной x, x ∈ X. Множество подстановок Subst(X,X,F) с опера-
цией композиции образует полугруппу, в которой нейтральным элементом служит
тождественная подстановка ε = {x1/x1, . . . , xn/xn}.

На множестве подстановок Subst(X,X,F) можно определить отношения пред-
порядка �. Для пары подстановок θ1, θ2 отношение θ1 � θ2 выполняется, если есть
такая подстановка η, что θ2 = θ1η. В случае выполнимости отношения θ1 � θ2 под-
становку θ1 называют прототипом подстановки θ2, а подстановку θ2 — примером
подстановки θ1. Квазиупорядоченное множество (Subst(X,X,F),�) образует ква-
зирешетку, наименьшим элементом которой является тождественная подстановка
ε. Эта квазирешетка удовлетворяет условию обрыва убывающих цепей. Более по-
дробные сведения об алгебре подстановок могут быть почерпнуты из работы [15].

2. Стандартные схемы программ

В качестве математической модели последовательных императивных программ мы
используем стандартные схемы программ; они были введены в статье [19] и по-
лучили такое название в статье [3]. Подробное описание этой разновидности схем
программ приведено в монографии [9]. Мы опишем вкратце устройство этой мо-
дели, опираясь на понятия теории графов и алгебры подстановок. Пусть задано
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некоторое конечное множество переменныхX. Стандартная схема программ π пред-
ставляет собой размеченный ориентированный граф; его вершины будем называть
узлами. Каждому узлу v графа π приписана атомарная формула Av из множества
Atom(X,F ,P). Один из узлов v0 графа π особо выделен в качестве входа в про-
грамму, а некоторые другие узлы u1, . . . , uk являются выходами из программы. Из
каждого невыходного узла исходят не более двух дуг, помеченных разными симво-
лами из множества {0, 1}. Кроме того, каждой дуге, ведущей в графе π из узла u в
узел v, приписана подстановка θuv из множества Subst(X,X,F). Из выходов схемы
не исходит ни одной дуги. Предполагается также, что через каждый узел графа
π проходит некоторый маршрут, ведущий из входа схемы в один из ее выходов.
Размером ||π|| схемы программ π назовем число ее узлов.

Узлы графа π соответствуют точкам программы, в которых проводится провер-
ка условий и ветвление потока управления программы. Атомарные формулы, при-
писанные узлам, соответствуют условиям ветвления, а дуги графа π — линейным
участкам программы. Если линейный участок между точками ветвления u и v пред-
ставляет собой последовательность операторов присваивания xi1 := t1; . . . ;xim :=
tm, то соответствующей дуге приписана подстановка θuv = {xim/tm} · · · {xi1/t1},
представляющая собой композицию односвязочных подстановок для всех операто-
ров этого линейного участка.

Пусть задан некоторый маршрут в схеме программ π из узла v0 в узел vm

w = v0
σ1,θ1−→ v1

σ2,θ2−→ · · · σm,θm−→ vm . (1)

Если v0 — вход схемы π, то маршрут w называется начальным, а если vm — один
из выходов схемы π, то маршрут w называется финальным. Маршрут w, который
является одновременно начальным и финальным, называется полным маршрутом.
Множество всех полных маршрутов в схеме программ π обозначим записью Path(π).
Записью θw будем обозначать композицию θ1◦· · ·◦θm всех подстановок, приписанных
дугам этого маршрута.

Двоичная последовательность lh(w) = σ1, σ2, . . . , σm называется логической ис-
торией маршрута (1); вместе с узлом v0 она однозначно определяет маршрут w в
схеме программ π. Последовательность пар

lth(w) = (Av0η0, σ1), (Av1η1, σ2), . . . , (Avm−1ηm−1, σm), (Avmηm, 1),

где η0 = ε и ηi = θiηi−1 для каждого i, 1 ≤ i ≤ m, называется логико-термальной
историей (л-т историей) маршрута w. Детерминантом Det(π) схемы программ π
называется множество л-т историй всех полных маршрутов в схеме программ π, т. е.
Det(π) = {lth(w) : w ∈ Path(π)}. Две схемы программы π1 и π2 считаются логико-
термально (л-т) эквивалентными (отношение обозначается записью π1 ∼lt π2),
если справедливо равенство Det(π1) = Det(π2).

Схема программ π′ называется S-минимальной, если неравенство ||π′|| ≤ ||π||
выполняется для любой схемы программ π, л-т эквивалентной схеме π′. Задача ми-
нимизации схем программ состоит в том, чтобы для произвольной заданной схемы
программ π построить л-т эквивалентную ей минимальную схему программ π′.

Функциональная эквивалентность стандартных схем программ определяется на
множестве всех интерпретаций сигнатуры Σ = (X,F ,P). Для каждой интерпре-
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тации I в схеме программ π выбирается единственный (если он существует) пол-
ный маршрут w(π, I), который в каждом узле vi, 0 ≤ i < m, удовлетворяет усло-
вию I |= Aviηi = σi+1. Тогда атомарная формула Avmηm объявляется значением
π(I) схемы программ π в интерпретации I. Две схемы программ π1 и π2 считают-
ся функционально эквивалентными, если для любой интерпретации I выполняется
соотношение I |= π1(I) = π2(I).

В статье [19] было показано, что отношение функциональной эквивалентности
алгоритмически неразрешимо, но, как было установлено в работе [8], оно аппрок-
симируется разрешимым отношением л-т эквивалентности. Таким образом, алго-
ритмы минимизации стандартных схем программ с л-т эквивалентностью можно
корректно использовать для оптимизации последовательных императивных про-
грамм. Далее мы покажем, что указанная задача минимизации стандартных схем
программ с л-т эквивалентностью алгоритмически разрешима и, кроме того, своди-
ма к задаче минимизации конечных автоматов-преобразователей над полугруппой
подстановок. Для этого целесообразно обратиться к следующему простому крите-
рию л-т эквивалентности схем программ.

Сокращенной логико-термальной историей маршрута (1) в схеме программ π
назовем пару rlth(w) = (lh(w), Avmθw), состоящую из логической истории lh(w) =
σ1, σ2, . . . , σm этого маршрута и примера атомарной формулы Avm , приписанной по-
следнему узлу vm маршрута w, которая специализирована композицией подстановок
θ1 ◦ · · · ◦ θm, приписанных всем дугам этого маршрута. Сокращенным детерминан-
том схемы программ π назовем множество

RDet(π) = {rlth(w) : w — начальный маршрут в схеме π}

сокращенных л-т историй всех начальных маршрутов в схеме программ π.

Утверждение 1. Для любой пары схем программ π1 и π2, через каждый узел
которых проходит хотя бы один полный маршрут, справедливо соотношение

π1 ∼lt π2 ⇔ RDet(π1) = RDet(π2) .

Доказательство. Достаточно заметить, что в случае, когда через каждый узел
схемы программ проходит хотя бы один полный маршрут, каждой л-т истории
lth(w) = (Av0η0, σ1), (Av1η1, σ2), . . . , (Avm−1ηm−1, σm), (Avmηm, 1) взаимнооднозначно
соответствует набор, состоящий из m + 1 сокращенных л-т историй
rlth(wi) = (σ1, . . . , σi, Aviηi), 0 ≤ i ≤ m. �

3. Минимизация стандартных схем программ

Как уже было упомянуто, отношение л-т эквивалентности стандартных схем про-
грамм разрешимо (см. [4, 8, 23]). Если в модели вычислений разрешима пробле-
ма эквивалентности, то для решения задачи минимизации вычислительных систем
(программ) в этой модели можно использовать переборный алгоритм: для миними-
зации заданной программы π нужно перебирать в порядке возрастания сложности
все программы π′ и проверять эквивалентность π ∼ π′. Если для каждого значения
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сложности k существует лишь конечное множество программ π′, имеющих слож-
ность ||π′|| = k, то мы получаем готовый (хотя и далеко не самый эффективный)
алгоритм минимизации программ в рассматриваемой модели вычислений.

К сожалению, если мерой сложности стандартной схемы программ π являет-
ся число ее узлов, то для каждого натурального k, k > 1, существует бесконечно
много схем программ сложности k. Причина тому — неограниченность множества
подстановок, которыми можно помечать дуги программы. Чтобы преодолеть это
препятствие, можно попытаться для каждой схемы программы π выделить такое
конечное подмножество подстановок, которого достаточно для построения мини-
мальной схемы программ, эквивалентной схеме π.

Пусть задана схема программ π с множеством узлов V , дуги которой помечены
конечными подстановками из множества Subst(X,X,F), где |X| = n. Мы будем
полагать, что каждый узел схемы π лежит на некотором маршруте из входа схе-
мы в один из ее выходов. Как можно легко заметить, не удовлетворяющие этому
требованию узлы можно удалить вместе с инцидентными им дугами, сохранив при
этом детерминант Det(π) схемы. Рассмотрим произвольный узел v в этой схеме
и переменную x. Переменная x считается существенной в узле v схемы π, если
из этого узла исходит хотя бы один такой маршрут w, сокращенная л-т история
rlth(w) = (lh(w), A) которого удовлетворяет условию x ∈ V arA. В противном слу-
чае переменную x будем называть несущественной в узле v.

Как показывает следующее утверждение, для несущественных переменных вид
подставляемых термов в соответствующих связках тех подстановок, которыми по-
мечены дуги схемы программы, не имеет значения.

Утверждение 2. Предположим, что схема программ π содержит дугу u
σ,θ−→ v,

и подстановка θ′ отличается от подстановки θ только связкой для переменной
x, т.е. θ(y) = θ′(y) для любой переменной y ∈ X \ {x}. Предположим, что схе-
ма программ π′ получена из π заменой дуги u

σ,θ−→ v на дугу u
σ,θ′−→ v. Тогда если

переменная x является несущественной в узле v, то π ∼ π′.

Доказательство. Рассмотрим произвольный маршрут w = w1;u
σ,θ−→ v;w2, прохо-

дящий в схеме π через выделенную дугу, и сокращенные л-т истории rlth(w) =
(lh(w), A) и rlth(w2) = (lh(w2), A2). Из определения л-т истории маршрутов в схе-
ме программ следует, что A = A2θθw1 . Поскольку переменная x несущественна в
узле v, атом A2 не содержит вхождений переменной x. А так как подстановки θ и
θ′ отличаются только связкой для переменной x, верно равенство A2θ = A2θ

′. Та-
ким образом, маршрут w′ = w1;u

σ,θ′−→ v;w2 будет иметь ту же самую сокращенную
л-т историю, что и маршрут w. Значит, RDet(π) = RDet(π′), и поэтому согласно
утверждению 1 схемы π и π′ л-т эквивалентны. �

Свойство существенности переменной x в узле v схемы программ π можно опи-
сать иным способом при помощи графа зависимости переменных в программе, ис-
пользующегося при анализе потоков данных (см. [21]). Рассмотрим ориентирован-
ный граф Dπ, вершинами которого служат все пары (x, v), x ∈ X, v ∈ V . В этом
графе из вершины (y, u) в вершину (x, v) исходит дуга в том и только том случае,
если в схеме программ π есть такая дуга u σ,θ−→ v, что y ∈ V arθ(x). В определен-
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ном таким образом графе зависимости переменных выделим множество вершин
Uπ = {(x, v) : x ∈ V arAv}.

Утверждение 3. Переменная x существенна в узле v схемы программ π тогда
и только тогда, когда в графе зависимости переменных Dπ существует путь из
вершины (x, v) в одну из вершин множества Uπ.

Доказательство. Утверждения такого рода хорошо известны в теории статического
анализа программ. В данном случае оно легко доказывается индукцией по длине
маршрута в схеме программ π, подтверждающего существенность переменной x в
узле v (необходимое условие), и по длине пути в графе зависимости Dπ из вершины
(x, v) в вершину из множества Uπ (достаточное условие). �

Используя граф зависимости, покажем, как оценить высоту термов, присутству-
ющих в разметках дуг в эквивалентных схемах программ.

Утверждение 4. Предположим, что схемы программ π1 и π2 над множеством
переменных X, где |X| = n, обладают следующими свойствами:

1. ||π1|| = m, и глубина всех термов в подстановках, которыми помечены дуги
в схеме π1, не превосходит некоторого натурального числа k;

2. ||π2|| ≤ m, и в схеме π2 есть такая дуга u σ,η−→ v, что переменная x является
существенной в узле v, а высота терма η(x) превосходит величину km(n+1).

Тогда π1 6∼lt π2.

Доказательство. Согласно утверждению 3 существенность переменной x в узле v
влечет за собой существование пути в графе зависимости переменных Dπ2 из вер-
шины (x, v) в одну из вершин множества Uπ2 . Поскольку ||π2|| ≤ m и |X| = n,
кратчайший путь такого вида имеет длину, не превосходящую величины mn. Тогда
в схеме программ π2 существует соответствующий этому пути маршрут w′′ такой
же длины из узла v в некоторый узел v′′, который подтверждает существенность
переменной x в узле v. Последнее означает, что rlth(w′′) = (lh(w′′), A) и x ∈ V arA.
Рассмотрим в схеме программ π2 кратчайший маршрут w′ из входа схемы в верши-
ну u. Длина этого маршрута не превосходит числа m. Тогда начальный маршрут
w2 = w′, u

σ,η−→ v, w′′ имеет длину, меньшую величины m(n + 1), и сокращенную л-т
историю rlth(w2) = (lh(w2), Aηθw′). Поскольку x ∈ V arA и высота терма η(x) пре-
восходит величину km(n+ 1), высота атома Aηθw′ также превосходит эту величину.

Обратимся теперь к схеме программ π1 и рассмотрим в ней произвольный на-
чальный маршрут w1, длина которого не превосходит величины m(n + 1). Сокра-
щенная л-т история этого маршрута имеет вид rlth(w1) = (lt(w1), Bθw1), причем
подстановка θw1 представляет собой композицию не более чем m(n + 1) подстано-
вок, в которых все подставляемые термы имеют высоту, не превосходящую числа
k. Значит, высота атома Bθw1 не превосходит величины km(n+ 1). Отсюда следует,
что rlth(w2) /∈ RDet(π1). Cогласно утверждению 1 это означает, что π1 6∼lt π2. �

На основе приведенных выше утверждений может быть доказана

Теорема 1. Проблема минимизации стандартных схем программ алгоритмиче-
ски разрешима.
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Доказательство. Предположим, что требуется минимизировать схему программ π
размера ||π|| = m над множеством переменных X, где |X| = n, причем все термы
в подстановках, которыми помечены дуги этой схемы, имеют глубину, не превос-
ходящую некоторого натурального числа k. Тогда в минимальной схеме программ
π0, л-т эквивалентной схеме программ π, для каждой дуги u

σ,η−→ v и для каждой
переменной x верно одно из двух:

• если переменная x несущественна в узле v, то согласно утверждению 2 терм
η(x) можно задавать произвольно, сохраняя при этом л-т эквивалентность
схемы программ; поэтому можно полагать, что в этом случае η(x) = x;

• если переменная x существенна в узле v, то согласно утверждению 3 высота
терма η(x) не превосходит величины km(n+ 1).

Поскольку проблема л-т эквивалентности стандартных схем программ разрешима,
поиск минимальной схемы программ π0 можно проводить полным перебором по
конечной совокупности всех схем программ, размер которых меньше числа m, и
при этом таких, что во всех подстановках, приписанных дугам схемы, все термы
имеют высоту, не превосходящую величины km(n+ 1). �

Конечно, такой переборный алгоритм минимизации совершенно непрактичный —
он имеет, по меньшей мере, тройную экспоненциальную сложность. Далее мы обсу-
дим перспективы создания более эффективных способов минимизации стандартных
схем программ при помощи методов минимизации других систем вычислений.

4. Автоматы-преобразователи над полугруппами
Пусть заданы два конечных множества C и A. Элементы множества C будем назы-
вать входными сигналами. Конечные последовательности входных сигналов (слова
в алфавите C) будем называть потоками сигналов. Обозначим записью C∗ множе-
ство всевозможных потоков сигналов. Элементы множества A будем называть про-
стыми действиями. Конечные последовательности простых действий, представля-
ющие собой слова в алфавитеA, будем называть составными действиями. Рассмот-
рим полугруппу (S, e, ◦), порожденную множеством простых действий A, в которой
e обозначает нейтральный элемент, а ◦— полугрупповую операцию. Элементы полу-
группы S назовем состояниями данных. Применив простое действие a к состоянию
данных s, получаем результат s◦a. Составное действие h = a1a2 . . . ak представляет
собой композицию [h]S = a1◦a2◦· · ·◦ak простых действий системы. Индекс S может
быть опущен, если из контекста понятно, о какой полугруппе идет речь.

Детерминированный автомат-преобразователь с конечным числом состояний
над множеством сигналов C и множеством базовых действий A — это размеченная
система переходов Π = (C,A, Q, q0, F, T, h0, E), состоящая из
• конечного множества состояний управления Q,
• начального состояния q0 ∈ Q,
• множества состояний выхода F ⊆ Q,
• функции переходов T : Q× C → Q×A∗,
• инициализирующего действия h0 ∈ A∗,
• функции финализации E : F → A∗.
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Каждая четверка (q, c, q′, h), удовлетворяющая равенству T (q, c) = (q′, h), называ-
ется переходом и обозначается записью q

c,h−→ q′. Размером ||Π|| автомата-преобра-
зователя Π называется число |Q| его состояний управления.

Прогоном автомата-преобразователя Π на потоке сигналов α = c1c2 . . . cn из со-
стояния управления q называется последовательность переходов

q
c1,h1−→ q1

c2,h2−→ q2
c3,h3−→ · · · cm,hm−→ q′ , (2)

которую будем обозначать записью q
α,h−→∗ q′, где h = h1h2 . . . hm. Если состояние

управления q является инициальным, то прогон также называется инициальным, а
если q′ ∈ F , то прогон называется финальным. Прогон, являющийся одновременно
инициальным и финальным, называется полным. Для полного прогона q

α,h−→∗ q′
автомата-преобразователя Π, действия которого интерпретируются в полугруппе
S, состояние данных [h0hE(q′)]S считается результатом этого прогона. Поведение
автомата-преобразователя Π, характеризуется частичной функцией Π : C∗ → S; ее
значения для потока сигналов α определяются соотношением

Π(α) =

{
[h0hE(q′)], если преобразователь Π имеет полный прогон q w,h−→∗ q′,
не определено, в противном случае.

Для заданной полугруппы (S, e, ◦) преобразователи Π1 и Π2 называются S-экви-
валентными, если равенство Π1(α) = Π2(α) выполняется для любого потока сиг-
налов α. Отношение S-эквивалентности условимся обозначать записью Π1 ∼S Π2.
Автомат-преобразователь Π′ называется S-минимальным, если неравенство ||Π′|| ≤
||Π|| выполняется для любого преобразователя Π, S-эквивалентного преобразова-
телю Π′. Задача минимизации автоматов-преобразователей над полугруппой S со-
стоит в том, чтобы для произвольного заданного преобразователя Π построить S-
эквивалентный ему S-минимальный преобразователь Π′.

Взаимосвязь между схемами программ и автоматами-преобразователями обес-
печивается следующими двумя утверждениями.

Утверждение 5. Существует такая эффективная трансляция ϕ стандартных
схем программ в автоматы-преобразователи, работающие над полугруппой под-
становок, которая удовлетворяет условиям:

1) для любой пары схем программ π′ и π′′ верно соотношение π′ ∼lt π′′ ⇔
ϕ(π′) ∼Subst ϕ(π′′);

2) для любой схемы программ π верно равенство ||π|| = ||ϕ(π)||.

Доказательство. Отображение ϕ определяется следующим образом. Предположим,
что схема программ π сигнатуры Σ = (X,F ,P) содержит множество узлов V , и в
том числе входной узел v0. Не ограничивая общности, будем полагать, что каждый
узел схемы лежит на некотором маршруте из входа схемы в один из ее выходов.
Введем в рассмотрение n новых 1-местных функциональных символов f1, . . . , fn,
где n = |X|.

Автомат-преобразователь Π = ϕ(π) работает над множеством входных сигналов
C = {0, 1} и множеством состояний данных Subst(X,X,F ∪ {f1, . . . , fn} ∪ A), имеет
множество состояний управления V , совпадающее с множеством состояний выхода,
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и начальное состояние v0. Каждая дуга u
σ,θ−→ v в схеме программ π становится

переходом в преобразователе ϕ(Π). Инициализирующим действием служит тожде-
ственная подстановка ε. Функция финализации приписывает каждому состоянию
управления v подстановку ηv = {x1/f1(Av), . . . , xn/fn(Av)}.

Из описания преобразователя Π видно, что между множеством начальных марш-
рутов в схеме π и множеством полных прогонов в автомате-преобразователе Π су-
ществует взаимно-однозначное соответствие: каждому начальному маршруту w с
сокращенной л-т историей rlth(w) = (α,A) соответствует полный прогон на потоке
сигналов α с результатом Π(α) = {x1/f1(A), . . . , xn/fn(A)}. Поэтому из утвержде-
ния 1 следует справедливость доказываемого утверждения. �

Утверждение 6. Существует такая эффективная трансляция ψ автоматов-
преобразователей, работающих над множеством входных сигналов C = {0, 1} и
полугруппой подстановок, в стандартные схемы программ, которая удовлетворя-
ет следующим условиям:

1) для любой пары автоматов-преобразователей Π′ и Π′′ верно соотношение
Π′ ∼Subst Π′′ ⇔ ψ(Π′) ∼lt ψ(Π′′);

2) для любого автомата-преобразователя Π верно равенство |Π| = |ψ(Π)|.

Доказательство. Пусть задана полугруппа подстановок Subst(X,X,F) и пусть R —
некоторый n-местный предикатный символ, где n = |X|, а P — некоторый 0-местный
предикатный символ. Рассмотрим произвольный детерминированный автомат-пре-
образователь Π = (C, Subst(X,X,F), Q, q0, F, T, h0, E), причем, не ограничивая общ-
ности, будем полагать, что h0 = ε, а из состояний выхода не исходит ни одного пе-
рехода. Стандартная схема программ π = ψ(Π) устроена так. Ее узлами являются
все состояния управления преобразователя Π, входом — начальное состояние q0, а
выходами — все состояния выхода преобразователя Π. Каждый переход q′ σ,θ−→ q′′ в
преобразователе Π становится дугой в схеме программ π. Каждому выходу q, q ∈ F ,
приписана атомарная формула Aq = R(x1, . . . , xn)E(q), а всем остальным узлам схе-
мы приписан предикат P .

Из описания схемы программ π видно, что между множеством полных прого-
нов в автомате-преобразователе Π и множеством полных маршрутов в схеме π су-
ществует взаимно-однозначное соответствие: каждому полному прогону на потоке
сигналов α = σ1 . . . σm, завершающемуся c результатом η, соответствует полный
маршрут в схеме π с л-т историей lth(w) = (P, σ1), . . . , (P, σm), (R(x1, . . . , xn)η, 1).
Отсюда следует справедливость доказываемого утверждения. �

Утверждения 5 и 6 обеспечивают переносимость методов и результатов, полу-
ченных в одной из теорий — теории схем программ или теории автоматов-преобра-
зователей над полугруппами, — в другую теорию. Например, из утверждения 6 и
ранее полученных результатов о разрешимости за полиномиальное время задачи
проверки л-т эквивалентности схем программ (см. [4, 23]) следует

Теорема 2. Проблема эквивалентности конечных детерминированных автома-
тов-преобразователей, работающих над полугруппой подстановок, разрешима за
полиномиальное время.
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Что касается задачи минимизации, то вопрос о ее сложности для схем программ
остается открытым; поэтому на основании теоремы 1 и утверждения 5 справедливо
более слабое утверждение

Теорема 3. Проблема минимизации конечных детерминированных автоматов-
преобразователей, работающих над полугруппой подстановок, разрешима.

В следующем разделе мы покажем, что утверждение 5 о транслируемости авто-
матов-преобразователей в схемы программ вкупе с эффективными методами мини-
мизации автоматов-преобразователей над полугруппами дает эффективное решение
задачи минимизации для некоторых классов схем программ.

5. Минимизация автоматов-преобразователей над
полугруппой подстановок

Первый алгоритм минимизации конечных детерминированных автоматов-преобра-
зователей над свободной полугруппой слов был описан в статье [20]. В работе [5]
была исследована задача минимизации автоматов-преобразователей, работающих
над группами; было показано, что если множество состояний данных S образу-
ет группу с разрешимой проблемой тождеств, то задача минимизации автоматов-
преобразователей имеет однозначное решение, которое может быть эффективно вы-
числено. Затем в статье [6] было получено решение задачи минимизации автоматов-
преобразователей над упорядоченными полугруппами. Поскольку полугруппа под-
становок Subst(X,X, F ) является квазирешеткой, метод, предложенный в этой ста-
тье, применим для решения задачи минимизации автоматов-преобразователей, ра-
ботающих над Subst(X,X, F ). Рассмотрим требования, предъявляемые в статье [6]
к полугруппе S, и оценим, в какой мере полугруппа подстановок Subst(X,X, F )
удовлетворяет им.

На полугруппе S определим бинарное отношение �S следующим образом: для
любой пары элементов s1, s2 отношение s1 �S s2 выполняется тогда и только тогда,
когда для некоторого элемента s имеет место равенство s1 ◦ s = s2. Полугруппа
называется упорядоченной, если �S является отношением частичного порядка на
множестве S. Первое требование, предъявляемое к рассматриваемой полугруппе,
таково.

Req1: Частично упорядоченное множество (S,�) является фундированной решет-
кой, в которой для каждой пары элементов [h1] и [h2] эффективно вычислима
их точная нижняя грань.

Второе требование касается разрешимости линейных уравнений в рассматрива-
емой полугруппе (S, e, ◦).

Req2: Существует алгоритм решения уравнений вида [g] ◦ X = [h] для любой за-
данной пары действий g, h ∈ A∗.

Последнее требование свойства сократимости. Полугруппа называется левосо-
кратимой, если всякое уравнение вида s ◦ X = ŝ имеет не более одного решения,
т.е. соотношение s ◦ s′ = s ◦ s′′ ⇒ s′ = s′′ верно для любой тройки s, s′, s′′.
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Req3: (S, e, ◦) — левосократимая полугруппа.

Полугруппа подстановок Subst(X,X, F ) удовлетворяет требованию Req1 — она
является фундированной квазирешеткой с отношением предпорядка �, в которой
точная верхняя грань подстановок вычислима при помощи процедуры унифика-
ции, а точная нижняя грань вычислима при помощи процедуры антиунификации
(устройство этой квазирешетки подробно описано в [15]). Как известно, обе эти про-
цедуры можно выполнить за полиномиальное относительно размера обрабатывае-
мых подстановок время. Эквивалентные подстановки в квазиупорядоченном множе-
стве (Subst(X,X, F ),�) отличаются лишь наименованием переменных в подставля-
емых термах; это обстоятельство не оказывает существенного влияния на алгоритм
минимизации и обоснование его корректности, приведенные в статье [6].

Очевидный способ решения уравнений вида θ ◦X = η в алгебре подстановок —
это простой перебор всех подстановок, в которых высота подставляемых термов
не превосходит максимальной высоты термов в подстановке η. Однако можно за-
метить, что эта задача полиномиально сводится к проблеме проверки вхождения
одного терма в другой в качестве подтерма и поэтому может быть решена за поли-
номиальное время.

Однако последнее требование не выполняется для произвольных подстановок.
Рассмотрим подстановки θ = {x1/x1, x2/f(x1)}, θ′ = {x1/f(x1), x2/f(x1)} и θ′′ =
{x1/x2, x2/x2}. Нетрудно заметить, что имеет место равенство θ ◦ θ′ = θ ◦ θ′′ =
{x1/f(x1), x2/f(x1)}, однако, подстановки θ′ и θ′′ не являются эквивалентными в
квазирешетке (Subst(X,X, F ),�).

Коль скоро вся полугруппа подстановок не удовлетворяет требованию Req1,
для применения метода минимизации автоматов-преобразоветелей, предложенного
в статье [6], нужно выделить как можно более обширную подполугруппу подстано-
вок, удовлетворяющих требованиям Req1–Req3. В качестве такой подполугруппы
мы предлагаем использовать множество консервативных ортогональных подстано-
вок, введенных в статье [27].

Подстановка θ = {x1/t1, . . . , xn/tn} называется консервативной, если V arθ = X,
и ортогональной, если ни один терм ti, 1 ≤ i ≤ n, не является подтермом никакого
другого терма tj, j 6= i. Например, подстановка θ0 = {x1/f(x2), x2/x1} является
консервативной и ортогональной, подстановка θ1 = {x1/f(x2), x2/g(x2)} не являет-
ся консервативной, а подстановка θ2 = {x1/f(x1), x2/h(x2, f(x1))} не является ор-
тогональной. Класс всех консервативных и ортогональных подстановок обозначим
записью COSubst(X,X, F ).

Исходя из приведенного определения, нетрудно заметить, что композиция кон-
сервативных ортогональных подстановок также является консервативной ортого-
нальной подстановкой и, кроме того, любой пример и любой шаблон всякой кон-
сервативной ортогональной подстановки также является консервативной и ортого-
нальной подстановкой. Поэтому класс COSubst(X,X, F ) образует подполугруппу
подстановок, а квазиупорядоченное множество подстановок (COSubst(X,X, F ),�)
является фундированной квазирешеткой, удовлетворяющей требованию Req1.

Утверждение 7. Полугруппа консервативных ортогональных подстановок удо-
влетворяет свойству левого сокращения.
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Доказательство. Если бы для некоторой пары различных термов t′, t′′ и ортого-
нальной подстановки θ = {x1/t1, . . . , xn/tn} выполнялось равенство t′θ = t′′θ, то
и для некоторой переменной xi и отличного от нее терма t также выполнялось
равенство xiθ = tθ. Но это означало бы, терм ti содержит в качестве подтермов
некоторые термы из множества {t1, . . . , tn} вопреки определению свойства ортого-
нальности подстановки. �

Таким образом, полугруппа консервативных ортогональных подстановок удовле-
творяет требованиям Req1–Req3. Согласно результатам статьи [6] отсюда следует

Утверждение 8. Задача минимизации конечных детерминированных автома-
тов-преобразователей над полугруппой консервативных ортогональных подстано-
вок может быть решена за время, полиномиальное относительно размера мини-
мизируемого автомата.

Опираясь на утверждение 8 и принимая во внимание тот способ трансляции
стандартных схем программ в автоматы-преобразователи над полугруппами под-
становок, который описан в утверждении 5, мы можем описать один из классов схем
программ, для которого задача минимизации решается за полиномиальное время.

Теорема 4. Задача минимизации решается за полиномиальное время в классе
стандартных схем программ, удовлетворяющих двум условиям:

1) все дуги схемы помечены консервативными ортогональными подстановками;

2) каждому узлу схемы приписан атом, содержащий вхождения всех перемен-
ных из множества X.

6. Заключение

Нам удалось показать, что задачи минимизации стандартных схем программ и
автоматов-преобразователей, работающих над полугруппой подстановок, тесно вза-
имосвязаны между собой — методы решения одной из этих задач могут быть адап-
тированы для решения другой. В частности, эффективный метод минимизации
автоматов-преобразователей, предложенный в статье [6], можно использовать при
посредничестве стандартных схем программ для решения задачи оптимизации по-
следовательных императивных программ. В то же время разрешимость проблемы
логико-термальной эквивалентности стандартных схем программ гарантирует раз-
решимость задач проверки эквивалентности и минимизации для детерминирован-
ных автоматов-преобразователей, работающих над полугруппами подстановок.

Вопрос о сложности задач минимизации стандартных схем программ и автоматов-
преобразователей остается открытым и требует дальнейшего исследования. Метод
минимизации автоматов-преобразователей, предложенный в статье [6], применим
только в том случае, когда полугруппа состояний данных, над которой работа-
ют преобразователи, удовлетворяет требованиям Req1–Req3. Как было показано
в упомянутой статье, для полугрупп такого вида каждый класс эквивалентности
автоматов-преобразователей содержит единственный минимиальный преобразова-
тель. Обычно в теории автоматов неоднозначность решения задачи минимизации
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Рис. 1. Автомат-преобразователь Π

Fig. 1. Transducer Π

служит признаком того, что эта задача имеет большую вычислительную сложность.
Так, например, однозначность решения задачи минимизации детерминированных
конечных автоматов сопутствует быстрым алгоритмам минимизации автоматов это-
го вида, тогда как неоднозначность решения той же задачи для недетерминирован-
ных конечных автоматов сопровождается PSPACE-полнотой этой задачи в указан-
ном классе автоматов. В заключение мы приведем простой пример, показывающий,
что задача минимизации автоматов-преобразователей произвольного вида, работа-
ющих над полугруппой подстановок, может не иметь однозначного решения.

Рассмотрим автомат-преобразователь Π, система переходов которого изображе-
на на рис. 1. Его начальным состоянием является состояние q0, а состоянием выхода
— q4. Действиями преобразователя служат подстановки над множеством перемен-
ных X = {x, y} и функциональных символов F = {f, g, h1, h2}. Действиями ини-
циализации и финализации преобразователя служит тождественная подстановка
ε = {x/x, y/y}. Прочие действия заданы следующими подстановками:

θ1 = {x/g(f(x), g(x, x)), y = f(f(g(x, x)))},
θ2 = {x/f(f(x)), y/f(x)},
θ3 = {x/g(x, y), y/f(y)},
λ1 = {x/h1(x), y/h1(y)}, λ2 = {x/h2(x), y/h2(y)},
µ1 = {x/h1(g(x, y)), y/h1(f(f(y)))}, µ2 = {x/h2(g(x, y)), y/h2(f(f(y)))},
ν1 = {x/h1(g(f(f(x))), f(x)), y = h1(f(f(x)))},
ν2 = {x/h2(g(f(f(x))), f(x)), y = h2(f(f(x)))}.

Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что автомат-преобразова-
тель Π эквивалентен каждому из двух автоматов-преобразователей Π′ и Π′′, которые
заданы системами переходов, изображенными на рис. 2. В этих преобразователях
используются действия, которые заданы подстановками

ξ′1 = {x/x, y/g(x, x)}, ξ′2 = {x/f(x), y/f(x)},
τ ′i = {x/hi(g(f(x), y)), y/hi(f(f(y)))}, i = 1, 2,
ξ′′1 = {x/x, y/f(x)}, ξ′′2 = {x/g(x, y), y/g(x, y)},
τ ′′i = {x/hi(g(f(f(x)), f(x))), y/hi(f(f(y)))}, i = 1, 2.

Автоматы-преобразователи Π′ и Π′′ неизоморфны. Они являются минимальными
преобразователями, поскольку никакой автомат-преобразователь с тремя состояни-



Захаров В.А., Жайлауова Ш.Р.
О задаче минимизации последовательных программ 431

����q0 -c1, ξ
′
1

-
c2, ξ

′
2

& -c3, θ3

����q12 -c1, τ
′
1

-
c2, τ

′
2

����q3 %
6

c1, ν1 %6
c2, ν2

����q4 ����q0
' -

c1, θ1

-c2, ξ
′′
1

-
c3, ξ

′′
2

����q1 $
?

c1, λ1 $
?

c2, λ2

����q23 -c1, τ
′′
1

-
c2, τ

′′
2
����q4

Рис. 2. Автоматы-преобразователи Π′ и Π′′

Fig. 2. Transducers Π′ and Π′′

ями им не эквивалентен. Таким образом, задача минимизации конечных детермини-
рованных автоматов-преобразователей над полугруппой подстановок в общем слу-
чае может не иметь единственного решения. Поиск оценки вычислительной сложно-
сти этой задачи и разработка эффективных процедур ее решения составляют тему
дальнейшего исследования.

И напоследок обратим внимание на то, что мы ограничились рассмотрением са-
мой простой меры сложности стандартных схем программ — количеством узлов в
графе, представляющем схему. Можно также оценивать сложность схемы суммар-
ной сложностью всех термов в подстановках, приписанных дугам схемы. Задача
минимизации схем относительно этой меры сложности также заслуживает внима-
ния, и она, вероятно, может оказаться более трудной для решения.
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Аннотация. В данной работе рассматривается архитектура используемых в настоящее вре-
мя центральных процессоров и ограничения их производительности в современном виде. Так как
чаще всего для повышения производительности центральных процессоров предлагаются решения,
связанные с изменением существующей архитектуры, необходимо иметь представление о скоро-
стях передачи данных внутри процессора и на шинах, подходящих к нему. Это позволит оценить
применимость предлагаемых решений и даст возможность их оптимизировать. В этой статье реша-
ется задача измерения реальных скоростей передачи данных на интерфейсе между кеш-памятью
второго и третьего уровней внутри процессора и на интерфейсе между процессором и оператив-
ной памятью, а также изучения зависимости численных результатов от количества активных ядер,
тактовой частоты процессора и типа проводимого теста. В статье приводится методология про-
ведения измерений с помощью программного инструмента Intel Performance Counter Monitor от
компании Intel, а также приводятся формулы для получения итогового результата из получен-
ных в ходе измерений значений. Приведено подробное описание тестов, имитирующих реальную
нагрузку на центральный процессор, и синтетических тестов. Зависимости скоростей передачи
данных от количества активных ядер и от тактовой частоты процессора представлены в виде гра-
фиков. Зависимости скоростей передачи данных от типа теста представлены в виде столбиковых
диаграмм для трех различных значений тактовой частоты процессора.
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1. Введение

В настоящее время все большее распространение получают персональные компью-
теры, серверы, мобильные телефоны, ноутбуки, нетбуки, электронные книги, иг-
ровые консоли, “умные” часы и другие устройства, относящиеся к классу носимой
электроники, и многое другое. Практически в каждом доме найдется не один пред-
ставитель перечисленных выше типов устройств. Объединяет их друг с другом и
другими представителями техники наличие центрального процессора. В настоящее
время центральные процессоры (ЦП) используются практически повсеместно и яв-
ляются неотъемлемой частью практически любого электронного устройства, соот-
ветственно прогресс в развитии этих устройств неразрывно связан с прогрессом
существующих ЦП и созданием новых, улучшенных процессоров.

К сожалению, за последнее десятилетие прогресс в развитии производительности
ЦП был не таким существенным, как хотелось бы пользователям и представителям
индустрии. Если в 80-е и 90-е года прошлого века процессоры эволюционировали
столь стремительно, что раз в 24 месяца количество транзисторов на чипе удваи-
валось (это эмпирическое наблюдение получило название закона Мура [1]), а раз в
18 месяцев в два раза увеличивалась производительность, то сейчас каждое новое
поколение дает улучшение едва ли на 15 процентов [2]. Причина этого кроется в
том, за счет чего происходил прогресс в прошлом веке и за счет чего он происхо-
дит сейчас. В прошлом веке и самом начале этого электроника бурно развивалась,
соответственно была возможность относительно легко и быстро увеличивать коли-
чество транзисторов на чипе и повышать тактовую частоту процессора. Однако в
настоящее время технологии дошли до той границы, когда ни увеличивать такто-
вую частоту, ни увеличивать количество транзисторов на чипе не представляется
возможным [3]. В связи с этим сейчас ведется поиск новых способов увеличения про-
изводительности процессоров. Одно из перспективных направлений, над которым
сейчас работают ученые, – это изменение существующей архитектуры центрально-
го процессора на более эффективную. Основным кандидатом для замены являются
конструкции из класса беспроводных систем на кристалле (Wireless Networks-on-
Chip, WNoC), в которой предлагается часть проводных соединений заменить на
беспроводные каналы связи [4], [5]. Однако для того, чтобы оценить, насколько
емкими должны быть эти каналы, необходимо иметь представление о том, какова
скорость передачи данных в существующих процессорах. Особенно интересна для
исследователей загрузка шин данных между процессором и оперативной памятью
и между кеш-памятью второго и третьего уровней, так как большинство решений
предполагают построение сетей, в которых именно эти шины будут заменены на
беспроводные каналы связи [5].

Исходя из всего вышеперечисленного, встает задача измерения реальных ско-
ростей передачи данных на интерфейсе между кеш-памятью второго и третьего
уровней внутри процессора и на интерфейсе между процессором и оперативной па-
мятью, а также изучение зависимости численных результатов от количества актив-
ных ядер, тактовой частоты процессора и типа проводимого теста, решение которой
описано в данной статье.

Статья имеет следующую структуру: в разделе 2 описана типичная архитекту-
ра современного центрального процессора и упрощенная схема работы кеш-памяти.
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Раздел 3 посвящен описанию стенда, использовавшегося для проведения измерений,
тестам, проведенным в ходе исследования, методологии их проведения и расчета
скоростей передачи данных на интересующих интерфейсах по имеющимся результа-
там. В разделе 4 приведены численные результаты, полученные в ходе исследования
и их анализ. Окончательные выводы сделаны в разделе 5.

2. Архитектура центрального процессора и модель
передачи данных внутри него

В современных компьютерах чаще всего используются процессоры, имеющие кеш-
память нескольких уровней. Это особый тип памяти, позволяющий получить очень
быстрый доступ к хранящейся в ней информации, но имеющий ограниченный раз-
мер. Чаще всего используются процессоры с кеш-памятью двух уровней (особенно
распространено в процессорах от AMD [6]) и трех уровней (в процессорах от Intel [7]
с архитектурой x86 [8], принципиальная схема которого изображена на рис. 1).

Рис. 1. Архитектура центрального процессора с тремя уровнями кеш-памяти и восемью ядрами

Fig. 1. CPU architecture with 3 cache layers and 8 cores

Первый уровень кеш-памяти является самым быстрым, дорогим и находится
ближе всего к ядру процессора. Также он обеспечивает наименьшее время доступа
к хранящимся в нем данным. Второй уровень кеш-памяти более медленный, бо-
лее дешевый, однако тоже достаточно дорог в производстве. Кеш-память первого и
второго уровней обычно являются отдельными для каждого ядра в случае много-
ядерных процессоров. Кеш-память первого уровня чаще всего разделяется на кеш
инструкций и кеш данных. Кеш-память третьего уровня чаще всего является об-
щей для всех ядер, имеет самый большой размер и самую большую из трех уровней
задержку на доступ к хранимым данным. Сложность работы с кеш-памятью тре-
тьего уровня состоит в том, что к ней должны иметь доступ все ядра, например
для организации совместных вычислений и своевременного обновления данных, ко-
торые находятся в общем доступе нескольких ядер. В такой системе данные, обра-
ботанные одним из ядер, могут быть оперативно получены другим. Это приводит к
уменьшению времени простоя ядра, то есть повышает производительность системы.
Упрощенная модель работы кеш-памяти, позволяющая, однако, реалистично оце-
нить объемы данных, проходящие по шинам внутри процессора и между процессо-
ром и оперативной памятью, но лишенная ненужных для этой задачи подробностей,
представлена ниже. Она включает в себя основные запросы, связанные с чтением
и записью данных. Предположим, что одно из ядер ЦП пытается обратиться на
чтение или на запись к определенным данным.
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Рис. 2. Данные нахо-
дятся в кеш-памяти пер-
вого уровня того ядра,
которое делает запрос

Fig. 2. Piece of data is
stored in L1 cache of the
core that looks for it

Рис. 3. Данные нахо-
дятся в кеш-памяти вто-
рого уровня того ядра,
которое делает запрос

Fig. 3. Piece of data is
stored in L2 cache of the
core that looks for it

Рис. 4. Данные на-
ходятся в общей кеш-
памяти третьего уровня

Fig. 4. Piece of data is
stored in shared L3 cache

Рис. 5. Актуальная ко-
пия данных хранится
в кеш-памяти первого
уровня другого ядра

Fig. 5. Up-to-date copy of
data is stored in the L1
cache of another core

Рис. 6. Актуальная ко-
пия данных хранится
в кеш-памяти второго
уровня другого ядра

Fig. 6. Up-to-date copy of
data is stored in the L2
cache of another core

Рис. 7. Данные нахо-
дятся в оперативной па-
мяти

Fig. 7. Piece of data is
stored in RAM

Тогда возможны следующие случаи, проиллюстрированные на рисунках 2 — 7:

1. Данные находятся в кеш-памяти первого уровня того ядра, которое делает
запрос.

2. Данные находятся в кеш-памяти второго уровня того ядра, которое делает
запрос.

3. Данные находятся в общей кеш-памяти третьего уровня.

4. Данные находятся в оперативной памяти.

5. Актуальная копия данных хранится в кеш-памяти первого или второго уровня
другого ядра.

При попытке чтения данных их поиск проводится следующим образом: сначала
информация ищется в кеш-памяти первого уровня, если совпадений не обнаруже-
но, происходит так называемый «cache miss» (промах), и поиск продолжается в
кеш-памяти второго уровня. Если данные найдены, то происходит «cache hit» (по-
падание), и результат возвращается ядру. В противном случае проводится поиск
в кеш-памяти третьего уровня. Если данные найдены и копия, хранящаяся там,
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актуальная, то результат возвращается ядру. Если данные найдены, но копия, хра-
нящаяся в кеш-памяти третьего уровня, не актуальна, то контроллер кеша запра-
шивает данные у того ядра, которое хранит актуальную копию, и, получив, отдает
их запрашивавшему ядру. Если данные не найдены в кеш-памяти третьего уровня,
происходит обращение к оперативной памяти, и данные оттуда передаются ядру.
Для запроса на запись ситуация практически аналогичная, за исключением слу-
чая, когда актуальная копия данных хранится в кеш-памяти другого ядра. В этом
случае данные записываются в кеш-память третьего уровня, а данные в кеш-памяти
другого ядра признаются неактуальными и обновляются при необходимости.

Также необходимо примерно оценить размеры пакетов, проходящих по интере-
сующим нас шинам. С точки зрения самого вычислительного ядра его работа с кеш-
памятью выглядит следующим образом: оно отсылает адрес, по которому хранятся
интересующие его данные, и через какое-то время ему приходит блок информации.
Размер адреса в современных ЦП различен, но его верхняя граница в настоящее
время - 64 бита, то есть 8 байт [8]. Блок данных, возвращающийся к центральному
процессору, всегда составляет 64 байта в случае памяти без корректировки оши-
бок [8]. Таким образом на один запрос всего по шинам данных проходит не больше
72 байт информации. Если данные не нашлись в кеш-памяти первого уровня, адрес
передается в кеш-память второго уровня. Если данные действительно находятся
там, то пакет с необходимой информацией уходит обратно к ядру по шине между
кеш-памятью первого и второго уровней. Если данные не были найдены в кеш-
памяти второго уровня, то запрос с адресом отправляется в кеш-память третьего
уровня, а при отсутствии в ней таких данных – в оперативную память. Если инфор-
мация нашлась в кеш-памяти третьего уровня, то в кеш-память второго уровня идет
пакет с найденной информацией. Аналогично этому, если данные нашлись только в
оперативной памяти, то найденная информация идет в кеш-память третьего уровня.

Отдельно следует рассмотреть случай, изображенный на рисунках 5 и 6, когда
актуальная информация хранится в кеш-памяти первого или второго уровня дру-
гого ядра. В этом случае контроллером кеша генерируется сервисное сообщение-
запрос на получение актуальной копии данных. Размер этого сообщения так же
можно аппроксимировать 8 байтами. В ответ на это в кеш-память третьего уров-
ня отправляется пакет данных стандартного размера – 64 байта. Таким образом,
в данном случае по двум разным шинам между кеш-памятью второго и третьего
уровней проходит по 72 байта. Для запросов на запись схема следующая: ядро от-
дает кеш-памяти первого уровня данные, которые необходимо записать, и адрес, по
которому их необходимо записать. Кеш-память первого уровня записывает данные
и по мере необходимости (или в других случаях, если это определено протоколом)
передает данные в кеш-память верхних уровней и через них в оперативную память.

3. Тестовый стенд и методология измерений

Основой тестового стенда был персональный компьютер со следующими характе-
ристиками:
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• Процессор Intel Core i7-5960X с архитектурой Haswell семейства Haswell-E с
тактовой частотой (без включения режима Turbo Boost) от 1200 МГц до 3000
МГц.

• Материнская плата Asus X99-A LGA2011-3

• Оперативная память 4 модуля по 4 ГБ Kingston HyperX Predator DDR4

• Видеокарта NVIDIA 750GTX

• Накопитель Samsung 850 256ГБ SSD

• Операционная система Linux Kubuntu 14.10 [9]

Оценка загрузки шин данных была получена с помощью натурных измерений.
Для этого использовался Intel Performance Counter Monitor (Intel PCM, [10]) – спе-
циальный инструмент для оценки производительности процессоров, выпущенный
корпорацией Intel. Кроме вывода на экран показаний со счетчиков, он позволяет
сохранять их в csv файл, что является большим преимуществом для решения по-
ставленных задач. Стоит отметить, что ни один из известных нам инструментов для
проведения натурных измерений не дает количественных значений скорости переда-
чи данных в явном виде, а лишь предоставляет информацию о данных с некоторого
набора счетчиков, таких, как количество cache hit (попаданий) и cache miss (прома-
хов) в единицу времени. Однако по этим значениям можно оценить интересующие
нас характеристики.

Для тестирования были выбраны как искусственные тесты, так и реальные сце-
нарии использования компьютера. К искусственным тестам можно отнести две про-
граммы, написанные на языке C. Они получили условные названия ”хороший стиль
программирования” и ”плохой стиль программирования”. В оперативной памяти со-
здавался массив большого объема, который гарантированно не мог поместиться в
кеш-памяти третьего уровня. В массиве находились элементы размером 1 байт каж-
дый. Далее в бесконечном цикле производилось чтение данных из этого массива.
В случае теста, имитирующего ”хороший стиль программирования” считалось, что
при создании программы разработчики позаботились об оптимизации своего про-
дукта и постарались минимизировать количество обращений ядра к оперативной
памяти в ходе работы программы, при этом не допуская ее простоя. В ходе это-
го теста из массива, описанного выше, считывался каждый байт подряд. В таком
случае в кеш-память уходили блоки по 64 элемента (байта), такие же блоки пе-
ремещались между уровнями кеш-памяти. Тогда ядро запрашивало новую порцию
данных только через 63 операции, так как все данные для последующих 63 операций
уже хранились в кеш-памяти после первого обращения за данными. Этот же эф-
фект кеш-памяти, но для другой цели использовался в тесте, имитирующем плохой
стиль программирования. Целью этого теста было максимально загрузить шины
данных, для этого на каждом шаге брался каждый 64-й элемент массива, соответ-
ственно информация, переданная в каждом из блоков, не могла быть использована
для следующей операции и на каждом шаге процессору приходилось запрашивать
новую порцию данных из массива.
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Кроме искусственных тестов, были проведены тесты, представляющие собой сце-
нарии реального использования компьютера. Первым из них была оценка того, на-
сколько сильно загружены шины, когда нет никакой нагрузки на процессор, кроме
работы операционной системы. Вторым тестом было шифрование файла с помо-
щью алгоритма AES-256 [11]. Третьим тестом была компьютерная игра. К сожале-
нию, большинство современных игр достаточно сложно запустить в операционной
системе Linux без использования дополнительного ПО. По этой причине пришлось
ограничиться играми, требующими меньшее количество ресурсов, но запускаемыми
в операционной системе Linux без использования дополнительных программ. Для
тестирования была выбрана игра Total Annihilation [12], запущенная на максималь-
ных возможных настройках. Четвертым и последним тестом было декодирование
видео на центральном процессоре.

Все тесты проводились с частотой измерений 5 раз в секунду в течение 20 минут
каждый. При проведении тестов была поставлена задача оценить, какова загрузка
интересующих нас шин для каждого из тестов и как она меняется в зависимости
от изменения количества активных ядер и тактовой частоты процессора. Если те-
стирование проводилось для нескольких активных ядер, запускалось количество
тестовых программ, равное количеству активных ядер.

Запрос к кеш-памяти третьего уровня от ядра возможен только в случае, ко-
гда был выполнен поиск в кеш-памяти второго уровня и необходимые данные были
не найдены. Соответственно, чтобы рассчитать количество данных, проходящее по
шине между кеш-памятью второго и третьего уровней, необходимо количество про-
махов в кеш-памяти второго уровня умножить на размер пакета данных, проходя-
щего по шине для одного запроса, которое мы приняли равным 72 байтам. Таким
образом, скорость передачи данных в гигабитах в секунду исходя из полученных
нами данных можно рассчитать по следующей формуле:

SL2−L3 =
L2miss,av · 106 · 8 · 72

109
, (1)

где L2miss,av — это среднее значение количества промахов в кеш-памяти второго
уровня за секунду.

Аналогично для шины между кеш-памятью третьего уровня и оперативной па-
мятью запрос к оперативной памяти возможен, только если данные не были най-
дены в кеш-памяти третьего уровня, поэтому скорость передачи данных можно
рассчитать по формуле:

SL3−RAM =
L3miss,av · 106 · 8 · 72

109
, (2)

где L3miss,av — это среднее значение количества промахов в кеш-памяти третьего
уровня за секунду.

Хочется отметить, что для шины между кеш-памятью второго и третьего уров-
ней результаты даны для всех ядер сразу, а не в пересчете на шину между кеш-
памятью третьего уровня и ядром с кеш-памятью первого и второго уровней. Для
шины данных между кеш–памятью третьего уровня и оперативной памятью дана
не полная загрузка всей шины, а только ее части, связанной непосредственно с про-
цессором и оперативной памятью, так как в настоящее время по этой шине идут
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Рис. 8. Зависимость скорости передачи данных от тактовой частоты для одного и восьми актив-
ных ядер

Fig. 8. Dependence of total traffic on CPU frequency for 1 and 8 active cores

Рис. 9. Зависимость скорости передачи данных от количества активных ядер для минимальной
и максимальной тактовой частоты

Fig. 9. Dependence of total traffic on number of active cores for minimal and maximal CPU
frequencies

также данные от многих других устройств, но при разработке моделей процессоров
на основе беспроводных систем на кристалле они обычно не берутся во внимание,
и требуется только оценка скорости передачи данных именно между оперативной
памятью и процессором.

В следующей главе рассмотрены полученные результаты и приведены зависимо-
сти скорости передачи данных на каждой из интересующих нас шин в зависимости
от тактовой частоты процессора и количества активных ядер.

4. Численные результаты

Как видно из рисунков 8, 9 и 10, фоновая нагрузка операционной системы очень
слабо влияет как на шину между кеш-памятью второго и третьего уровней, так и
на шину между процессором и оперативной памятью. По сравнению с результатами
других тестов фоновая нагрузка меньше на порядок. Следовательно, можно считать
данные, полученные для всех тестов, достоверными. Также по графикам на рисунке
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Рис. 10. Зависимость скорости передачи данных от типа теста и тактовой частоты процессора
для одного, четырех и восьми активных ядер

Fig. 10. Dependence of total traffic on test type and CPU frequency for 1, 4 and 8 active cores

8 видно, что увеличение тактовой частоты процессора влияет на скорости передачи
данных между кеш-памятью второго и третьего уровней, а также на скорости пе-
редачи данных между процессором и оперативной памятью, однако значения отли-
чаются не очень значительно. Кроме того, стоит отметить, что характер изменения
графиков одинаковый для любого количества активных ядер. Из всего вышепере-
численного можно сделать вывод о том, что тактовая частота процессора оказывает
некоторое влияние на количество данных, передаваемых между кеш-памятью вто-
рого и третьего уровней и между процессором и оперативной памятью, однако это
влияние не очень значительно. Так же мы видим, что скорость передачи данных на
интерфейсе между кеш-памятью второго и третьего уровней может превышать 100
Гбит в секунду, а на интерфейсе между процессором и оперативной памятью дости-
гать 40 Гбит в секунду. Графики на рис. 9 показывают зависимость скорости переда-
чи данных между кеш-памятью второго и третьего уровней и между процессором и
оперативной памятью от количества активных ядер. На них видно, что количество
данных очень сильно зависит от того, какая программа использует процессор. Если
для компьютерной игры или декодирования видео значения скорости оказываются
в районе 10 Гбит в секунду для шины между вторым и третьим уровнем кеш-памяти
и 5 Гбит в секунду для шины между оперативной памятью и процессором, то для
теста, имитирующего плохой стиль программирования, эти значения превышают
100 Гбит в секунду для интерфейса между кеш-памятью второго и третьего уров-
ней и приближаются к 40 Гбит в секунду для интерфейса между процессором и
оперативной памятью, как было сказано выше. Кроме того, можно отметить, что
при увеличении количества ядер количество данных, передаваемых на обоих интер-
фейсах, увеличивается для всех тестов кроме “плохого стиля программирования”.
В случае с “плохим стилем программирования” количество данных, переданных за
секунду, не изменяется. Это связано со спецификой теста – он достаточно сильно
нагружает шины данных, и это вызывает дополнительные задержки при обраще-
нии к оперативной памяти, вследствие чего уменьшается количество операций в
секунду, а значит, и промахов при поиске в кеш-памяти второго и третьего уровней.
На рисунке 10 наглядно показано сравнение количества передаваемых за секунду
данных для всех типов проводимых тестов для одного, четырех и восьми ядер. Дан-
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ные представлены для трех различных тактовых частот – 1200 МГц, 2100 МГц и
3000 МГц. На графиках наглядно видно, что количество передаваемых за секунду
данных растет по-разному для каждого теста, но зависимость примерно одинаковая
для всех частот.

Кроме того, можно заметить, что синтетические тесты “хороший стиль програм-
мирования” и “плохой стиль программирования” представляют собой минимальный
и максимальный случаи полезной загрузки для шины между кеш-памятью второ-
го и третьего уровней и почти минимальный и максимальные случаи для ОЗУ, и
таким образом их можно использовать для тестирования новых дизайнов.

Также стоит отметить, что загрузка шины между процессором и оперативной па-
мятью практически всегда существенно меньше, чем загрузка шины между вторым
и третьим уровнем кеш-памяти. Это связано с тем, что существующая архитектура
уже крайне эффективна и также подчеркивает ограничения существующих ЦП.

5. Заключение

В данной статье были рассмотрены интерфейсы внутри и вне центрального процес-
сора – шины между кеш-памятью второго и третьего уровней и между процессором
и оперативной памятью. Была решена задача измерения реальных скоростей пере-
дачи данных на интерфейсе между кеш-памятью второго и третьего уровней внутри
процессора и на интерфейсе между процессором и оперативной памятью, а также
изучена зависимость численных результатов от количества активных ядер, такто-
вой частоты процессора и типа проводимого теста. На этих интерфейсах с помощью
специальных инструментов были проведены натурные измерения на различных ча-
стотах и на различном количестве ядер. Эта информация может быть использована
для разработки новых архитектур ЦП, в том числе имеющих в своем составе бес-
проводные каналы связи.
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Аннотация. В настоящей работе исследуется модель угроз безопасности компьютерных си-
стем, формулируемая на языке марковских процессов. В рамках данной модели функционирование
компьютерной системы рассматривается как последовательность отказов и восстановлений, воз-
никающих вследствие воздействия на систему угроз информационной безопасности. Приведено
подробное описание модели: получены явные аналитические формулы для вероятностей состоя-
ний компьютерной системы в произвольный момент времени, обсуждаются некоторые предельные
случаи и анализируется динамика системы на больших временах. Отдельно исследуется зависи-
мость вероятности безопасного состояния (т.е. состояния, в котором угрозы отсутствуют) от веро-
ятностей угроз. В частности, показано, что указанная зависимость качественно различается для
четных и нечетных моментов времени. Например, в случае одной угрозы вероятность безопасно-
го состояния в четные моменты времени зависит от вероятности угрозы не монотонно, имея, по
крайней мере, один локальный минимум в своей области определения. Эта особенность представ-
ляется нам важной, так как ее учет позволяет выявить наиболее «опасные» области угроз, при
которых вероятность обнаружения системы в безопасном состоянии может оказаться ниже допу-
стимого уровня. В заключение вводится важная характеристика модели — время релаксации, и с
ее помощью конструируется допустимая область значений параметров защиты системы.
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Введение

Роль моделирования в вопросах информационной безопасности и защиты информа-
ции трудно переоценить. После метода натурных испытаний, применение которого
традиционно считается весьма дорогостоящим и трудоемким, метод моделирова-
ния остается практически единственной альтернативой существующим подходам к
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исследованию современных защищенных компьютерных систем. Разработка и ис-
пользование соответствующих моделей в этой области также необходимы для надле-
жащего теоретического обоснования механизмов и методов защиты, используемых
при проектировании и эксплуатации реальных объектов.

Особое место среди существующих моделей информационной безопасности зани-
мают модели, формулируемые на языке случайных марковских процессов. Спектр
прикладных задач, решаемых с применением подобных моделей, необычайно ши-
рок: обнаружение кибер-атак в компьютерных сетях [1–3], моделирование процессов
распространения компьютерных вирусов [4], обнаружение вторжений в компьютер-
ных системах и вычислительных сетях [5,6], оптимизация и повышение надежности
защищенных информационных систем [7, 8]. В последнее время также повысился
интерес к скрытым марковским моделям, нашедшим свое применение в криптогра-
фии [9], а также в компьютерной вирусологии [10].

В работах [11–14] исследуется класс марковских моделей, в которых компьютер-
ные системы, подвергающиеся угрозам информационной безопасности, рассматри-
ваются как системы с отказами и восстановлениями. Подобный подход к исследова-
нию безопасности компьютерных систем позволяет привлечь развитый математиче-
ский аппарат теории надежности, хорошо зарекомендовавший себя при расчетах и
проектировании сложных технических систем [15,16]. В частности, в статьях [11,12]
была предложена марковская модель с конечным числом состояний, характеризу-
ющих степень влияния угроз информационной безопасности на компьютерную си-
стему. Авторы процитированных работ провели предварительное исследование мо-
дели, обосновывали ее корректность, а также дали интерпретацию получаемых с ее
помощью результатов.

В настоящей работе мы проводим более углубленный анализ марковской модели
угроз информационной безопасности, предложенной в [11,12]. Помимо исследования
некоторых нетривиальных особенностей моделей, не отмеченных ее авторами, мы
также обсуждаем возможность приложения этой модели к задаче повышения на-
дежности функционирования компьютерных систем, в частности, к задаче поиска
оптимальных значений параметров защиты информации.

Структура настоящей статьи следующая.
В первом разделе дается подробное описание исследуемой марковской модели

угроз информационной безопасности. Мы приводим явные аналитические выраже-
ния для вероятностей состояний компьютерной системы в произвольный момент
времени и, в частности, показываем, что вероятность безопасного состояния (т.е.
состояния, в котором отсутствуют угрозы) как функция времени представляется в
виде аддитивной комбинации двух зависимостей — монотонно убывающей и осцил-
лирующей. В этом же разделе показано, что на больших временах осциллирующей
компонентой в динамике модели можно пренебречь.

Во втором разделе настоящей работы мы изучаем зависимость вероятности без-
опасного состояния от параметров, характеризующих вероятности угроз информа-
ционной безопасности. Показано, что эта зависимость качественно различается для
четных и нечетных моментов времени; в частности, в случае одной угрозы веро-
ятность безопасного состояния является монотонно убывающей функцией вероят-
ности угрозы в нечетные моменты времени, тогда как в четные моменты времени
она имеет, по крайней мере, один локальный минимум. Отмеченная особенность
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представляется нам весьма важной, так как ее учет может позволить выявить наи-
более «опасные» области угроз, при которых вероятность обнаружения системы в
безопасном состоянии окажется ниже допустимого уровня.

Третий раздел посвящен применению рассматриваемой нами модели угроз ин-
формационной безопасности к задаче поиска допустимой области значений пара-
метров защиты системы. В отличие от традиционного подхода, принятого в теории
надежности и сводящегося к вычислению вероятности безотказной работы системы
в течение заданного времени, мы предлагаем альтернативный подход, основанный
на введении времени релаксации системы.

1. Описание модели
Рассмотрим компьютерную систему (в дальнейшем просто систему), на которую
воздействует n независимых внешних угроз с вероятностями q1, q2, . . . , qn:

∑n
i=1 qi <

1. Будем считать, что одновременное воздействие двух и более угроз невозможно
и, кроме того, очередная угроза может проявиться только после успешного париро-
вания предыдущей. В соответствии с этим в каждый момент времени t = 0, 1, 2, . . .
система находится в одном из n + 1 возможных состояний: s0, s1, . . . , sn, sn+1. В
состоянии s0, называемом безопасным, ни одна из угроз не реализуется. Состояние
si, где i = 1, . . . , n, характеризуется воздействием i-й угрозы. При этом в последую-
щий момент времени имеется две альтернативы: либо данная угроза будет успешно
отражена с вероятностью ri и система вернется в состояние s0, либо с вероятностью
r̄i = 1− ri эта угроза приведет к выводу системы из строя. В последнем случае мы
будем считать, что система переходит в состояние sn+1. Граф состояний системы
приведен на рис. 1.

s0

s1 s2 . . . sn

q1

r1

qn

rn

q2r2

sn+1

r̄1
r̄2

r̄n

Рис. 1. Граф состояний модели

Fig. 1. The state graph of the model
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Динамика рассматриваемой системы представляет собой простую марковскую
цепь с матрицей переходных вероятностей

Π =


q0 q1 q2 . . . qn 0
r1 0 0 . . . 0 r̄1
r2 0 0 . . . 0 r̄2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
rn 0 0 . . . 0 r̄n
0 0 0 . . . 0 1

 , (1)

где q0 = 1−
∑n

i=1 qi.
Обозначим через pi(t) вероятность того, что система находится в момент вре-

мени t в состоянии si. Эта вероятность определяется через вероятности состояний
системы в момент времени t− 1 согласно формуле

pi(t) =
n+1∑
j=0

pj(t− 1) Πji, (2)

или в матричной форме
p(t) = p(t− 1) · Π, (3)

где p(t) = (p0(t), p1(t), . . . , pn+1(t)) — вектор вероятностей состояний системы в мо-
мент времени t. Используя (3) можно записать

p(t) = p(0) · Πt, t = 0, 1, 2, . . . , (4)

где через Πt обозначена t-я степень матрицы Π.
Будем считать, что в начальный момент времени t = 0 система находилась в

безопасном состоянии s0, то есть p(0) = (1, 0, . . . , 0). Можно показать, что в этом
случае вероятности состояний системы в произвольный момент времени t могут
быть выражены следующими формулами:

p0(t) = w−1

[(
q0 + w

2

)t+1

−
(
q0 − w

2

)t+1
]

; (5)

pi(t) = p0(t− 1)qi, i = 1, 2, . . . , n; (6)

pn+1(t) = 1− p0(t)− p0(t− 1)
n∑

i=1

qi. (7)

Здесь положительная величина w, которую мы далее будем называть w-параметром
модели, определяется как

w2 = q20 + 4
n∑

i=1

riqi > 0. (8)

Докажем приведенные формулы индукцией по t. При t = 1 формулы (5) – (7)
проверяются непосредственно. Допустим, что они верны для некоторого t > 1. Ис-
пользуя явный вид матрицы (1) для компонент вектора p(t+1) = p(t) ·Π получаем:

p0(t+ 1) = p0(t)q0 +
n∑

i=1

pi(t)ri; (9)
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pi(t+ 1) = p0(t)qi, i = 1, . . . , n; (10)

pn+1(t+ 1) =
n∑

i=1

pi(t)(1− ri) + pn+1(t). (11)

Равенство (9) с помощью формул (5), (6) и (8) может быть переписано как

p0(t+ 1) = q0w
−1

[(
q0 + w

2

)t+1

−
(
q0 − w

2

)t+1
]

+

+ w−1

[(
q0 + w

2

)t

−
(
q0 − w

2

)t
]

n∑
i=1

qiri = w−1

[(
q0 + w

2

)t+2

−
(
q0 − w

2

)t+2
]
.

Далее, равенство (11) с учетом (9) принимает вид

pn+1(t+ 1) =
n∑

i=1

pi(t)− p0(t+ 1) + p0(t)

(
1−

n∑
i=1

qi

)
+ pn+1(t),

которое в силу формул (5) – (7) и тождества
∑n

i=1 pi(t) + p0(t) + pn+1(t) = 1 может
быть представлено в виде:

pn+1(t+ 1) = 1− p0(t+ 1)− p0(t)
n∑

i=1

qi.

Таким образом, если равенства (5) – (7) верны для некоторого t, то они также
будут верны и для t + 1. Следовательно, по индукции эти равенства выполняются
для любого t.

Отсутствие защиты в системе характеризуется условием ri = 0, i = 1, . . . , n.
Тогда согласно (8) имеем w = q0, то есть w-параметр в этом случае совпадает с
вероятностью отсутствия реализации любой из угроз. Отсюда для вероятностей
состояний системы будем иметь:

p0(t) = qt0, pi(t) = qt−10 qi, i = 1, 2, . . . , n; pn+1(t) = 1− qt−10 . (12)

Из этих равенств легко следуют предельные выражения для вероятностей состояний
системы при t→∞:

lim
t→∞

p0(t) = · · · = lim
t→∞

pn(t) = 0, lim
t→∞

pn+1(t) = 1. (13)

Предельные соотношения (13) будут иметь место и в общем случае, когда не все
параметры ri равны нулю. Чтобы показать это, достаточно убедиться, что величи-
ны (q0 ± w)/2, стоящие в круглых скобках правой части равенства (5), по модулю
всегда меньше единицы. Указанный факт, в свою очередь, является следствием то-
го, что величины (q0 ± w)/2 представляют собой вещественные корни квадратного
уравнения f(x) = x2 − q0 x −

∑n
i=1 qiri = 0, которые в силу неравенств f(±1) > 0 и

f(0) < 0 принадлежат интервалу (−1, 1).
Из приведенных соображений видно, что по прошествии достаточно длительного

времени система вероятнее всего будет обнаружена в состоянии sn+1, в то время как
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Рис. 2. Вероятность безопасного состояния как функция t при различных
значениях параметров q1 и r1 в случае одной угрозы

Fig. 2. The security state probability as a function of t for different values of the
parameters q1 and r1 in the case of one threat

вероятность ее обнаружения в остальных состояниях будет пренебрежимо мала.
По этой причине состояние sn+1 будет являться поглощающим состоянием (что,
впрочем, легко видно из графа состояний на рис. 1).

С практической точки зрения наибольший интерес представляет функция p0(t),
являющаяся вероятностью обнаружения системы в безопасном состоянии в произ-
вольный момент времени t. Из сказанного выше следует, что указанная вероятность
будет уменьшаться с ростом t, однако в общем случае данная зависимость является
не монотонной. Это легко видно из формулы (5): величина p0(t) представляется как
разность двух стоящих в квадратных скобках слагаемых, первое из которых являет-
ся монотонно убывающей функцией от t, а второе имеет осцилляционный характер
(ввиду отрицательности величины (q0 − w)/2). Скорость убывания функции p0(t)
и выраженность ее осцилляций зависит, вообще говоря, от конкретных значений
параметров модели qi и ri. На рис. 2 приведены графики зависимости p0(t) от t при
двух различных значениях параметров q1 и r1 в случае n = 1.

В силу того, что

lim
t→∞

∣∣∣∣q0 − wq0 + w

∣∣∣∣t = 0,

второе слагаемое, стоящее в квадратных скобках в выражении (5), является вели-
чиной бесконечно малой более высокого порядка, чем соответствующее первое сла-
гаемое. Это означает, что «амплитуда» осцилляций функции p0(t) быстро убывает
с ростом t, и на больших временах мы можем приближенно считать

p0(t) ≈ p∗0(t) = w−1
(
q0 + w

2

)t+1

. (14)

Нетрудно оценить условие применимости приближения (14). Пусть ε > 0. Тогда
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требование |p0(t)− p∗0(t)| < ε эквивалентно неравенству

t > logw−q0
2
εw − 1. (15)

Таким образом, приближенное выражение (14) отличается от истинной вероятно-
сти p0(t) на величину, не большую ε, если система рассматривается на временах,
удовлетворяющих условию (15).

2. Вероятность безопасного состояния как функция
вероятности угроз

Изучим характер зависимости вероятности безопасного состояния p0(t) от вероят-
ностей угроз q1, . . . , qn. Для этого мы сначала разберем технически более простую
ситуацию, когда на систему воздействует всего одна угроза: n = 1. Обозначим ве-
роятность этой угрозы символом q, а соответствующий параметр отражения этой
угрозы — r. Таким образом, матрица переходных вероятностей в этом случае имеет
вид

Π =

 1− q q 0
r 0 1− r
0 0 1

 . (16)

Всюду далее в этом параграфе мы предполагаем, что 0 ≤ q ≤ 1 и 0 < r < 1.
Из формул (4) и (16) следует, что зависимость p0(t) от q — полиномиальная,

причем степень соответствующего полинома равна t:

p0(t) = ctq
t + ct−1q

t−1 + · · ·+ c1q + c0. (17)

Используя для p0(t) равенство (5) нетрудно найти явный вид коэффициентов ck:

ck = (−1)k
min(t−k,k)∑

l=0

Ck
t−lC

l
k(−r)l, k = 0, 1, . . . , t. (18)

Здесь через Ck
n обозначен биномиальный коэффициент из n по k. В частности, для

предельных значений параметра q с помощью (17) и (18) получаем:

p0(t)|q=0 = 1, p0(t)|q=1 =

{
0, если t – нечетно,
rt/2, если t – четно.

(19)

Обратим внимание на различное поведение системы при q = 1 для четных и нечет-
ных моментов времени: вероятность обнаружения системы в безопасном состоянии
в нечетные моменты времени всегда равна нулю, в то время как аналогичная веро-
ятность в четные моменты времени отлична от нуля и монотонно убывает с ростом
t (напомним, что 0 < r < 1). Отмеченная особенность связана с тем, что именно в
нечетные моменты времени система «борется» с возникающей угрозой (т.е. находит-
ся в состоянии s1), причем эффективность этой «борьбы» определяется значением
параметра r.
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Рис. 3. Вероятность безопасного состояния как функция от q при r = 0.5 и
t = 2, 3, 4, 5

Fig. 3. The security state probability as a function of q for r = 0.5 and t = 2, 3, 4, 5

Представление величины p0(t) в виде (17) позволяет предположить, что веро-
ятность безопасного состояния системы не является, вообще говоря, монотонной
функцией от вероятности угрозы q. В качестве примера на рис. 3 приведены гра-
фики зависимости p0(t) от q при r = 0.5 для четырех различных моментов времени
t. Видно, что при четных значениях времени величина p0(t), рассматриваемая как
функция от q, имеет выраженные минимумы, в то время как при нечетных зна-
чениях t эта функция является монотонно убывающей на всем промежутке [0, 1].
По-видимому, данная закономерность будет иметь место для любых значений t, хотя
строгого доказательства этого нами пока не получено. Тем не менее, существование
по крайней мере одного локального минимума для величины p0(t) (как функции q)
при четных t можно легко доказать аналитически.

Вычисляя производную по q от выражения (17), получаем

dp0(t)

dq
= tctq

t−1 + (t− 1)ct−1q
t−2 + · · ·+ 2c2q + c1. (20)

При четных значениях t данный полином будет иметь как минимум один веще-
ственный корень q̄ такой, что 0 < q̄ < 1. Действительно, используя формулу (5),
нетрудно найти, что

dp0(t)

dq

∣∣∣
q=0

= t(r − 1)− r < 0,
dp0(t)

dq

∣∣∣
q=1

=

{
t
2
rt/2 > 0, если t – четное,
− t+1

2
r(t−1)/2 < 0, если t – нечетное.

Так как при четных t функция (20) имеет на концах отрезка [0, 1] различные знаки,
то в силу ее непрерывности заключаем, что по крайней мере в одной точке, принад-
лежащей интервалу (0, 1), она равна нулю. При этом знаки производной dp0(t)/dq
при q = 0 и q = 1 указывают на то, что хотя бы одна из указанных точек доставля-
ет локальный минимум функции (17). Таким образом, в четные моменты времени
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величина p0(t), рассматриваемая как функция от вероятности угрозы q, имеет,
по крайней мере, один локальный минимум на интервале (0, 1).

Возвращаясь к общему случаю произвольного числа угроз, отметим, что в опре-
деленном смысле он сводится к уже рассмотренному случаю одной угрозы. Действи-
тельно, согласно формулам (5) и (8) вероятность безопасного состояния системы,
на которую воздействует n угроз с вероятностями q1, q2, . . . , qn, будет такой же, как
и в случае системы с одной угрозой с вероятностью q и параметром защиты r, если
положить, что

q =
n∑

i=1

qi, r =

n∑
i=1

qiri

n∑
i=1

qi

.

В частности, используя (17) и (18), нетрудно получить для вероятности p0(t) выра-
жение, полиномиальное по переменным qi и ri:

p0(t) =
t∑

k=1

min(k,t−k)∑
l=1

(−1)k+lCk
t−lC

l
k

(
n∑

i=1

qiri

)l( n∑
j=1

qj

)k−l

.

Как функцию от вероятностей угроз q1, q2, . . . , qn величину p0(t) следует рас-
сматривать на выпуклой области Q = {(q1, . . . , qn) ∈ Rn

+ :
∑n

i=1 qi ≤ 1}. С помощью
формул (19) нетрудно видеть, что имеют место следующие «граничные условия»:

p0(t)|qi=0 = 1, p0(t)|∑ qi=1 =


0, если t – нечетно,(

n∑
i=1

qiri

)t/2

, если t – четно.

Отметим также, что в отличие от случая одной угрозы, функция p0(t) при произ-
вольном n в общем случае не имеет локальных минимумов внутри области Q. Тем
не менее, она может иметь в этой области условные экстремумы. Их исследование —
важная, хотя и технически сложная задача, решению которой будут посвящены на-
ши последующие работы.

3. Время релаксации и построение допустимой
области параметров защиты

Как было отмечено в первом разделе, по истечении длительного времени вероят-
ность обнаружить систему в безопасном состоянии будет близкой к нулю. Принимая
во внимание неизбежность подобного итога, мы, тем не менее, можем исследовать
условия, при которых система будет находиться в безопасном состоянии как можно
дольше. Естественно ожидать, что подобные условия будут сводиться к некоторым
ограничениям, накладываемым на внутренние параметры системы r1, r2, . . . , rn.

Перейдем к строгим формулировкам. Будем рассматривать динамику системы
на временах, удовлетворяющих неравенству (15); в этом случае с точностью до
величин порядка ε мы можем приближенно считать

p0(t) ≈ w−1
(
q0 + w

2

)t+1

. (21)
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В дальнейшем для нас будет важным то, что в рамках рассматриваемого прибли-
жения величина p0(t) является монотонно убывающей функцией t.

Временем релаксации τ назовем время, за которое вероятность безопасного со-
стояния системы уменьшается в два раза (по сравнению с моментом времени t = 0).
С помощью (21) из равенства p0(0)/p0(τ) = 2 немедленно получаем

τ = log q0+w
2

w

2
− 1. (22)

Пусть t0 — фиксированный момент времени. Наша ближайшая задача будет
заключаться в нахождении значений параметров защиты r1, . . . , rn, при которых
τ ≥ t0. Другими словами, нас будут интересовать условия, при которых вероятность
обнаружения системы в безопасном состоянии на временах, меньших или равных
t0, будет относительно большой.

Используя формулу (22), перепишем неравенство τ ≥ t0 в виде

w

2
≤
(
q0 + w

2

)t0+1

. (23)

Будем рассматривать данное неравенство как ограничение на параметры защиты
системы r1, . . . , rn; так как последние входят только в выражение для w-параметра,
нам необходимо решать неравенство (23) относительно переменной w. Нетрудно
видеть, что соответствующее решение имеет вид

w ≥ 2x∗ − q0, (24)

где x∗ — вещественный корень уравнения

xt0+1 − x+
q0
2

= 0, (25)

принадлежащий отрезку [q0, 1].
Подставляя в (24) выражение для w-параметра (8), получаем ограничение на

значения параметров защиты ri:
n∑

i=1

qiri ≥ x∗(x∗ − q0). (26)

Вместе с неравенствами
ri ≤ 1, i = 1, . . . , n; (27)

требование (26) определяет в пространстве значений параметров защиты выпуклую
область Rt0(q1, . . . , qn) ⊂ Rn

+, которую мы будем называть допустимой. Таким обра-
зом, только для значений параметров r1, . . . , rn из допустимой области Rt0(q1, . . . , qn)
время релаксации τ системы будет не меньшим, чем фиксированное значение t0.

Приведем примеры построения допустимой области параметров защиты для слу-
чаев одной и двух угроз.

ПРИМЕР 1. В случае одной угрозы система характеризуется двумя параметра-
ми: q и r. Как следует из неравенств (26) и (27), допустимая область Rt0(q) пара-
метра защиты r представляет собой отрезок [r∗, 1], где

r∗ =
x∗(x∗ + q − 1)

q
.
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Рис. 4. Величина r∗ как функция q при t0 = 10, 20, 30

Fig. 4. The value r∗ as a function of q for t0 = 10, 20, 30

Здесь x∗ — корень уравнения (25), принадлежащий отрезку [1 − q, 1]. На рис. 4
приведены результаты численного моделирования величины r∗ как функции q для
трех различных значений t0. Видно, что с ростом q эта величина асимптотически
стремится к единице, сужая, тем самым, допустимую область параметра защиты r.

ПРИМЕР 2. Рассмотрим систему с двумя угрозами, вероятности которых равны
q1 и q2. Согласно (26) и (27) допустимая область параметров защиты — это выпуклая
область

Rt0(q1, q2) = {(r1, r2) ∈ R2
+ : r1 ≤ 1, r2 ≤ 1, q1r1 + q2r2 ≤ x∗(x∗ − 1 + q1 + q2)},

где x∗ — корень уравнения (25), принадлежащий отрезку [q1 + q2, 1]. В качестве
примера на рис. 5 графически изображены допустимые области при q1 = 0.25 и
q2 = 0.45 для моментов времени t0 = 10, 20, 30.

В заключение обсудим возможное приложение полученных результатов к задаче
выбора оптимального набора значений параметров защиты. Данная задача имеет
важное прикладное значение, например, при проектировании и разработке систем
защиты информации [17,18].

С помощью описанного выше алгоритма мы можем сузить множество возмож-
ных значений параметров защиты до множества Rt0(q1, . . . , qn), однако в пределах
этой области выбор их более ничем не ограничен. Для дальнейшей конкретизации
значений r1, . . . , rn нам необходимы дополнительные условия, сужающие область па-
раметров защиты, например, до одной конкретной точки. Естественной постановкой
задачи, гарантирующей единственность соответствующего решения, является зада-
ча поиска минимума (или максимума) некоторой целевой функции I(r1, . . . , rn), рас-
сматриваемой на области Rt0(q1, q2, . . . , qn). В простейшем варианте целевая функ-
ция может быть выбрана линейной по переменным r1, . . . , rn

I(r1, . . . , rn) =
n∑

i=1

ciri, (28)
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Рис. 5. Допустимая область Rt0(0.25, 0.45) при t0 = 10, 20, 30

Fig. 5. The permitting domain Rt0(0.25, 0.45) for t0 = 10, 20, 30

где ci — некоторые заданные коэффициенты, интерпретация которых (как и целевой
функции I) зависит от решаемой оптимизационной задачи. В такой постановке за-
дача поиска минимума (или максимума) целевой функции (28) на выпуклой области
Rt0(q1, . . . , qn) представляет собой стандартную задачу линейного программирова-
ния, решению которой посвящена обширная литература (см., например, [19]).

Заключение

Рассмотрена модель угроз информационной безопасности, описываемая в терми-
нах марковских процессов. Динамика модели представляется последовательностью
сбоев и восстановлений компьютерной системы, происходящих в результате воз-
действия случайных внешних угроз. Получены явные аналитические формулы для
вероятностей состояний системы, обсуждаются их некоторые предельные случаи и
анализируется поведение системы на больших временах. Исследована зависимость
вероятности безопасного состояния системы от вероятностей угроз; в частности,
показано, что эта зависимость качественно различается для четных и нечетных
моментов времени. Также введена важная характеристика модели — время релак-
сации, с помощью которой определяется допустимая область значений параметров
защиты системы и приводится алгоритм ее построения.
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Аннотация. В ходе жизненного цикла информационной системы (ИС) ее реальное поведение
может перестать соответствовать исходной модели системы. Между тем для поддержки системы
очень важно иметь актуальную модель, отражающую текущее поведение системы. Для корректи-
ровки модели можно использовать информацию из журнала событий системы. Журналы собы-
тий процессно-ориентированных информационных систем содержат запись истории исполнения
поддерживаемых процессов в виде более или менее детальных списков событий. Такие журна-
лы, как правило, записываются всеми современным ИС. Эта информация может использоваться
для анализа реального поведения ИС и ее усовершенствования. В работе рассматривается зада-
ча корректировки (исправления) модели процесса на основе информации из журнала событий.
Исходными данными для этой задачи являются первоначальная модель процесса в виде сети Пет-
ри и журнал событий. Результатом корректировки должна быть новая модель процесса, лучше
отображающая реальное поведение ИС, чем исходная модель. Актуальная модель может быть
построена и полностью заново, например, с помощью одного из известных алгоритмов автомати-
ческого синтеза модели процесса по журналу событий. Однако структура исходной модели при
этом может полностью измениться. Полученную модель будет трудно сопоставить с прежней мо-
делью процесса, что затруднит ее понимание и анализ. Поэтому при корректировке модели важно
по возможности сохранить ее прежнюю структуру. Предлагаемый в настоящей работе алгоритм
корректировки модели основан на принципе «разделяй и властвуй». Исходная модель процесса
декомпозируется на фрагменты. Для каждого из фрагментов проверяется, соответствует ли он
актуальному журналу событий. Фрагменты, для которых выявлены несоответствия, заменяются
на заново синтезированные. Новая модель собирается из фрагментов путем слияния переходов.
Проведенные эксперименты показывают, что наш алгоритм корректировки дает хорошие резуль-
таты, если применяется для исправления локальных несоответствий. Работа содержит описание
алгоритма, формальное обоснование его корректности, а также результаты экспериментального
тестирования на искусственных примерах.
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Введение

Журналы событий процессно-ориентированных информационных систем (ИС) со-
держат запись истории исполнения поддерживаемых процессов в виде более или ме-
нее детальных списков событий. Такие журналы, как правило, записываются всеми
современным ИС. Эта информация может использоваться для анализа реального
поведения ИС и ее усовершенствования [3].

В данной работе рассматривается задача корректировки (исправления) моде-
ли процесса на основе информации из журнала событий. Исходными данными для
этой задачи являются (1) модель процесса для корректировки и (2) журнал (лог)
событий. Необходимость в корректировке модели возникает в том случае, когда
разработанная ранее модель процесса уже не соответствует его текущему исполне-
нию. Такая ситуация возникает достаточно часто, так как в ходе жизненного цикла
системы в нее могут вноситься изменения.

Для моделирования процессов могут использоваться различные формализмы.
В данной работе мы рассматриваем модели в виде классических сетей Петри. В
свою очередь, журнал (лог) событий представляется как набор последовательностей
записей о событиях, где запись о событии содержит информацию о выполняемом
действии и включает отметку о времени его выполнения. Результатом корректиров-
ки должна быть новая модель процесса, лучше отображающая реальное поведение
ИС, чем исходная модель.

В литературе описаны различные методы автоматического синтеза моделей про-
цессов на основе журналов событий [6,7,10,20,23,25,27,41,42]. Однако синтез модели
по журналу событий «с нуля» может дать модель, которую трудно сопоставить с
исходной моделью — это затруднит ее понимание и анализ. Поэтому в задаче кор-
ректировки нужно не только исправить несоответствие между моделью и реальным
поведением системы, но и по возможности сохранить прежнюю структуру модели.

Общая идея подхода, применяемого в данной работе, состоит в корректировке
модели по частям. Предлагается сначала декомпозировать исходную модель на
фрагменты, выявить фрагменты, не соответствующие поведению, представленно-
му в логе, и заменить их на новые, исправленные фрагменты. Если изменения в
поведении системы являются локальными, и их не много, то большая часть коррек-
тируемой модели остается неизменной. Общая схема такого подхода и критерии его
применимости были представлены нами в [28].

Данная статья имеет следующую структуру. Общая постановка задачи исправле-
ния моделей процессов и иллюстрирующий пример приводятся в разделе 1. Раздел
3. содержит используемые в работе определения и предварительные сведения. В
разделе 4. описывается базовый алгоритм корректировки модели путем разбиения
ее на фрагменты. Усовершенствованная версия алгоритма представлена в разделе 5.
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Раздел 6. содержит результаты экспериментов по исправлению моделей. Обзор дру-
гих работ по исправлению моделей процессов дан в разделе 2.

1. Исправление моделей процессов

Описание постановки задачи по корректировке модели процесса начнем с мотиви-
рующего примера.

Рис. 1. Пример: обработка запросов на компенсацию затрат (имена переходов: a = Зарегистри-
ровать запрос; b = Проверка билета; c = Рядовая проверка; d = Экстраординарная проверка; e
= Принятие решения; f = Отправка сообщения об отказе; g = Выплата компенсации затрат;
h = Повторное рассмотрение запроса)

Fig. 1. Example: the compensation requests processing (transition labels: a = Register request; b =
Check ticket; c = Examine casually; d = Examine thoroughly; e = Decide; f = Send rejection letter; g

= Pay compensation; h = Re-initiate request)

Рассмотрим модель процесса в виде сети Петри на Рис. 1. Данный пример мо-
дели процесса приводится в [3] и часто используется для иллюстрации методов
синтеза моделей процессов. Сеть Петри на этом рисунке представляет процесс об-
работки запросов на компенсацию затрат в некоторой компании. Такая модель мо-
жет быть, в частности, автоматически синтезирована по следующему логу событий:
[〈a, b, c, d, e, f, g〉 , 〈a, b, d, c, e, f, g〉 , 〈a, b, c, d, e, h, b, d, c, g, f〉]. Этот лог состоит из трех
трасс, каждая из которых есть последовательность событий, представленных име-
нами выполняемых действий. Время выполнения событий используется только для
их упорядочения и может быть опущено.

Предположим, что данный лог событий был дополнен трассой 〈a, c, b, e, f, g〉, ко-
торая не может быть воспроизведена в модели. В этой новой трассе действие «Про-
верка билета» b выполняется после действия «Рядовая проверка» c, что не соответ-
ствует порядку их выполнения в исходной модели на Рис. 1, где любые проверки
выполняются строго после проверки билета. Таким образом, исходная модель не
соответствует реальности, представленной для нас логом событий.

Для того, чтобы получить модель, отражающую реальное исполнение процесса,
можно применить два подхода: заново синтезировать модель по логу событий или
выполнить корректировку имеющейся модели на основании информации о новом
поведении процесса. Второй подход предпочтительней в тех случаях, когда исход-
ная модель имеет определенную ценность, например ясную компактную структуру.
Пример возможного исправления модели показан на Рис. 2. Большая часть графи-
ческой структуры исходной модели осталась прежней. Далее мы представим алго-
ритм, который позволит выполнять подобную корректировку автоматически.
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Рис. 2. Пример: модель после корректировки
Fig. 2. Example: the corrected model

Формулировка задачи исправления модели процесса. Даны сеть Петри
N — это исходная модель процесса, и лог событий L, представляющий текущее
поведение процесса. Нужно построить сеть Петри N r такую, что

– модель N r позволяет выполнить все трассы из L (идеальное соответствие мо-
дели и лога);

– модель N r допускает не «слишком много» исполнений, не представленных в
логе (высокая точность модели);

– модели N и N r имеют похожую графовую структуру (сходство моделей).

2. Обзор работ по теме исследования

Идея исправления моделей процессов на основании использования информации из
логов событий была предложена в [16] и развита в [17], где авторы предлагают спо-
соб повышения степени соответствия (fitness) модели процесса в виде сети потоков
работ (подкласс сетей Петри) логу событий. Для этого все трассы лога событий
разделяются на соответствующие и не соответствующие модели. Трассы, не соот-
ветствующие модели, рассматриваются как специальный вариант исполнения, для
которого строится модель подпроцесса, встраиваемого затем в исходную модель.

Ещё один способ исправления моделей бизнес-процессов, называемый «автома-
тизированной коррекцией ошибок», был предложен в [19]. Авторы используют ме-
тод симуляции отжига для поиска оптимального набора операций исправления, что
позволяет им находить одну или несколько сетей потоков работ, моделирующих
заданный процесс без ошибок. Отметим, что авторы не используют при этом ин-
формации из логов событий.

А. Поливаный и др. предложили в [31] метод исправления моделей процессов,
называемый «impact-driven repair». Метод основан на учете влияния, оказываемого
различными операциями исправления на свойства итоговой модели. Этот метод мо-
жет применяться, когда количество допустимых операций исправления ограничено,
а различные операции имеют неодинаковое влияние на ценность итоговой модели.
В такой постановке задача исправления сети Петри сводится к оптимизационной
задаче. Авторы приводят результаты большого количества экспериментов, произ-
веденных для выбора наиболее эффективного алгоритма.

В [12] предлагается способ усовершенствования хорошо структурированных (well-
structured) моделей процессов на основе специального генетического алгоритма, в
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котором наряду с четырьмя классическими для process mining метриками качества:
соответствие (fitness), точность (precision), обобщенность (generalization), простота
(simplicity) учитывается также и сходство (similarity) синтезируемой модели с ис-
ходной.

Основная идея применения принципа разделяй и властвуй для синтеза моделей
процессов и проверки согласованности модели с логами событий описана в [2, 39].
Практические вопросы применения декомпозиции моделей процессов рассматрива-
ются в [1,38] и других работах. В них исследуется метод эффективного автоматиче-
ского синтеза моделей процессов, использующий разбиение лога событий на части.

В работах [21, 22] рассматривается задача так называемой ре-композиции (re-
composition) и исследуется выбор наиболее подходящего размера фрагмента для
задачи автоматического синтеза модели процесса. Декомпозиция модели процес-
са и лога событий может применяться также для повышения производительности
оценки согласованности модели и лога [29,30,35]. Применение модульных подходов
при решении задач анализа процессов также рассматривалось в некоторых работах,
в частности, в [5, 26,33].

Задача автоматического упрощения модели родственна задаче исправления. Ча-
сти модели, используемые в малом количестве трасс, могут удаляться из модели.
Это упрощает модель при некотором снижении соответствия логу событий. Методы
упрощения модели предложены, например, в [18,32]. В [20] также рассматривается
вопрос упрощения гибкой (fuzzy) модели процесса путём удаления несущественных
частей модели с использованием частотных метрик.

Предлагаемый в данной работе метод отличается от подходов, описанных вы-
ше. В нашем подходе декомпозиция модели используется для последующей заме-
ны некоторых фрагментов. Если расхождения между логом и моделью локальны,
то исправленная модель будет отличаться от исходной только замененными фраг-
ментами. Это особенно важно в случаях, когда исходная модель была построена
экспертом, а потому хорошо воспринимается человеком. Заново синтезированная
модель может быть лишена такого достоинства. Другой особенностью нашего под-
хода является то, что набор действий процесса не изменяется при исправлении. Это
может быть как минусом (если в реальности он изменялся), так и плюсом (не будут
добавлены никакие искусственные действия).

3. Предварительные сведения

В этом разделе приводятся основные определения и понятия, используемые в рабо-
те.

Мультимножества, функции, последовательности. Через N обозначим мно-
жество натуральных чисел с нулем. Пусть S — некоторое множество. Мультимно-
жеством над S называется функция B : S → N, которая сопоставляет каждому эле-
менту из S число его вхождений в B. Через B(S) будем обозначать множество всех
мультимножеств над S. Конечное мультимножество можно задать перечислением
его элементов с указанием их кратности, например, B = [e, e, e, c, d, d] = [e3, c, d2]
обозначает мультимножество, содержащее три экземпляра элемента e, один элемент
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c и два экземпляра элемента d. Обычные операции над множествами распростра-
няются и на мультимножества естественным образом с сохранением стандартной
нотации.

Для функции f :X → Y через dom(f) будем обозначать область ее определения.
Нотация f :X 9 Y используется для частичных функций. Для функции f :X 9 Y
ее проекция на множество Q ⊆ X определяется как функция f�Q:Q 9 Y такая,
что ∀x ∈ Q: f�Q(x) = f(x). Определение проекции распространяется и на мульти-
множества: [e3, c, d2]�{c,d}= [c, d2].

Множество всех конечных последовательностей над множеством X будем обо-
значать через X∗. Для записи последовательностей будем использовать треуголь-
ные скобки: σ = 〈x1, x2, ..., xn〉 — последовательность длины n. Конкатенацию двух
последовательностей σ1 и σ2 будем обозначать как σ1 · σ2, а проекцию последова-
тельности σ на множество Q — как σ�Q.

Модель процесса. В данной работе для моделирования процессов используются
классические сети Петри, а точнее, более узкий класс моделей — сети потоков работ
(WF-сети).

Сеть Петри — это тройка (P, T, F ), где P и T — непересекающиеся множества
позиций и переходов, а F : (P × T ) ∪ (T × P ) → N — функция потока. Через •t =
{p|F (p, t) 6= 0} будем обозначать множество позиций, входных для перехода t ∈ T ,
а через t• = {p|F (t, p) 6= 0} — множество выходных для t позиций.

Помеченная сеть Петри — это четверка (P, T, F, l), где l:T → UA∪{τ} — функция
пометки, ставящая каждому переходу из сети Петри имя действия из некоторого
заранее заданного множества UA. Если l(t) = τ , переход t называют невидимым. В
противном случае переход t называют видимым.

Текущее состояние сети Петри задается разметкой M :P → N. Переход t ∈
T активен в разметке M тогда и только тогда, когда ∀p ∈ P : M(p) ≥ F (p, t).
Активный переход t может сработать, изменив разметку сети на новую M ′(p) =
M(p) − F (p, t) + F (t, p) для каждого p ∈ P . Такое срабатывание перехода будем
обозначать как M t→M ′.

Определение 1. Сеть потоков работ (WF-сеть) — это помеченная сеть
Петри N = (P, T, F, l) с выделенными начальной разметкой Mi и конечной раз-
меткой Mo, в которой
(1) есть ровно одна позиция-исток i ∈ P такая, что •i = ∅ и Mi = [i],
(2) есть ровно одна позиция-исток o ∈ P такая, что o• = ∅ и Mo = [o],
(3) каждая позиция или переход n ∈ P ∪ T лежит на пути из i в o.

На Рис. 1 приводится пример сети потоков работ. Позиции изображаются кру-
гами, переходы — квадратами, а начальная разметка — черным токеном в позиции-
истоке.

Множество всех видимых переходов в сети N будем обозначать через Tv(N ).
Будем говорить, что имя перехода уникально, если оно помечает в сети ровно один
переход. Множество видимых переходов в сети N с уникальными именами будем
обозначать через T u

v (N ). Сеть NU = N 1 ∪ N 2 — это объединение двух сетей потоков
работ, которая строится путем обычного объединения множеств позиций, переходов
и отношения потока: N1∪N2 = (P 1∪P 2, T 1∪T 2, F 1∪F 2, lu), где lu ∈ (T 1∪T 2) 9 UA
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— объединение l1 и l2, dom(lu) = dom(l1)∪dom(l2), а lu(t) = l1(t), если t ∈ dom(l1), и
lu(t) = l2(t), если t ∈ dom(l2) \ dom(l1). В данной работе мы рассматриваем только
модели с уникальными именами переходов.

Лог событий. Множество всех действий процесса обозначим через A ⊆ UA. По-
скольку для построения модели потока работ нам важны только имена действий и
их последовательность, будем считать, что событие в логе — это имя действия, и
далее будем использовать термины события и (имени) действия как синонимы.

Определим трассу σ как конечную последовательность событий из A, то есть
σ ∈ A∗. Конечное мультимножество трасс L будем называть логом событий или
простро логом, L ∈ B(A∗). Например, L = [〈a, b, c, d, e〉3, 〈a, b, a, d, e〉5, 〈a, d, c, b, e〉]
— лог событий с тем же множеством действий, что и модель на Рис. 1. Проек-
ция лога событий L = [σ1, σ2, . . . , σn] на множество действий B — это лог событий
L�B= [σ1 �B , σ2 �B , . . . , σn �B ], где σi �B — проекция трассы σi на B. Такой лог собы-
тий будем называть суб-логом лога L.

Проверка согласованности. При оценке качества модели обычно применяют-
ся четыре критерия: соответствие (fitness), точность (precision), обобщенность
(generalization), простота (simplicity) [3]. Два первых критерия используются для
измерения степени согласованности модели и лога. Мера соответствия определяет,
в какой степени трассы лога могут быть исполнены в модели. Точность определяет,
в какой мере модель может порождать поведение, не представленное в логе. Обоб-
щенность и простота характеризуют качество собственно модели. Обобщенность
определяет меру абстрактности модели, а простота — ее компактность. Обсужде-
ние смысла и значения указанных критериев можно найти, например, в [3, 11].

При исправлении моделей процессов прежде всего важны критерии соответствия
между моделью и логом. Важен также критерий простоты — модель не должна
слишком усложняться после ее корректировки. Помимо этого будет оцениваться
степень различия между исходной и скорректированной моделями.

Пусть N — сеть потоков работ с именами переходов из A, начальной размет-
кой [i] и конечной разметкой [o], а σ — трасса над A. Будем говорить, что трасса
σ = a1, . . . , ak идеально соответствует (perfectly fits) модели N , если существу-
ет последовательность срабатываний переходов сети [i] = m0

t1→ . . .
tk→ mk+1 = [o]

такая, что последовательность действий λ(t1), λ(t2), . . . , λ(tk) после удаления всех
невидимых переходов совпадает с σ. Лог событий L идеально соответствует сети
N , если каждая трасса из L идеально соответствует N . Например, набор трасс
[〈a, b, c, e, f〉, 〈a, b, c, e, h, b, d, e, g〉, 〈a, b, d, e, g〉] идеально соответствует модели, пока-
занной на Рис. 1.

В литературе представлено достаточно большое количество методов проверки
согласованности [4, 8, 9, 13, 15, 29, 30, 40]. В данной работе для оценки соответствия
мы используем методику, основанную на выравниваниях [8]. Выравнивание — это
специальное соответствие между трассой и возможной последовательностью сра-
батываний переходов сети Петри. Пример двух выравниваний показан на Рис. 3.
Верхний ряд каждого выравнивания соответствует трассе из лога событий, тогда
как нижний ряд соответствует исполнению модели. Действию в трассе должен со-
ответствовать переход, помеченный этим действием. Если действию в трассе не
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удается сопоставить соответствующий переход в исполнении сети, то либо в трассе,
либо в исполнении сети добавляется � («пропуск»).

log a b c d e f g
model a b c d e f g

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7

log a � d c b e f g
model a b d c � e f g

t1 t2 t4 t3 t5 t6 t7

Рис. 3. Выравнивания (слева: идеальное соответствие; справа: несоответствие)
Fig. 3. Alignments (left: perfectly fitting; right: unfitting)

Левое выравнивание на Рис. 3 представляет идеальное соответствие. В правом
выравнивании добавлены два пропуска, так как трасса не может быть исполнена
на модели.

Очевидно, что для одной и той же пары трасса — исполнение можно построить
различные выравнивания. Хорошее (оптимальное) выравнивание — это выравни-
вание с минимальным числом пропусков. В [8] рассматриваются способы построе-
ния оптимальных выравниваний, которые используются для оценки соответствия
модели и лога событий.

Автоматический синтез моделей процессов. Для исправления фрагментов
модели, не соответствующих логу, мы применяем методы автоматического синтеза
моделей процессов (process discovery). Достаточно большое число таких алгоритмов
с разными характеристиками были описаны ранее, а именно [6,7,10,20,23–25,41,42]
и другие.

В данной работе используется метод индуктивного синтеза (Inductive Miner)
[24]. Этот алгоритм, запущенный с определенными параметрами (в данной работе
мы используем настройку inductive miner incompleteness), гарантирует идеальное
соответствие получающейся модели. Мы также используем для тестирования наше-
го подхода алгоритм автоматического синтеза, сводящий задачу построения модели
к задаче целочисленного линейного программирования (ILP Miner) [41]. Этот алго-
ритм также гарантирует идеальное соответствие построенной модели логу событий,
если запущен с правильными параметрами.

4. Корректировка моделей процессов с разбиением
на фрагменты

В [28] нами была предложена обобщенная модульная схема исправления моделей
процессов, в которой используется подход разделяй и властвуй. Исправление моде-
ли процесса делится на несколько шагов: (1) декомпозиция, (2) выбор, (3) починка,
(4) композиция, (5) оценка. В данной работе мы описываем конкретную реализацию
этой схемы, определяемую следующим образом.

Пусть UA — множество действий процесса, а UN — множество всех помеченных
сетей потоков работ, пометки на переходах которых из UA.

Определим алгоритм исправления как процедуру, получающую на вход лог
событий L ∈ B(U∗A) и помеченную сеть потоков работ N ∈ UN , и выдающую в каче-
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стве результата своей работы сеть Петри N r = ModularRepair(L,N ), которая иде-
ально соответствует логу L, т.е. fitness(L,N r) = 1.

В качестве процедурных параметров схемы починки используются:

• eval ∈ (B(U∗A)×UN )→ [0; 1] — функция оценки, основанная на использовании
выравниваний [8],

• repair ∈ B(U∗A)×UN )→ UN — индуктивный алгоритм автоматического синтеза
модели процесса [24], либо алгоритм, основанный на решении задачи линей-
ного программирования [41],

• split ∈ UN → P(UN ) — алгоритм максимальной декомпозиции, описанный
в [28],

• а compose ∈ P(UN ) → UN — парный ему алгоритм композиции, объединяю-
щий фрагменты сети путем склейки через граничные переходы с одинаковыми
пометками.

Неформально алгоритм исправления можно описать следующим образом. Ис-
ходная модель декомпозируется на несколько фрагментов. Для каждого фрагмента
с помощью проекции получается соответствующий ему суб-лог событий. Каждая
пара (подсеть; суб-лог) оценивается с точки зрения соответствия друг другу. Фраг-
менты, для которых уровень соответствия недостаточен, заменяются с использова-
нием алгоритма автоматического синтеза модели процесса. Результирующая модель
получается путём объединения фрагментов по граничным переходам.

В работе [28] описан алгоритм, строящий т. н. «максимальную» декомпозицию,
предложенную в [2]. Максимальная декомпозиция предназначена для разбиения се-
ти на подсети следующим образом. Все узлы фрагмента делятся на граничные и
внутренние. Внутренними узлами могут быть позиции, невидимые переходы, а так-
же переходы, имеющие в исходной сети одинаковые пометки. Граничными узлами
могут быть только видимые переходы с уникальными (в исходной сети) пометками.
Максимальной является такая декомпозиция, в которой для каждого из фрагментов
выполняется следующее правило. Внутренний узел фрагмента может быть связан
дугами либо с граничными узлами фрагмента, либо с аналогичным внутренним уз-
лом, тогда как граничный узел может быть связан только с внутренними узлами
одного фрагмента. Все видимые переходы с уникальными (в исходной сети) помет-
ками делятся пополам между двумя или более фрагментами (по ним происходит
разбиение). Начальная разметка сети разбивается очевидным образом. Позиция-
исток попадает ровно в один из фрагментов разбиения вместе с содержащимся в
ней токеном. Максимально декомпозированная сеть может быть собрана (компо-
зирована) путём слияния граничных переходов с одинаковыми именами из разных
фрагментов. На Рис. 5 показана максимальная декомпозиция модели, изображен-
ной на Рис. 1.

Самое важное свойство максимальной декомпозиции состоит в том, что это ва-
лидная декомпозиция (valid decomposition). Валидная декомпозиция для сетей Пет-
ри определяется в работе [2]. Мы используем версию определения для сетей потоков
работ.
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Определение 2. Пусть N ∈ UN — сеть потоков работ с функцией пометки l.
Будем называть D = {N 1,N 2, . . . ,N n} ⊆ UN её валидной декомпозицией, если

• N i = (P i, T i, F i, li) — помеченные сети Петри для каждого 1 ≤ i ≤ n,

• li = l�T i для каждого 1 ≤ i ≤ n,

• P i ∩ P j = ∅ для 1 ≤ i < j ≤ n,

• T i ∩ T j ⊆ T u
v (N ) для 1 ≤ i < j ≤ n, a

• N =
⋃

1≤i≤n N i.

Множество всех валидных декомпозиций сети N будем обозначать D(N ).

Заметим, что максимальная декомпозиция единственна для сети. Более того,
можно показать, что это валидная декомпозиция с минимально возможным разме-
ром фрагментов (т.е. разбиение максимально).

В [2] показано, что процедура проверки соответствия (fitness checking) может
быть декомпозирована с использованием любой валидной декомпозиции. Базируясь
на этих результатах, мы сформулировали в [28] условия, при которых модульная
схема исправления модели процесса обеспечивает идеальное соответствие исправ-
ленной модели логу событий.

Утверждение 1. Модульная схема исправления ModularRepair обеспечивает иде-
альное соответствие, если

1. split — функция валидной декомпозиции;

2. repair — идеальная функция автоматического синтеза модели, т. е. такая
функция, которая для любого лога событий возвращает идеально соответ-
ствующую ему сеть Петри;

3. compose — функция композиции фрагментов, в которой используется про-
стое слияние переходов с одинаковыми именами.

Доказательство данного утверждения содержится в [28]. Заметим, что алгоритм
исправления полностью удовлетворяет условиям (1), (2) и (3). Действительно,
(1) используется максимальная декомпозиция, являющаяся валидной,
(2) используются алгоритмы автоматического синтеза, которые гарантируют иде-
альное соответствие конструируемой модели,
(3) для объединения подсетей используется простое слияние переходов.

Рассмотрим пример применения данного алгоритма. Допустим, некоторый лог
событий содержит трассы 〈a, d, b, e, f〉 и 〈a, b, c, e, g〉, а трасс, в которых b предше-
ствует d, в логе нет. Таким образом, d всегда предшествует b, если оба события есть
в логе. Такой лог не соответствует модели, показанной на Рис. 1, в которой переход
с именем b срабатывает строго раньше переходов с именами c и d.

В результате применения нашего модульного подхода будет получена модель,
показанная на Рис. 4. Данная модель идеально соответствует логу, состоящему из
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трасс 〈a, d, b, e, f〉 и 〈a, b, c, e, g〉. Результирующая модель уже не является сетью по-
токов работ, так как содержит дополнительные позиции s-start и s-end, добавлен-
ные алгоритмом автоматического синтеза при замене исправляемого фрагмента.
Заметим, что такая модель может быть трансформирована в эквивалентную сеть
потоков работ путём добавления искусственных начальной (конечной) позиций, со-
единенных с позициями source и s-start (sink и s-end) через невидимые переходы.

sourcesource c1c1

a
t1
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t1 c3c3

e
t5

e
t5 c4c4
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h
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s-ends-endτ 
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Рис. 4. Исправленная модель
Fig. 4. The repaired model

Позиции s-start и s-end существенным образом ограничивают поведение исправ-
ленной модели. В частности, формируется блокировка (deadlock), не позволяющая
исполнять цикл через переход t8 более одного раза. Впрочем, это не противоречит
логу событий, по которому исправлялась модель, но, тем не менее, может понизить
её ценность. Для решения данной проблемы мы удаляем позиции s-start и s-end
как излишние. Данная операция не изменяет характеристики соответствия модели
и лога событий, но сильно увеличивает количество возможных исполнений модели.
Действительно, переходы t4 и ts1 теперь могут на любом шаге добавить токен в
позиции s2 и c3, а переход ts2 может удалить токен из позиции s3. Таким образом,
существенно понижается точность исправленной сети Петри по отношению к логу
событий.

Для того, чтобы справиться с данным недостатком, мы предлагаем усовершен-
ствовать наивный алгоритм. В следующем разделе будет описано предлагаемое усо-
вершенствование.

5. Усовершенствованный алгоритм исправления
модели процесса

Рассмотрим подробнее построение модели для исправляемого фрагмента. Первым
делом к исходной модели, показанной на Рис. 1, применяется максимальная деком-
позиция, в результате чего получаются шесть фрагментов (см. Рис. 5).

Затем подсчитывается соответствие каждого фрагмента и соответствующего фраг-
мента лога событий. Оказывается, что ровно один фрагмент SN3 не соответствует
своему суб-логу. Данный фрагмент заменяется на модель, синтезированную с при-
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Рис. 5. Максимальная декомпозиция модели, изображенной на Рис. 1
Fig. 5. A maximal decomposition for the model shown in Fig. 1

менением индуктивного алгоритма (см. Рис. 6). Затем все фрагменты композиру-
ются в итоговую исправленную модель (см. Рис. 4).
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Рис. 6. Замена фрагмента SN3 (индуктивный алгоритм)
Fig. 6. The replacement of SN3 fragment (inductive miner)

При пристальном рассмотрении примера становится понятно, что в ходе проце-
дуры исправления велась работа в том числе и с граничными переходами исправля-
емого фрагмента, по которым были разделены фрагменты. В результате причинно-
следственные связи на границах фрагмента могут нарушаться, что снижает точ-
ность итоговой модели.

В качестве решения данной проблемы мы предлагаем увеличивать исправляе-
мый фрагмент. Такое увеличение должно происходить по определенному правилу. К
каждому фрагменту, требующему замены, предлагается присоединять все соседние
фрагменты, идеально соответствующие своим суб-логам. В результате такого при-
соединения гарантируется, что внешняя граница изменяемого фрагмента не будет
меняться при синтезе сети для замены фрагмента.

Действительно, пусть имеется последовательность срабатываний переходов в се-
ти потоков работ, проходящая через большой фрагмент mi

t0→ . . .
tn−1→ mn

tn→ . . .
tn+k→

mn+k+1
tn+k+1→ . . .

tn+k+l→ mo, где tn, tn+1, . . . , tn+k−1, tn+k — переходы, принадлежащие
фрагменту, причем tn и tn+k — граничные для большого фрагмента, а остальные
tn+1, . . . , tn+k−1 — внутренние. Так как к заменяемому фрагменту были присоеди-
нены все соседние фрагменты, то переходы tn и tn+k в первоначальном разбиении
гарантированно принадлежали одному из соседних фрагментов с идеальным со-
ответствием логу. Таким образом, фрагменты последовательности срабатываний
. . .

tn−1→ mn
tn→ . . . и . . .

tn+k→ mn+k+1
tn+k+1→ . . . также соответствуют логу и не изменят-

ся, если применяемый алгоритм автоматического синтеза гарантирует идеальное
соответствие конструируемой модели.
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Рис. 7 демонстрирует пример присоединения соседей к фрагменту SN3 из рас-
сматриваемого нами примера. С этим фрагментом в декомпозиции граничат только
фрагменты SN2 и SN4, которые и объединяются с ним.
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Рис. 7. Присоединение соседей к фрагменту
Fig. 7. Neighbours are connected to the fragment

Определение 3. Пусть N i ∈ DN — это фрагмент декомпозиции D сети потоков
работ N . Соседними фрагментами для D будем называть фрагменты, в которых
имеются переходы, общие с D. Множество соседей для фрагмента N i определим
так N (N i) = {N j | N j ∈ DN ∧ Ti ∩ Tj 6= ∅}.

Укрупненный фрагмент для фрагмента N i, к которому присоединены все сосед-
ние фрагменты, может быть определен так W(N i) = N i ∪N (N i).

Определим процедуру укрупнения фрагментов для случая, когда в декомпози-
ции модели больше одного фрагмента, который требуется заменять при исправле-
нии.

Определение 4. Пусть D — декомпозиция сети потоков работ N , и пусть D =
Db∪Dc, где Db — множество фрагментов сети, не соответствующих своим суб-
логам, а Dc — множество остальных фрагментов. Очевидно, что Db ∩ Dc = ∅.
Процедура укрупнения фрагментов состоит из следующих шагов:

1. Каждой фрагмент из Db объединяется со своими соседями ∀N k ∈ Db : Di
w =

W(N k), Di
n = N (N k); Множество всех укрупненных фрагментов обозначим

Dw =
⋃
i

Di
w, а множество всех фрагментов, затронутых процедурой, обозна-

чим Dn =
⋃
i

Di
n; заметим, что множества соседей для каждого фрагмента

могут пересекаться;

2. Все фрагменты, затронутые процедурой, удаляются из исходной декомпози-
ции Dr = Dc \Dn;

3. Собирается новая декомпозиция, содержащая б ольшие фрагменты: Dw
N =

Dw ∪Dr.
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Можно показать, что после применения процедуры укрупнения фрагментов по-
лучается валидная декомпозиция.

Утверждение 2. Пусть DN = {N 1 , . . . ,N n} ∈ D(N ) — любая валидная деком-
позиция сети N . Пусть Dw

N — укрупненная декомпозиция, в которой объединены
два фрагмента, то есть ∃i, j такие, что 1 ≤ i < j ≤ n и Dw

N = {N i ∪N j} ∪DN \
{N i, N j}. Тогда Dw

N — валидная декомпозиция, т. е. Dw
N ∈ D(N ).

Доказательство. Необходимо показать, что для Dw
N = {N 1

w , . . . ,N
n−1
w } выполня-

ются все пять свойств валидной декомпозиции.
(1) Все подсети N 1 , . . . ,N n являются помеченными сетями Петри, N i ∪ N j —

также помеченная сеть Петри по определению операции объединения сетей. Один
фрагмент итоговой декомпозиции получается объединением, т. е. ∃k такое, что 1 ≤
k ≤ n− 1 и N k

w = N i∪N j. Остальные фрагменты не изменяются, т.е. ∀f такого, что
1 ≤ f ≤ n− 1 и f 6= k: ∃h такое, что 1 ≤ h ≤ n и N f

w = Nh.
(2) Для всех подсетей, кроме двух объединяемых, ничего не меняется. При объ-

единении подсетей N i и N j по определению dom(lN
i∪Nj

) = dom(li) ∪ dom(lj), а
lN

i∪Nj
(t) = li(t), если t ∈ dom(li), и lN

i∪Nj
(t) = lj(t), если t ∈ dom(lj) \ dom(li).

Так что lk = l�Tk
w
для каждого 1 ≤ k ≤ n− 1.

(3) Каждая позиция остается в своем фрагменте P k ∩ P f = ∅ для 1 ≤ k < f ≤
n− 1, так как в исходной декомпозиции каждая позиция находилась ровно в одном
фрагменте, а множество позиций объединяемых фрагментов — P i ∪ P j, i < j.

(4) На границах фрагментов остаются только видимые переходы с уникальными
именами. Действительно, при объединении набор граничных переходов уменьшает-
ся,
{
t | t ∈ T k

w ∩ T f
w , 1 ≤ k < f ≤ n− 1

}
⊂
{
t | t ∈ T h ∩ T g, 1 ≤ h < g ≤ n

}
⊆ T u

v (N ).
(5) N =

⋃
1≤h≤n N

h =
⋃

1≤h<i N
h∪
⋃

i<h<j N
h∪
⋃

j<h≤nN
h∪N i∪N j =

⋃
1≤f<k N

f
w ∪⋃

k<f≤n−1 N
f
w∪N k

w , что следует из того, каким образом объединялись фрагменты.

Мы показали, что объединение двух фрагментов не портит валидности декомпо-
зиции. Очевидно, что объединение любого количества фрагментов сводится к после-
довательному объединению пар фрагментов, причем на каждом шаге валидность
получающейся декомпозиции сохраняется. В ходе процедуры укрупнения фрагмен-
тов выполняется только объединение некоторых фрагментов. Следовательно, де-
композиция, конструируемая процедурой укрупнения фрагментов, валидна.

Таким образом, базовый (наивный) алгоритм исправления может быть усовер-
шенствован путем добавления одного промежуточного шага. После декомпозиции
исходной модели и выявления фрагментов, которые подлежат замене, выполняет-
ся процедура построения оберток. В результате получается новая декомпозиция,
содержащая более крупные фрагменты. Замена фрагментов с использованием ал-
горитма автоматического синтеза выполняется для этой модифицированной деком-
позиции. Такой алгоритм будем называть усовершенствованным алгоритмом
исправления.

Рассмотрим пример работы усовершенствованного алгоритма. Допустим, что
необходимо привести модель, показанную на Рис. 1, в идеальное соответствие логу
событий, состоящему из таких трасс: 〈a, d, b, e, f〉, 〈a, b, c, e, g〉, 〈a, b, c, e, h, d, b, e, g〉,
〈a, c, b, e, f〉. Необходимо заменить фрагмент SN3 из максимальной декомпозиции,
показанной на Рис. 6. Процедура присоединения соседей к данному фрагменту по-
казана на Рис. 7. Затем с помощью простого проецирования получается суб-лог,
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Рис. 8. Замена укрупненного фрагмента W(SN3) (индуктивный алгоритм)
Fig. 8. The replacement of enlarged fragment W(SN3) (inductive miner)

соответствующий укрупненному фрагменту: 〈a, d, b, e〉, 〈a, b, c, e〉, 〈a, b, c, e, h, d, b, e〉,
〈a, c, b, e〉. Для полученного суб-лога с помощью индуктивного алгоритма автомати-
чески строится модель (см. Рис. 8).
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Рис. 9. Исправленная модель (усовершенствованный подход)
Fig. 9. The repaired model (improved approach)

В результате объединения всех фрагментов получается модель, показанная на
Рис. 9. Нетрудно проверить, что эта модель идеально соответствует логу событий,
который использовался при исправлении. Более того, она точнее отражает лог со-
бытий, чем модель, которая могла бы быть получена без укрупнения фрагментов.

Заметим, что позиции s-start и s-end, добавленные индуктивным алгоритмом
автоматического синтеза модели, также могут быть удалены из модели. Более того,
отметим, что весь фрагмент, состоящий из позиций c8, s-end и невидимого перехода
ts5 был добавлен во фрагмент при исправлении только по той причине, что цикл
через переход t8 оказался разорван между несколькими фрагментами.

6. Экспериментальное тестирование
Описанный подход был протестирован не некотором количестве искусственных при-
меров. Тестовая установка была реализована в виде расширения для среды ProM 6
Framework [37]. Программная архитектура этого расширения и другие детали реа-
лизации описаны нами в [34].

С использованием генератора тестовых логов событий Gena [36] автоматически
подготовлены идеально соответствующие логи для тестовых сетей потоков работ.
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Таблица 1. Некоторые экспериментальные результаты (Соотв. — соответствие, Точн. — точ-
ность, Сходство — сходство моделей, измеренное с помощью расширения Calculate Graph Edit
Distance Similarity для среды ProM [21], N-f — количество фрагментов в декомпозиции, N-bf
— количество замененных фрагментов, Размер — количество узлов в сети, Изм. — количество
узлов, затронутых изменениями, Время — время работы программы в миллисекундах, тестовая
конфигурация: Intel Core i7-3630QM, 2.40 ГГц, 4 Гб RAM, Windows 7 x64)

Table 1. Some experimental results (Similarity is measured with ProM plug-in Calculate Graph Edit
Distance Similarity [21], N-f — the number of fragments in decomposition, N-bf — the number of
replaced fragments, Size — the number of nodes in the model, Ch. — the number of nodes in changed
fragments, Time — the working time in Milliseconds, test configuration: Intel Core i7-3630QM,
2.40 GHz, 4 Gb RAM, Windows 7 x64)

Затем исходные тестовые модели были немного изменены так, чтобы испортить иде-
альное соответствие соответствующим логам. Алгоритм исправления тестировался
на этих примерах. Некоторые результаты приводятся в Таблице 1.

Модели SM1 и LM2 — две тестовые сети потоков работ, состоящие из 40 и 133 уз-
лов соответственно — внесены изменения. В каждом случае переставлены одна или
больше пар переходов в исходной сети. Таким образом получены модели -BL1 и т. д.
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Отметим, что в модели специально вносились не слишком существенные изменения,
ведь именно для таких случаев и предназначается описываемых подход.

Таблица 1 содержит результаты исправления модели процесса тремя основными
способами: синтез новой модели по логу (без использования информации об ис-
ходной модели), наивный и улучшенный методы корректировки. Каждый способ
опробован для двух алгоритмов автоматического синтеза модели, гарантирующих,
что результирующая модель сможет исполнять все трассы из лога — индуктивно-
го Ind и использующего целочисленное линейное программирование ILP. Обратим
внимание, что плагин оценки сходства моделей не всегда может успешно справиться
с задачей, по причине высокой ресурсоемкости. Имеющееся количество оперативной
памяти (4 Гб) в некоторых случаях недостаточно.

Заметим, что результаты, содержащиеся в Таблице 1, получены с использовани-
ем процедуры удаления начальной и конечной позиции для заменяемых фрагмен-
тов, описанной в разделе 4.

В данной работе подробно разбиралось исправление нашим методом модели
небольшого размера, изображенной на Рис. 1. Это удобно для иллюстративных
соображений, но заменяемый фрагмент в таком случае включает большую часть
модели. Заметим, что эффективность предлагаемого метода тем выше, чем мень-
ший фрагмент от исходной модели изменяется. Рис. 10 демонстрирует результат
работы подхода тестовой модели (LM2-BL3). Затронутый процедурой фрагмент вы-
делен цветом. Модель, автоматически синтезированная индуктивным алгоритмом
по логу событий, показана на Рис. 11.

Рис. 10. Исправленная модель LM2-BL3 (усовершенствованный подход)
Fig. 10. The repaired model LM2-BL3 (improved approach)

Для всех демонстрационных примеров, результаты работы с которыми пред-
ставлены в Таблице 1, наш алгоритм демонстрирует ожидаемые результаты. Соот-
ветствие исправленных моделей логу улучшается до идеального во всех примерах.
Точность модели падает при исправлении наивным способом. Более того, в неко-
торых случаях поведение модели получается настолько разнообразным, что име-
ющихся 4Гб оперативной памяти недостаточно для успешной работы реализации
алгоритма подсчета точности модели. При применении усовершенствованного спо-
соба в рассмотренных случаях достигается точность исходной модели.

Изменяемый фрагмент для всех примеров составил небольшую часть модели.
В частности, для самого масштабного из представленных примеров, изменялись 2
фрагмента из 63, содержащие вместе 21 переход и позицию из 133 имеющихся в
модели.

Отметим, что для рассматриваемых примеров исправление с использованием ал-
горитма ILP выполняется существенно быстрее, чем построение полностью новой
модели даже с учетом затрат времени на декомпозицию и дополнительную провер-
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Рис. 11. Новая модель, синтезированная индуктивным алгоритмом по логу событий для модели
LM2

Fig. 11. The new model discovered using inductive miner from the event log of LM2 model

ку соответствия. Это ожидаемый результат для такого рода плохо масштабируемых
алгоритмов. При использовании индуктивного алгоритма, устроенного иначе, ис-
правление ожидаемо выполняется дольше. Впрочем, оптимизация эффективности
не была целью данной работы.

Заметим, что конкретные настройки используемых алгоритмов автоматическо-
го синтеза и проверки соответствия модели и лога могут изменить вид получаемой
модели. Например, алгоритм проверки соответствия, основанный на выравнивани-
ях, позволяет задавать различную цену штрафа за разные виды несоответствий.
Таким образом, некоторые из несоответствий можно игнорировать, если настроить
алгоритм соответствующим образом.

Описанный в работе метод корректировки модели не является универсальным.
В частности, открытым остается вопрос об исправлении моделей с нелокальными
изменениями. При существенном изменении модели автоматический синтез новой
модели на основании лога может быть более полезен, чем применение того или иного
алгоритма исправления. Как и для поношенной одежды, заплатки работают только
до определенного момента.

Заключение
В данной работе предлагается метод исправления (корректировки) модели процес-
са, использующий информацию из журнала событий. Метод использует принцип
«разделяй и властвуй» для того, чтобы поделить модель на фрагменты с ясными
границами. Фрагменты, которые не соответствуют данному журналу событий, за-
меняются новыми, построенными с помощью алгоритма автоматического синтеза.
Затем собирается итоговая исправленная модель, которая имеет сходство с исход-
ной, но соответствует журналу событий.
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Кроме формального обоснования корректности метода, работа содержит резуль-
таты тестирования метода на нескольких искусственных примерах. Результаты те-
стирования демонстрируют применимость метода. Особенно полезным он может
быть в случаях, когда исходная модель была разработана экспертом и, в результа-
те, легко воспринимается человеком. Применение алгоритма автоматического син-
теза может привести к построению корректной, но плохо воспринимаемой модели.
Предлагаемый метод исправления меняет только часть модели, в результате чего
читаемость сохраняется.

Тем не менее, предложенный метод не является универсальным. Метод хорошо
зарекомендовал себя в случае, когда несоответствия локальны, то есть, расхожде-
ния с логом могут быть устранены путем замены отдельных фрагментов. В на-
стоящее время авторы работают над усовершенствованным методом исправления,
который бы позволял подстраивать размер фрагмента разбиения под конкретное
несоответствие. Однако не стоит забывать, что если поведение системы изменилось
кардинально, то может быть проще построить модель системы полностью заново.

Данная работа продолжает и конкретизирует работу [28], в которой описана об-
щая модульная схема исправления моделей процессов, а именно, представлена одна
из возможных реализаций такой схемы. В будущем планируется рассмотреть другие
возможные реализации общей схемы на основе других способов декомпозиции мо-
дели процесса. В [17] описан метод исправления процессов, позволяющий добавлять
в новую модель действия, которые не встречались в исходной модели. Мы планиру-
ем исследовать возможности комбинации этого метода с методом, предложенным в
данной статье.
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[29] Muñoz-Gama J., “Conformance Checking and Diagnosis in Process Mining — Comparing
Observed and Modeled Processes”, LNBIP, 270 (2016).



Мицюк А.А., Ломазова И.А., ван дер Аалст В.М.П.
Использование журналов событий для локальной корректировки моделей процессов 479
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analysis. It is important to keep the initial structure of the model as much as possible. In this paper,
we propose a method for process model correction based on the principle of “divide and conquer”. The
initial model is decomposed in several fragments. For each fragment its conformance to the event log
is checked. Fragments which do not match the log are replaced by newly synthesized ones. The new
model is then assembled from the fragments via transition fusion. The experiments demonstrate that
our correction algorithm gives good results when it is used for correcting local discrepancies. The paper
presents the description of the algorithm, the formal justification for its correctness, as well as the results
of experimental testing by some artificial examples.
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Introduction
One of the most important aspects of educating a Computer Science specialist is teaching
them how to analyze computational complexity of algorithms. This enables them to
choose the algorithm that is most appropriate for a certain set of conditions and predict
the time necessary for the program execution. Success in this aspect requires a lot
of individual learning. However, a large amount of individual assignments forces the
professor to spend a lot of personal time. A possible solution for this problem is a certain
set of computer programs that allows to manage individual learning for each student,
which is also known as automated teaching system. Remote education is an alternative
education method that does not require the student’s personal contact with his professor.
Ability to study in comfortable hours and places provides current popularity growth of
various remote education methods.
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1. Approaches to designing an automated teaching
system

Existing automated teaching systems are fine for teaching areas of knowledge focused
on definitions and shallow connections between them. But algorithm analysis requires
development of logical-mathematical thinking; there is, therefore, a need for smart tea-
ching systems that are focused on development of this kind of thinking and acquiring
erudition and skills in a complex area of knowledge [1].

There is a large amount of program systems called teaching ones (e.g., Moodle,
Claroline, Dokeos, ATutor), but most of them do not support full cycles of teaching
(methods), because they are just applications that provide access to texts, allow to take
part in some tests and check up whether the user has passed those tests [2]. A more
advanced solution is to use various techniques that modify the system behavior towards
each user depending on their individual traits. Adaptive teaching systems (ATS), whose
primary paradigm is adapting to every user, is a suggested solution to this issue. Adaptive
technologies for teaching is a relatively recent development but they have already become
popular with teaching systems developers. The following techniques are the base adaptive
teaching paradigm:

• building the course teaching sequence;

• smart analysis of user’s solutions;

• interactive support during problem solving;

• problem solving support using examples;

• adaptive support for navigation;

• adaptive presentation;

• adaptive support for users collaboration.

Applying these techniques secures the system flexibility in interacting with its users
and in presenting the material for studying. An addition to the concept of adaptive
teaching systems is the following proposition:

Proposition 1. Learning can be reduced to an aggregate of following pieces:

• the information for studying;

• control events that allow to check knowledge of that information;

• a method for assessing the quality of knowledge;

• the following management, the most important and complex component that makes
the system actually teaching.
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Therefore, we have to provide answers for the following questions: how to perform par-
titioning, how to check up knowledge and how flexible should the system be in interaction
with its users.

Adaptive teaching method aligns well with these postulates about the learning process:

• any information that is too hard to understand can be divided to a sequence of such
smaller chunks so that each chunk can be understood when all previous chunks are
understood too;

• any chunk of information has a certain finite amount of such tests so that if the
student has successfully passed all of them then it is fairly certain that they have
absorbed the chunk.

Therefore, it is possible to partition both information that has to be taught and
control tests in such sections so that each section is a couple of a chunk of information
and a set of control tests related to this chunk.

The whole information in “Computational Complexity of Algorithms” course of study
can be divided into two large categories. The first category includes sections on basic
theoretical knowledge and definition of algorithm, computational complexity and asymp-
totic estimation of complexity. The main goal of these sections is development and
training student’s memory using memorization techniques. Tests are the most common
control method for these sections.

However, the course of study also covers teaching of informal usage of mathematical
apparatus and this presents additional difficulties. Those are technical difficulties related
to formula input and transformation and to insufficient level of logical thinking of the
student who has to reach some result by building a transformation sequence. So, the
second section is focused on mathematical methods for estimating algorithm
computational complexity and logical-mathematical thinking development.

The following traits distinguish the second category from the first one:

1. Tests cannot be the only control method because they cannot test students’ ability
to apply various mathematical transformations;

2. The system has to teach the student to combine single transformations into a
directed process by building a sequence of previously learned transformations;

3. The system has to be able to control students’ ability to connect multiple processes
when solving the final problem on estimating algorithm computational complexity.

One of the tools used in the control events of sections from the second category is the
algorithm for verifying symbol transformations.

The most important component of the system is the one that carries out the
information and control events interaction. It determines the volume of information for
a single session, set and amount of control events and other parameters of the system. It
is this component that adds flexibility to the system and distinguishes adaptive teaching
system from the basic ones. The next few paragraphs describe a suggested use case
scenario of the system and the user interaction.

The user logs in into the system and sees a list of the course sections that may be
available or unavailable depending on the user’s progress in the course. The user has
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to pass the sections sequentially (a principle of linear learning). After the user enters a
section they have chosen they see the information it contains. Then the control event
starts. To pass it the user has to complete a certain amount of multiple choice tests
defined for each section. The number of answers for each question is determined by the
developers of the specific tasks. That is why this number may be different for different
questions and their choice depends on the program itself. The presented answers may
contain either only correct answers or only incorrect ones or both.

The user has to tick all the correct answers missing incorrect ones. If the user has not
chosen all the correct answers or has chosen some of the incorrect ones, the system will
display a warning text (“Not all correct answers are selected”, “Some selected answers are
incorrect” or a combination of both) and a chunk of material related to the question. Now
the user has an opportunity to fix the answer. If the answer is incorrect again, the system
removes this question and adds two new questions. So, the amount of questions required
to complete the section may increase. If this amount grows too much, the current session
ends. If this happens too many times in a row, the system temporarily disables the user’s
account, which means a visit to the professor.

If the user has a lot of penalty questions but has a long streak of correct answers, the
system begins to remove them according to some progression. Such an approach makes
the user study the section information carefully. Thus, it impacts both the control events
and the learning process. The user can move on to the next section only after completing
all the questions in the current section.

However, there are some sections whose information relies on that from the previous
ones, hence it is impossible for the students to absorb it unless they have mastered the
previous material. Such sections require to additionally control the level of knowledge of
information from previous sections. In this case it could be enough to answer only one
control question.

2. Computational complexity of algorithms
and techniques for its estimation

This section deals with the subject area closely related to the material above. It starts
with the definition of algorithm computational complexity. Generally, it is the time
(amount of steps) necessary for the algorithm to finish; it usually depends on some
input parameters. Despite that in some cases also require memory usage analysis, this
section considers only time-wise complexity.

The O-notation is a common tool that allows to estimate the amount of steps
T (n),where n is an input parameter, growth speed estimation: T (n) = O(f(n)). This
expression means that the upper bound of the T (n) growth can be expressed through
f(n), i.e.:

∃C > 0, n0 ∀n ≥ n0 : T (n) ≤ C · f(n),

while Ω-notation: T (n) = Ω(g(n)) expresses the lower bound of the T (n) growth through
g(n), i.e:

∃C > 0, n0 ∀n ≥ n0 : T (n) ≥ C · g(n).
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These bounds may be both too high and too low. E.g., for T (n) = n2 − n + 3
estimations T (n) = Ω(n), T (n) = O(n3) are correspondingly too low and too high. So,
the most accurate bounds estimations are done using the Θ-notation [2]: T (n) = Θ(f(n))
that expresses both the upper and the lower bounds with the same f(n) function, i.e.:

∃C1 > 0, C2 > 0, n0 ∀n ≥ n0 : C1 · f(n) ≤ T (n) ≤ C2 · f(n).

Note: for the example above, T (n) = Θ(n2).
It is very important to choose a proper set of f(n) functions used in computational

complexity estimation. The following set of functions is commonly accepted in the theory
of algorithm complexity:

log n, nm/k, 2n,

where n is an algorithm parameter, which is usually an integer, and m, k are some
arbitrary integer constants. Any possible superposition of these functions is also a valid
estimation of algorithm complexity. E.g.,

log log n, log1/2 n, n3/2, nlogn, 22n .

If the algorithm has several input parameters, then the Θ-notation is defined via the
superposition of functions of each parameter, e.g. T (n,m, k) = Θ(2nm log k).

The next several paragraphs describe the method for estimating the bounds of algorithm
computational complexity. Its goal is to get Θ-notation expressed bounds if possible,
or O-notation and Ω-notation ones. Since this estimation is strongly related to loop
complexity estimation, it makes sense to describe the estimation process for a single
loop.

The basis for algorithm complexity estimation is a symbol scroll table that helps
defining the complexity by the amount of loop executions. Each variable of the algorithm
has a corresponding column in the table. The table also contains several special columns:

• for each loop there is a column with the index of this loop and a symbol for the
last time when the loop is executed;

• column loop condition that shows symbol condition of the loop. It has comment last
for the loop last execution condition and comment exit for the loop exit condition.

These conditions use the symbol value of the loop index for its last execution. These
conditions provide two estimations for the loop execution amount defined by a symbol:
the upper and the lower bounds. The analysis of these estimations allows to determine
algorithm computational complexity if condition expressions are not too complex. Most
of the time [2] the upper and the lower bounds differ only by a constant factor; therefore,
the estimation for the algorithm runtime growth is a theta-estimation T (n) = Θ(f(n)).
Analyze the following example 1 of an algorithm with a single loop:

void f 1 (unsigned long n) {
f loat x = n ;
while ( x > 2)

x = sq r t ( x ) ;
}
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It is possible to build an algorithm symbol scroll table by including a single column
for the loop index, a single column for the single variable and the column for the loop
condition. Note that p in the i column means the index of the loop last execution.

Table 1. Symbol scroll table for the Example 1

i x loop condition
n

1 n1/2 n > 2

2 n(1/2)2 n1/2 > 2

3 n(1/2)3 n(1/2)2 > 2
. . . . . . . . .

i n(1/2)i n(1/2)i−1
> 2

. . . . . . . . .

p n(1/2)p n(1/2)p−1
> 2 last

p+ 1 n(1/2)p 6> 2 exit

Analysis of the loop last execution provides inequality n(1/2)p−1
> 2, which is

transformed into log2 n > 2p−1 and then into p < log2 log2 n+ 1. The loop exit condition
n(1/2)p ≤ 2 is transformed into p ≥ log2 log2 n and, since p defines the algorithm computa-
tional complexity, the result is

Tf1(n) = Θ(log log n).

If there are several loops which are not nested and not dependent (variables affected
in one loop do not affect the other loops), then it is sufficient to estimate the algorithm
complexity as the maximum of its loops complexities.

If there are loops that are nested but not dependent (amount of executions for the
inner loop is not dependent on the amount of executions for the outer loop), then the
product of both loops complexities equals to the algorithm complexity. E.g., if the outer
loop A complexity is TA(nA) = Θ(f(nA)) and the inner loop B complexity is TB(nB) =
Θ(g(nB)), then their combined complexity is

TAB(nA, nB) = Θ(f(nA) · g(nB)).

If there are loops that are nested and dependent (inner loop parameter is determined
in the outer loop) but the complexity of the inner loop is estimated with the same
function Θ(g(n)) for any iteration of the outer loop. The complexity of the outer loop
is Θ(f(n)). We will call such case weak dependency. Combined complexity of weakly
dependent loops is the same as for the case of independent loops.

If the loops are not nested, then overall complexity equals to the maximum of the
loop complexities:

TA+B = TA + TB = max{TA, TB}.
If there are non-nested dependent loops, then it is imperative to determine the value

of the variable used in the second loop. Example 2:
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void f 2 (unsigned long n) {
f loat x = n , z = n ;
while ( x > 2) {

x = sq r t ( x ) ;
z = z ∗ z ;

}
while ( z /= 2 > 1 ) ;

}

The algorithm symbol scroll table includes a Nl column with loop numbers 1 and 2,
columns i1, i2 with corresponding loop indexes, columns x, z with values of these variables
and the loop condition column. Here, p1 is the index for the last execution of the loop 1
(outer) and p2 means the index for the last execution of the loop 2 (inner).

Table 2. Symbol scroll table for Example 2

Nl i1 i2 x z loop condition
n n

1 1 n1/2 n2 n > 2

2 n(1/2)2 n22 n1/2 > 2
. . . . . . . . . . . .

i n(1/2)i n2i n(1/2)i−1
> 2

. . . . . . . . . . . .

p1 n(1/2)p1 n2p1 n(1/2)p1−1
> 2 last

p1 + 1 n(1/2)p1 6> 2 exit
2 1 n2p1/2 n2p1 > 1

2 n2p1/22 n2p1/2 > 1
. . . . . . . . .
p2 n2p1/2p2 n2p1/2p2−1 > 1 last

p2 + 1 n2p1/2p
2 6> 1 exit

The analysis for the loop 1 is the same as in Example 1 and gives the following bounds
estimation: log2 log2 n ≤ p1 < log2 log2 n + 1 which is transformed to p1 = log2 log2 n.
Therefore, loop 1 complexity is T1(n) = Θ(log log n).

The analysis for the loop 2 last execution condition: n2p1/2p2 > 1, using p1 value
gives inequality 2p2 < n2log2 log2 n+1

= n2 log2 n. Applying logarithm to the both sides gives
p2 < 2log22n.

The analysis for the loop 2 exit condition: n2p1/2p2+1 ≤ 1 using value of p1 is
transformed to 2p2+1 ≥ n2log2 log2 n

= nlog2 n. Applying logarithm to the both sides gives
p2 ≥ log22n− 1. Consider that 1 ≤ 1

4
log2

2 n when n ≥ 4. Perform the substitution in the
previous inequality: p2 ≥ 3

4
log2

2 n. Coupled with the loop last execution inequality, it
results in 3

4
log2

2 n ≤ p2 ≤ 2 log2
2 n. Therefore, loop 2 complexity is T2(n) = Θ(log22n).

The algorithm complexity is the maximum of loops complexities:

Tf2(n) = Θ(log2n).
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If there are nested dependent loops, then algorithm complexity is determined as
the total amount of inner loop executions throughout the total amount of outer loop
executions. Example 3:

void f 3 (unsigned long n) {
f loat x = n , y , z = n ;
while ( x > 2) {

x = sq r t ( x ) ;
z = z ∗ z ;
y = z ;
while ( y /= 2 > 1 ) ;

}
}

The algorithm symbol scroll table includes the column Nl with loop numbers 1 and
2, columns i1, i2 with corresponding loop indexes, columns x, y, z with values of the
corresponding variables and the column with the loop condition. Here, p1 means the
index for the last execution of the loop 1 (outer) and p2 means the index for the last
execution of the loop 2 (inner).

The analysis for the loop 1 is the same as for examples 1 and 2 and gives following
estimations: log2 log2 n ≤ p1 < log2 log2 n+ 1, which is transformed to p1 = log2 log2 n.

The total amount of the loop 2 executions is defined as T2(n) =
∑p1

1 p2(i). In order
to solve it, we will define common term p2(i) as the amount of executions of the loop 2 at
i-th execution of the loop 1. At the last execution of the loop 2 the following inequality
is truthy: n2i/2p2(i) > 1, which is transformed into 2p2(i) < n2i . Applying logarithm to
the both sides gives p2(i) < 2i log2 n. At the loop exit the following statement is truthy:
n2p1/2p2(p1)+1 ≤ 1, which is transformed into 2p2(i)+1 ≥ n2i . Applying logarithm to the
both sides and moving the 1 on the other side gives p2(i) ≥ 2i log2 n − 1. Placing these
inequalities into the sum gives the upper and the lower bounds for the total amount of
the loop 2 executions:

∑p1
1 (2i log2 n − 1) ≤

∑p1
1 p2(i) <

∑p1
1 2i log2 n. Transforming the

sum in the upper bound:
∑p1

1 2i log2 n = log2 n
∑p1

1 2i = 2(2p1−1) log2 n = 2(2log2 log2 n−
1) log2 n = 2(log2 n− 1) log2 n < 2 log2

2 n.
Transforming the sum in the lower bound:

∑p1
1 (2i log2 n− 1) =

∑p1
1 2i log2 n− p1 =

2(log2 n− 1) log2 n− p1 = 2 log2
2 n− log2 n− log2 log2 n > 2 log2

2 n− log2
2 n− 1/2 · log2

2 n =
1/2 · log2

2 n. Placing both bounds gives 1/2 · log2
2 n <

∑p1
1 p2(i) < 2 log2

2 n, which gives
algorithm complexity:

Tf3(n) = Θ(log2n).

Note that for all the previous examples loop exit condition is a simple inequality
for the single algorithm input parameter. Generally, the loop exit condition may be a
complex boolean function. However, any boolean function can be represented using the
disjunctive normal form (DNF). It is possible to analyze all the equalities and inequalities
for each elementary conjunction in order to estimate the lower bound of loop index that
makes all the conditions in the conjunction truthy. The minimum of these estimations
across all elementary conjunctions in the DNF is the lower bound estimation for the
loop. It is possible to estimate the upper bound in the same way. Example 4:
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Table 3. Symbol scroll table for Example 3

Nl i1 i2 x z y loop condition
n n

1 1 n1/2 n2 n2 n > 2
2 1 n2/2 n2/2 > 1

2 n2/22 n2/22 > 1
. . . . . . . . .
p2(1) n2/2p2(1) n2/2p2(1) > 1 last

p2(1) + 1 n2/2p2(1)+1 n2/2p2(1)+1 6> 1 exit
1 2 n(1/2)2 n22 n22 n1/2 > 2

2 1 n22/2 n22/2 > 0

2 n22/22 n22/22 > 0
. . . . . . . . .

p2(2) n22/2p2(2) n22/2p2(2) > 1 last
p2(2) + 1 n22/2p2(2)+1 n22/2p2(2)+1 6> 1 exit

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 i n(1/2)i n2i n2i n(1/2)i−1
> 2

2 1 n2i/2 n2i/2 > 1

2 n2i/22 n2i/22 > 1
. . . . . . . . .

p2(i) n2i/2p2(i) n2i/2p2(i) > 1 last
p2(i) + 1 n2i/2p2(i)+1 n2i/2p2(i)+1 6> 1 exit

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 p1 n(1/2)p1 n2p1 n2p1 n(1/2)p1−1
> 1 last

2 1 n2p1/2 n2p1/2 > 1
2 n2p1/22 n2p1/22 > 1
. . . . . . . . .
p2(p1) n2p1/2p2(p1) n2p1/2p2(p1) > 1 last

p2(p1) + 1 n2p1/2p2(p1)+1 n2p1/2p2(p1)+1 6> 1 exit
1 p1 + 1 n(1/2)p1 6> 2 exit

The symbol scroll table for this case includes one loop condition for each elementary
conjunction in the DNF.

Condition 1 analysis gives bounds log2 n − 1 ≤ p < log2 n which may give Θ(log n)
estimation. The analysis for condition 2 gives different bounds: n/128 − 17 ≤ p <
n/128− 16 which may give Θ(n) estimation. Therefore, an algorithm may have different
estimations in different intervals of the n parameter. In order to get the precise bounds
of these intervals, it makes sense to write down equalities for both the upper and the
lower bounds: n/128− 16 = log2 n, n/128− 17 = log2 n− 1; Equalities are the same, so
we can focus only on one of them. Its roots are numbers n1 = 3558, n2 ≈ 0.00001.

It is clear that the loop will not be executed if n ∈ [0, 2048] hence n2 is irrelevant. If
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void f 4 (unsigned long n) {
f loat x , y ;
x = y = n ;
while ( x > 1 | | y < 2048) {

x = x / 2 ;
y = y − 128 ;

}
}

Table 4. Symbol scroll table for Example 4

i x y condition 1 condition 2
n n

1 n/2 n− 128 n/2 > 1 n− 128 > 2048
2 n/22 n− 128 · 2 n/22 > 1 n− 128 · 2 > 2028
. . . . . . . . . . . . . . .
i n/2i n− 128 · i n/2i > 1 n− 128 · i > 2048
. . . . . . . . . . . . . . .
p n/2p n− 128 · p n/2p > 1 n− 128 · p > 2048 last

p+ 1 n/2p+1 n− 128 · (p+ 1) n/2p+1 > 1 n− 128 · (p+ 1) > 2048 exit

n ∈ [2049, 3558], then the estimation is linear, and if n ∈ [3559,+∞), then the estimation
is logarithmic. Therefore, the algorithm complexity is Θ(log n).

3. Loop conditions analysis and its simplification for
certain cases

The following relation is truthy for all the previously mentioned loop conditions:

f(p, n)<relation sign><expression that does not contain n or p>,

where n is a natural input parameter, p is the loop execution number parameter. In
simple cases of f(p, n) it is relatively easy to obtain the Θ(n) estimation. However, in
more advanced cases it is sufficient to obtain the estimation for a simpler function g(p, n),
which allows to conduct the further analysis of the following equality:

f(p, n) = Θ(g(p, n))

that means

∃C1 > 0, C2 > 0, n0, ∀p > 0, n ≥ n0 : C1 · g(p, n) ≤ f(p, n) ≤ C2 · g(p, n).

If the algorithm is an integer one (parameters can be only integers because of some
transformation), then it may be too hard to analyze the necessary expressions. Finding
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sums for the sequences that are not arithmetic or geometric may also be too hard. The
following theorems allow to get the Θ-notation estimation for multiple operations on
integer parts of linear expressions for the n parameter, or for integrals of integer sums.

Let µ1(a · n + b) = a · n + b is a linear form, n is a natural number and a > 0. Let
µp(a · n + b) = a · (a · . . . (a · n + b) + · · · + b) + b is a µ1 form applied p times, and
let µp([a · n + b]) = [a · [a · . . . [a · n + b] + · · · + b] + b], where square brackets are the
integer part of the expression. It is the µ1 form applied p times to the integer part of
the expression. If the amount of loop executions is expressed via such a function, then
we need to be able to estimate it. Theorem 1 allows to remove the integer operation for
the sake of getting Θ-notation estimation.

Theorem 1. Let a, b ∈ R are the coefficients of the linear form a · n + b, where a > 0,
a 6= 1, n ∈ N. Then the following equality is truthy:

µp([a · n+ b]) = Θ(µp(a · n+ b)) = Θ(apn).

An example for using theorem 1 is the analysis of the following algorithm A:

void A (unsigned long N) {
for (unsigned long k = N; k > 1 ; k = k /2 ) ;

}

The loop is executed p times and at the last execution the variable k is 1. So, the
condition [1/2 · [1/2 · . . . [1/2 ·n] . . . ]] = 1 is transformed to 1 ≤ (1/2)p ·N < 2. Applying
logarithm to the both sides gives log2N − 1 < p ≤ log2N , hence, algorithm complexity
is estimated as Θ(log2N).

Theorem 2 allows to estimate a finite sum by estimating an integral using Θ-notation.

Theorem 2. Let f(x), x ≥ 0 is a non-negative monotonic growing function. Let f(x) ≤
C · f(x− 1), C ≥ 1. Then the following equality is truthy:

n∑
x=m

f(x) = Θ

(∫ n

m−1

f(x)dx

)
(∀m > 0).

An example for using theorem 2 is the analysis of the following algorithm B:

void B (unsigned long n) {
unsigned long m = 0 ;
for (unsigned long i = 1 , j = 2 ; i < n ; i++, j <<= 1)

m += i ∗ j ;
while (m−−);

}

The first loop complexity is Θ(n), and the second loop complexity is Θ

(
n∑

i=1

i · 2i

)
=

Θ

(
n∫

x=0

x · 2xdx

)
= Θ(n · 2n). So, B complexity is Θ(n · 2n).

Theorem condition is substantial because without it the integral may be a non-
elementary function. However, it is still possible to estimate algorithm complexity as
Θ-notation for a function with an argument value that is equal to the sum upper bound.
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Theorem 3. Let f(x), x ≥ 0 is a positive monotonic growing function. Let g(x) ≡
f(x)

f(x−1)
, x ≥ 1 is a non-negative monotonic growing function with no upper bound. Then

the following equality is truthy:

n∑
x=m

f(x) = Θ (f(n)) , (∀n > m > 0).

An example for using theorem 3 is the analysis of the following algorithm C:

void C (unsigned long n) {
unsigned long k = 0 , m = 1 ;
for (unsigned long i = 1 ; i <= n ; i++) {

m ∗= i ;
k += m;
while (k−−);

}
}

The first loop complexity is Θ(n), and the second loop complexity is k =
n∑

i=1

i!. Since

g(i) = i!
(i−1)!

= i and g(i) > 2 when i > n0 = 2, using theorem 3 Θ

(
n∑

i=1

i!

)
= Θ(n!).

Using Stirling’s approximation we can find C complexity as Θ(nn).

4. Normal system of symbol transformations
The previously mentioned theorems allow to speed up the algorithm complexity analysis
for the algorithms of certain classes. But since it is not possible in every case, it is
necessary to transform the symbol expressions and the equalities and inequalities
containing the symbol expressions. Hence the issue to control correctness of such
transformations done by the students. Using complex mathematical packages like
Mathcad is not correct since they do not help in teaching students to perform such
transformations. We propose the following solution: 1) select the parts of the analysis
process that require such transformations, 2) select a limited set of allowed transformations
which can be used to express any transformation. Let this set be called normal
transformations.

The following use cases require symbol transformations:

• algorithm symbol scroll with transforming expressions in the table;

• writing inequalities for loop parameter;

• symbol transformation of the equalities and inequalities for both the variables and
loops executions amount;

• algorithm complexity estimation through loop complexity.

The first allowed transformation is the order change of two immediate additive terms
or factors. The rest of allowed transformations do not change the order of the affected
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terms or factors. It is easier to control correctness of such transformations, but they still
allow to express any necessary transformation.

The list of the allowed symbol transformations:

• changing order of terms or factors;

• moving a term from one side of equality to the other with changing its sign;

• reducing a fraction by a single factor;

• factoring a single factor out;

• factorial expansion by a single factor;

• using fundamental equalities (a set of pre-defined functions);

• symbol parentheses removing;

• symbol grouping by factoring a single factor out;

• symbol factorization;

• symbol factorization for powers;

There is a similar system of the normal symbol transformations for inequalities, which
requires a few additional transformations:

• moving lead additive term (maximum growth speed) to the first place on one of
sides;

• strengthening the upper bound estimation by discarding negative additive terms;

• strengthening the lower bound estimation by discarding positive additive terms;

• estimating a non-lead positive additive term in the upper bound via lead term;

• estimating a non-lead negative additive term in the lower bound via lead term;

This system of normal symbol transformations requires additional sections in the adaptive
teaching system to teach it to the students. So, we propose the following order of the
sections in the teaching system:

1. Algorithm complexity characteristics

2. Determining algorithm computational complexity

3. System of normal symbol transformations for equalities

4. Algorithm symbol scroll table

5. System of normal symbol transformations for inequalities

6. Estimating complexity of an algorithm with a single loop
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7. Estimating complexity of an algorithm with a nested independent loops

8. Estimating complexity of an algorithm with a non-nested dependent loops

9. Estimating complexity of an algorithm with a nested dependent loops

10. Estimating complexity of an algorithm with an integer transformations

11. Estimating complexity of an algorithm with a sequence sum

12. Final exam

It is possible to further divide the sections that may prove to be too hard, e.g., the
sections about the system of the normal symbol transformations.

5. Conclusion

This method of teaching Computational Complexity of Algorithms course of study allows
to

• develop the methodical programs that extract information and control events for
each section;

• develop the software that allows to automate all the stages of the learning process.

We hope that we will manage to implement the described method and that it will
show its effectiveness in teaching this course to the students and developing their logical-
mathematical thinking.
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Синтез тестов с гарантированной полнотой
для недетерминированных временных автоматов
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Аннотация. В настоящее время при описании поведения дискретных систем достаточно
часто необходимо принимать во внимание временные аспекты, и соответственно появляется необ-
ходимость в распространении автоматных методов синтеза тестов с гарантированной полнотой на
временные автоматы. В данной статье мы предлагаем метод построения проверяющих тестов с
гарантированной полнотой для полностью определенного, возможно, недетерминированного авто-
мата с одной временной переменной. Такие временные автоматы используются при описании по-
ведения программного обеспечения и цифровых устройств. Область неисправности содержит все
полностью определенные автоматы с заданным числом состояний и известной верхней оценкой на
интервалы, описывающие временные ограничения. Предлагаемый метод опирается на построение
по заданному временному автомату соответствующей конечно автоматной абстракции (абстракт-
ного автомата). По абстрактному автомату строится проверяющий тест, последовательности кото-
рого суть временные входные последовательности. Более короткие тесты можно построить, если
ввести дополнительные ограничения на область неисправности, например, для случая, когда из-
вестна наименьшая продолжительность каждого временного интервала в тестируемой реализации,
и её величина больше двух. Кроме того, тест можно сократить с сохранением его полноты в случае,
когда все интервалы для временных ограничений закрыты справа (или все интервалы закрыты
слева). Приводятся результаты проведенных компьютерных экспериментов по сравнению длин
тестов, построенных по временному автомату различными методами.
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Введение
Автоматные методы предполагают построение тестовых последовательностей по за-
данному автомату-спецификации, для того чтобы определить, соответствует ли те-
стируемая реализация, поведение которой также описано автоматом, специфика-
ции. При этом достаточно часто реализация рассматривается как «чёрный ящик».
Для проверки соответствия на тестируемую реализацию подаются входные последо-
вательности, и генерируемые при этом выходные последовательности сравнивают-
ся с ожидаемыми выходными реакциями (согласно спецификации). Если наблюдае-
мые реакции не соответствуют спецификации, то в тестируемой реализации имеется
ошибка, т. е. реализация не является конформной спецификации. Для конечных ав-
томатов существуют методы построения полных проверяющих тестов относительно
определенных моделей неисправности [1–3] без явного перечисления неконформных
автоматов. Достаточно часто рассматривается случай, когда поведение автомата-
спецификации является недетерминированным, однако поведение тестируемой си-
стемы описывается детерминированным автоматом, и автомат-реализация счита-
ется конформным спецификации, если его поведение содержится в поведении спе-
цификации. Другими словами, в этом случае предполагается, что недетерминизм
в спецификации является следствием опциональности в неформальных описаниях,
и поведение конформной реализации «не выходит за рамки», предписанные специ-
фикацией. При условии, что поведение исследуемой системы описано временным
автоматом (см., например, [4–8]), появляется необходимость в распространении ав-
томатных методов синтеза тестов с гарантированной полнотой на временные авто-
маты.

В настоящей статье мы рассматриваем полностью определенные, возможно, неде-
терминированные автоматы с входными временными ограничениями и выходными
задержками на переходах [5, 8] и используем конечно автоматный метод построения
проверяющих тестов относительно редукции в предположении, что известны макси-
мальное число состояний проверяемого автомата и максимальная конечная граница
для входных временных интервалов. Построенный тест можно существенно сокра-
тить, если все входные интервалы автомата-спецификации и автомата-реализации
закрыты слева (или все интервалы закрыты справа). Дальнейшее сокращение про-
веряющего теста с использованием подходящей конечно автоматной абстракции
можно получить для случая, когда известно, что минимальная длина временных
интервалов в автомате-спецификации и проверяемом автомате больше двух.

Структура статьи следующая. Раздел 1 содержит основные определения и обо-
значения. Алгоритм построения полного проверяющего теста относительно редук-
ции по конечно автоматной абстракции представлен в разделе 2. Раздел 3 содержит
экспериментальные результаты.

1. Основные определения и обозначения
В данном разделе мы вводим основные определения и обозначения, взятые преиму-
щественно из [3, 6]. Под конечным автоматом S понимается пятёрка (S, I, O, λS, s0),
где S, I, и O – конечные непустые множества состояний, входных и выходных сим-
волов соответственно, s0 – начальное состояние, λS ⊆ S × I × O × S – отношение
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переходов. Временной, возможно, недетерминированный и частичный автомат (да-
лее – временной автомат) есть конечный автомат с временной переменной и времен-
ными ограничениями на переходах. Таким образом, под временным автоматом S
понимается пятёрка (S, I, O, λS, s0) , где S, I, и O – конечные непустые множества со-
стояний, входных и выходных символов соответственно, s0 – начальное состояние,
λS ⊆ S × I × O × S × Π × Z – отношение переходов. Для λS через Π обозначе-
но множество входных временных интервалов и через Z – множество выходных
задержек. Временной входной интервал gi описывает промежуток времени, когда
переход может быть совершён и задаётся в виде dmin,maxe, где d∈ {(, [}, e ∈ {), ]}.
В этом обозначении min и max суть неотрицательные целые числа, min ≤ max,
кроме того, max может быть равно ∞. В случае, когда min = max, допускается
единственный интервал [min; min]. Выходная задержка представляет собой целое
неотрицательное число, которое описывает число тактов времени, затраченное на
обработку входного символа, т.е. время между подачей входного и получением вы-
ходного символа. Пусть (s, i, o, s′, gi, d) ∈ S × I × O × S × Π × Z, и на автомат S,
находящийся в состоянии s, поступает входной символ i в момент времени t ∈ gi,
измеряемый с момента перехода автомата в состояние s. Тогда временная перемен-
ная устанавливается в 0, автомат S выдаёт выходной символ o в момент времени d,
и автомат переходит в состояние s′ вновь с обнулением временной переменной.

Для временного автомата S = (S, I, O, λS, s0) пара (i, t), где i ∈ I и t неотрица-
тельное действительное число, называется временным входным символом, который
означает, что входной символ i подается в момент времени t после выдачи автома-
том последнего выходного символа. Аналогично определяется временной выходной
символ для целого числа t. Последовательность временных входных (выходных)
символов называется временной входной (выходной) последовательностью. Вре-
менная выходная последовательность, соответствующая временной входной после-
довательности α, поступившей на автомат в состоянии s, называется (выходной)
реакцией автомата в состоянии s на последовательность α. Последовательность (i1,
t1)/(o1, d1) . . . (im, tm)/(om, dm) пар временных входных и выходных символов есть
временная входо-выходная последовательность автомата S в состоянии s, если во
временном автомате существует последовательность переходов (sj, ij, oj, sju1, gj, dj),
такая что s1 = s и для любого j = 1, . . . , m, справедливо, что tj ∈ gj.

На рисунке 1 представлен автомат S с временными ограничениями, начальным
состоянием которого является состояние 1. Под действием входного символа (i, 0)
автомат остаётся в состоянии 1 и выдает выходную реакцию o либо через один такт
времени (после подачи входного символа), либо через 2 такта времени. Если вход-
ной символ i подать при значении временной переменной 1, то автомат выполнит
переход в состояние 3 и выдаст выходную реакцию o через один такт времени, либо
перейдёт в состояние 2 и выдаст выходную реакцию o через три такта.

Автомат с временными ограничениями называется полностью определённым,
если поведение автомата определено в каждом состоянии для каждой временной
входной последовательности. Если для любых двух кортежей (s, i, o1, s1, g1, d1),
(s, i, o2, s2, g2, d2) ∈ λS справедливо соотношение g1

⋂
g2 = ∅, то временной авто-

мат называется детерминированным, иначе – недетерминированным. Недетерми-
нированный автомат называется наблюдаемым, если для каждой тройки «состоя-
ние, временной входной символ, временной выходной символ» следующее состояние
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Рис. 1. Временной автомат S
Fig. 1. Timed Finite State Machine S

определяется единственным образом. Для любого недетерминированного автомата
существует эквивалентный наблюдаемый автомат. В нашей работе все временные
автоматы полагаются полностью определенными, автомат-реализация является де-
терминированным временным автоматом, в то время как автомат-спецификация
может быть недетерминированным, но наблюдаемым.

Состояние p временного автомата P является редукцией состояния s временного
автомата S (p ≤ s), если множество входо-выходных последовательностей автома-
та P в состоянии p содержится в множестве входо-выходных последовательностей
автомата S в состоянии s. Автомат P называется редукцией автомата S, если отно-
шение редукции выполняется для начальных состояний этих автоматов.

Проверяющий тест для конечного автомата представляет собой множество вход-
ных последовательностей, позволяющее определить, конформна (соответствует) ли
спецификации тестируемая реализация. В настоящей работе реализация конформ-
на спецификации, если реализация есть редукция спецификации, т.е. реализация
конформна спецификации, если и только если для каждой временной входной по-
следовательности выходная реакция реализации содержится в множестве выходных
реакций спецификации. В соответствии с [8] полный проверяющий тест для времен-
ного автомата относительно редукции можно построить по его конечно автоматной
абстракции.

Пусть S – временной автомат и B – целое число, не меньшее чем наибольшая ко-
нечная граница BS для временных входных интервалов, в то время какDS определя-
ет наибольшую выходную задержку. Построим конечно автоматную абстракцию
временного автомата, которая является полностью определённым конечным авто-
матом AS(B) = (S, IA, OA, λAS, s0), где IA = {(i, 0), (i, (0, 1)), . . . , (i, B), (i, (B,∞)) : i ∈
I}, а OA = {(o, 0), (o, 1), . . . , (o,DS) : o ∈ O}. Для состояния s автомата AS(B) и вход-
ного символа (i, tj), tj = 0, . . . , B, множество λAS содержит переход (s, (i, tj), (o, d), s′),
если и только если существует переход (s, i, o, s′, gi, d) ∈ λS, такой что tj ∈ gi. Для
входного символа (i, g), g = (0, 1), . . . , (B−1, B), (B,∞), множество λAS содержит пе-
реход (s, (i, g), (o, d), s′), если и только если существует переход (s, i, o, s′, gi, d) ∈ λS,
такой что g ⊆ gi. Если временной автомат S недетерминированный, то конечный
автомат AS(B) также будет недетерминированным. Для временного автомата на
рисунке 1 конечно автоматная абстракция изображена на рисунке 2.
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Рис. 2. Конечный автомат AS(1)
Fig. 2. Finite State Machine AS(1)

Аналогично [9] можно сформулировать и доказать следующее утверждение.

Утверждение 1. Для двух полностью определённых наблюдаемых, возможно,
недетерминированных временных автоматов P и S с наибольшей входной границей
B, автомат P есть редукция автомата S, если и только если отношение редук-
ции выполняется для их конечно автоматных абстракций, т.е. если и только
если AP(B) есть редукция AS(B).

Действительно, в начальном состоянии конечно автоматной абстракции AS(B)
возможен переход по временному входному символу (i, t), если и только если в на-
чальном состоянии исходного автомата для входного символа i существует интервал
g, где t ∈ g. Далее утверждение доказывается по индукции.

Мы рассматриваем модель неисправности < S,≤, Jm(B) > [9], где S – времен-
ной автомат-спецификация, который является полностью определённым и наблю-
даемым, ≤ – отношение редукции и Jm(B) – область неисправности, содержащая
каждый полностью определённый детерминированный временной автомат с таким
же входным алфавитом, как и у спецификации, не более чем с m состояниями и
наибольшей конечной границей B для входных временных интервалов.

Проверяющий тест есть конечное множество конечных временных входных по-
следовательностей спецификации. Тест является полным относительно
< S,≤, Jm(B) >, если для каждого временного автомата P ∈ Jm(B), такого что
P есть редукция S, выходная реакция на каждую последовательность теста содер-
жится в множестве выходных реакций S на эту последовательность, в то время как
для каждого временного автомата P ∈ Jm(B), такого что P не является редукцией
S, в тесте есть последовательность, выходная реакция на которую не принадлежит
множеству выходных реакций S на эту последовательность. Согласно утверждению
1, полный проверяющий тест относительно < S,≤, Jm(B) > может быть построен
с использованием классических конечно автоматных методов относительно модели
неисправности < AS(B),≤, Jm(B) >. Здесь AS(B) – конечно автоматная абстракция
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временного автомата S и Jm(B) – множество всех полностью определённых детер-
минированных временных автоматов не более чем с m состояниями и таким же
входным алфавитом, как у AS(B). Мы далее вводим ряд понятий, которые исполь-
зуются в следующем разделе при построении полного проверяющего теста.

Состояния s1 и s2 автомата AS(B) разделимы, если существует входная последо-
вательность α, такая что множества выходных реакций на α в состояниях s1 и s2
не пересекаются; последовательность α называется разделяющей для состояний s1
и s2.

Входная последовательность α называется адаптивной, если следующий вход-
ной символ зависит от реакции автомата на предыдущие входные символы. Адап-
тивную входную последовательность удобно представлять в виде специального ав-
томата, который во многих работах называется тестовым примером (test case) [10].
В тестовом примере в каждом состоянии определен переход либо только по одно-
му входному символу со всеми выходными символами, либо не определён ни один
переход (это состояние назовём терминальным). Диаграмма переходов тестового
примера есть ациклический граф (рис. 3).Тестовый пример представляет адаптив-
ную различающую последовательность для состояний s1 и s2 автомата AS(B), если
каждая входо-выходная последовательность из начального в терминальное состо-
яние тестового примера возможна не более чем в одном из состояний s1 или s2.
В первом случае распознаётся состояние s1, во втором – s2. Состояния s1 и s2 ав-
томата AS(B) адаптивно различимы, если существует тестовый пример, который
представляет адаптивную различающую последовательность для состояний s1 и s2.
Если адаптивная последовательность различает каждую пару состояний автомата
S, то такая последовательность есть адаптивная различающая последовательность
для автомата S. Тестовый пример на рис. 3 представляет адаптивную различающую
последовательность для автомата AS(1) на рис. 2. В вершинах графа переходов те-
стового примера содержатся подмножества состояний, достижимые по соответству-
ющей входо-выходной последовательности. Заметим, что для этого автомата не су-
ществует разделяющей последовательности, существует только адаптивная разли-
чающая последовательность. В терминальных состояниях также указано состояние
(in_st), в котором находился автомат перед поступлением адаптивной различаю-
щей последовательности.

Состояние s детерминировано (д-) достижимо из начального состояния, если
существует входная последовательность α такая, что при любой выходной реакции
β на последовательность α автомат AS(B) переходит из начального состояния в
состояние s. В этом случае α называется (д-) передаточной последовательностью
для состояния s.

Тестовый пример представляет адаптивную передаточную последовательность
из начального состояния автомата AS(B) в состояние s, если каждая входо-выходная
последовательность из начального в терминальное состояние тестового примера за-
канчивается в состоянии s [10]. В этом случае состояние s адаптивно достижимо
из начального состояния. Тестовые примеры на рис. 4 представляют адаптивные
передаточные последовательности из состояния 1 в состояния 2 и 3 для автомата
на рис. 2.
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Рис. 3. Тестовый пример, представляющий адаптивную различающую последова-
тельность для автомата AS(1)

Fig. 3. A distinguishing test case for AS(1)

Рис. 4. Тестовые примеры, представляющие адаптивные передаточные последова-
тельности для автомата AS(1)

Fig. 4. Transfer test cases for AS(1)

2. Синтез полного проверяющего теста

Общий алгоритм синтеза полного проверяющего теста относительно редукции для
недетерминированного конечного автомата описан в [7]. Метод основан на использо-
вании д -передаточных и различающих последовательностей, которые, как известно,
не всегда существуют. В настоящей работе мы предлагаем использовать адаптив-
ные передаточные и различающие последовательности, поскольку, во-первых, такие
последовательности существуют значительно чаще, а во-вторых, в таком случае,
длина полного проверяющего теста может быть значительно меньше [11].

Если все состояния конечно автоматной абстракции AS(B) автомата S д -дости-
жимы (адаптивно достижимы), автомат AS(B) обладает разделяющей последова-
тельностью (адаптивной различающей последовательностью), и число состояний
реализации не превышает числа состояний спецификации, то алгоритм построения
полного проверяющего теста относительно модели неисправности
< AS(B),≤, Jm(B) >, где m — число состояний автомата AS(B), включает следую-
щие шаги.
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1. Строится множество д-достижимости (адаптивной достижимости) для ав-
томата AS(B), которое содержит д -передаточную (адаптивную передаточную)
последовательность для каждого состояния автомата AS(B).

2. Каждая последовательность из множества д -достижимости конкатенируется
с разделяющей (адаптивной различающей) последовательностью и каждым
входным символом; после каждого входного символа добавляется разделяю-
щая (адаптивная различающая) последовательность.

Таким образом, в соответствии с утверждением 1, аналогичный подход может быть
использован для построения полного проверяющего теста для спецификации, опи-
санной временным автоматом.

Для того чтобы построить полный проверяющий тест для временного неде-
терминированного автомата, мы используем его конечно автоматную абстракцию.
Полный тест строится для конечно автоматной абстракции; построенные входные
последовательности (входо-выходные последовательности при построении адаптив-
ного теста) являются временными входными (временными входо-выходными) по-
следовательностями для исходного временного автомата. Построенный тест обла-
дает полиномиальной длиной относительно числа состояний временного автомата-
спецификации, когда длины разделяющей последовательности и д -передаточных
последовательностей (адаптивных различающей и передаточных последовательно-
стей) полиномиальны относительно числа состояний временного автомата-специ-
фикации. Известно, что построенный тест обнаруживает все неконформные реа-
лизации с не более чем m состояниями и наибольшей конечной границей B для
входных временных интервалов, где m есть число состояний временного автомата-
спецификации.

Утверждение 2. Если автомат AS(B) обладает разделяющей (адаптивной раз-
личающей) последовательностью и каждое состояние AS(B) д-достижимо (адап-
тивно достижимо) из начального состояния, то выше описанный алгоритм воз-
вращает полный проверяющий тест относительно < S,≤, Jm(B) >.

Действительно, по построению, автомат AS(B) имеет m состояний. Если каж-
дая последовательность множества достижимости конкатенируется с разделяющей
(адаптивной различающей) последовательностью, и проверяемый автомат реагиру-
ет на эту часть проверяющего теста согласно спецификации, то проверяемый авто-
мат имеет ровно m состояний. Кроме того, можно установить взаимно однозначное
соответствие между состояниями спецификации и тестируемого автомата по реак-
ции в каждом состоянии на разделяющую (адаптивную различающую) последова-
тельность. На следующем шаге с использованием этих реакций и по реакции тести-
руемого автомата на каждый входной символ и последующую разделяющую (адап-
тивную различающую) последовательность устанавливается взаимно однозначное
соответствие между переходами автомата-спецификации и тестируемого автомата.
После этого утверждение следует из утверждения 1.

Если спецификация не имеет разделяющей (адаптивной различающей) после-
довательности или не каждое состояние является детерминированно достижимым
(адаптивно достижимым) из начального состояния, то проверяющий тест будет зна-
чительно длиннее [3]. В работе [12] показано, что можно сократить спецификацию,
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чтобы получить тест разумной длины. В нашем примере на рисунке 1 предполо-
жим, что исходная спецификация имеет дополнительный переход (1, i, o, 3, [0, 0], 1)
из состояния 1 в состояние 3. Для такой спецификации не существует разделяю-
щей (адаптивной различающей) последовательности, поскольку для любого вход-
ного символа существуют два состояния, из которых есть переход в одно и то же
состояние с одним и тем же выходным символом. Однако после удаления этого пе-
рехода автомат-спецификация обладает необходимыми свойствами. Известно, что
необходимое сокращение спецификации не всегда возможно, в частности, для детер-
минированного автомата-спецификации, и вопросы существования и оптимизации
такого сокращения требуют дальнейших исследований.

Аналогично методу синтеза тестов по детерминированному
автомату-спецификации [5], длину теста можно уменьшить с сохранением его пол-
ноты, если все временные входные интервалы спецификации закрыты слева (или
все временные входные интервалы закрыты справа), или продолжительность вход-
ных временных интервалов в реализации и спецификации больше двух. В первом
случае временные входные символы теста достаточно подавать только в целочислен-
ные моменты времени, т.е. при построении теста из конечно автоматной абстрак-
ции спецификации удаляются все входные символы вида (i, g), где g – интервал
ненулевой длины. Во втором случае временные входные символы достаточно по-
давать таким образом, чтобы на каждый входной временной интервал приходился
как минимум один временной входной символ. В таком случае, входной алфавит
конечно автоматной абстракции имеет вид IA = {(i, 0), (i, (0, 1)), (i, w), (i, (w,w +
1)), (i, 2w), (i, (2w, 2w+ 1)), . . . , (i, n), (i, (n,∞))) : i ∈ I, n < B}, где w > 2 – наимень-
шая длина временного интервала в спецификации, т.е. входные символы подаются
в целочисленные моменты времени, кратные w и один раз в каждом интервале вида
(kw, kw + 1).

3. Экспериментальные результаты

В настоящем разделе мы кратко описываем полученные нами экспериментальные
результаты. В частности, мы рассматриваем

- проверяющие тесты TS, полученные с использованием выше описанного алго-
ритма, т.е. тесты без использования какого-либо метода оптимизации;

- тесты TS1, построенные для спецификаций, в которых все временные интерва-
лы закрыты слева (или все временные интервалы закрыты справа), и таким обра-
зом, достаточно рассматривать только целочисленные моменты времени при подаче
входных символов;

- тесты TS2, когда все временные интервалы в спецификации и реализации име-
ют длительность больше, чем два, и для построения тестовых последовательностей
используются только моменты времени, кратные минимальной длине временных
интервалов и один из моментов времени из интервала (kw, kw + 1);

- тесты TS3, когда оба выше упомянутых сокращения использованы в процессе
синтеза теста.

Эксперименты проводились над временными автоматами с 20 состояниями и с не
более чем десятью временными интервалами для каждой пары «состояние, входной
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символ», для каждого автомата были построены тесты TS, TS1, TS2, и TS3 с ис-
пользованием разделяющей и д -передаточных последовательностей. Приведённые
экспериментальные данные иллюстрируют существенное различие между длинами
тестов TS и TS3, которое практически не зависит от размеров автомата и числа
входных временных интервалов. На рис. 5 представлено усредненное процентное
соотношение (по 1000 экспериментов).

Рис. 5. Зависимость между длинами тестов, построенных различными методами
Fig. 5. Dependence of lengths of tests derived by different methods

При построении тестов TS1, TS2, TS3 нет гарантии, что проверяющий тест бу-
дет полным относительно модели неисправности < S,≤, Jm(B) >. Тем не менее, для
большого количества случайно сгенерированных реализаций из множества Jm(B),
для которых |I| = |O| = 4, |S| = 20 и каждая из которых отличается от автомата-
спецификации только на одном переходе, тест TS3 обнаружил каждую неконформ-
ную реализацию.

Следует также отметить, что адаптивные различающие и передаточные последо-
вательности всегда существуют при наличии разделяющей и д -передаточных после-
довательностей. Более того, длины адаптивных последовательностей обычно суще-
ственно короче, и поэтому полученные экспериментальные результаты справедливы
для временных автоматов при использовании адаптивных тестов.

4. Заключение

В настоящей статье предложен подход к синтезу полных проверяющих тестов для
недетерминированных временных автоматов относительно редукции. Предложен-
ный подход можно использовать для построения тестов для временных автома-
тов, когда автомат-спецификация обладает разделяющей (адаптивной различаю-
щей) последовательностью и любое состояние д -достижимо (адаптивно достижимо)
из начального состояния. Кроме того, построенные тесты можно оптимизировать,
и несмотря на то, что укороченные тесты теоретически не являются полными, все
случайно сгенерированные временные автоматы, неконформные спецификации и
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отличающиеся от нее только на одном переходе такими тестами были обнаруже-
ны. В дальнейшем для анализа полноты тестов, построенных оптимизированными
методами, мы предполагаем исследовать специальные мутации спецификации, а
также оценить процент необнаружимых неконформных реализаций для автоматов-
спецификаций небольшого размера посредством генерации всех возможных реа-
лизаций. Заметим, что если автомат-спецификация не имеет разделяющей (адап-
тивной различающей) последовательности или не каждое состояние является д -
(адаптивно) достижимым, то проверяющий тест будет значительно длиннее. Одной
из возможностей сокращения проверяющих тестов является сокращение автомата-
спецификации, но условия существования и оптимизация такого сокращения тре-
буют дальнейших исследований.
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account time constraints, and this motivates the adaptation of existing Finite State Machine (FSM)-
based test derivation methods to timed models. In this paper, we propose a method for deriving
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closed). Experiments are conducted to study the length of test suites constructed by different methods.

Keywords: timed finite state machines, nondeterministic finite state machines, test derivation, fault

coverage
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Разложение самоподобных функций
в системе Фабера–Шаудера

Tимофеев Е.А.

получена 6 июля 2017

Аннотация.
Пусть Ω = AN – пространство правосторонних бесконечных последовательностей символов

алфавита A = {0, 1}, N = {1, 2, . . . }. Пусть

ρ(x,y) =

∞∑
k=1

|xk − yk|2−k

– метрика на Ω = AN, и µ – мера Бернулли на Ω с вероятностями p0, p1 > 0, p0 +p1 = 1. Обозначим
через B(x, ω) открытый шар радиуса r с центром в точке ω. Основной результат работы

µ (B(ω, r)) = r +

∞∑
n=0

2n−1∑
j=0

µn,j(ω)τ(2nr − j),

где τ(x) = 2 min{x, 1− x}, 0 ≤ x ≤ 1, (τ(x) = 0, if x < 0 or x > 1),

µn,j(ω) =
(
1− pωn+1

) n∏
k=1

pωk⊕jk , j = j12n−1 + j22n−2 + · · ·+ jn.

Семейство функций 1, x, τ(2nx − j), j = 0, 1, . . . , 2n − 1, n = 0, 1, . . . является системой Фабера –
Шаудера в пространстве C([0, 1]) непрерывных функций на [0, 1]. Также получены разложения в
системе Фабера – Шаудера для сингулярной функции Лебега, кривых Чезаро и кривых Коха –
Пеано.

Ключевые слова: система Фабера–Шаудера, вейвлета Хаара, самоподобие, функция Лебега
Для цитирования: Tимофеев Е.А., "Разложение самоподобных функций в системе Фабера–Шаудера", Модели-
рование и анализ информационных систем, 24:4 (2017), 508–515.
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Изучению сингулярных функций в последнее время посвящено большое чис-
ло работ. Одним из основных изученных классов являются самоподобные функции.
Самоподобные функции задаются простыми рекуррентными уравнениями, но обыч-
но не допускают явного задания. В настоящей работе будут найдены разложения
некоторых непрерывных самоподобных функций в системе Фабера–Шаудера. Ко-
эффициенты разложения найдены в явном виде.

Система Фабера–Шаудера. Семейство функций

1, x, τ(2nx− j), j = 0, 1, . . . , 2n − 1, n = 0, 1, . . . ,

где τ(x) = 2 min{x, 1−x}, 0 ≤ x ≤ 1, (τ(x) = 0, при x < 0 или x > 1), называется [1]
системой Фабера–Шаудера в пространстве C([0, 1]) всех непрерывных функций на
отрезке [0, 1] с нормой ||f || = max0≤x≤1 |f(x)|.

Любая непрерывная функция f(x) представляется в виде

f(x) = A0 + A1x+
∞∑
n=0

2n−1∑
j=0

An,jτ(2nx− j),

где A0 = f(0), A1 = f(1)− f(0) и

An,j = f((2j + 1)2−n−1)− 0.5f(j2−n)− 0.5f((j + 1)2−n) (1)

см. [1, гл.6 (4)].

Базис Хаара. Семейство функций

1, 2n/2ψ(2nx− j), j = 0, 1, . . . , 2n − 1, n = 0, 1, . . . ,

где ψ(t) = 0.5τ ′(t) называется вейвлетой Хаара, образует ортонормированный базис
в пространстве L2(0, 1) [1].

1. Мера шара в пространстве последовательностей
Рассмотрим пространство правосторонних бинарных последовательностей Ω = AN,
где A = {0, 1}, N = {1, 2, . . . } с метрикой

ρ(x,y) =
∞∑
k=1

|xk − yk|2−k. (2)

Через µ обозначим меру Бернулли на Ω с вероятностями p0, p1 > 0, p0 + p1 = 1.
Через B(ω, r) обозначим открытый шар радиуса r с центром в точке ω.
Нетрудно видеть, что функция µ(ω, x) = µ(B(ω, x)) удовлетворяет рекуррент-

ному уравнению

µ(aω, x) =

{
paµ(ω, 2x), 0 ≤ x ≤ 0.5,

pa + p1−aµ(ω, 2x− 1), 0.5 ≤ x ≤ 1,
(3)

где a ∈ {0, 1} и через aω обозначается точка a, ω1, ω2, . . .
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Теорема 1. Функция µ(ω, x) имеет следующее разложение по системе Фабера–
Шаудера

µ (ω, x) = x+
∞∑
n=0

2n−1∑
j=0

(
pωn+1 − 0.5

)
p
sn(ω,j)
0 p

n−sn(ω,j)
1 τ(2nx− j), (4)

где
sn(ω, j) =

∣∣{i : ωi = ji, j = j12
n−1 + · · ·+ jn, i = 1, 2, . . . , n}

∣∣ . (5)

Доказательство. Покажем, что функция µ(ω, x), заданная в (4), удовлетворяет
уравнению

µ(aω, x/2) = paµ(ω, x). (6)

Из (4) имеем

µ(aω, x/2) =
x

2
+ (pa − 0.5) x+

+
∞∑
n=1

2n−1−1∑
j=0

(pωn − 0.5) p
sn(aω,j)
0 p

n−sn(aω,j)
1 τ(2n−1x− j).

Поскольку при j < 2n−1

sn(0ω, j) = sn−1(ω, j) + 1,
sn(1ω, j) = sn−1(ω, j),

имеем
p
sn(aω,j)
0 p

n−sn(aω,j)
1 = pap

sn−1(ω,j)
0 p

n−1−sn−1(ω,j)
1 .

Подставляя, получим

µ(aω, x/2) = pax+

+ pa

∞∑
n=1

2n−1−1∑
j=0

(pωn − 0.5) p
sn−1(ω,j)
0 p

n−1−sn−1(ω,j)
1 τ(2n−1x− j) =

= pax+ pa

∞∑
n=0

2n−1∑
j=0

(
pωn+1 − 0.5

)
p
sn(ω,j)
0 p

n−sn(ω,j)
1 τ(2nx− j) =

= paµ(ω, x).

Покажем, что функция µ(ω, x), заданная в (4), удовлетворяет уравнению

µ

(
aω,

1

2
+
x

2

)
= pa + p1−aµ(ω, x). (7)

Из (4) имеем

µ

(
aω,

1

2
+
x

2

)
=

1

2
+
x

2
+ (pa − 0.5) (1− x)+

+
∞∑
n=1

2n−1∑
j=2n−1

(pωn − 0.5) p
sn(aω,j)
0 p

n−sn(aω,j)
1 τ(2n−1x+ 2n−1 − j).
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Поскольку при 2n−1 ≤ j < 2n

sn(0ω, j) = sn−1(ω, j − 2n−1),
sn(1ω, j) = sn−1(ω, j − 2n−1) + 1,

имеем
p
sn(aω,j)
0 p

n−sn(aω,j)
1 = p1−ap

sn−1(ω,j−2n−1)
0 p

n−1−sn−1(ω,j−2n−1)
1 .

Подставляя, получим

µ

(
aω,

1

2
+
x

2

)
= pa + p1−ax+

+ p1−a

∞∑
n=1

2n−1∑
j=2n−1

(pωn − 0.5) p
sn−1(ω,j−2n−1)
0 p

n−1−sn−1(ω,j)
1 τ(2n−1x− j) =

= pax+ p1−a

∞∑
n=0

2n−1∑
j=0

(
pωn+1 − 0.5

)
p
sn(ω,j)
0 p

n−sn(ω,j)
1 τ(2nx− j) =

= pa + p1−aµ(ω, x).

Доказанные равенства (6), (7) эквивалентны определению (3) функции µ(ω, x).

2. Кривые де Рама с двумя линейными сжатиями
Напомним конструкцию де Рама [3], которая позволяет построить большое число
известных фрактальных кривых, например функции Кантора, Минковского, Така-
ги, кривые Пеано и Коха.

Пусть в метрическом пространстве M с метрикой d заданы два сжимающих
отображения

f0 : M →M ;
f1 : M →M.

(8)

Кривая де Рама p(x) ∈M , x ∈ [0, 1] задается следующим образом. Пусть x ∈ [0, 1]
имеет бинарное разложение

x =
∞∑
k=1

bk2
−k, bk ∈ {0, 1},

тогда p(x) ∈ M задается как та единственная точка, в которую M переходит при
отображении

fb1 ◦ fb2 ◦ · · · ◦ fbk ◦ · · ·
Пусть отображения f0, f1 имеют неподвижные точки m0 и m1. Тогда кривая p(x)

является непрерывной, если
f0(m1) = f1(m0).

Кривые де Рама по построению являются самоподобными, поскольку

p(x) = f0(p(2x)), x ∈ [0, 0.5];
p(x) = f1(p(2x− 1)), x ∈ [0.5, 1].
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2.1. Функция Лебега

Кривая де Рама L(x), полученная при M = [0, 1], f0(x) = p0x, f1(x) = p0 + p1x,
называется функцией Лебега, где p0, p1 > 0, p0 + p1 = 1.

Функция Лебега является самой простой самоподобной функцией и удовлетво-
ряет рекуррентным уравнениям

L(x) =

{
p0L(2x), 0 ≤ x ≤ 0.5,
p0 + p1L(2x− 1), 0.5 ≤ x ≤ 1.

(9)

Название дано Ломницким и Уламом [2] в 1934 г. В их работе также показано,
что при заданном бинарном разложении числа

x =
∞∑
k=0

2−γk , γ0 < γ1 < . . .

значение L(x) вычисляется по формуле

L(x) =
∞∑
k=0

pγk−k0 pk1. (10)

Теорема 2. Функция L(x) имеет следующее разложение по системе Фабера–
Шаудера

L(x) = x+ (p0 − 0.5)
∞∑
n=0

2n−1∑
j=0

p
n−s(j)
0 p

s(j)
1 τ(2nx− j), (11)

где s(j) – число единиц в бинарном разложении j.

Для сравнения приведем разложение L(x) в базисе Хаара, полученное в [2]

L(x) = p0 − p0p1
∞∑
n=0

2n−1∑
j=0

2np
n−s(j)
0 p

s(j)
1 ψ(2nx− j),

где ψ(t) = 0.5τ ′(t).

Доказательство. Доказательство этой теоремы можно провести аналогично дока-
зательству теоремы 1. Однако здесь будет приведено доказательство, основанное на
представлении (10) и формулах для коэффициентов (1).

По формуле (1) коэффициенты ln,j разложения функции L(x) в системе Фабера–
Шаудера задаются как

ln,j = L((2j + 1)2−n−1)− 0.5L(j2−n)− 0.5L((j + 1)2−n). (12)

Пусть j – четное, тогда

j2−n =

s(j)−1∑
i=0

2−γi , γ0 < γ1 < · · · < γs(j)−1 < n,
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(j + 1)2−n =

s(j)−1∑
i=0

2−γi + 2−n,

(2j + 1)2−n−1 =

s(j)−1∑
i=0

2−γi + 2−n−1.

Подставляя (10) в (12), получим

ln,j = (p0 − 0.5)p
n−s(j)
0 p

s(j)
1 .

Пусть j – нечетное, тогда для некоторого m

j2−n =
m−1∑
i=0

2−γi +

s(j)−1∑
i=m

2−n+s(j)−i−1, γ0 < γ1 < · · · < γm−1 < m+ n− s(j),

(j + 1)2−n =
m−1∑
i=0

2−γi + 2−n+s(j)−m,

(2j + 1)2−n−1 =
m−1∑
i=0

2−γi +

s(j)∑
i=m

2−n+s(j)−i−1.

Подставляя (10) в (12), получим

ln,j =

s(j)∑
i=m

p
n−s(j)+1
0 pi1 − 0.5p

n−s(j)
0 pm1 − 0.5

s(j)−1∑
i=m

p
n−s(j)+1
0 pi1 =

= p
n−s(j)
0 pm1

(
1− ps(j)−m+1

1

)
− 0.5p

n−s(j)
0 pm1 − 0.5p

n−s(j)
0 pm1

(
1− ps(j)−m1

)
=

= p
n−s(j)
0 pm1

(
−ps(j)−m+1

1 + 0.5p
s(j)−m
1

)
=

= (p0 − 0.5)p
n−s(j)
0 p

s(j)
1 .

2.2. Кривые Чезаро–Леви

Кривая де Рама C(x), полученная при M = C – комплексная плоскость, f0(z) = az,
f1(x) = a + bz, b = 1 − a, называется кривой Чезаро–Леви. На любом интервале у
кривой Чезаро–Леви есть точки самопересечения. Эта кривая открыта Е.Чезаро в
1906 г. и исследована П. Леви [4].

Из теоремы 2 получаем

Следствие 1. Функция C(x) имеет следующее разложение по системе Фабера–
Шаудера

C(x) = x+ (a− 0.5)
∞∑
n=0

2n−1∑
j=0

an−s(j)bs(j)τ(2nx− j), (13)

где s(j) – число единиц в бинарном разложении j.
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2.3. Кривые Коха–Пеано

Кривая де Рама p(x), полученная при M = C – комплексная плоскость, f0(z) = az,
f1(x) = a + bz, b = 1 − a, называется кривой Коха–Пеано, поскольку при a =
1

2
+ i

√
3

6
получаем классическую снежинку Коха, а при a =

1 + i

2
— кривую Пеано,

заполняющую треугольник с вершинами 0, 1, a.
Из теоремы 2 получаем

Следствие 2. Функция p(x) имеет следующее разложение по системе Фабера–
Шаудера

p(x) = x+
∞∑
n=0

2n−1∑
j=0

pn,jτ(2nx− j), (14)

p2k,j = ak−s(j)+s0(j)ak−s0(j)bs(j)−s0(j)b
s0(j)

(a− 0.5) ,

p2k+1,j = ak−s0(j)+1ak−s(j)+s0(j)bs0(j)b
s(j)−s0(j)

(a− 0.5) ,
(15)

где s(j) – число единиц в бинарном разложении j, s0(j) – число единиц на четных
местах в бинарном разложении j.

Доказательство. Поскольку p(0) = 0, p(1) = 1 имеем разложение (14).
Подставляя разложение (14) в первое уравнение

p

(
t

2

)
= ap(t),

получим p0,0 = a− 0.5 и
pn+1,j = apn,j, 0 ≤ j < 2n. (16)

Подставляя разложение (14) во второе уравнение

p

(
1

2
+
t

2

)
= bp(t) + a,

получим
pn+1,j+2n = bpn,j, 0 ≤ j < 2n. (17)

Нетрудно проверить, что решение уравнений (16), (17) задается формулами (15).
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Abstract. Let Ω = AN be a space of right-sided infinite sequences drawn from a finite alphabet
A = {0, 1}, N = {1, 2, . . . }. Let

ρ(x,y) =

∞∑
k=1

|xk − yk|2−k

be a metric on Ω = AN, and µ the Bernoulli measure on Ω with probabilities p0, p1 > 0, p0 + p1 = 1.
Denote by B(x, ω) an open ball of radius r centered at ω. The main result of this paper is

µ (B(ω, r)) = r +

∞∑
n=0

2n−1∑
j=0

µn,j(ω)τ(2nr − j),

where τ(x) = 2 min{x, 1− x}, 0 ≤ x ≤ 1, (τ(x) = 0, if x < 0 or x > 1),

µn,j(ω) =
(
1− pωn+1

) n∏
k=1

pωk⊕jk , j = j12n−1 + j22n−2 + · · ·+ jn.

The family of functions 1, x, τ(2nr− j), j = 0, 1, . . . , 2n− 1, n = 0, 1, . . . , is the Faber–Schauder system
for the space C([0, 1]) of continuous functions on [0, 1]. We also obtain the Faber–Schauder expansion
for the Lebesgue’s singular function, Cezaro curves, and Koch–Peano curves.

Keywords: Faber–Schauder system, Haar wavelet, self-similar, Lebesgue’s function

On the authors:
Evgeniy A. Timofeev, orcid.org/0000-0002-0980-2507, ScD, professor
P.G. Demidov Yaroslavl State University,
14 Sovetskaya str., Yaroslavl, 150003, Russia, e-mail: timofeevEA@gmail.com


	Предварительные сведения
	Мультимножества
	Сети автоматов, управляемых ресурсами (Р-сети)
	Клеточные Р-сети

	Пространственная ограниченность
	Неразрешимость
	Обозначения для одномерной решетки
	Граф распространения

	Заключение
	Список литературы / References
	Список литературы / References
	Алгебра подстановок
	Стандартные схемы программ
	Минимизация стандартных схем программ
	Автоматы-преобразователи над полугруппами
	Минимизация автоматов-преобразователей над полугруппой подстановок
	Заключение
	Список литературы / References
	Введение
	Архитектура центрального процессора и модель передачи данных внутри него
	Тестовый стенд и методология измерений
	Численные результаты
	Заключение
	Список литературы / References
	Описание модели
	Вероятность безопасного состояния как функция вероятности угроз
	Время релаксации и построение допустимой области параметров защиты
	Список литературы / References
	Исправление моделей процессов
	Обзор работ по теме исследования
	Предварительные сведения
	Корректировка моделей процессов с разбиением на фрагменты
	Усовершенствованный алгоритм исправления модели процесса
	Экспериментальное тестирование
	Список литературы / References
	Approaches to designing an automated teaching system
	Computational complexity of algorithms and techniques for its estimation
	Loop conditions analysis and its simplification for certain cases
	Normal system of symbol transformations
	Conclusion
	References
	Основные определения и обозначения
	Синтез полного проверяющего теста
	Экспериментальные результаты
	Заключение
	Список литературы / References
	 Мера шара в пространстве последовательностей
	 Кривые де Рама с двумя линейными сжатиями
	Функция Лебега
	Кривые Чезаро–Леви
	Кривые Коха–Пеано

	Список литературы / References

