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Аннотация
Метод квазинормальных форм был создан первым автором еще в начале восьмидесятых годов 

прошлого века. Однако до сих пор он не стал общим местом. Связано это с тем, что его идеология не 
только сложна, но и многогранна. В данной статье объясняются два аспекта проблемы: вычисление ля
пуновской величины теряющего устойчивость однородного цикла и недостижимость бифуркационной 
границы.

1. Постановка задачи. Как известно [1], в простейшем варианте квазинормальная форма системы 
реакция-диффузия с малой надкритичностью и диффузионными коэффициентами при условиях непро
ницаемости в концах единичного отрезка имеет вид:

i  = dexp(—ia)£" +  £ -  (1 +  *w2)|£|2£, Х=0 Х~1 =  0, ( 1 )

где d, и> -  положительные параметры, 0 ^  а <  § , точка -  дифференцирование по времени, штрих -  по 
пространственной переменной. Отметим, что краевая задача (1) дополняется комплексно сопряженной.

Достаточно очевидно, что краевая задача (1) имеет пространственно однородный автомодельный цикл 
£о =  ехр(—шН), который теряет устойчивость при d < ^кр) ГДС

л2йКр =  2(w2sina — cos а). (2)

Естественно, при этом предполагается, что положительна правая часть в (2). Собственно, на этом закан
чивается формулировка ограничений на три параметра краевой задачи (1).

Пространственно неоднородные колебания краевых задач типа (1) принято называть автоволнами. 
Возникает вопрос: могут ли они ответвляться от теряющего устойчивость однородного цикла. Формально 
ответ на него получить просто: следует найти формулу для ляпуновской величины однородного цикла 
краевой задачи (1) при d = dKp. Именно данной проблеме и посвящена основная часть нашей работы.

2. Подготовительные сведения. При условиях непроницаемости введем в рассмотрение оператор

L0t] =  dKр ехр(-ш )??" -  (1 +  гш2)(г) + fj). (3)

Непосредственно проверяется, что
I/O ехр(— i<p)y/2  cos пх — 0,

если постоянная <р, где 0 < ц> < подчинена равенству

Из (2) и (5) следует, что

7r2dKp sin р =  2(sin a +  w2 cos a) cos ip.

sin a +  or cos a u>- sin a. — cos a.
sin ip = -------/ л . Z-----1 cos ip '

4/w4 + 1 у/W4 + 1

(4)

(5)

(6)

Содержательный смысл постоянной ip прояснится после доказательства следующего вспомогательного 
утверждения.

Л емм а 1. Неоднородное уравнение

LqT] =  7 cos тех, 7 =  7i +  *72, (7)

3
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разрешимо в том и только том случае, если

Re(7 exp(«a;)) =  0. (8)

Доказательство. Из метода Фурье следует, что искомое решение обязано иметь вид

?7=acos7ra:, a = a i + M 2- (9)

Подставляя (9) в (7), получаем комплексное равенство

—dK р ехр (—га)тг2а — 2(1 +  iw2)ai =  71 +  272, (10)

эквивалентное двум вещественным

—TT2dKp(ai cos a  +  аг sin а) — 2ai =  72, n2dKp(ai sin a — a2 cos a) — 2u2a\ =  72.

Умножая первое из них на cos а; второе на sin а, а затем вычитая из первого равенства второе, после 
простых преобразований выводим, что в силу (2)

7i cos а — 72 sin a =  —̂ d ^ a i  +  2(w“ sin a — cos a)a 1 — 0,

а значит, доказана необходимость условия (8).
Если же выполнено равенство (8), то тогда при подходящем р

7i =  psina, 72 =  pcosac (11)

Из (11) вытекает, что справедлива формула 7 =  грехр(—га), которая позволяет комплексное равенство 
(10) записать в виде следующих двух вещественных

n2dKpax — 2(cos a — и>2 sin a)ai =  0, — л2дкра2 — 2(w2 cos a +  sin a)aj =  p.

Согласно (2) первое равенство справедливо. Второе равенство позволяет однозначно определить а2 при 
произвольно заданном а±. Доказательство закончено.

Из равенств (6) следует, что

sin a =
sin ip +  oj2 cos <p

Vw4 +  1
w2 sin 0? — cos (/?

COS a  =  ------------  . . --------------
Vw4 +  1

(12)

Равенства (12) означают, что

exp(ia) =  1 .■ ( -1  +  гса2) ехр(-гуз). (13)
vw 4 +  1

Из сопоставления (8) с (13) выводим ключевое утверждение.

Л ем м а 2. Неоднородное уравнение (7) разрешимо в том и только том случае, если

R egexp  (—iip)) +  w2Im(7 exp(—iip)) =  0. (14)

3. Алгоритм вычисления ляпуновской величины. При d =  dKp в (1) выполним замену

£ =  (1 +  г]) exp{ - i J 2t +  iip), 

в которой с достаточной для нас точностью

г\ =  рехр(—г<р)л/2 совят -f p2r)i +  р3г)2, (15)

■ip =  (3p2, р =  Ьр3, (16)

где /3 и Ь -  вещественные постоянные, тр и 772 -  комплексные функции определенной структуры. В итоге 
приходим к равенству

i/Зр2 +  г/Зр3 ехр(—ир)ур2 совят + bp3 ехр(—itp)V2 cos ят =

=- L0i7 -  (1 +  гса2)(т?2 +  2|ц|2 +  \v\2v)- (17)
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Приравнивая последовательно в (17) коэффициенты при р2 и р3, находим из получающихся уравнений 
сначала /3 и щ, а затем Ь. Последняя b и называется ляпуновской величиной.

Остановимся на геометрическом смысле уравнений (16): с их помощью описывается динамика в дву
мерном инвариантном подпространстве краевой задачи (1). Равенство же (15) используется для прибли
женного построения автомодельного цикла с пространственно неоднородной комплексной амплитудой.

4. Формула для ляпуновской величины. Приравнивая в (17) коэффициенты при р2, получаем

LqT]i =  iff +  (1 +  гш2)(ехр( —2гр>) +  2)(1 +  cos 2ттх). (18)

Из структуры правой части формулы (18) вытекает, что имеет смысл равенство

pi =  с +  Л cos 27гт, (19)

где с -  вещественная постоянная, А -  комплексная. Из (18) и (19) вытекает, в частности, равенство

—2(1 +  ш 2)с =  iff +  (1 +  гсэ2)(ехр(—2i(p) +  2), 

которое справедливо только в том случае, если

(3 = (lo4 + 1) sin 2</з, 2с =  — (1 +  2 cos2 р +  uj2s\n2<p). (20)

Второе равенство, также вытекающее из (18) и (19), имеет вид

—47г2ф<р ехр(—га) А — (1 + ш 2)(А + А) =  (1 +  ?'ш2)(ехр(—2?ф) + 2), 

которое согласно следующей из (4) формулы

—7г2(7кр ехр(—го:) =  (1 +  го>2)(ехр(2гу>) -f 1) 

преобразуется к более наглядной форме

(3 +  4ехр(2гг/>))Л — А =  2 +  ехр(—2 i(p). (21)

К уравнению (21) относительно А и А добавим комплексно сопряженное

(3 +  4ехр(—2 г<р))А — А — 2 + ехр(2 г<р). (22)

Разрешая систему (21), (22), получаем

А — ----- -̂т,-— (8 +  ехр(2itp) -I-11 ехр(-2г<р) +  4 ех р (-4 itp)). (23)
48 cos  ̂tp

Формула для А получается путем проведения операции перехода к комплексно-сопряженным величинам 
в (23).

Выделим в (17) слагаемое при р3 и обозначим через у сумму коэффициентов при v/Scosxx. С учетом 
равенства (19) получаем

7 =  (Ь +  iff)exp(-itp) + ( 1 ф гш2) j4ccos<^ + 2cexp(~itp) +  2Acos tp +  Aexp(-itp) +  | exp(-i<p)j • (24)

Формулы (23) и (24) позволяют заключить, что

Re(7 exp(—itp)) = bcos2tp + ffsin2tp + 4ccos2 tp + 2ccos2<p +

+ 24e W (9cosy  + llcos3 lP +  4cos5y) +  48cL v ^ 1 +  12cos2<P +  cos47>) +
+ 3 cos 2tp + 4u>2c sin tp cos tp + 2w2c sin 2<p +

sin<  ̂+ П sin3<f> +  4sin5cp) +  (4 sin2<p4- sin4<p) +

+  §w2sin2</?, (25)

Im(7 exp(— itp)) =  — 6sin2cp +  ffcos2tp — 4csin2^ —
“ M7k 77(7sin^ +  llsin3(P + 4 sin5V3) -  (4sill2ip +  sin4tp) -

— | sin 2tp -Ь 4cj2ccos2 <p +  2ш2с cos 2tp +

+ 24777̂  (9 cos W +  H cos3t) +  4cos5y?) +  (11 +  12cos2<p + cos 4^) +
+  |w2 cos 2 <p, (26)
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Отметим, что согласно (12)

ы2 sin 2 у  — cos 2у  =  1 + 2 cos y(w2 sin у  — cos (p) =  1 +  2 y w 4 + 1 cos у  cos a. (27)

Формулы (25)-(27) в соответствии с равенством (14) и первым равенством (20) приводят к явной 
формуле для Ь:

48 cos2 у  (1 + 2 \Лп4 + 1 cos у? cos a) b — 48 cos2 y ( sin2 2y +  to2 sin 2y cos 2y +
w4 +  1

+2c(cos2y +  2 cos2 y)) +  2 cosip(9 cosy  +  11 cos3<p +  4cos5y) + 
+11 +  12 cos2y +  cos4y + 72 cos2 у  cos 2y. (28)

Правая часть формулы (28), которую обозначим буквой I, нуждается в упрощении. На этом пути будут 
полезны ряд известных тригонометрических равенств:

cos Зу =  4 cos'3 у  — 3 cos у, sin Зу =  3 sin у  — 4 sin3 у,

сА о ™ 2 , Л | л к____ on  ,

(29)

cos4y =  8 cos4 у  — 8 cosz у  +  1, cos 5у =  16 cos0 у  — 20 cos'3 у  +  5 cosy. (30)

Представим I в виде l\ + h + h, где 1\ -  взятое в скобках первое слагаемое с множителем 48 cos2 у, I2 
-  взятое в скобки второе слагаемое с множителем 2 cos у, 1з -  сумма остальных слагаемых правой части 
(28).

В силу второго равенства (20)

1} =  48 cos2 у(1 +  2 cos2 у  — 12 cos4 у  — 4са2 sin у  cos3 у). 

Учитывая формулы (29) и (30), имеем

I2 =  8 cos2 у(16 cos4 у  — 9 cos2 у  — 1).

С помощью тех же формул выводим, что

1з =  8cos2y(19cos2y  — 7).

Из (31)-(33) получаем итоговое равенство

I =  — Шо cos2 у , ф =  28 cos4 у  — 11 cos2 у  +  12w2 sin у cos3 у  +  1. 

Пришли к нашему основному утверждению.

Теорема. Для ляпуновской величины Ъ справедлива формула:

(31:

(32)

(33)

(34)

6 =  -
Д  + 1

3(1 +  2 \/wA +  1 cos у  cos a)
la- (35)

Разберемся со знаком Iq. Предварительно остановимся на следующем обстоятельстве. Положим

sin v(lo2
1

\Ju>4 + 1
cos о(ш2) =

Vw4 +  1 ‘

Отсюда и из (6) выводим, что

siny =  sin(^- — a +  v(lo2)), cosy =  cos(^- — a + n(w2)),

а значит, у  =  ^ — a +  //(w2). Из последнего равенства следует, что w2 tg у  > 1. 
Напомним, что

tg y  1sm у  =  -------- _ ,  cos у  ■

Поэтому
л/1 + tg2y ’  ̂ У 1 +  tg2 У 

г0 = (t.g4 у -  9 t,g2 у + 12w2 tg у + 18) cos4 у. (30)
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В (36) положим tgip — tjj, где х > 1. Заключаем, что знак Iq совпадает со знаком квадратного многочлена

0J ЗдГ 4 _ _ _ _ _
2(2х +  3)W + 6( 2х+3)

относительно переменной со4. Его дискриминант отрицателен, а значит, Iq > 0.
Сопоставим наш результат с приведенным в [3], где бифуркационная задача решена иным способом. 

Имеем
tgip =

со2 + tg а 
со2 tg а  — 1

(37)

Формулу (37) учтем в выражении, стоящем в круглых скобках в (36). В получившейся формуле выделим 
числитель Q(tg а, со2):

(со2 +  tg а )4 — 9(со2 +  tg a )2(w2 tga  — l )2 +  12со2(со2 +  tg а)(со2 tga- — l )3 4 +  18(сэ2 tg a  — l )4,

который запишем в виде
ay tg4 а +  a2 tg3 а +  а3 tg2 а +  а4 tg а +  а5. (38)

Именно выражение (38) фигурирует в [3].
Прямая выкладка показывает, что

ay =  30w8 -  9w4 +  1, a2 =  12ш10 -  126w6 +  22w2,

a3 =  —45ws +  186w4 -  9, a4 =  58w6 -  102w2, a5 =  w8 -  21co4 +  18, 

т.е. имеем согласование с равенством из [3].
Дополнительно подчеркнем, что согласно (35) формулу для ляпуновской величины можно записать в 

виде:
i Q(tg а, со2) cos4 а

3(ш4 +  1)(1 +  2\ЛД +  1 cos ср cos а)
Итак, предложен простой и наглядный способ построения ляпуновской величины квазинормальной 

формы, пригодный также для исследования бифуркационных проблем волновых уравнений, связанных с 
(1) при а =  Отметим, что именно этот случай не рассмотрен в [1]-[3].

Второе замечание связано с теоремой, сформулированной в [4], в которой утверждается, что в рамках 
исходной краевой задачи достижима бифуркационная граница. Однако уже более двадцати лет известно, 
что это не так. И все же уместно еще раз отметить особенность вопроса.

Пусть процесс возникновения автоволновых процессов некоторой сингулярно возмущенной краевой 
задачи исследуется при помощи метода квазинормальных форм. Пусть отрицательна соответствующая 
ляпуновская величина. Тогда у возникающих двух неоднородных циклов пространственная неоднород
ность сначала связана с произвольно высокими модами. По мере увеличения надкритичности становятся 
пространственно неоднородными моды со все меньшими номерами. При этом при переходе неоднородно
сти с моды на моду пространственно неоднородные циклы обмениваются устойчивостью с однородным. 
Процесс прекращается, когда пространственные возмущения достигают младшей ненулевой моды.

В заключение подчеркнем, что для систем реакция-диффузия метод квазинормальных форм приобрел 
законченный вид в относительно недавней статье [5].
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Аннотация
В статье рассматривается механизм совместного использования методов бизнес-моделирования и 

объектно-ориентированной методологии при конструировании профилированного пользовательского 
интерфейса. Обоснована возможность такого использования. Даны краткие характеристики основных 
компонентов DFD и UML диаграмм, а также их соответствие при переходе от одной диаграммы к 
другой. Приведен пример использования.

1. Введение
Конструирование пользовательского интерфейса, полностью удовлетворяющего функциональным требо
ваниям, является важной задачей при разработке программных систем различного назначения. Особенно 
актуальна данная задача при разработке систем, в которых поддерживается работа различных категорий 
пользователей, чьи функциональные потребности могут быть как схожи, так и различны. Процессу разра
ботки интерфейса, ориентированного на пользователя, посвящена книга [1], в которой подробно описыва
ется процесс конструирования пользовательского интерфейса с использованием диаграммы прецедентов 
языка моделирования UML (Unified Modeling Language) объектно-ориентированной (ОО) методологии.

2. Объектно-ориентированная методология
Общепризнано, что ОО методология [1, 2, 3, 4, 5, 6] является наиболее перспективной при разработ
ке программного обеспечения. Это обусловлено наличием свойства наследования классов, что упрощает 
внесение изменений путем добавления новых классов в библиотеки классов, разработанных в других про
ектах. Наиболее часто при проектировании систем используется язык UML, который позволяет в едином 
инструментарии представить и статическую составляющую модели программной системы, и динамиче
скую составляющую этой модели, которая описывает поведение системы и данных [3, 4, 5]. Достоинством 
языка является то, что он позволяет описывать структуру базы данных (БД), в том числе и реляционной
И-

До применения ОО методологии в разработке программного обеспечения необходимо решить следую
щие задачи подготовительного этапа:

1) определить требования, предъявляемые к системе;
2) выделить пользователей системы, их роли, которые могут быть реализованы, решаемые ими задачи, 

а также процессы предметной области (ПрО), описав их в прецедентах;
3) идентифицировать понятия, атрибуты, ассоциации для построения диаграммы классов.
Как правило, эти задачи решаются путем взаимодействия с заказчиками, знающими о бизнес-процессах 

предприятия, протекающих потоках информации и документов. Таким образом, встает задача выбора спо
соба представления бизнес-процессов и потоков информации в форме, которая, с одной стороны, понятна 
как специалистам ПрО (заказчикам), так и разработчикам ПО, а с другой стороны, может быть опре
деленным способом трансформирована в диаграммы языка UML, соответствующие подготовительному 
этапу создания ОО модели.

Как известно из технологии разработки программного обеспечения (ПО) [7], первым этапом создания 
программных систем является анализ требований к системе, который позволяет выявить роли пользова
телей в системе, решаемые ими задачи и описать интерфейс пользователя набором функций и их содержа
нием. В понятиях ОО анализа и проектирования это означает идентификацию процессов, протекающих в 
предметной области, и описание их с помощью прецедентов (вариантов использования). Хотя прецеденты, 
являющиеся частью языка UML, и не относятся к ОО модели, но их выделение важно для построения

9
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0 0  модели с точки зрения определения требований, выдвигаемых к системе. Описание прецедента обя
зательно включает определение его инициатора, т.е. пользователя системы, с которым данный прецедент 
связан.

Следующим этапом создания 0 0  модели является декомпозиция ПрО на понятия, атрибуты, ассоци
ации в терминах данной ПрО. Необходимо отобразить практически для каждого прецедента - процесса, 
какие объекты (понятия) ПрО взаимодействуют между собой с помощью сообщений. Данное взаимо
действие отображается с помощью диаграмм взаимодействий языка UML. Итогом 0 0  анализа является 
построение диаграммы классов, для чего выполняется анализ диаграмм взаимодействий с точки зрения 
идентификации классов объектов, их связей и определения методов.

3. Методология бизнес-моделирования
Другая методология, применяемая при анализе деятельности предприятий или организаций в современ
ных методологиях бизнес-моделирования, каким является семейство стандартов IDEF, позволяет опреде
лить роли пользователей для реализации их в автоматизированной системе и выделить решаемые зада
чи, что является важным при разработке 0 0  модели программной системы. Поэтому для формирования 
требований к системе, определения бизнес-процессов, понятий предметной области, ролей пользователей 
в системе и решаемых ими задач предлагается использовать методологию бизнес-моделирования с ис
пользованием диаграмм DFD(Data Flow Diagrams). DFD диаграммы входят в состав стандарта IDEF0 и 
описывают процесс декомпозиции бизнес-процессов до уровня, когда выделенному процессу можно будет 
поставить в соответствие подпрограмму разрабатываемого ПО [2, 8, 9]. Диаграммы DFD наглядны и по
нятны специалистам ПрО. Особенностью DFD диаграмм является возможность представления процессов 
реальной ПрО, которые будут или должны будут происходить при использовании разрабатываемой ин
формационной системы. В отличие от диаграмм UML, диаграммы DFD позволяют отобразить движение 
потоков информации и документов от одного процесса к другому.

4. Переход от DFD к UML
Основу DFD диаграмм составляют: процессы, внешние сущности, хранилища данных и связи [8, 9].

В состав диаграммы прецедентов языка UML [2-6] входят: варианты использования (прецеденты), 
спецификации прецедентов, актеры, связи.

D F D и  M L

5р о”

ПЫщес'р
(  .» 

Прецедент

i .
Вишней
еуэкслт».

о
Агаер
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1 Р Ш '

£
V£

Класс I

Щтяь
. . . . . . . — . — — ». Связь

Рис. 1. Соответствие элементов DFD UML

При переходе от DFD диаграмм к диаграммам UML в качестве актеров 0 0  модели могут быть за
действованы внешние сущности, а в качестве претендентов на класс - хранилища данных. В результате 
анализа и проектирования с помощью DFD диаграмм получаются иерархически связанные процессы и 
подпроцессы, в состав которых входит набор функций. Иными словами, в результате построения DFD
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диаграмм все функции, подлежащие автоматизации в программном комплексе, уже систематизированы 
в логически связанные группы - подпроцессы, а следовательно, можно в качестве названия прецедента 
брать название подпроцесса, с учетом того, что данный подпроцесс взаимодействует с внешней сущностью 
системы. На рис. 1 представлено соответствие компонент DFD диаграмм компонентам диаграмм UML.

В качестве примера рассмотрим этап анализа при разработке программной системы поддержки учеб
ного процесса, осуществляемого по дистанционной технологии. На данном этапе были построены DFD 
диаграммы, описывающие функционально-структурную модель предметной области. Пример DFD диа
граммы первого уровня изображен на рис. 2. Полученные с помощью DFD диаграмм подпроцессы имеют 
иерархическую структуру, фрагмент которой представлен на рис. 3.

Рис. 2. DFD диаграмма процесса "Обучение с применением дистанционных технологий"
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-сроков обучения 
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Формирование данных по дисциплине: название, порядок 
—выполнения этапов обучения, сроки обуча ння по дисциплине, 
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учебными планами

__Название, тип, сроки обучения, количество попыток
выполнения этапа, условия прохождения

Подключение ресурса

Рис. 3. DFD диаграмма подпроцесса "Обучение с применением дистанционных технологий"
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Рис. 4. Диаграмма прецедентов пакета "Подготовка учебного процесса"

DFD диаграммы позволили идентифицировать актеров диаграммы прецедентов, а именно: сотрудник 
деканата, сотрудник учебного отдела, сотрудник кафедры, преподаватель, студент, сотрудник финансово
го отдела. А также определить претендентов на классы, например, преподаватель, студент, учебный план, 
дисциплина и т.д. Анализ диаграмм с точки зрения выявления прецедентов позволил идентифицировать 
подпроцессы, которые могут быть выбраны в качестве прецедентов. В данном случае были выбраны под
процессы диаграмм второго уровня. Кроме этого, была использована возможность языка UML организа
ции прецедентов по пакетам. Было создано четыре пакета, каждый из которых соответствует подпроцессу 
DFD диаграммы первого уровня: подготовка учебного процесса, прием и зачисление, реализация обучения 
и оплата обучения. В данные пакеты включены прецеденты, соответствующие подпроцессам диаграмм 
второго уровня.

Анализ диаграммы прецедентов пакета "Подготовка учебного процесса", представленной на рис. 4, поз
воляет определить основные составляющие пользовательского интерфейса для каждой категории пользо
вателей системы. Например, интерфейс сотрудника кафедры обязательно должен включать операции по
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поддержке работы с электронными учебными планами специальности, дисциплинами, этапами обучения 
по дисциплине и подключению обучающего или контролирующего ресурса.

5. Заключение
Таким образом, при конструировании профилированного пользовательского интерфейса, являющего
ся одной из составляющих всего процесса анализа и проектирования сложного программного обеспе
чения, совместно могут быть использованы два разных подхода - бизнес-моделирования и объектно- 
ориентированного анализа и проектирования. Методы бизнес-моделирования позволяют сформировать 
требования к системе, определить бизнес-процессы, понятия предметной области, роли пользователей в 
системе, решаемые ими задачи, которые в дальнейшем, путем соотнесения элементов DFD и UML диа
грамм (рисунок 1), могут быть использованы при разработке программной системы методами объектно- 
ориентированного программирования.
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Аннотация
Продолжается начатое ранее рассмотрение данной задачи; приводится вывод упомянутой в назва

нии формулы; приведено одно следствие.

1. Начнём с общих положений из [1). Рассмотрим уравнение с запаздыванием в Rn

й — rl (и (t +  s)) +  rul (и (t +  a )) , (1)

где £(*) -  линейный оператор, действующий из С ({—h, 0) ,Rn) в Rn, г £ Rn, а произведение векторов 
означает вектор, у которого координаты -  произведения координат сомножителей. Введём в рассмотрение 
матрицу

А (гео) — I (I exp (iws)), (2)

где I  -  единичная матрица размера п х п.
Будем считать, что при некоторых г и ш > 0

г А (ги>) а =  «ыа, а ф 0. (3)

Последнее равенство означает, что характеристический квазиполином уравнения

й =  Н (и (t +  s)) (4)

имеет корни ±ш . Считаем их простыми. Относительно остальных его корней предполагаем, что они 
имеют отрицательные действительные части. Из (3) следует, что

А* (—ioj) ?b  =  — iuib, Ь ^  0, (5)

где звёздочка обозначает транспонирование.
Л емма. Вектор b можно выбрать так, что

(a, b) — (rl (as exp (iojs) ) , b) =  1, (6)

где скалярное произведение берётся в смысле унитарного пространства.
Доказательство. Так как вектор b определяется с точностью до комплексного множителя, то доста

точно показать, что отлична от нуля левая часть в (6). Будем рассуждать от противного, считая, что она 
равна нулю. Введём в рассмотрение вспомогательное уравнение

й = (г + ej) l(u(t + s)) ,

где е > 0 - малый параметр, а у - пока произвольный вектор из Rn. Из наших предположений следует, 
что уравнение

(г -I- £7) I (а (е) exp (A (f) s)) =  А (е) а (е) 

имеет гладко зависящие от е решения

А (в) =  i uj Ц- £ Ai -f О (eJ) , а (с) — а -Ь £ а̂  -j- О (t~) 

Из (7) и (8) вытекает, что

(7)

(8 )

14
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(гА (ш ) — iw l) fii Ai (a - rl (as exp (?.cjs))) — ш  — .

По построению (a, b) ф 0 . Поэтому, скажем, при j  — г правая часть в последнем равенстве отлична 
от нуля при её скалярном умножении на Ь, что невозможно. Доказательство закончено.

При выбранном г уравнение (1) имеет двумерное инвариантное интегральное многообразие, на котором 
динамика связана с уравнением

z =  dz | г |2 (9)

и комплексно сопряжённом к нему. В (9) комплексная постоянная d называется ляпуновской величи
ной, значение которой существенно при решении бифуркационных задач. Опишем способ её вычисления. 
Положим

гг =  щ +  гг2 +  из, (10)

где щ =  га exp (iwt) +  К.С. (К.С. - обычное сокращение комплексно сопряжённой добавки); и% - квад
ратичным образом зависит от г, а по t является второй гармоникой; щ  - кубична по г, а по t является 
суммой первых и третьих гармоник.

Подставляя (10) в (1) и приравнивая квадратичные по й слагаемые, получаем

й2 =  rl (u2 [t +  а)) +  гщ (t) 1 (их (t + з ) ) . (И )
Так как щ = rl (щ (t +  s) ) , то неоднородность в (11) можно представить в виде:

ги> (а2 г2 ехр (2 iu)t) — а2 г2 ехр (—2 iwt)) . (12)

Поэтому достаточно рассмотреть уравнение

й =  rl (гг (t +  s)) +  с ехр (2 iio t), (13)

решение которого будем искать в виде

гг — 7 ехр (2 i u>t). (14)

Из (13) и (14) вытекает, что

О II 'to с~> 
- £ 1 "to (15)

Сопоставляя (15) с (12) и (13), замечаем, что

щ  =  /За2 ехр (2iwt) + К.С., (16)

где

/3 =  i ш (2 г ш! — г А (2 iw)) 1 а2. (17)

Условия, при которых гармоническая по t функция щ  существует, нуждаются в пояснениях. После 
приравнивания в (1) кубических по г слагаемых, приходим к некоторому неоднородному уравнению, в 
котором неоднородность содержит только первые и третьи гармоники по t. Кроме того, следует учесть, 
что гг! теперь дифференцируется и по г, и что в силу (9)

г (t +  s) — z (t) + s z (t) +  ...,

где опущены слагаемые пятого порядка по г.
Реализация указанной процедуры приводит к заключению, что слева перед ехр ( г1 wt) стоит множитель

ds | г |2 (а +  rl (as ехр (iws))), (18)

а справа
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2 \z\2 iu> (а(3 — а2а) . (19)

Из (18), (19) и леммы вытекает содержащееся в [1] утверждение.
Теорем а 1. Справедлива формула

d = ги> ((/?, ab) — (a2, ab )) . (20)

2. В [2] рассматривается вопрос об устойчивости единичного состояния равновесия системы диффе
ренциально-разностных уравнений

п\ =  j - ~ ( l  +  а(1 -  п2) -  n i(i -  1))пь  (21)

п2 =   ------ (1 +  а(1 -  n i) -  n2(t -  1))п2, (22)
1 ~\~ CL

которые служат простейшей моделью задачи о конкуренции двух видов. В (21), (22) все параметры по
ложительны. С помощью замены П)~ =  1 +  Uk , к =  1, 2 , выпишем уравнения в вариациях

V V
Щ -  - т — — (аи2 +Щ (t -  1)), й2 = — ( a « i +  u2 ( t - 1)) (23)1 -J- а 1 -b a

системы (21), (22). В [2] показано, что характеристический квазиполином уравнений (23)

Р(ц) =  ( ц +  exp (-/* ) -
1 -I- a 1 +  а

г . га
р +  — -  exp ( - / i )  +  — -

1 Т  Q- 1 CL

имеет корни ±гса , только если

и>(1 +  cos ш) л
а =  cos со, г — — —— --------, 0 < и> < —.

sm и> 2
Матрица (2) для системы (23) соответственно есть

. . . .  г (  exp (—ш)А (ш) ------------- 1 1  ̂ '1 +  а I a. exp (—ш)

а для матрицы Л* справедлива формула:

(24)

(25)

(26)

А* (—гш) — А (—гш).

Найдём векторы а и Ь, удовлетворяющие условиям (3), (5), (6). 
Пусть а =  (ai, a2)T . Согласно (3) имеем

1 -Ь а
I(ai exp (—iw) 4- ааг) =  w a i, — -------(aaj +  a2 exp (—iu)) =  iuia-i

Отсюда следует, что a% =  1, ci2 =  — 1.
Пусть b =  (61, b2)T. В соответствии с (5) получаем

Т . V
(61 exp (w ) +  ab2) =  iwbi,  ------ (ab\ +  b2 exp (—гш)) =  iu>b2,

1 +  а 1 +  а

а значит, b =  6о(1, — 1)т , где о выборе комплексной постоянной 6о скажем позднее. 
Рассмотрим равенство (6). В рассматриваемом случае оно имеет вид:

2Ьо
2 г

1 +  а exp (-iw ) bo -  1,

Ь0 =
2 I1 ~  l b exP H w)

т.е.
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Вычислим

/3 =  iuj
2iu) +  ТТа еХР (~ 2iu>)

га
1+а

та 1 +а

2ix  +  1+  е х р ( -2г +  )

Пусть /3 — (/?}, /?2)Т • Из (27) получаем

(27)

iw -- Д  ( 2ыд 4- — —  exp (— 2itJ) ) -I- /321 H- fl \ (l iv = Pi
ar

1 4- a + A?2 ( 2iu> 4- 1 4- a
exp ( — 2'iw)

Отсюда следует, что Pi — p% = Po, где

Po —
iw

2ш  +  exp ( - 2 iu) +
(28)

т.е. p =  /30(1 ,1) •
Для того, чтобы воспользоваться формулой (20) посчитаем все входящие в неё величины.

ab =  60 ( 1, I)2 , а2 =  (1, 1)Т , (a2,ab) =  260, (Р, ab) =  2р0Ь0, (/3, ab) -  (a2, ab) =  2b0 (/30 -  1).

Теорем а 2. Для ляпуновской величины справедлива формула

d m. 2vJ>o (/30 -  1) . (29)

Доказательство следует из приведённых выше рассуждений и теоремы 1.
Рассмотрим теперь вопрос о знаке Red .
Теорем а 3. Справедливы неравенства Red > 0 ,  w0 < to < ^/3, где wo =  1,0007..., и Red < 0 при 

остальных ш.
Доказательство. Имеем

2шЬо iu>
1 -  т + ехР Н +  ’

(30)

Учитывая, что Р (гш) =  0, получаем

2iuioboPo — —
ш га  

14" а ■iu) ( ш  + ш ехр (2iw) - 2iw)

1+а ехр {—гш) 2гы +  ехр (—2ш ) + аг
1+а

(31)

Из (29)-(31) следует, что

Red =
1 - 1+а

3У
ехр ( —-iw) 2iu> +  j ~  ехр (—2iu>) ar1+а

где

ljV  =
1 4- a 1 4- а 

Учитывая (25), получим:

+  -------ехр ( —2 iu>) +  2 iu> + 1 1 + а У  V 1 +  а
ar г cos 2tu 

4 1 4- a l +  а
sin 2 lo — 2w“.

uj
V  =  / (oj) —:-----(cosw 4- 1), /(o>) =  8 cos2w — lOcosw 4-3 4- (2 cosш — 1 ) ------sin uj uj

График функции f i x )  приведён на рисунке 1.

(32)
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На рис.2 в увеличенном масштабе показана окрестность, где /(w ) <  0.

Заметим, что Red =  0,0057... при и) — ш*.
3. Пусть в (21) - (22) г =  г (и) заменено на (1 +  е)г, где е > 0 - малый параметр. Из (24) вытекает, что 

гладкая функция ц(е). ц (0) =  ги>, удовлетворяет уравнению

Из (33) следует что

ц (е) + г (1 +  е)
1 ~\~ CL

е х р (-ц (е ))
га (1 4- е)

11й

d
1 -  r b e x p ( -z w ) 1

в частности,

Кед/ =
1 -  ттг'ехР ( - 'И

(33)

(34)

Из формул (32) и (34) вытекает, что при 0 < w < w o h | < w < ~  аттрактором системы (21)-(22) является 
устойчивый цикл, причём колебания происходят около единичного состояния равновесия с амплитудой
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где

W (и)
U)V (w) ’ (35)

W =  — — (l +  cos2 u> +  2 coswcos2w) +  4u>J ( 1 —2 cosw ). 
sin uj

Формула (35) и свойства функции /(о*) позволяют сделать следующий вывод.
При прохождении участка wo < w < | колебания теряют локальность, т.е. становятся значительными. 

Кроме того, формула (35) теряет смысл при ш —+ 0.

Авторы благодарят Ю.С. Колесова за постоянное внимание к работе и обсуждение результатов.
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Бифуркация плоских волн обобщенного кубического уравнения 
Шредингера в цилиндрической области

Куликов Д.А.
Ярославский государственный университет 

150 000, Ярославль, Советская, Ц

Аннотация

В данной работе рассматривается вопрос о существовании и устойчивости автомодельных волн обобщенного 
кубического уравнения Шредингера. Рассмотрен вопрос о бифуркации от этих решений автоволн более сложной 
структуры. При исследовании бифуркационной проблемы был использован метод нормальных форм.

1. П остановка задачи. В работе рассматривается обобщенное уравнение Шредингера

ut — и — (1 +  ic)u\u\2 — idAu, (1)

где и = u(t, х , z) -  комплекснозначная функция, Д -  оператор Лапласа по пространственным переменным, 
d ,c -  действительные постоянные, причем d > 0, знак с произволен. Уравнение (1) является естественным 
обобщением нелинейного уравнения Шредингера и, в свою очередь, является частным случаем извест
ного уравнения Гинзбурга -  Ландау (см. [1 -  4]). Уравнение (1) рассмотрим в случае, когда u{t,x,z) 
удовлетворяет следующим граничным условиям

u(t, х +  2л, z) — u(t, х, z),uz =  и*
2 =  0

(2)

где х  6 R, z е  [0; i], В рамках этой работы ограничимся случаем, когда I =  л +  ф, a |<5i| <С 1. После замены 
7Г + Ф /1\г = -------~z\ краевая задача (1), (2) перепишется уже так7Г

щ ~  и — (1 +  ic)u\u\2 -  id(uxx +  (1 +  6)uZlZl), (3)

u(t,x +  2тг, zj) =  u(t, x, Z\),

Здесь 6 =  6((5i) -  малый параметр. Далее индекс "1" у переменной г будем опускать.
Простая проверка показывает, что краевая задача (3), (4) имеет решения в виде периодических по t 

бегущих волн:
u(t, х, z) — exp(icrnt +  inx),

где n e  Z, on = dn2 -  с. В работе продолжаются исследования свойств этих решений [5], но несколько 
в ином плане. Далее будет рассмотрен вопрос о структуре окрестности указанных решений в достаточно 
малой окрестности в смысле нормы фазового пространства решений краевой задачи (3), (4). В качестве

О

фазового пространства естественно выбрать W 2(D, С) -  замыкание в метрике W 2(D ,C) линеала глад
ких комплекснозначных функций, удовлетворяющих граничным условиям (4). Переменные x,z  при этом 
принадлежат области D = { (х , z) : 0 < х < 2л, 0 < z < л}.

На первом этапе рассмотрения краевой задачи (3), (4) ограничимся базисным случаем <5 =  0 (ф =  0).
2. Об устойчивости  бегущ их волн в линейном приближении. Замена

u(t, х, z) =  exp(iant + inx)v(t, x, z) (5)

после введения новых независимых переменных

t = t, у =  х +  2dnt, z =  z,

сводит задачу (3), (4) к рассмотрению краевой задачи

vt — (1 +  гс)( 1 — \v\2)v — idAv, (6)

20
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v(t,y +  2тг,z) =  v(t,y,z), vz
z = О

=  Vz (7)

Нетрудно найти, что краевая задача (6), (7) имеет решение v =  exp(i<p), где ip £ R. Линеаризация на 
состоянии равновесия v =  1 приводит к исследованию устойчивости нулевого решения следующей краевой 
задачи

wt =  Lu>,

w(s,y + 2тт, z) w{s,y,z), wz
z = 0

(8)

(9)

где Lie =  —idAw — (1 +  ic)(w + w). Стандартный анализ спектра линейного оператора L показывает, что 
справедливо следующее утверждение.

Л ем м а 1. Спектру линейного оператора L при всех d u e  принадлежит собственное число Ао =  О, 
которому отвечает собственная функция во(y,z) =  г. При d > 2с остальные собственные числа этого 
оператора лежат в полуплоскости, выделяемой неравенством Re А < 0, а при d < 2с имеются собствен
ные числа, находящиеся в правой полуплоскости комплексной плоскости. Наконец, при d =  дкр =  2с все 
собственные числа лежат в левой полуплоскости, кроме одного -  нулевого собственного значения крат
ности ф Ему соответствуют четыре линейно независимые собственные функции

во =  г, e-i =  (—с +  г) cosy, е% =  ( —с +  г) sin у, ез — (—с -т г) сок г.

Отметим, что величина а!кр находится, если с > 0. Далее ограничимся именно этим случаем. Рассмот
рим теперь оператор

Low =  —2ci Aw — (1 +  ic)(w +  w),

т.е. оператор L при критическом значении d. При таком выборе d уравнение

L0w =  g (Ю)

разрешимо не при любом выборе правой части этого уравнения. При построении нормальной формы 
могут встречаться следующие случаи выбора д.

1 )д {у ,г )=  9о] 2)g(y,z) =  g-xcosy, Z)g(y, z) =  g2 sin y;

4)g(y, z) =  go cos г; 5)g(y, z) -  gm,k cos my cos kz\ 6)g(y, z) =  дт,к sin my cos kz.

Здесь go, g\,gi,gi,gm,k G C, m,k € Z и таковы, что m2 +  k~ > 2.
Отметим достаточно легко проверяемое утверждение.
Л емм а 2. При первом варианте выбора д необходимым и достаточным условием разрешимости 

уравнения (10)  является выполнение равенства

Inigo =  cReg0. (11)

При выборе g в вариантах 2), 3), 4) необходимым и достаточным условием разрешимости уравнения 
(10) является выполнение уже следующих равенств

Iтдк =  0 (к — 1,2,3). (12)

В случаях 5) и 6)  рассматриваемое уравнение разрешимо при любом выборе постоянных дт,к-
Равенства (11), (12) будут использованы далее при построении нормальной формы -  системы диффе

ренциальных уравнений, отвечающей за динамику решений краевой задачи (6), (7) в окрестности состо
яния равновесия v =  1.

3. П остроение нормальной ф орм ы . Положим теперь d =  2с — е, где |е| -С 1. Вместе с краевой 
задачей (6),(7) рассмотрим вспомогательную задачу при таком же выборе d :

vt — (1 +  гс)(1 — M 2)v — г(2с — e)Av, (13)

II =  о, vz NIIоII «г II ОIIм

(14)

При анализе краевой задачи, естественно, считаем, что у € [0; 7т]. Построим нормальную форму кра
евой задачи (13), (14) в окрестности единичного состояния равновесия. Понятно, что, как и в случае 
краевой задачи (6), (7), вспомогательная задача (13), (14) также имеет семейство состояний равновесия
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v =  exp(itp) (ip 6 R). Но спектр устойчивости состояния равновесия v — 1 теперь устроен проще, чем при 
изучении аналогичного вопроса для краевой задачи (8), (9). При е =  0 {d =  2с) спектру оператора Lqv , 
рассматриваемого уже вместе с краевыми условиями (14), принадлежит нулевое трехкратное значение. 
Ему отвечают три линейно независимые собственные функции ео =  i, ег =  (—с+г) cos у, е3 =  (—с+г) cos z. 
Поэтому в случае краевой задачи (13), (14) центральное многообразие трехмерно и, следовательно, нор
мальная форма состоит из трех обыкновенных дифференциальных уравнений. Решения на этом трехмер
ном многообразии представляется возможным искать в следующем виде:

v(t,y ,z ,e) =  exp(i<p(t))(l +  w (t,y,z,e)). О >5)

Здесь
w (t ,y ,z ,e )=  Wi(rji,Г)2,y,z) +  u>2(r?i,r]2,y,z) +  U’3 (jh,V‘2,y,z) +  ew0 (r/a, ??2, y, z) +  • • • , (16)

где w±, wo ~ линейные формы относительно rjx, ??2, причем

w\ =  (—c +  i)(?/i cos у +  772 cos z), (17)

W2,W3 -  соответственно квадратичная и кубическая форма по переменным: 771, 772• Все слагаемые ряда 
(16), естественно, удовлетворяют краевым условиям (14). Точками обозначены слагаемые более высокого 
порядка малости по отношению к 771, 772, е. Наконец, 771 (f) , 772(t) , ip(t) -  действительные функции, удовлетво
ряющие системе дифференциальных уравнений, которую принято называть нормальной формой краевой 
задачи (13), (14)

Ф =  PiVi +  fovl 4----- .

rji =  еа-гщ +  771(511??? +  gnvl) +  "  ■ , (18)

772 =  £0:2772 +  772(52+7? +  522У2) н—  ,

где точками, как обычно, обозначены слагаемые более высокого порядка малости по сравнению с выпи
санными.

Для того, чтобы определить коэффициенты нормальной формы, следует выписать уравнение для 
комплекснозначной функции w(t, у, z, е ) :

uit +  iф(  ̂+  w) =  Lqw — ieAw  — (1 +  ic)(2ww +  w2 -I- w2w).

Отметим сразу, что слагаемое wj, определяемое формулой (17), принадлежит ядру оператора Lo при лю
бом выборе 771, 772. Остальные члены суммы (16) находятся как решения линейных неоднородных уравне
ний, дополненных граничными условиями (14). Выпишем основные из них, необходимые для определения 
коэффициентов нормальной формы. Для w2 =  w2(r}x,772, У, z) получаем

L0w 2 =  *(/3i?7i +  /?2Т?|) +  (1 +  ic)(2wiWi +  w\). (19)

Приравнивая кубические слагаемые по 771,772, формируем неоднородное уравнение уже для комплексно
значной функции wз =  «73(771, 772,7/, z)

L0W3 =  7(/?l?7i +  /?2??2)wl +  (1 +  гс)( 2wjW2 +  2w2Wl +  2w1VJ2 +  w\w{) +

+Vi{gnVi +  g n v l) ( -c +  i) cosy +  772(52177? +  grn m ){ -c  +  i) cosz.
(20)

Наконец, для г«о =  w?o(?7ii Щ, У, z) получаем

LqWq — iAu>x +  c +  i) cos у +  а2г]2(—с +  i) cos z. (21)

Из соображений симметрии сразу вытекает, что <?ц =  д22 =  а, 521 =  512 =  Ь, ах =  а2 — a, fix =  fii ~ fi- 
Из условий разрешимости неоднородного уравнения (19) находим, что fi =  с(с2 -I 1), а соответствующее 
решение имеет вид

71)0 =  — -(1 +  г)(5с2 + 1)
(vi + vl) +

/ 3 с2 — 1 . 9с2 +  1 77J cos 2у-

/Зс2 — 1 . 9с2 +  1
V 12 24с

V 12 24с

г7I cos 2z +  (Зс2 — 1 — 4ci)77i ?72 cos z cos 77.
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Для определения остальных коэффициентов нормальной формы следует применить условия разрешимо
сти для неоднородного уравнения (20). Используя их, получаем, что

30с4 -  9с2 +  1 b =  4с2 (с2 — 1).

Наконец, также из рассмотрения уравнения (21) находим, что а = с.
4. Анализ нормальной ф орм ы . В системе уравнений (18) положим

VI =  ^Дсу/pi, V2 =  \fec3fp 2,

считая, что 771 > 0,772 > 0,pi >  0,рз >  0. После замены времени г — 2ect получаем следующую систему 
трех обыкновенных дифференциальных уравнений

Pi =  Pi -  piia opi +  &0Р2),

Р2 ~ Р2 — P2(bopi +  аорг), (22)

Ф =  |(Р1 + Р2),

где точкой обозначена уже производная по т, а правые части выписаны с точностью до о(т/е). Наконец, 
ао =  —о, Ьо =  —Ъ.

30с4 _  9с2 -|- 1
Прежде чем приступить к анализу системы (22) отметим, что ао =  ------------- -------1 > 0 при любых о.6

Понятно, что главную роль играет анализ уравнений для амплитудных переменных р\, р2

Pi — Pi — Pi(&oPi +  60Р2), 

Р2 ~  Р2 — p2(boPi +  a-орг)-
(23)

Л ем м а 3. Система дифференциальных уравнений (23) имеет следующие нетривиальные состояния 
равновесия

Ег 1
Pi =  — ,Р2 «о

=  0 ; ?2  : P i  ”  0 ,  Р 2
_1_
ао'

Ез ■ рг =  р2 =
1

ао +  Ь0

Третье состояние равновесия Ез является изолированным, если ао ф Ьо 
исключительных значениях с существует континуум состояний равновесия

с2 , 33±л/873 
^  108

). При этих

1
Pi +  Р2 — — • ао

Этот случай дальше не будет рассматриваться. Отметим также, что ао 4- &о > 0 при всех с. 
Рассмотрим вопрос об устойчивости состояний равновесия Е\, Ез, Ез.
Л ем м а 4. Состояния равновесия Е%, Ез асимптотически устойчивы, если

ао < Ьо, (24)

и неустойчивы, если
а0 > Ь0- (25)

Состояние равновесия Ез асимптотически устойчиво, если имеет место неравенство (25) и неустой
чиво, если выполнено неравенство (24).

Для доказательства следует линеаризовать систему (23) на исследуемом состоянии равновесия. При
этом при анализе спектра их устойчивости следует учесть то обстоятельство, что ао +  Ьо > 0. Нетрудно
проверить, что неравенство (25) выполнено, если с2 £ (0,с2) U (с^, оо) и неравенство (24) при с2 е  (of, с§),

,  3 3 -7 8 7 3  ,  33 +  л/873
где с2 =  -----~  0.032, с2 = ---------------- ----------и  0.579 (щ »  0.179, с2 и  0.761).

В заключении этого пункта отметим, что вспомогательная система дифференциальных уравнений (23) 
диссипативна. Это вытекает из неравенства аор2 -I- 26qPiP2 +  аоРз > 0 (pi, рз > 0).
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5. О сновны е результаты. Напомним, что здесь речь идет пока о случае <5 =  0. Используя методику, 
изложенную в монографии [6], можно показать, что существует такое достаточно малое £о > 0, что при 
всех е € (0, ео) и d =  2с — е справедливы следующие три утверждения.

Т еорем а 1. Состоянию равновесия Е\ системы дифференциальных уравнений (23) соответствует 
два цикла краевой задачи (13), (Ц )

vi (t,y ,z ,e ) =  exp(ie/?it) (26)

где точками в квадратных скобках обозначены слагаемые более высокого порядка малости по сравнению 
с предшествующими слагаемыми в этих скобках,

7i =  —  ,Pi =  7ic(c2 +  1), 7ю а о
(1 +  г) (5с2 +  1)

-,711
Зс2 -  1 .9с2 +  1

12 1 24с

Этот цикл орбиталъно асимптотически устойчив, если выполнено неравенство (24), и неустойчив, 
если выполнено неравенство (25).

Т еорем а 2. Состоянию равновесия Е2 системы дифференциальных уравнений (23) соответствует, 
два цикла краевой задачи (13), (Ц )

v2(t ,y ,z ,e ) =  exp(iefat) 1 ±  у/е^/^{-с +  г) cosz +  £72 (720 +  721 cos 2z'j + ... j , (27)

где точки означают то же самое, что в формуле (26) теоремы (1), 72 =  7ъ Аг =  Pi,720 =  710,721 =  7п- 
Условия устойчивости этих циклов совпадают с условиями устойчивости для циклов, рассмотрен

ных в теореме 1.
Теорем а 3. Состоянию равновесия Е3 системы дифференциальных уравнений (23) соответствует 

уже четыре цикла вспомогательной краевой задачи (13), (Ц )

V3(t, у, z, е) =  ехр(ге/?з£) ĵ l ±  y/ec&i (—с +  i) cos у ±  у/есВ2(—с +  г) cos г I
(28)

+гс^©о +  ©з cos 2 у -I- ©4 cos 2 z ±  ©5 cos у cos г j  +  .. .  ,

где точками обозначены слагаемые более высокого порядка малости по сравнению с предшествующими 
в квадратных скобках

2с2(с2 +  1) 
а0 +  Ьо ©п

-(1 +  г) (5с2 +  1)
2 (а о  +  Ьо)

0 ,  =  ©9 1
а0 +  Ьо

ГЛ (Зс2 — 1 — 4сг) ^  ^  _ 1 /'Зс2 -  1 .9с2 +  1
5 =  (ао +  Ь0) ’ 24с

Каждый из этих циклов орбиталъно асимптотически устойчив, если выполнено неравенство (25), 
и неустойчив при выполнении неравенства (24).

Сразу отметим, что решения v\(t, у, е), v2(t, z, е), v3(t, у, z, е) вспомогательной краевой задачи (13), (14) 
удовлетворяют уже и краевой задаче (6), (7) при d =  2с — е. В этом легко убедиться, продолжив по 
переменной у эти функции с отрезка [0, к] на отрезок [—7Г, тг) четным образом, а затем на всю числовую ось 
по периодичности с периодом 27г. Более того, в силу трансляционной инвариантности по переменной у G R 
решениями краевой задачи (6), (7) будут и функции щ (<, у +  ф, е), v3(t, у + ф, z, е), где ф -  произвольная 
действительная постоянная. Возвращаясь теперь к старым переменным и используя замену (5), можно 
получить некоторые следствия, касающиеся исходной задачи (3),(4).

С ледствие 1 (из теорем ы  1). Состоянию равновесия Е\ системы дифференциальных уравнений 
(23) соответствует счетное число двумерных инвариантных торов. Решения на каждом из них до
пускают асимптотическое представление

u„(t, х, z, е) =  exp(iont +  inx +  iefiit) |\ +  V^VTi (- с  +  '0 cos(x +  4ent +  фп)+
(29)

+£7i (710 +  7il cos(2z +  Sent +  2V>n)) +  o (e )j,

которое получено из формулы (26). Условия устойчивости этих торов повторяют условия устойчиво
сти из теоремы 1.



Бифуркация плоских волн обобщенного кубического уравнения Шредингера 25

Следствие 2 (из теорем ы  2). Состоянию равновесия системы дифференциальных уравнений 
(23) соответствует счетное число циклов краевой задачи (3), (4)

(t, х , z, е) — exp(iant +  гпх +  iefot) 1 ±  %/Sv/7 2 (-c  +  г) cos г +  еу? (720 +  721 cos 2z \ +  о(е) (30)

Условия их устойчивости те же, что и для решения (27) из теоремы 2.
Следствие 3 (из теорем ы  3 ).Состоянию равновесия Ез системы дифференциальных уравнений 

(23) соответствует счетное число двумерных инвариантных торов, для решений на которых имеем 
асимптотическую формулу

un(t ,x ,z ,e ) — exp(iant +  гпх +  iefot) 1 +  i/ ec@ i(-c+  i) cos(x + 4 cnt +  фп) ±  у'£с©2( - с  +  i) cosz+  

+ec  ̂ ©o +  ©3 cos(2.x 4- Sent +  2ipn) +  0 4 cos 2z ±  ©5 cos(a; +  4cnt +  фп) cos z'j +  o(e)
(31)

где фп G R. Ясно, что условия их устойчивости те же, что и для решения (28) из теоремы 3.
6. "Н есим м етричны й"случай . Речь идет о той ситуации, когда I ф тт (6 ф 0). Предположим, что 

S =  —ге, где г =  const, которая может быть постоянной произвольного знака. В этом случае практически 
дословно повторяются построения предшествующих пунктов и, как ранее, центральным местом является 
сведение задачи к исследованию двух обыкновенных дифференциальных уравнений для амплитудных 
переменных, т.е. уравнений, подобных уравнениям (23). В этом случае они приобретают вид

Pi — Pi — Pi(a0pi + ЬоР'л),

Р2 =  992 ~ PiiboPi + а0рз),
(32)

где g =  g(r) =  1 +  2с?'. Отметим, что при I =  7г получаем g =  1, т.е. ранее изученную систему дифферен
циальных уравнений (23).

Система дифференциальных уравнений (32) имеет следующие состояния равновесия:

Elg ■ Pi =  — ) Р2 =  0; E’2g : pi =  0, Р2 =  — • а0 а0

Состояние равновесия E-ig существует, если г таково, что g > 0. Наконец,

1 ,(а0 -  Ь0д\\ .  1 ,( ао 9 -~Ь0\
ао +  Ьо \ а0 -  Ь0 > а0 +  Ь0

-о"1О<3

Состояние равновесия Езд существует, если выполнены неравенства

ао -  Ь0д 
ао — 6р

ао9 — Ь0
а р  — 6 q

>0.

Нетрудно проверить, что состояние равновесия Е\д системы дифференциальных уравнений (32) асимп
тотически устойчиво,если

ард -  60 < 0,

и неустойчиво, если
а0д -  Ь0 > 0.

Состояние равновесия Еъд асимптотически устойчиво, если выполнено следующее неравенство:

а0 -  Ь0д < 0,

и неустойчиво, если
ар -  Ь0д > 0.

Наконец, состояние равновесия Езд асимптотически устойчиво, если

ар — &о > 0,

и неустойчиво, если выполнено противоположное неравенство.
При проверке последнего утверждения существенно используются неравенства (33).
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Состояние равновесия Е\д системы дифференциальных уравнений (32) порождает счетное число дву
мерных инвариантных торов краевой задачи (3), (4). Соответствующие решения восстанавливаются по 
формуле (29). Условия их устойчивости совпадают с условиями устойчивости состояния равновесия Е\д 
системы (32).

Состоянию равновесия E-zg соответствует счетное число циклов краевой задачи (3), (4), для решений 
на которых справедлива асимптотическая формула (30), где, впрочем, необходимо незначительно откор
ректировать коэффициенты, заменив

72 —> 129-

Устойчивость (неустойчивость) этих циклов наследует аналогичные свойства Еъд.
Наконец, состоянию равновесия Езд соответствует счетное семейство двумерных инвариантных торов, 

решения на которых задаются асимптотической формулой, схожей с формулой (31), в которой следует 
откорректировать коэффициенты, заменив

/Зз
c2( l + g ) ( c 2 +  l)

а0 +  Ьо ©1 I ар -  gbp
«о — ьо

© 2
I аод — Ьо

©з
о о — gh) [Зс2 — 1 ,9с2 +  1

©4 аод -  Ьр /3 с  
а?, -  bl \

bl V 12 ' 24с

Зс2 -  1 ,9с2 +  1\
12 " 24с / ’ ©5

(1 + д) (1 +  ic)(5c2 + 1) 
(а0 -I- Ь0) 4

/ аод — bo ао — gbo , 2 i
д ~ Т г ( 3с - 1Ь1

Торы, соответствующие состояниям равновесия Езд, наследуют свойства устойчивости этого состояния 
равновесия.

7. Заключение. Как уже ранее отмечалось, данная работа является естественным продолжением [5]. 
Следует добавить, что она имеет точки соприкосновения с работой [7], где была рассмотрена задача о 
бифуркациях от однородного цикла для уравнения Гинзбурга -  Ландау в плоской области. В одномерном 
случае вопрос о бифуркации бегущих волн был рассмотрен в работе [8], но следует отметить, что динамика 
решений данной краевой задачи намного богаче.

Автор выражает благодарность профессору А.Ю. Колесову за постановку задачи и ценные советы при 
работе над статьей.
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Аннотация
В работе описывается иерархическая модель программ, построенных на основе автоматного подхода 

к программированию. Приводится пример автоматной модели системы управления кофеваркой.

1. Введение
Статья посвящена описанию иерархической модели программ, построенных на основе автоматного под
хода к программированию [2, 3, 4, 5]. Технология автоматного программирования является достаточ
но эффективной при построении программного обеспечения «реактивных» систем и систем логического 
управления. Эта технология, не исключая других методов построения программного обеспечения «без 
ошибок», существенно более конструктивна, так как позволяет начинать «борьбу с ошибками» еще на 
стадии алгоритмизации, Более того, автоматный подход к программированию с точки зрения моделирова
ния и анализа программных систем имеет ряд преимуществ по сравнению с традиционным подходом. При 
построении модели для программы, написанной традиционным способом, возникает серьёзная проблема 
адекватности этой программной модели для исходной программы. Модель может не учитывать ряд про
граммных свойств или порождать несуществующие свойства. При автоматном программировании такая 
проблема исключена, поскольку' набор взаимодействующих автоматов, описывающий логику программы, 
уже является адекватной моделью, по которой формально и изоморфно строится программный модуль. И 
это является бесспорным плюсом автоматной технологии. К тому же свойства программной системы в ви
де автоматов формулируются и специфицируются естественным и понятным образом. Проверка свойств 
осуществляется в терминах, которые естественно вытекают из автоматной модели программы.

При автоматном подходе к проектированию и построению программ для задач логического управле
ния выделяются две части: системно независимая и системно зависимая. Первая часть реализует логику 
программы и задаётся системой взаимодействующих автоматов Мура-Мили. Проектирование каждого 
автомата состоит в создании по словесному описанию (декларации о намерениях) схемы связей, опи
сывающей его интерфейс, и графа переходов, определяющего его поведение, По этим двум документам 
формально и изоморфно может быть построен модуль программы (системно зависимая часть), соответ
ствующий автомату.

2. Иерархическая модель автоматных программ «реактивных» 
систем и систем логического управления

Рассмотрим иерархическую систему взаимодействующих детерминированных конечных автоматов

А  =  (А с , Л ц . . . . ,  Aik,, • • ♦) Ап\ ,.. . ,  Л;д п),

где п и ki (1 <  г < п) —- натуральные числа. Автомат Ао назовём основным, остальные автоматы — 
вложенными. Между всеми автоматами установлена иерархия по вызываемое™ (вложенности). Автомат 
Aij может вызывать (передавать управление) стоящему ниже по иерархии автомату ^  В таком слу
чае автомат Ац  называется главным, а ^  — вложенным (или вызываемым). У каждого вложенного 
автомата существует только один главный автомат, из которого он вызывается.

Система автоматов А  рассматривается как система управления некоторым объектом. Система А  по
лучает от объекта управления события, характеризующие, например, изменение его состояния, а также 
сама запрашивает текущие параметры объекта, что также считается входным воздействием на систему А. 
В то же время система управления, реагируя на поступающую информацию, сама оказывает воздействия 
на объект управления.

27
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Кроме описанного взаимодействия с «внешней средой», происходит аналогичное взаимодействие авто
матов между собой внутри системы, посредством передачи (со стороны главного автомата) управления с 
некоторым событием вложенным автоматам и отслеживанием их текущих состояний.

В рассматриваемой модели события от объекта управления принимает и реагирует на них только 
основной автомат Ао, вложенные же автоматы обращаются к объекту управления только с запросами 
состояния его параметров (причём вложенный автомат может сделать запрос лишь в том случае, если 
главный автомат передал ему управление).

Рис. 1. Модель взаимодействия системы А  с объектом управления

Описываемая модель взаимодействия системы управления А  с объектом управления показана на 
рис. 1. На рисунке события обозначаются символом е, запросы к объекту управления (входные воздей
ствия) — х, текущее состояние некоторого автомата Ац хранится в переменно!* у %:), а выходные воздей
ствия обозначаются z.

Поведение любого автомата А системы А  аналогично поведению всей системы в том смысле, что 
автомат А реагирует на произошедшие события и в зависимости от своего состояния, состояния вложен
ных автоматов и состояния объекта управления оказывает воздействие на объект управления или же на 
вложенные автоматы, передавая им управление с некоторым событием.

Обозначим Еа =  {e-j.,. •., efc} множество всех имён событий, на которые реагирует автомат А. Опреде
лим на множестве Еа переменную событий е, в которую будет помещаться имя произошедшего события 
для автомата А. Текущее значение переменной е будем обозначать Нд(е).

Также введём множество Х а =  {ж1(. . .  ,жп} запросов автомата А к объекту управления. Каждый 
запрос расценивается как некоторый предикат, истинность которого зависит от состояния параметров 
объекта управления.

Наконец, введём Za — { z i , ... ,zr } множество выходных воздействий автомата А. Причём воздействия 
Zi рассматриваются двух видов. Первая группа воздействий — это воздействия непосредственно на объ
ект управления. Воздействия второго типа — передача управления вложенному автомату с некоторым 
событием (генерация события для вложенного автомата). В этом случае выходное воздействие z% имеет 
вид A'(e'j), где А! — вложенный автомат, а е) — сгенерированное событие автоматом А для вложенного 
автомата А’ , которому передаётся управление для обработки этого события.
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Тогда автомат А управляющей системы автоматов А  представляет собой набор (£ , Q f go> В, X , 7,6),
где

® Q =  (<?0) 9i) ■ ■ ■ 1 Эта} *— конечное множество состояний автомата А;

® до — начальное состояние;

• Е =  {a i, о*2 , . . . ,  а*.} — конечный алфавит пометок дуг переходов;

® 15: Q х Е —* Q — функция переходов из одного состояния в другое.

Каждый переход срабатывает по определённому правилу. Прежде чем описывать правила переходов, 
введём ещё ряд обозначений.

Для метки перехода а £ Е обозначим Г.'(а) событие, на которое автомат А реагирует при срабатывании 
перехода с меткой а.

Будем обозначать Х(а)  множество запросов к объекту управления, истинность которых требуется для 
срабатывания перехода с пометкой а.

Пусть Z* — множество конечных последовательностей выходных воздействий, тогда для а £  Е обо
значим Z*(a) 6 Е* последовательность выходных воздействий, которая происходит при срабатывании 
перехода с пометкой а.

Также для произвольного состояния q автомата А обозначим Z*(q) £ Z* последовательность выходных 
воздействий, которая должна выполниться при попадании (переходе) автоматом в состояние q.

И, наконец, пусть У(а) — предикат, зависящий от состояний вложенных автоматов, истинность кото
рого необходима для срабатывания перехода с пометкой а.

Правило перехода из состояния q в состояние q' по метке а имеет следующий! вид,

q, a: if е: =  В (a) and (х  true, V® G Х(а) )  and У (о.) =  true 
then Z*(a); Z*{q')\ goto q'.

Таким образом, правило перехода в новое состояние можно описать так. В общем случае, после полу
чения события автомат в зависимости от своего текущего состояния реагирует (или никак не реагирует) 
на событие, опрашивает параметры объекта управления, учитывает состояния вложенных автоматов, 
затем производит последовательность выходных воздействий, включая и те выходные воздействия, кото
рые необходимо совершить при попадании в новое состояние, и только после этого переводится в новое 
состояние (которое может быть тем же самым в случае петли).

Выходное воздействие первого типа, направленное на объект управления, считается сразу же осу
ществлённым после его применения. Выходное воздействие второго типа, представляющее собой переда
чу управления с событием вложенному автомату, считается выполненным только лишь после реакции 
вложенного автомата на это событие, которая заключается в том, что либо автомат переходит в новое 
состояние (срабатывает один из переходов вложенного автомата), либо событие игнорируется вложенным 
автоматом (ни один из переходов сработать не может). До тех пор пока выходное воздействие второго типа 
не осуществится, работа (процесс перехода в новое состояние) главного автомата приостанавливается.

Важно отметить, что правила переходов, а точнее условия срабатывания переходов, должны удовле
творять условию детерминированности (или ортогональности), т.е, при наступлении некоторого события 
может быть готов к срабатыванию не более чем один переход. Если ни один переход в текущем состо
янии при наступлении некоторого события сработать не может (условия переходов не выполняются), то 
событие игнорируется (переменная событий е для этого автомата обнуляется).

Далее рассмотрим иерархическую модель автоматных программ на примере системы управления 
кофеваркой.

3. Автоматная модель системы управления кофеваркой
Рассмотрим системно независимую часть автоматной программы, которая отвечает за логику управления 
кофеваркой.

Модель кофеварки представлена на рис. 2. Кофеварка позволяет выбирать количество порций кофе 
для варки с помощью кнопок «+ »  (увеличить количество порций на единиц}') и « —» (уменьшить коли
чество порций на единицу).

В кофеварке предусмотрена возможность индикации отсутствия воды и основных неисправностей (на
пример, не работает нагреватель или не исправен один из клапанов). Количество порций изменяется от 1 
до 5. При попытке увеличить максимальное значение порций нажатием кнопки «-(-» ничего не происходит
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Рис. 2. Кофеварка: 1 - -  емкость для воды, 2 — емкость для кипячения, 3 — фильтр с кофе, 4 — колба для 
готового напитка, 5 — дисплей, 6 — датчик воды, 7 — входной клапан (клапан 1), 8 — выходной клапан 
(клапан 2), 9 — нагреватель кипячения воды, 10 — бойлер, 11 — кнопка увеличения «+», 12 — кнопка 
уменьшения « —», 13 — кнопка «Ок», 14 — кнопка «С» (отмена).

(аналогично для значения порций 1 нажатие «—» игнорируется). Отдельно выделяется объект «бойлер», 
который состоит из клапанов 1 и 2, нагревателя и емкости для кипячения. Дисплей кофеварки разбит на 
части, использующиеся для индикации состояний клапанов, нагревателя и собственно кофеварки.

В кофеварке выделяются чётко выраженные подобъекты управления (бойлер, клапаны и нагреватель), 
которые имеют свои собственные подсистемы управления. Каждая подсистема управления представлена 
в виде конечных автоматов Мура-Мили, выстроенных в иерархию. В результате логическая часть систе
мы управления кофеваркой имеет вид системы взаимодействующих автоматов. Автомат, находящийся 
выше по иерархии, управляет своими вложенными автоматами путем генерации события и передачи им 
управления с. этим событием. Кроме того, автомат следит за состояниями вложенных автоматов, так как 
от них могут зависеть его собственные переходы по состояниям.

Диаграмма взаимодействия автоматов представлена на рис. 3. Автомат АО, называемый основным, 
получает от панели управления (панели кнопок) события еОг, на которые он реагирует. Специальное со
бытие еО, генерируемое постоянно системным таймером, используется для проверки условий переходов 
(условий на дугах автоматов), которые не предусматривают реакцию ни на одно из событий еОг. Автомат 
АО взаимодействует с автоматом А1, передавая ему управление с событиями e li и еО. Также автомат АО 
отслеживает состояния А1 через переменную у 1. При таком взаимодействии автомат АО считается глав
ным, а А1 — вложенным. Аналогичным образом происходит взаимодействие автомата А1 с вложенными 
автоматами А2, А31 и А32.

Рис. 3. Диаграмма взаимодействия автоматов управления
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Автомат АО реализует логику управления кофеваркой. Он реагирует на нажатие кнопок на пане
ли управления (при задании количества порций, запуске процесса варки, отмене варки, сбросе ошибки 
и т. д.), передавая управление на время варки кофе взаимодействующему с ним автомату управления 
бойлером А1. Информация о текущих состояниях кофеварки отображается на дисплее.

Схема связей и граф переходов автомата управления кофеваркой АО представлены на рис. 4.

Среда управления Автомат управления кофеваркой
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z03
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Рис. 4. Схема связей и граф переходов автомата управления кофеваркой АО

Автомат А1 реализует логику управления бойлером, который непосредственно отвечает за процесс 
варки кофе.

В процессе варки контролируются работоспособность клапанов, нагревателя, а также проверяется 
наличие воды. В случае неисправности одного из клапанов или нагревателя варка прерывается и вы
свечивается на дисплее соответствующее предупреждение. В случае отсутствия воды в емкости варка 
приостанавливается, пока вода не будет долита либо пользователь не прервет варку.
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А в т о м а т  у п р авл ен и я  б о й л е р о м

Рис. 5. Схема связей и граф переходов автомата управления бойлером А 1
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А в т о м а т  у п р авл ен и я  н а гр ев а тел ем

А в т о м а т  у п р авл ен и я  кл ап ан ом

Рис. 6. Схемы связей и графы переходов автоматов управления нагревателем А2 и клапаном .43
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Если не произошло поломок, процесс варки повторяется до тех пор, пока не будет сварено установ
ленное количество порций кофе. Один цикл варки соответствует одной порции.

Автомат А1 взаимодействует с автоматом управления АО, передавая последнему текущее состояние 
и получая от него события. Автомат А1 также взаимодействует с автоматами А31, А32 (отвечающими 
за управление клапанами 1 и 2) и А2 (управляющим нагревателем), получая их состояния и посылая им 
события.

Схема связей и граф переходов автомата управления бойлером А 1 представлена на рис. 5.
Автомат А2 реализует логику управления нагревательным элементом. Он поддерживает температуру 

нагревателя в заранее заданном диапазоне (для температуры устанавливаются допустимые минимум и 
максимум). Предусмотрена возможность установления неисправности вида «нагреватель не работает».

После включения нагревателя происходит его прогрев до нижней границы рабочего диапазона. Если 
он не прогрелся до необходимой температуры за заданное время, то нагреватель считается неисправным. 
Нагреватель включается при достижении температурой нижней границы рабочего интервала и выклю
чается при достижении верхней границы.

Автомат А2 взаимодействует только лишь с автоматом управления бойлером А 1 и не имеет вложенных 
автоматов.

Автоматы А31 и А32 полностью идентичны. Под автоматом АЗ понимается как автомат А31, так и ав
томат А32. Автомат АЗ служит для реализации логики управления работой клапана в режиме «открыть- 
пауза-закрыть». Автомат имеет четыре состояния и, не имея вложенных автоматов, взаимодействует 
только с автоматом управления бойлером А 1, передавая последнему свое состояние и получая от него 
события. Автомат АЗ начинает цикл своей работы по событию е31 («открыть клапан»). Сначала клапан 
открывается, затем делается пауза для набора воды или выпуска пара, а после этого клапан закрывается, 
В случае если за определенное время клапан не откроется (либо не закроется), он считается неисправным.

Схемы связей и графы переходов автомата управления нагревателем А2 и автомата управления кла
паном АЗ представлены на рис. б.

4. Заключение
При построении автоматной программы в рамках иерархической модели логика программы концентри
руется на основном автомате, который распределяет управление вложенным автоматам в зависимости от 
поведения управляемого объекта. Каждый автомат программы взаимодействует только со своими глав
ным и вложенными автоматами, что облегчает понимание программы. Во время проектирования или 
верификации такой автоматной программы возможно рассмотрение части или некоторого поддерева си
стемы автоматов в зависимости от той функции, которая реализуется выделенной подсистемой автоматов. 
Любая подсистема взаимодействующих автоматов в иерархической модели представляет собой дерево ав
томатов, которое молено рассматривать как отдельную систему (как отдельную автоматную программу). 
Это позволяет менять масштаб всей системы, относя не интересующие проектировщика в данный момент 
времени автоматы к внешней среде, т. е. к внешнему объекту управления, и удерживать во внимании толь
ко анализируемую подсистему. И, наконец, при верификации спецификация и анализ свойств автоматной 
программы проводятся проще при понятной и не сложной по структуре верифицируемой модели.
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Аннотация

Рассматривается проблема поиска бисимулярных разметок в ограниченных сетях Петри. Вводятся 
и исследуются специальные виды бисимуляции для случая ограниченных сетей, в том числе расши
рение бисимуляции достижимых разметок — отношение, учитывающее кроме достижимых разметок 
еще и все разметки, бисимулярные достижимым (среди которых могут быть и неограниченные). Дока
зана разрешимость расширения бисимуляции разметок. Вводится понятие элементарного расширения 
бисимуляции — конечного подмножества полного расширения, в которое входят только минимальные 
(относительно вложения) пары разметок. Доказана вычислимость элементарного расширения бисиму
ляции (предложен алгоритм его построения).

1. Введение
Сети Петри являются одним из наиболее распространенных формализмов, используемых при моделиро
вании сложных систем. Они применяются в разных областях — от разработки параллельных и распреде
ленных информационных систем до моделирования бизнес-процессов. Обыкновенные сети Петри могут 
содержать бесконечно много состояний и по выразительной мощности находятся строго между конечными 
автоматами и машинами Тьюринга (и при этом не сравнимы с магазинными автоматами). В частности, 
для них разрешимы проблемы достижимости, останова, живости и ограниченности и неразрешима про
блема эквивалентности языков.

Понятие эквивалентности поведений — одно из центральных понятий теории формальных систем. Для 
сравнения поведения параллельных и распределенных систем Д.Парком и Р.Милнером в начале 80-х гг. 
было введено понятие бисимуляционной эквивалентности. Бисимуляция обладает четкой математической 
трактовкой и более тонко отслеживает ветвления в дереве срабатываний системы по сравнению с языко
вой эквивалентностью. Два состояния системы бисимулярны, если внешний наблюдатель, который видит 
только метки срабатываний переходов, по наблюдаемому поведению системы не может определить, с ка
кого из этих двух состояний она начала работу. Для сетей Петри проблема определения бисимулярности 
двух состояний (разметок) неразрешима [2].

В данной работе рассматривается сужение класса обыкновенных сетей Петри — ограниченные сети 
Петри. Ограниченные сети — это сети с заданной начальной разметкой, причем такой, что множество 
достижимых от нее разметок конечно. Очевидно, что бисимуляция достижимых разметок в ограничен
ных сетях разрешима (благодаря конечности самого множества достижимых разметок). Однако при этом 
следует отметить, что ограниченность сети — это свойство начальной разметки, а не самой структуры 
сети. Наряду с достижимыми разметками мы можем рассматривать и разметки, недостижимые от за
данной начальной разметки. Этих разметок бесконечно много, причем некоторые из них, в свою очередь, 
могут порождать бесконечные множества достижимости. При этом, несмотря на неограниченность, такие 
разметки могут быть бисимулярны заданной начальной (ограниченной) разметке.

В данной работе исследуются свойства нескольких специальных видов бисимуляции в ограниченных 
сетях Петри — бисимуляции ограниченных разметок, бисимуляции достижимых разметок и расширения 
бисимуляции достижимых разметок. В частности, доказано, что все эти отношения разрешимы.

Вводится понятие элементарного расширения бисимуляции — сокращенный вариант (полного) расши
рения бисимуляции, в котором рассматриваются не все бисимулярные разметки, а только минимальные 
(относительно вложения). Элементарное расширение можно рассматривать как конечный базис (полно
го) расширения. В работе доказана вычислимость элементарного расширения бисимуляции. Предложен 
алгоритм, вычисляющий все минимальные (по вложению) разметки, бисимулярные данной достижимой 
разметке ограниченной сети Петри.

35



36 Моделирование и анализ информационных систем Т.13, №1 (2006)

2. Основные определения
Через Nat обозначим множество неотрицательных целых чисел.

Пусть X  — непустое множество.
Мультимножеством М  над множеством X  называется функция М  : X  -»  Nat. Мощность мульти

множества \М\ — (Сагелг М(х).  Числа {М{х)  | х £ X }  называются коэффициентам,и мультимножества, 
коэффициент М(х)  определяет число экземпляров элемента х в М. Мультимножество М конечно, ес
ли конечно множество {х £ X  | М{х)  > 0}. Множество всех конечных мультимножеств над данным 
множеством X  обозначается как М (Х) .

Операции и отношения теории множеств естественно расширяются на конечные мультимножества.
Пусть M i,М2, М3 £ М(Х) .  Полагаем: Mi =  М2 +  М3 \/х £ X  Mi(x) =  М2(х) +  М3(х) — 

операция сложения двух мультимножеств; Mi = М2 -  М3 <=> Ух 6 X  МДж) =  М2(х) © М3{х) — разность 
мультимножеств (где © — вычитание до нуля).

Сетью Петри называется набор N =  (P,T,F ), где Р  — конечное множество позиций; Т — конечное 
множество переходов, Р  П Т — 0; F  : (Р  х Т) U (Т  х Р) —» iVai — функция инцидентности.

Разметкой (состоянием) сети iV называется функция вида М : Р  -э TVaf, сопоставляющая каждой 
позиции сети некоторое натуральное число (или ноль). Разметка может рассматриваться как мультимно
жество над множеством позиций сети.

Графически сеть Петри изображается как двудольный ориентированный граф. Вершины-позиции 
изображаются кружками и характеризуют локальные состояния сети, вершины-переходы изображают
ся прямоугольниками и соответствуют действиям. Дуги соответствуют элементам F. Позиции могут со
держать маркеры (фишки), изображаемые черными точками. При разметке М  в каждую позицию р 
помещается М(р) фишек.

Для перехода t £ Т через Ч и t* обозначим мультимножества его входных и выходных позиций, такие, 
что Ур £ Р 4{р) =def t*(p) —dej F(t,p). Переход t £ T  гот,ов к срабатыванию при разметке М,
если Ч С . М  (все входные позиции содержат достаточное количество фишек). Готовый к срабатыванию 
переход t может сработать, порождая новую разметку М' =def М — Ч + t* (используется обозначение 
М  4  М').

Понятие срабатывания переходов может быть обобщено на случай последовательностей: пусть а = 
ti.t-2 .. Лп, тогда М  4  М' обозначает последовательность срабатываний М  -V М\ 4  М2 -4- • ■ • 4  М '.

М  —уМ1 обозначает возможность какого-либо срабатывания, переводящего разметку М  в разметку М '. 
При этом говорят, что М' достижима от М. Множество всех разметок сети N, достижимых от начальной 
разметки М, обозначается как 7Z(M).

Разметка М  сети N называется ограниченной, если множество 1Z(M) — конечно.
Срабатывания переходов в сети Петри соответствуют различным наблюдаемым событиям в модели

руемой системе. Чтобы идентифицировать их, переходы помечаются специальными метками. Пусть Act 
— множество таких меток.

Помеченной сетью Петри называется набор N  =  (Р, Т, F, I), где (Р, Т, F) — сеть Петри, I : Т —> Act — 
помечающая функция.

Запись М Л М ', где а £ Act, означает, что существует переход t £ Т, такой что /(f) =  а и М  Л  М 1.
Скажем, что отношение R С М(Р)  х М ( Р )  называется бисимуляцией разметок, если для любой пары 

(M i, М2) € R и для любого а £ Act :
• если Mi А  М[, то М-2 А  М!2, причем (М (,М А  £ R; и
• если  М2 А  М2, то  Mi А  М[, п р и ч е м  (М{, М2) £ R.
Объединение всех бисимуляций разметок обозначается как ~ . Известно, что для любой сети отношение 

~  является бисимуляцией разметок.
Также существует понятие г-бисимуляции (обозначается ~,;). Оно определяется индуктивно:
Во-первых, полагаем М\ ~о М2 для любых М\,М2 £ М(Р).  Далее, для любого п £ Nat полагаем 

М 1 ~ п+1 М2, если для любого а £ A c t :
• если  Mi А  М[, то  М2 А  М2, п р и ч е м  М[ ~ п М2; и
• если М2 А  М2, то Mi А  М[, причем М[ М2.
Для любого i отношение является отношением эквивалентности, кроме того, ~,:+iC ~ j . Также 

выполняется Mi ~  М2 Mi М2 для любого i £ Nat.
Известно [3], что проблема бисимулярности разметок неразрешима, то есть не существует алгоритма, 

определяющего за конечное число шагов, являются ли данные две разметки бисимулярными. Проблема 
г-бисимулярности разметок разрешима для любого i. Известно следующее свойство:
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Л емма 1. [4] Пусть М,М' £ М ( Р ), где \1Z(M)\ = п < со. Тогда

М ~ М ' М  М' A TZ(M') П Inc(N, М) ф 0.

Здесь Inc(N, М ) обозначает множество несовместимых с М  разметок сети N. Это линейное множество, 
которое может быть эффективно построено. Выполнение условия 7Z(Ad')P\Inc(N, М) ф 0 может быть уста
новлено при помощи алгоритма определения достижимости подразметки. Отсюда следует разрешимость 
проблемы бисимулярности ограниченной и неограниченной разметок сети Петри [4].

3. Специальные виды бисимуляции ограниченных сетей Петри
Введем три сужения отношения бисимуляции разметок, которые тем или иным образом учитывают свой
ства ограниченности и достижимости разметок ограниченной сети Петри.

Пусть N =  (Р, Т, F, I.) — помеченная сеть Петри, Мо — ограниченная разметка сети N.

Определение 1. Бисимуляцией достижимых разметок называется множество

R(N,M0) = { {MUM2) Е М (Р)  х М(Р)  | М х ~  М2 А Мг 6 ЩМ0) А М 2 е  ЩМ0)}.

Определение 2. Бисимуляцией ограниченных разметок называется множество

B(N) =  { {Ми М2) € М(Р)  х М(Р)  | Мх ~  М2 А \П{МХ)\ < оо А \ЩМ2)\ < оо}.

Определение 3. Расширением бисимуляции (достижимых разметок) называется множество

E(N, Мо) = {{Ми М2) е М{Р)  х М {Р)  | ЗМ3 € ЩМ0) : Мх ~  М2 ~  М3}.

Пример ограниченной сети Петри и отношений P(7V, Mq) ,B(N),E(N, Мо) и  (~ ) представлен на рис. 1.

R(N,M0) = { (р2,р2) }

B{N)  =  {  (0,0),(P i ,P1),(P2,P2),(Pi ,P2),(P2,Pi ) } U { (прз.шрз),
(pi +  пр3,р2 + тр з), (р2 + прз.Рх + т р з ) | п,т > 0 }

-Е(У,М0) =  { (прх + т р 2, fcpi +  1рф) \ п + m,k + I > 0 }

(~) = { (0.0) } U { (npx +т р2>крх + lp 2),{sp3,tp3),
(npx + тр з  +  врз, fcpx + lp2 +  tp3) \ n +  m,k +  l,s,t. > 0 }

Рис.. 1. Пример отношений R(N,Mo),B{N),E(N,Mo)  и (~)

У тверж дение 1. Для. любых сети N и ограниченной разметки Mq :

1. \R{N, М0)\ < оо;

2. R{N,M0) С Р (У ) С (~);

3. R(N,M0) C E ( N , M 0) С Н ;

4- B(N),R(N,Mo) и E(N, Мо) — от,ношения бисимуляции.

Доказат.елъство. (1) Следует из конечности множества lZ{Mo).
(2-3) Д(У, Мо) С Р (У ) следует из того, что для любой разметки М  £ 7Z(Mo) выполняется \1Z(M)\ < оо. 
R(N,M0) С E(N,Mq) следует из определений R{N,Mq) и  E(N,M0).
B(N)  С (~) и Е (У , Мо) С (~ ) следуют из того, что (~) — наибольшая бисимуляция разметок.
(4) Легко убедиться, что все эти отношения замкнуты относительно срабатывания переходов сети. □

У тверж дение 2. Найдутся сеть N и ограниченная разметка Мо, та,кие, что:

1. |B(JV)| =  \E(N, Mq)\ — оо;
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2. R(N,M0) С  B(N)  С  Н ;

3. R(N,M0) c E ( N , M 0) С  Н ;

I  B(N)  2  E(N, М 0) Л E(N,M0) £ B(N).

Доказательство. См. пример сети на рисунке 1. □

Теорема 1. От,ношения В (N), R(N, Mo) u E(N,Mq) разрешимы.

(Существуют алгоритмы, отвечающие на вопросы “ (Mi,M2) £ B(N)7”, “ (Mi, М2) 6 R.(N,M.q)T’ и 
“ (Mi, М2) £ E(N,M0)?” для произвольной сети /V, произвольной ограниченной разметки М0 и произ
вольных разметок Mi и Мз.)

Доказательство. Поскольку отношениями B(N)  и R(N,Mo) могут быть связаны только ограниченные 
разметки, в случае неограниченности одной из разметок Mi и М2 ответ на вопрос отрицательный. Устано
вить ограниченность разметок можно при помощи алгоритма построения полного покрывающего дерева 
сети Петри [1]. Таким образом, для доказательства разрешимости B(N) и R(N,Mo) достаточно дока
зать разрешимость бисимулярности ограниченных разметок. Заметим, что две ограниченные разметки 
порождают две системы с конечным числом состояний, а их бисимулярность можно установить простым 
перебором всех состояний.

Отношением E(N, Мо) могут быть связаны неограниченные разметки. Однако из (Мj , М2) £ E(N, Мо) 
следует существование достижимой разметки М3 £ TZ(Mq), такой что М\ ~  М2 ~  М3. Поскольку множе
ство TZ(Mq) конечно и мы можем его эффективно перебрать, разрешимость E(N, Мо) сводится к разреши
мости бисимулярности ограниченной и неограниченной разметок. Разрешимость этой проблемы следует 
из леммы 1. □

Свойства отношений B(N),R(N, М0) и E(N,M0) можно представить в виде диаграммы:

B(N)

/ R(N,M0)не зависят
зависят

/  от начальной разметки

неразрешимое

разрешимые

E(N, Мо)

бесконечные
конечное

\
\  неогр. разметки 

огр. разметки"'4

Рис. 2. Свойства отношений бисимуляции

4. Элементарное расширение бисимуляции
Из диаграммы видно, что наибольший практический интерес представляет отношение E(N,Mq). Во- 
первых, в нем учитываются неограниченные разметки. Во-вторых, не рассматриваются неактуальные 
разметки, то есть те состояния, которые в принципе не могут быть получены в моделируемой системе 
(например, состояния с фишками в позиции рз для сети на рисунке 1).

Однако множество E(N,Mo)  может содержать бесконечно много пар разметок. Следовательно, для 
его практического использования необходимо уметь строить какие-то конечные представления или под
множества.

Определение 4. Элементарным расширением, бисимуляции называет,ся множество

EL(N,M0) =  {(МиМ2) £ E(N,M0) | Д М 3 £  М(Р)  : (Мг ~  М2 ~  М 3 A  (Af3 c M j V  М3 С  М2))}.

Другими словами, элементарное расширение — это подмножество (полного) расширения, где в каждом 
классе эквивалентности оставлены только попарно несравнимые разметки.
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У тверж дение 3. Для любых сети N и ограниченной разметки Мо ■

1. \EL(N, Мо)\ < оо;

2. EL(N, Мо) — отношение эквивалентности.

Доказательство. (1) Следует из конечности TZ(Mq), а также из конечности любого множества попарно 
несравнимых векторов с целыми неотрицательными коэффициентами.

(2) Следует из определений. □

У тверж дение 4. Найдутся сеть N и ограниченная разметка Мо, такие, что EL(N, М0) не является 
бисимуляцией разметок.

Доказательство. См. рисунок 3. □

E{N,  М0) =  { (npi + mp2,kpi + Ipj§ | n + m,k  +  l >  0 }

P l  P2 EL(N, M 0) =  {  { P i , P i ) , { P 2 , P 2 ) , { P u P 2 ) , ( P 2 , P i ) }

Рис. 3. Пример отношений E(N, Mo) и EL(N, Mo)

Теорема 2. Множество EL(N, Mo) вычислим,o.

В качестве доказательства приведем алгоритм построения EL(N , Мо) (см. далее).
Пусть М  £ М(Р).  Через Act(M) обозначим множество меток переходов, готовых к срабатыванию:

Aet(M) = def {а £ Act \ 3t € Т : (М  Л  М ' Л Щ  =  а)}.

Аналогично для множества переходов U С Т  через Act(U) обозначим множество всех его меток:

Act(U) = def {а £ Act | 3t £ U : /(f) =  a}.

Пусть U С Т  — некоторое множество переходов. Через 'U  обозначим его (минимальное) предусловие:

'U = de4 U  
t&u

Л емма 2. Пусть М,М'  £ М.{Р). Тогда Act(M) =  Act(M') <£=Ф- М М '.

Доказательство. Следует из того, что М  М ' для любых М  и М'. □

А лгоритм , (построения элементарного расширения бисимуляции) 
ввод : Сеть Петри N — (P,T ,F ,l ), ограниченная разметка М0 £ М (Р) .  
вы вод : Множество EL(N,M$).  
шаг I : Пусть E L(N , Мо) =  {(0 ,0 )}.
шаг II : Для каждой разметки М  £ Д(Мо) (далее п =  \TZ(M)\):

1. Положим В = ф, С =  {М' £ М{Р)  | ЗП С Г : (Acf{/7} = Act(M) Л М г = * [/)}.

2. Пока в С есть элементы, будем выполнять следующие действия:

2.1. Удалим из С каждую разметку М ', для которой найдется М " £ В, такая что М " С М '.

2.2. Удалим из С каждую разметку М ', для которой выполняется IZ(M') П Inc(N, М ) ф 0.

2.3. Рассмотрим произвольную разметку М ' £ (7. Определим наибольшее т <  п, такое что М  ~ m М '. 
(Из леммы 2 следует, что m > 0.)
Если m = п, то добавим (М ,М ') и (М',М)  в EL{N,Mo)> добавим М' в В, удалим М' из С и 
вернемся на шаг 2.
Если т < п, то возможны две ситуации:
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(а) для некоторого срабатывания М  -л L, такого что |сг| =  то, не найдется имитирующего срабаты
вания М' —> L', такого что 1(a) =  1(а') и L ~х L

(б) для некоторого срабатывания М'  Д  I / ,  такого что |и'| =  т , не найдется имитирующего сраба
тывания М  д  I ,  такого что 1(a) ~  1(а') и ! ~ 1  L'.
Также возможна комбинация (а) и (б).
Заметим, что поскольку М  ~ m М ', сами последовательности а и а1 всегда существуют. Не выпол
ниться может только требование L V , Согласно лемме 2, условия (а) и (б) можно переписать:

(a’) Act(L) \ Act(L') ф 0; (б’) Act(L') \ Act(L) ф 0.
Выполнение условия (б’) означает, что от М  не достижима ни одна разметка, которая правильно 
1-симулирует разметку I / ,  достижимую от М '. В таком случае удаляем М' из С и возвращаемся на 
шаг 2.
Рассмотрим ситуацию, когда выполнено только условие (а’):

Пусть V(а) = {L1 £ Л4(Р) j За' : (М‘ ч  L1 A 1(a) =  1(а'))} — множество “потенциально
имитирующих разметок” . Для каждой разметки L' £ L'(a) и для каждого U С Т : Act(U) = 
Act(L) \ Act(L') добавим в С разметку М' +  (41 — L'), а затем вернемся на шаг 2.

Алгоритм заканчивает свою работу за конечное число шагов, так как на шаге II рассматривается 
конечное множество TZ(Mq), а на шаге 1 в множество С помещается конечное число разметок. Кроме 
того, в ходе шага 2 при увеличении разметки (элемента множества С) строго увеличивается количество 
готовых к срабатыванию переходов. Очевидно, что это может привести либо к возникновению ситуации 
(б’) (и прерыванию данной ветви алгоритма), либо к увеличению значения то. Поскольку то ограничено 
сверху п, этот процесс не может продолжаться бесконечно долго.

Из вычислимости множества EL(N, Мо) следует более слабое утверждение о разрешимости:

С ледствие 1. Отношение EL(N, Mq) разрешимо.

5. Заключение
Найденные при помощи предложенного алгоритма разметки наряду с достижимыми бисимулярными раз
метками могут быть использованы, например, в качестве альтернатив текущему состоянию системы. В 
частности, смена состояния на бисимулярное может применяться при адаптивном управлении потоками 
работ (workflow) [2], когда контролирующая программа “на лету” модифицирует состояние процесса в от
вет на изменение внешних условий или возникновение каких-либо внутренних событий (системных сбоев 
и т.п.). Модели потоков работ (WF-сети) являются частным случаем ограниченных сетей Петри.
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Аннотация

В работе найдены асимптотические и приближенные формулы для смещения оценки энтропии, 
предложенной в работе [2], в случае простейшей бернуллиевс.кой меры с р =  q =  1 /2 .

В работе [2] предложена статистическая оценка энтропии h случайного процесса, принимающего зна
чения в конечном множестве А, если заданы п его независимых реализаций. В настоящей работе найдено 
смещение этой оценки для бернуллиевской меры с А  =  { 0, 1} и р = q =  1/ 2.

Полученные значения смещения показывают, что результаты оценивания смещения и дисперсии в [2] 
являются асимптотически точными для бернуллиевской меры.

Интересно, что смещение содержит небольшое (порядка 10-6 ) слагаемое, которое является функцией 
с изменяющимся периодом, равным AlM/LiI) i

1. Приведем результаты работы [2] и введем обозначения. Пусть £ =  (Xi, Х'А, . . . )  -  стационарный про
цесс, принимающий значения в конечном алфавите А. Через р обозначим индуцированную борелевскую 
меру на пространстве односторонних последовательностей О. =  где N =  {1 ,2 , . , . } .  Энтропия h (сред
няя энтропия на символ) определяется как

h =  — lim — Е lnp(X i,. . . ,  Х п), (1)
п—>оо 71

где
р{х 1, . . . , Х п )  =  Р{/V; =  X:, . . . .  • Ш„}.

Отметим, что выбор натурального логарифма (In) позволяет избежать дополнительных множителей при 
построении оценок.

Введем на О метрику

р { х , у )  = -------- т т -—-----т— (2)m a .x  {к  : х к У  »д }

Пусть ф , ф, ■ • ■, Сл -  независимые одинаково распределенные случайные величины, принимающие зна
чения в Q и имеющие общее распределение -  меру р.

Статистическая оценка рп{р) энтропии строится следующими простыми вычислениями:

® находим вспомогательную случайную величину

j = l ■ r -
(3 )

где m in ^'4  { x j , . bi II если x i  ^  xo  ^  . .c /v ;

полагаем оценкой энтропии случайную величину

Vn\p)
Inn

(4 )

41

mailto:tim@uniyar.ac.ru


42 Моделирование и анализ информационных систем Т.13, №1 (2006)

Через
с п(х) =  {у : Уг — Х г ,  г =  1 , . . . ,  п } , С0(х) =  О

будем обозначать цилиндры в пространстве последовательностей П =  A N, а через В(х,г) — {у £ S! : 
Po(x ill) < ?’}  будем обозначать открытый шар радиуса г с центром в точке х. Подчеркнем, что для 
метрики (2) цилиндры совпадают с шарами

Сп(х) =  В(х,г),  — < г <  - .  (5)п +  1 п

Для рассматриваемой бернуллиевской меры

ц (а г(х)) =  2-Д  (6)

а энтропия

h =  In 2. (7)

Введем вспомогательную функцию
ОО

к=0

В [2] при доказательстве теоремы 1 показано, что
д._-j

Е т «  =  Е  ( - ! Г  ( ”  “  A (mV (n  -  1), (9)
771—0 > <

а в теореме 2 из [2] показано, что Vc < 1
D г «  =  0 (гГс), (10)

где через
A0(s) =  Ф(з) -  (f>(s -  1) 

обозначается конечная разность первого порядка функции ф(в).

2. А си м птотические и приближенные ф орм улы . Для функции справедливо асимптотическое 
разложение

Ф(з) = Н ‘  1 1 +
h h Е гк~  — оо к̂О

где через Н3 обозначаются гармонические числа

Hs
3 1

E f7—1

Первое приближение получается из (11) отбрасыванием суммы

<К5)
Hs 1
Т  +  2 '

Точность этого приближения равна 1.8-10 6.
Второе приближение получается из (11) отбрасыванием слагаемых с \к\ > 1

, . Н3 1 ю - 6 3.7861079986 cos 2 л In s 
li +  3.1766226452sin /  2л In s

Точность этого приближения примерно 10 8.
При т > 0 для 771-ой разности функции ф(в) справедливо асимптотическое разложение

(-1)"7-1з!Д (т)^ (5) ^

~  /г ^(.5 — т) !
к— — оо

т + *ah£ \ s- 2nH/h +  (p(s- ! )
■ т т Е

(н )

(12)

(13)

(14)
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Приближенное значение для математического ожидания случайной величины имеет следующий
вид

Ег.(*) П + 1
н п -  +  1 +  1 ^  ( - 1)

h 2 h *—' mlт= О
2wi/h (15)

3. О боснование ф орм ул (11) — (15).

3.1. Вычисление ф(з'). Для нахождения суммы (8) применим формулу суммирования Пуассона [1, 
(13.8.4)]

0 0 ) =  =  /  f ( t) d t + ~ 12f '(°' /  .f "(t) cos 2nktdt
fc=o {  k=i £

для функции / (x )  =  1 -  (1 -  e~xh)s.
Отметим, что формула Пуассона получается при подстановке в формулу Эйлера-Маклорена [1, (13.6.3)] 

разложения в ряд Фурье многочлена Бернулли П2 ({£}).
Отметим также, что дальнейшее разложение (по следующим производным) не имеет смысла, посколь

ку максимальные значения всех производных функции f (x)  примерно постоянны при всех s, а /О г)(0) =  О, 
при 1 ^  т < s. Поэтому при замене второй производной на m-ую получим такое же значение остаточного 
члена.

Подставляя в полученную формулу значения /(0 )  =  1, /'(О ) =  0, вычисляя первый интеграл и инте
грируя по частям второй, получим

. л Н3 1 ^  1
f ( » )  =  T + 2 - S S

fc= 1
f ’ (t) sin 2-rrkt dt.

Подставляя производную, получим

Я ,00) = h

1 00 i1 v  s flS

2  ̂ 2s
k=l

, — ht (л „ — ht ■: y l - e \ s —  1) sin 2-71 kt dt.

Применяя формулу [4, (8.60)] для вычисления оставшегося интеграла, получим

"г (14- щ щ ) r( .s )  r(i-aj*j)r(*;
00)

Hs 1 v -—  +  -  +  > h 9. fc=l

IS

Ъхк r ( s  + l  +  2 f i )  Г (s +  1 2тгкг
h

Применяя формулу Г(х +  1) =  хГ(х), перепишем полученное выражение как

Hs_
h

1 _ 1  у ,  Г ( ^ 1 )Г (з  +  1)
2 r ( s + l  +  ^ ) '

(16)

Применяя формулу Стирлинга, нетрудно вывести

Г р + 1 )
Г (s +  1 +  а)

=  + 0 ( s --1).

Отметим, что оценка является равномерной по а.
Подставляя эту оценку для а =  в (16), получим (11).

(17)

3.2. В ы вод  ф орм улы  (13). Гамма-функция убывает по мнимой оси довольно быстро, поэтому для 
получения приближенной формулы достаточно оставить только первый член ряда (к -- 1). Вычисление 
гамма-функции с применением пакета Mathematica дает

Г ^1 +  ^  j  =  (3.1766226452 -  3.7861079986?:) 1 0“ 6.

Подставляя эти числа в (11), получим (13).
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3.3. Вывод формулы (14). Нетрудно проверить, что

д (т )  (  Г(а +  1) \ _ . . т Г(а +  т )Г (а  -  т +  1)
\ T ( s + l  + a)J { 1 Г{а)Г{з +  1 +  о) '

(18)

Подставляя это равенство для а =  в (16) и применяя оценку (17), получим (14).
Отметим, что при т > 0 гамма-функция в (14) определена и для к -- 0, поэтому слагаемое g- внесено 

под знак суммы.

3.4. Вывод формулы (15). Подставляя асимптотические оценки (14), (11) в (9) и оставляя только 
первые члены рядов (к =  0 ,±1), получим формулу (15).

4. Численные вычисления. На рис. 1 для меры Бернулли при р — q ~  1/2 приведены график функции 
ф(в) и график функции Hs/h +  0.5, который сливается с предыдущим.

Рис. 1. Графики функций ф(з) и Hs/h+  0.5 в зависимости от s

На рис. 2 для меры Бернулли при р — q =  1/2 приведены графики функций о(л) -  Hs/h — 0.5 и ее 
приближения по формуле (13) (пунктир)

1 0 0 0  2 0 0 0  3 0 0 0  4 0 0 0  S O O O  © О О О  7 0 0 0  S O O O  9 0 0 0  1 О О О О

Рис. 2. Графики функций ф($) — Hs/h — 0.5 и ее приближения по формуле (13) (пунктир) в зависимости 
от s
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На рис. 3 для меры Бернулли при р q ■ 1/2 приведен график разности функций и ее прибли
жения по формуле (13)

Рис. 3. График разности функций </>(s§ и ее приближения по формуле (13) в зависимости от s
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Аннотация
В работе приведены результаты экспериментального характера, подтверждающие устойчивое раз

личение элементов из больших совокупностей изолированных алфавитно-цифровых символов с помо
щью построения характеристического набора коэффициентов черно-белого изображения. В качестве 
такого рода совокупностей рассмотрены объединения как исторически сложившихся алфавитов, так и 
искусственно созданных алфавитно-подобных систем символов. Основным результатом работы пред
ставляется демонстрация мощности различения с помощью предложенного подхода.

Характеристический набор коэффициентов черно-белого цифрового изображения в том виде, в кото
ром он будет использоваться в настоящей заметке, был введен в работе [1]. Этот набор дает существенную 
информацию о геометрических и топологических свойствах изображения. Следует отметить, что, но суще
ству, хоть и в неявном виде, такого рода набор использовался в работе Дуды, на которого ссылается Прэтт
[2]. Грэй [3] также, исходя фактически из этого набора, приводит формулы для вычисления эйлеровой 
характеристики и для оценки числа связных компонент изображения. В работе [4] частично были исполь
зованы свойства этого характеристического набора в виде линейных комбинаций его коэффициентов для 
различения элементов внутри отдельных алфавитов.

Под изображением А будем понимать матрицу А =  (а*у) размера mxn с элементами, принимающи
ми значения либо 0, либо 1. Фрагментом s размера 2x2 изображения А называется любая подматрица 
матрицы А, состоящая из элементов <Цу, ot+i,-, <цц.1, <++ц+1, Символика s С А обозначает, что з является 
фрагментом А. Построим следующую таблицу:

Рис. 1.

Очевидно, что всего существует 16 различных типов фрагментов, обозначенных символами зД = 
0,15, и расположенных в первой строке таблицы. Во второй строке представлен геометрический аналог 
соответствующего типа, в третьей строке указан вид подматриц, представляющих данный тип. Четвертая 
строка указывает число фрагментов типа si,l — 0,15, таких, что щ С А. Этот набор неотрицательных 
целых чисел /гД =  0,15, будем называть характеристическим набором коэффициентов изображения А, 
построенных по системе фрагментов размера 2x 2.

Для совокупности из одиннадцати экземпляров алфавитов, а именно русского, английского, греческо
го, угаритского [5], финикийского [6], иврита, алфавита друидов [7], футурама [8], валлийского коэлбрена 
[9], рунического письма [10] и символов египетской письменности [7], а также экземпляров знаков зодиака 
были построены соответствующие характеристические наборы. Для каждого элемента алфавитов выбра
но достаточно случайное его представление в окне размером 30x40 пикселов и полученная совокупность 
соответствующих векторов была подвергнута анализу на совпадение.

Результаты анализа позволяют говорить о высокой эффективности различения символов с помощью 
указанного подхода, при этом, естественно, символы из разных алфавитов, имеющие одинаковые пред
ставления в окне 30x40 пикселов, имеют равные характеристические наборы коэффициентов.
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В качестве иллюстрирующего примера на рис. 2, 3 и 4 приведены соответствующие экземпляры знаков 
греческого алфавита, алфавита друидов и финикийского алфавита и их соответствующие характеристи
ческие наборы коэффициентов, построенные по системе фрагментов размера 2x 2.
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Рис. 2. Греческий алфавит
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Рис. 3. Алфавит друидов
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Рис. 4. Финикийский алфавит
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УДК 517.928; 517.954
Поведение решений нормальной формы системы 

трех связанных разностных автогенераторов
Глызин С.Д.1

Ярославский государственный университет, 
150 000, Ярославль, Советская, Ц

Аннотация
Изучается вопрос об аттракторах системы трех связанных двумерных отображений. Каждое пар

циальное отображение служит математической моделью автогенератора с релейным усилителем и с 
отрезком длинной линии без искажений в цепи обратной связи. Для модельного отображения постро
ена нормализованная система обыкновенных дифференциальных уравнений, динамические свойства 
которой подробно изучены. Показано, что изучаемая система связанных осцилляторов имеет колеба
тельные режимы разных масштабов.

1. А лгоритм  нормализации отображ ений в окрестности  неподвиж ной точки
Локальный анализ отображений в окрестности неподвижной точки обычно осуществляется путем по

строения некоторых нормализованных систем разностных уравнений. Общий алгоритм перехода изложен, 
например, в [1]. В ряде случаев, однако, такой анализ удобнее производить путем сведения исследуемого 
объекта к системе обыкновенных дифференциальных уравнений, некоторые из этих случаев представ
лены в работе [2]. Опишем основную конструкцию общего вида, позволяющую получить нормальную 
форму отображения в виде системы дифференциальных уравнений, и приведем содержательный пример 
ее использования. Как и в [1], рассмотрим в вещественном банаховом пространстве Е отображение

и —> А0и +  eAiu + F2(u, и) + F3(u, и, и), (1)

определяющее функцию u(t I 1). I С [-1 ,0] через функцию u(t). Здесь u't) при каждом t лежит в Вп, 
0 < е <  1 -  малый параметр, Ао —- п х п вещественная матрица, имеющая т пар собственных чисел на 
единичной окружности комплексной плоскости так, что A0ak =  eiuJka.k, к =  1, . . . ,  т. Остальные собствен
ные числа А0 лежат внутри единичного круга. Будем считать, что F2(u,u) и F3(u,u,u) — линейные по 
каждому своему аргументу функции, определяющие квадратичную и кубическую нелинейности правой 
части.

Отображение (1) при каждом t определяет обычное разностное уравнение вида

u(t +  1) =  (Ао +  eAi)u(t) +  F2(u(t), u(t)) -I- F3(u(t), u(l). u(t)). (2)

Выполним в (2) замену

u(t) =  ^/euo(t, s) +  eu-i(t, s) + ^ 2u0 , s) +  e2u3(t,s) +  e5 2̂u4(t, s) + . . . ,  (3)
m

где uo(t,s) — fe-(s) exip(iu>kt)ak +  £fe(s) exp(—aa,fct)afc) , s =  et. Приравнивание коэффициентов при
fc=l

одинаковых степенях \fe приводит на третьем шаге к уравнению

u2( t+  l ,s )  -  A0u2(t,s) =  -  ]F (£k(s) exp(iuk(t +  l))a fc +
k i

+£,(s) exp(-iu)k(t +  l))a*) +  2F2(u0, щ ) +  F3(u0, u0, u0) +  A^iq.
(4 )

В зависимости от того, какие резонансные соотношения связывают могут быть получены различ
ные условия разрешимости задачи (4), ясно, однако, что эти соотношения будут включать следующие 
слагаемые: т

6с =  7кЛк +  fit ^2 dki H i I2 +  • • •, (5)
l= i

Р а б о т а  выполнена при финансовой поддержке программы „Университеты России" (грант 04.01.452) и „Развитие науч
ного потенциала высшей школы" (проект РНП.2.1.1.630).
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где 7k,dkj -  числа, определяемые правыми частями (2). Грубым режимам системы (5) будут соответство
вать решения (2) той же устойчивости с асимптотикой (3).

2. Построение отображения, моделирующего динамику взаимодействия 
трех автогенераторов

Рассмотрим применение этого алгоритма на примере отображения, порождаемого системой трех свя
занных ЯСТС-генераторов. Исходная модель имеет вид (см., например, [3])

d2Un
~ W

Л duj о
+  2Д -^ - +  <“  и3

d2Uj
дх2 ’ j  =  1,2,3, (6)

=  0 , щ  |ж=0 +  у  (К  (u j\х=1 + auj- 1 |гс=0)) =  0 , ио =  из ■ (7)
Х—1

Здесь Uj(t, х ) -  нормированные напряжения в линиях соответствующих генераторов, 2fi -  потери в линии, 
которые ниже предполагаются малыми, К  > 0 -  коэффициент усиления, а |ск| <С 1 -  параметр, характери
зующий связь между генераторами. Функция <p{z) получается из нелинейной характеристики усилителя 
в результате сдвига рабочей точки в начало координат. Обычно предполагается, что (см. [3]) 4>'{z) > 0 
при всех г £ К ,  ср(0) =  0, <р'(0) =  I и, кроме того, выполнены следующие предельные соотношения:

дх

ip(z) —► qi при г —> +оо , <p(z) —» — q2  при г —* —оо , 
ztp'(z) —» 0 при z —> ±оо ,

где <71, <72 > 0. Учитывая, что ниже будут изучаться локальные свойства системы (6),(7), считаем, что в 
окрестности точки ноль <p(z) допускает следующее разложение:

cp(z) — z — az3 +  bz5 +  ...  (8)

Простейший пример удовлетворяющей указанным условиям функции дает выражение <д(г) =  z(l+ -zl)~1/2, 
для которого о — 1/2, 6 =  3/8.

При некоторых дополнительных ограничениях замена

Uj =  (hj ( t + ( x -  1)) +  hj (t -  (x -  1))) (9)

приводит краевую задачу (6)-(7) к системе разностных уравнений

Г Vj(t+1) =W j{t) n o i
\ u>j{t+l) =  - (1  -e)v j{t)-ip {K w j{t)) +  v<p'(K;W j ( t ) ) ,

где Wj(t) =  hj(t)exp (l — fit), Vj(t) =  wj(t — 1), j  =  1,2,3, vq =  «3, W0 — W3, e — 1 — exp(—2/i), v — aK , a 
величина 2А 'ехр (-д ) снова обозначена К.

Разностная система (10) имеет самостоятельное значение, не связанное с краевой задачей (6),(7) (см.
[3]). Рассмотрим возможность применения изложенного в предыдущем пункте алгоритма к данной задаче.

Матрица линейной части системы (10) имеет при 0 < А < 2 и е  =  0  пару собственных чисел 
А из =  exp(±iw0), где со о =  arccos {—К/2) , кратности три, которая лежит на единичной окружности ком
плексной плоскости. Учитывая, что этим собственным числам соответствует столько линейно незави
симых собственных векторов, какова их кратность, можно утверждать, что при достаточно малых е в 
окрестности нулевой неподвижной точки системы (10) имеется 6-мерное экспоненциально устойчивое ло
кальное инвариантное многообразие (см. [1, 3]). Используя алгоритм пункта 1, построим нормальную 
форму отображения (10) и изучим ее динамические свойства.

3. Нормальная форма отображения
Обозначим u(t) шестимерный вектор вида (vi>w1,V2 ,ui2 ,v3,u)3)r  и будем считать, что v =  ею0, тогда 

для нормализации системы разностных уравнений (10) можно выполнить замену (3). На третьем ша
ге применения алгоритма из условий разрешимости соответствующей алгебраической задачи на u2(£, s) 
получаем

4  =  - i d ( e - <b% - ±  3аК%\^\2 + A V o ^ -i), Со =  Сз, 3 =  1, 2,3, (11)

где d =  — ----- . Нормальная форма (11) может быть уточнена на пятом шаге слагаемыми порядка е, на
2 sin wo

седьмом — порядка е2 и т.д. Предполагая, что

4  = -  За.А%|С,|2 ± Kvoij-з) &-1.4-2),
£о =  Сз, С- 1  =  £2 , 3 =  1,2, 3,

(12)
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из условий разрешимости системы, возникающей при е5̂ 2 для u3(C s) получаем функцию добавки

ler***1̂  + ЗаК'ЧЗе-™0 -  егша) ^ \2 « ['-• w т  \OL- ~ с- ;чящ 
+г/оАГС7- 1(2е” 1ШО +  ЗаК2(К  *• 4isinщ;)(2 t'y 2 +  |£j-i|2) ) -  
- 3 щаК3(К  -  4isinwo)^f,:_i +  К и ^ - 2(К  +  4ismw0) + (13)

+ К Б 9а2К  +  4г. (За2К  +  ЪЬ(К +  2 cos 3wq)) sin wo
К  +  2 cos 3wq IО

Принимая во внимание развитую в [1] общую теорию, можно показать, что грубым режимам систем 
(11) или (12) соответствуют решения системы (10) с асимптотикой (3) той же устойчивости. Тем самым, 
возникает задача качественного анализа этих систем. Рассмотрим сначала систему (11) и в целях ее

упрощения выполним замену ^  
виду

Ки о

4 sin Wq exp ( — t— cfcg wq) rjj. Преобразованная система приводится к

т - W 2 - 
т =  - W 2 -
?b =  — V3/2

Ы з +  | Щ I2 щ), 
(7Ш+ ! »?2 I2 %), 
(772+  i 7з Р 7з),

(14)

где 7 0 .
Z S i n  Со’о

Сразу отметим, что при [7 ) < I /\/3 нулевое решение (14) асимптотически устойчиво, а при I7 I > 1/л/З 
— неустойчиво. Если же J7 I =  1 /-\/3, то система (14) имеет в фазовом пространстве прямую, заполненную 
неподвижными точками.

4. Динамические свойства нормальной формы отображения
Качественный анализ системы (14) удобнее производить после перехода в ней к полярным координатам 

rjj =  Обозначая оц =  — <pi и щ  — Щ — <72, приходим к системе

P i =  —Pi/2 +  7 Р з з ш  сц ,
Р2 =  - 72/2  +  7 7 l  sin Q:2 ,

73 =  -7 3 /2  -  772 sin(Q'! +  a2),

б 2

7

7

7 3
—  COS ОЦ —
Pi
71— cos ад —
72

72
73 
73
Pi

eos(ai +  a 2) +  71 - 7 з ,

■ cos ац +  72 Pi •

(15)

Остановимся сначала на простейших свойствах системы (15) аналитического характера. Прежде всего 
отметим свойство циклической симметрии, которое следует из того, что осцилляторы исходной системы 
разностных уравнений (10) идентичны друг другу. Как легко видеть, система (15) инвариантна относи
тельно замен

7i -> 72, 72 —*■ 7з, Рз -> 7ь ац аз, «2 -*  -Сп -  а2 (16)

и периодична по a i ,a 2 с периодом 2л. Тем самым, любая траектория системы (15) либо является само- 
симметричной, либо одновременно с ней в фазовом пространстве (15) сосуществуют еще две траектории, 
получающиеся из данной однократной или двукратной заменой (16).

Второе свойство системы (15) состоит в существовании в ее фазовом пространстве двух инвариантных 
прямых

Pi =  72 -  Рз 7, а-i = a2 =  2л/3, , ^
7i =  72 — 7з — 7, «1 = а2 =  -2тг/3.  ̂‘ 2

Система (15) сводится к уравнению р =  (у\/3 -  1)р/2, на первой из прямых (17) и р =  — (у\/3 +  1)р/2 — 
на второй. Как уже отмечалось выше, при |а| < 1/\/3 нулевое решение (14) асимптотически устойчиво. 
Система (15) в силу выполненных замен уже не имеет нулевого решения, однако при указанных огра
ничениях ее траектории стремятся к нулю вдоль одного из инвариантных направлений. При 7 =  1/ х/З 
первая из инвариантных прямых (17) заполнена состояниями равновесия, а при 7 =  —1 /х/З — вторая. 
Увеличение J7 I приводит в обоих случаях к мягкому ответвлению периодических колебаний. Учитывая, 
что данные фазовые перестройки происходят в критическом случае одного нулевого и пары чисто мнимых 
собственных чисел, при 7 =  ± (1 /л Д +  7-)> гДе 0 < 7 < <  1, можно построить асимптотику устойчивого
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периодического режима системы (15). Данный критический случай подробно изучен, например, в книге
[4]. При 7 =  1 /л/3 +  д имеем

(Pi,P2,P3,ai,oc2)T =  {р+ ,р+ ,р+,а+ ,а+)т +  г+ ч/дК е [w+ exp(w+/:)] +  О(д). (18)

Здесь р+ = \/Зл/2 +  2л/3, а + =  27r/3, и?+ = \/2 + i/З , г'1" ~  2,745, а вектор w+ имеет вид w+ — ( — 0.1997 —
0.2029?, —0.0758 +  0.2744?', 0.2756 — 0.0715?,—0.5 +  0.866?, l ) T. Если же у =  — 1 /л/3 — /?, то асимптотика 
устойчивого цикла становится следующей:

(РъР2,Рз, <*1 , од)Г =  (р~,р~,р~,а~,а~)т+ r~y/jl Re [w_ exp(w“ t)] +0 (ц ) ,  (19)

где р~ =  \/3\/2 — 2\/3, =  — 27г/3, =  i/З  — л/2, ~  2.33, a w~ — ( — 0.21 +  0.2619?, 0.3318 +
0.051?, -0.1218 -  0.3129?, -0.5+0.866?, l ) T

Численный анализ, выполненный с помощью программы Tracer 3.51 (см. [5]), показал, что при увели
чении параметра 7 > 1/л/З в системе (12) наблюдается следующая динамика (точнее говоря, речь пойдет 
о фрагментах динамики, которые удалось выявить с той или иной степенью достоверности).

1. При 7^ < 7 < 72 (71* — 1/\/3 щ 0.57735,72' ~  0.716) устойчив цикл С\, ответвившийся при 7 =  7* 
от состояния равновесия на инвариантной прямой (17) и допускающий при 0 < 7 — 7^ < <  1 асимптотику 
(18).

2. При 7 =  72" с циклом Cl происходит бифуркация удвоения и при 72' < 7 < 73 а  0.7173)
устойчив условно двухобходный цикл Сф

3. При 7 =  7 + от периодического решения двойного периода бифурцируют двухчастотные колебания 
(двумерный тор ), которые устойчивы на промежутке 7^ < 7  < i t  ■

4. При 7 > 7^ в системе наблюдаются неупорядоченные колебания, старший ляпуновский показатель 
которых растет (см. рис. 1).

Величину можно оценить лишь весьма приближенно, как точку, в которой старший ляпуновский 
показатель становится положительным, в соответствии с этим 0.75 < 7^ < 0.758. Способ перехода от 
двухчастотных колебаний к хаотическим также остается в данном случае неизвестным.

Рассмотрим теперь фазовые перестройки системы (12) при отрицательных 7 . В этом случае реализует
ся сложная схема всевозможных бифуркаций циклов и хаотических режимов. Выделим область значений 
7 , примыкающую к 7 =  7^, где 7^ =  —1/\/3 ш 0.57735. При этих значениях параметра возникают и пре
терпевают фазовые перестройки большое число различных режимов, которые удается классифицировать 
по амплитуде колебаний. Выделим режимы условно малой, средней и большой амплитуды и будем обо
значать буквами С и А соответственно циклы и хаотические аттракторы системы (15), добавляя индексы 
5, m и I (малый, средний, большой) для обозначения их амплитуды. Рассмотрим сначала бифуркации, 
происходящие в этой ситуации с циклом малой амплитуды.

1. Цикл малой амплитуды С5 мягко ответвляется при 7 =  7JC от состояния равновесия на второй 
инвариантной прямой (17) и имеет вблизи критического значения параметра 7 асимптотику (19) (на рис. 
2-5 этот цикл изображен жирной кривой).

2. При J2 <  7 < 7Г (.Ъ — —0.716) цикл Cs устойчив, а при 7 =  7J он претерпевает бифуркацию 
удвоения периода.

3. Цикл условно двойного периода C'j остается устойчивым при 73“ < 7 < 7з (7з — —1-272).
4. При 7 < 7(С цикл Cl теряет устойчивость и наблюдаются хаотические колебания с многочисленными 

окнами периодичности.
Отметим, что циклы Cs и C’j  самосимметричны, т.е. инвариантны относительно замены (16).
Ниже на рис. 2 - 5  приведены проекции траекторий системы (15) на плоскость рз =  ац =  «г — 0 для 

некоторых характерных значений параметра 7 . Для того чтобы получить устойчивые режимы изучаемой
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системы с относительно узкими областями притяжения, из 40000 случайно выбранных точек области 
(0,2] х (0, 2] х (0, 2) х [0, 2л] х [0, 2л] фазового пространства выпускались траектории, по местам сгущения 
которых можно судить о наличии в данной части фазового пространства какого-либо устойчивого режима.

Рис. 2. а) 7 =  -0.595; Ь) 7 =  -0.6022.

Рис. 3. а) 7 =  -0.62; Ь) 7 =  -0.63.

Рис. 4. а) 7 0.633; Ь) 7 =  -0.6395.
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Рис. 5. а) 7 =  —0.65; Ь) 7 =  —0.67.

Перейдем теперь к описанию фазовых перестроек, происходящих с циклами средней амплитуды. Такие 
циклы наблюдаются на промежутке от 7 =  7~ до 7 =  7^, где у^ ~  —0.765. При этом на начальном 
промежутке 7 ~ < 7 < у~г, где ут1 ~  -0.6483 каскада бифуркаций нет. При 7 -  7 т  У системы (15) 
появляются три симметричных устойчивых цикла С°п, С%, С°**, переходящих друг в друга в результате 
замены (16), а при 7 — у ~г1 они теряют устойчивость. На рис. 5а, 5Ь эти циклы изображены пунктиром 
различной длины.

Будем следить за каскадами бифуркаций, происходящими с режимами средней амплитуды, увеличивая 
параметр 7 т  < 7 <  ТГ- Важно отметить, что области, в которых происходят каскады бифуркаций, мы 
будет рассматривать при увеличении 7 , а за бифуркациями внутри этих областей — при уменьшении 
этого параметра. Ниже приведены четыре промежутка, на которых происходят стандартные каскады 
бифуркаций удвоения и возникновения хаотических колебаний.

1. Первый каскад происходит на промежутке у ~ 2 < 7 <  7тз> ГДе 7?Тг2 — —0.6335, 7~3 ~  —0.61913 при 
уменьшении 7 :

— при 7 =  7,” 3 возникает самосимметричный цикл С^  (на рис. За этот цикл изображен пунктиром);
— при 7 ~  —0.6268 происходит первая бифуркация удвоения периода, возникает цикл удвоенного 

периода;
— при 7 ~  —0.6296 происходит вторая бифуркация удвоения периода и возникает цикл С}* условно 

периода четыре (на рис. ЗЬ пунктиром изображен цикл С ^  при 7 =  —0.63);
— при 7т2 < 7 < —0.631 система (15) имеет хаотические колебания средней амплитуды. (На рис. 4а 

изображен хаотический аттрактор А}п при 7 =  —0.633).
2. Второй каскад происходит на промежутке j ~l4 <  7  < y~l5, где 7m4 ~  -0.61172, утЬ ~  -0.60605 

также при уменьшении 7 . Отметим значения параметра 7 , при которых происходят бифуркации в этом 
случае:

— при 7 — 7 “  5 возникает самосимметричный цикл С^;
— при 7 ~  —0.61 происходит первая бифуркация удвоения периода, а при 7 ~  -0.611 — вторая.
— при 7?~4 < 7 <  —0.6112 система (15) имеет хаотические колебания средней амплитуды.
3. Третий каскад происходит на промежутке у ~ 6 < у < у~?, где у~гб а  —0.60226, у ~ 7 ~  —0.59902. 

Отметим бифуркационные значения у
— при 7 =  7 “ 7 возникает 3 симметричных цикла С%г, С ^ , С%**\
— при 7 ~  -0.60143 с каждым из них происходит первая бифуркация удвоения периода, а при 

7 ~  —0.60196 — вторая.
— при у ~г6 < у  <  —0.602 система (15) имеет три симметричных хаоса средней амплитуды. (На рис. 2Ь 

изображены симметричные хаотические аттракторы Afn, Af* и Алп** при у =  -0.6022).
4. Последний замеченный каскад бифуркаций самосимметричных аттракторов средних размеров про

исходит на промежутке 7~8 < у < 7~0, где 7~8 ~  —0.59677, 7 ~д ~  —0.59475. В этом случае самосиммет
ричный цикл САт возникает при у = y~lQ, при у  ~  —0.59627 происходит первая бифуркация удвоения, а 
при 7 ~  —0.5966 -  вторая.

В каждом из четырех описанных случаев вычислялись ляпуновские показатели соответствующего 
хаотического аттрактора. В таблице 1 приведены величины ляпуновских показателей и ляпуновской раз
мерности для последних значений у в каждом каскаде, при которых наблюдаются хаотические колебания
(Т Тт2 ’ Т?п4 > Ттб > Ут8 ) *
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Таблица 1.

7 Ах 2̂ А.З А4 5̂ db
-0.6335 0.0224 8 •10- ь -0.1635 -1.420 -1.439 2.137
-0.61172 0.0145 0.0005 -0.072 -1.460 -1.483 2.209
-0.60226 0.0108 6 ■10~е -0.045 -1.483 -1.483 2.241
-0.59677 0.009 -5•10- & -0.0335 -1.4818 -1.4935 2.267

Опишем теперь каскады бифуркаций, полученные для режимов большой амплитуды. Такие циклы 
наблюдаются на промежутке от у  -  7г~ до 7 =  7-f, где 7,“  ~  -0.67812. Как и ранее, будем следить за 
фазовыми перестройками при увеличении параметра 7 . Отметим, однако, что в отличие от предыдущего 
случая перестройки внутри каскадов происходят при увеличении 7 .

1. Первый каскад бифуркаций режимов большой амплитуды наблюдается на промежутке 7ц < 7 < 7/2 > 
где 7ц ~  -0.67812, 7^ — -0.64795 при увеличении 7 :

— при 7 =  7ц возникает самосимметричный цикл С,1 (на рис. 5Ь этот цикл изображен тонкой сплошной 
линией при 7 =  —0.67);

— при 7 сц —0.6575 происходит первая бифуркация удвоения периода, возникает цикл С} 2 удвоенного 
периода;

— при 7 ~  -0.6531 происходит вторая бифуркация удвоения периода и возникает цикл Cf3 условно 
периода четыре;

— при —0.652 < 7 < 7(2 система (15) имеет хаотические колебания большой амплитуды (на рис. 5а 
изображен хаотический аттрактор Aj при 7 =  —0.65).

2. Второй каскад происходит на промежутке 7^ < 7 < j j4, где 7^ ~  —0.64875, 7;“ ~  —0.6367. Отметим 
бифуркационные значения 7:

— при 7 =  7гз возникает самосимметричный цикл С2;
— при 7 ~  —0.64016 происходит первая бифуркация удвоения периода, а при 7 ~  —0.6382 — вторая (на 

рис. 4Ь изображен цикл большой амплитуды С21 после первой бифуркации удвоения при 7 =  —0.6395);
— при -0.6379 < 7 <  7;4 система (15) имеет хаотические колебания большой амплитуды.
3. Третий каскад происходит при 7/5 < 7 < 7/б> ГДе 7/5 — —0.63306, ~  —0.62664, с тремя сосуще

ствующими режимами большой амплитуды, которые переходят друг в друга в результате замены (16). 
Отметим бифуркационные значения 7 :

— при 7 =  7;'б возникает три симметричных друг другу цикла Cf, C f Cf** (на рис. ЗЬ и 4а эти циклы 
изображены тонким пунктиром различной длины);

— при 7 ~  —0.62866 происходит первая бифуркация удвоения периода, а при 7 ~  —0.62752 — вторая;
— при —0.6272 < 7 < 7,g система (15) имеет хаотические колебания большой амплитуды.
4. Четвертый каскад бифуркаций самосимметричных аттракторов большой амплитуды происходит на 

промежутке 7/г < 7 < 7/в> гДе 7;г — —0.62315, ^  ~  —0.6193. В этом случае самосимметричный цикл Cf 
возникает при 7 =  7^, ПРИ 7 — —0.62066 происходит первая бифуркация удвоения, а при 7 ~  —0.6199 
— вторая (на рис. За изображен цикл большой амплитуды C f1 после первой бифуркации удвоения при 
7 =  —0.62). Хаотические колебания наблюдаются на промежутке —0.6197 < 7 <  7^.

При дальнейшем увеличении параметра 7 встречаются и другие каскады бифуркаций, разворачиваю
щиеся на все более узких промежутках, с точкой сгущения, по-видимому, в 7 — 7^. Например, на рис. 2а 
представлен хаотический режим большой амплитуды, возникший в результате аналогичного описанным 
выше каскада бифуркаций.

Для хаотических режимов внутри полученных промежутков также вычислялись ляпуновские пока
затели и ляпуновская размерность соответствующего хаотического аттрактора большой амплитуды. В 
таблице 2 приведены эти величины для 7 =  7/ц> 7/4>7/e> 7/g и Для 7 =  —0.595 (см. колебания большой 
амплитуды на рис. 2а).

Отметим, что области устойчивости хаотического режима первого каскада Aj и цикла Cf второго кас
када пересекаются, что позволяет предположить, что режимы большой амплитуды могут быть классифи
цированы более тонко. В целом система (15) демонстрирует при данных значениях параметров большое 
число сосуществующих устойчивых режимов. На рисунках 1-5 можно наблюдать до пяти сосуществующих 
устойчивых циклов и хаотических режимов.

Фазовые перестройки, происходящие с аттракторами системы (15) при 7 < 7J, идентифицировать 
достаточно сложно, впрочем, характер хаотических колебаний, которые возникают в этом случае у си
стемы (15), может быть оценен по старшему ляпуновскому показателю, графики которого приведены на
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Таблица 2.

7 Ai Л2 Аз Аф А5 Ль
-0.64795 0.0268 -0.0001 -0.1686 -1.381 -1.478 2.158
-0.6367 0.0186 0.0001 -0.1176 -1.3993 -1.5016 2.158
-0.62664 0.0153 - 2 ■10“ 5 -0.094 -1.436 -1.485 2.163
-0.6193 0.0129 <0 о 1 сл -0.077 -1.45 -1.486 2.168
-0.595 0.0059 -0.0005 -0.031 -1.473 -1.502 2.158

рис. 6 - 9 .  Нетрудно видеть, что области хаотических колебаний перемежаются в этом случае многочис
ленными окнами периодичности или квазипериодичности (старший показатель нулевой). На рис. 6 дана 
общая картина зависимости Ai(y) на промежутке изменения у от —10 до —1. На рис. 7 - 9  более подробно 
рассмотрены сложные участки графика Ai(y).

№

f t

1 rVi пу 1
_ J ___________________________ 1 »___________________________ 1___________________________ t - ........................  . . . „ I __________________________ L . _____ ___ J___________ l___ _________ ________ L_

-10 -9 -8 -7  -6 -5 -4 -3 -2 -1
Рис. 6.

— L _  ____ _____— — — 1 ----------- _  _  — — _ L _  _______J i

-4.3 -4 .2  -4.1 -4
Рис. 7.

H  0

LJ________ 1____________________ L...................  I. _______ 1___ _— -------------1-------------------------------1--------------------- ----------1-------------------------------1-------------------------------1------------------------------- 1________ Л____________________ U
-2 -1.8 -1 .6  -1 .4  -1 .2  -1 -0

Рис. 8.

h  4  

______________ _________
_ J ___________ ____________ _____l - _______ _____________  _  _ ™ L _

\ .  Ц .  k у

_____L
-7.2 -7.1 -7.0 -6.9

Рис. 9.

Таким образом, изучение динамических свойств решений системы (15) показало, что у нее может со
существовать большое число устойчивых циклов или торов, которым соответствуют устойчивые торы
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исходной разностной системы (10) с асимптотикой (3). Следует, однако, заметить, что вдоль одного из 
инвариантных направлений (17) решения системы (15) стремятся при j'yj > 1 /х/З к бесконечности. И, 
хотя при изучаемых значениях параметров инвариантные лучи (17) являются отталкивающими, наличие 
направления, по которому решение может уходить из области применимости асимптотических методов, 
требует вычисления следующего по порядку малости коэффициента в разложении (5) и дополнительного 
анализа соответствующей нормальной формы. При достаточно больших |£i|2 +  |£2|2 +  |£3|2 слагаемым, 
определяющим поведение решений системы (12) с добавкой (13), является вещественная часть слага-

9 а2 К 6
емого при Эта величина согласно представлению (13) равна ------ -—  и положительна, исходя

8 sin" ш о
из этого, масштаб применимости полученных в работе результатов имеет порядок Дё.. Для начальных 
условий внутри шара радиуса порядка Д  траектории системы (10) будут притягиваться к одному из ре
жимов, определяемых нормальной формой (15), а вне некоторого шара радиуса порядка Д  траектории 
будут удаляться от нуля и, учитывая диссипативность исходной системы, попадут в область притяжения 
какого-либо нелокального режима. Это, в частности, означает, что у динамической системы (10) может 
сосуществовать большое число сложных колебательных режимов различных масштабов.
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