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A New Approach for Detecting and Resolving
Anomalies in Security Policy of the External Firewall

Module of the Floodlight SDN Controller

Morzhov S.V., Nikitinskiy M.A.1
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Abstract. In this paper, the authors analyze the developed PreFirewall network application for the
Floodlight software defined network (SDN) controller. This application filters rules, which are added
into the firewall module of the Floodlight SDN controller in order to prevent the occurrence of anomalies
among them. The rule filtering method is based on determining whether the addition of a new rule will
not cause any anomalies with already added ones. If an anomaly was detected while adding the new
rule, PreFirewall application should be able to resolve it and must report the detection of the anomaly.

The developed network application PreFirewall passed a number of tests. As a result of the stress
testing, it was found that the time of adding a new rule, when using PreFirewall, substantially increases
with increase in the number of previously processed rules. Analysis of the network application PreFirewall
showed that while adding a rule (the most frequent operation), in the worst case it is necessary to
compare it with all existing rules, which are stored as a two-dimensional array. Thus, the operation of
adding a new rule is the most time-consuming and has the greatest impact on the performance of the
network application, which leads to an increase in response time.

A possible way to of solving this problem is to select a data structure used to store the rules, in which
the operation of adding a new rule would be simple. After analyzing the structure of the policy rules for
the Floodlight SDN controller, the authors noted that a tree is the most adequate data structure for its
storage. It provides optimization of memory used for storing the rules and, more important, it allows
to achieve the constant complexity of the operation of adding a new rule and, consequently, solving the
performance problem of the network application PreFirewall.

The article is published in the authors’ wording.

Keywords: firewall, Floodlight, hash table, network controller, policy tree, PreFirewall, rules anomalies
resolving, SDN, software-defined network
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Introduction

The Prefirewall network application for the SDN FloodLight controller [1], proposed by
the authors in the article [2], showed good results in filtering the added rules in policies
rule sets. The developed algorithm prevents the occurrence of any anomalies among
them. However, the load testing of the network application revealed a serious drawback
in it – an increasing time the application spent to add a new rule when the number of
processed rules is big enough.

To test the network application, 15 000 rules were created by the random rule
generator. Such an amount of rules was proposed by one of the Russian manufacturer
of UTM (Unified threat management) solutions, based on an analysis of the rule sets
used in customer organizations with an average of 500 users. Testing was performed on a
computer running Ubuntu 14.04 with Intel core i7 processor with a clock rate of 3 GHz.

Firstly, the time taken to load all generated rules directly into the external module
of the Floodlight SDN controller was measured. After that, the same rules have been
added to the Floodlight through PreFirewall network application, which resolves all the
anomalies between them. Fig. 1 illustrates how the time taken to add each rule is growing
with the growth of the number of processed and stored rules. On the x-axis, the scale
values are from 0 to 15 000 and shows the number of installed rules. On the y-axis, the
scale values are from 0 to 2.5 and show the rule installation time in seconds.

Fig 1. Adding rules to the Floodlight SDN controller through PreFirewall

The growth rate is polynomial due to the algorithm complexity [2]. Table 1 provides
more detailed test results:

Taking into account the results obtained in Table 1 and analyzing possible ways of
reducing the time the network application used to process a new rule, it was decided to
optimize the algorithm used in PreFirewall.
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Table 1. Test results

Floodlight, s PreFirewall +
Floodlight, s

The average time of adding a new rule 0.0115 0.6333
Standard deviation 0.0073 0.6491
Total time taken to process 15 000 rules 172.055 9499.8394
The time taken to add the first rule 0,01 0,04
Rules were added (out of 15 000) 14781 11631

1. Analysis of data structures for a new algorithm
Analysis of the algorithm used in the network application PreFirewall showed that the
main problem of low performance is the data structure used to store the rules. A two-
dimensional array was used as the repository of rules. As a result of this, the operation
of adding a new rule (one of the most frequent operations) became very slow. In the
worst case, if the new rule is "good" (adding it does not cause anomalies), it should be
compared with all stored rules. Thus, the addition of "good" rules is more complex than
the addition of "bad" rules. Taking into account that "good" rules are added more often
than "bad" rules, in order to optimize the algorithm, first of all, it is necessary to make
the operation of adding "good" rules as simple as possible in terms of complexity. It
is worth noting that, without introducing fundamental changes to the algorithm itself,
you can achieve the task only if you store the processed rules in the form of a tree. The
use of dictionaries, hash tables or databases will not yield any gain, since they are not
fundamentally different from a two-dimensional array in their structure.

Table 2. Floodlight firewall rule fields
Filed name Possible value Description
switchid xx:xx:xx:xx:xx:xx:xx:xx Switch identification number
src-inport short Input switch port number
src-mac xx:xx:xx:xx:xx:xx Source MAC-address
dst-mac xx:xx:xx:xx:xx:xx Destination MAC-address

MAC-адрес получателя
dl-type ARP or IPv4 Protocol
src-ip A.B.C.D/M Source IP-address
dst-ip A.B.C.D/M Destination IP-address
nw-proto TCP or UDP or ICMP Protocol
tp-src short Source port number
tp-dst short Destination port number
priority int Priority of the rule (less is more important)
action allow or deny Allow or deny set of network flows which are

match rule

So, let us take a closer look at how to introduce security policy rules in the form of a
tree. Concerning OpenFlow Standard 1.0, the packet headers have 12 fields [3] (Table 2).
Let us arrange the rule fields by the number of possible values that can be contained
in them, in ascending order. The field priority and action will be placed at the end of
this sequence, since these fields are related to the action of the rule. Thereby, the rules
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tree will have a height equals to 12. We establish a one-to-one correspondence between
the levels of the tree and the rules fields in such a way that the smaller the number of
possible values of the field, the lower the tree level corresponding to it. Thus, we establish
a one-to-one correspondence between each rule of security policy that does not contain
any anomalies and tree path started at the root and ended in the leaf.

Let each vertex of the tree contain hash table (key-value pair). The key value will be
the value of the rule field. The value is the address of the corresponding vertex on the
level below. At level 12 of this tree, there will be leaves corresponding to action field and
containing two possible values – allow or deny as keys, and the values will be nullptr.
A simplified tree model is shown in Fig. 2. This tree will be called a police tree. Nodes
marked with a dashed line are not included in the policy tree and are inserted into the
scheme only for numbering the rules.

Fig 2. Policy tree example

2. Bulding police tree. Anomalies detection
and resolution algorithm

Consider the algorithm for building this tree and finding anomalies among the security
policy rules. The algorithm for adding a new rule to a tree is as follows:

• Discovery routine. The DiscoverAnomaly algorithm called. At this stage, it is
determined whether the set of security policy rules will remain free of any anomalies,
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after addition of the new rule. If so, go to stage 2, otherwise – the completion of
the algorithm and showing the anomaly detection message.

• Rule insertion routine. The InsertRule algorithm called. Inserting the rule into the
tree and completing the algorithm. Showing message about the insertion of the
rule.

The DiscoveryRoutine algorithm is extremely simple. Each field of the new rule is
compared with every field of the rules already added in the policy tree, in order to search
for anomalies. Anomalies are sought on the basis of their definitions obtained earlier [2].

The decision routine is activated once all the rule fields have been checked and the
action field is reached. At that point, the final anomaly state is determined and reported.
If the rule action coincides with the action of another rule, an anomaly is discovered.
Correlation and generalization are confirmed if the rule actions are different. If the input
anomaly state is a generalization and the actions are the same, the existing rule is
redundant to the new rule. Finally, if the new rule is a subset or equal to the existing
rule, the new rule is redundant if their actions are the same, and is shadowed if their
actions are different. If an anomaly is discovered and decided, the user is reported with
the type of anomaly and the rules involved.

Thus, to determine the type of anomaly or to make sure that there are no any
anomalies, it is required to check the presence of a specific value in hash table on each
of the 12 levels of the policy tree. The complexity of this operation is O(1) [4]. Hence,
the complexity of the DiscoverAnomaly algorithm is also O(1).

The InsertRule function inserts rules to the policy tree that have been tested by the
DiscoverAnomaly function. The complexity of this operation is O(1).

Thus, the proposed modification of the algorithm for determining anomalies have a
constant time complexity.

3. Conclusion
Often, network administrators have to modify existing security policy rules, which can
lead to anomalies or opening security holes. The detection of anomalies in this case
becomes more difficult than detection anomalies while adding new rules, because changing
the rule can potentially lead to serious changes in the policy tree as a whole. Effective
restructuring of the tree, combining the rearrangement of the old rules, is a complex
task. In the future, it is planned to conduct research on the development of effective
algorithms for restructuring the policy tree in the case of editing existing rules, as well
as carrying out stress testing of the proposed algorithm.
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Аннотация. Авторы рассматривают разработанное сетевое приложение PreFirewall для кон-
троллера программно-конфигурируемой сети (ПКС) Floodlight. Данное сетевое приложение осу-
ществляет фильтрацию устанавливаемых правил в модуль ядра firewall контроллера Floodlight
с целью недопущения возникновения аномалий между устанавливаемыми правилами. Разрабо-
танное сетевое приложение PreFirewall прошло ряд тестов. В результате проведенного нагрузоч-
ного тестирования было установлено, что время добавления новых правил, при использовании
PreFirewall, серьезно возрастает с ростом количества ранее обработанных правил. Анализ сете-
вого приложения PreFirewall показал, что при добавлении правила (самая частая операция), в
худшем случае необходимо произвести его сравнение со всеми существующими правилами, кото-
рые хранятся в виде двумерного массива. Таким образом, операция добавления нового правила
является наиболее трудоемкой и сильнее всего влияет на производительность сетевого приложе-
ния, что приводит к возрастанию времени его отклика. Одним из возможных путей решения
данной проблемы является выбор такой структуры данных, используемой для хранения правил,
в которой операция добавления нового правила была бы простой. В качестве такой структуры
предлагается использование дерева, каждая вершина которого содержит всевозможные значения
полей в устанавливаемых правилах. Данный подход обеспечивает константную сложность опера-
ции добавления нового правила и, следовательно, решает проблему производительности сетевого
приложения PreFirewall. Статья публикуется в авторской редакции.

Ключевые слова: межсетевой экран, Floodlight, хеш-таблица, сетевой контроллер, дерево пра-
вил, PreFirewall, разрешение возникающих аномалий, ПКС, программно-конфигурируемая сеть
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Аннотация. Рассматриваются эколого-экономические модели оптимального сбора ресурса,
заданные дифференциальными уравнениями с импульсным воздействием, которые зависят от слу-
чайных параметров. Предполагаем, что длины интервалов θk между моментами импульсов τk
являются случайными величинами и размеры импульсного воздействия зависят от случайных па-
раметров vk, k = 1, 2, . . . Одним из примеров таких объектов является уравнение с импульсами,
моделирующее динамику популяции, подверженной промыслу. При отсутствии эксплуатации раз-
витие популяции описывается дифференциальным уравнением ẋ = g(x), а в моменты времени τk
из популяции извлекается случайная доля ресурса vk, k = 1, 2, . . . На процесс сбора можно влиять
таким образом, чтобы остановить заготовку в том случае, когда ее доля окажется достаточно боль-
шой, чтобы сохранить возможно больший остаток ресурса для увеличения размера следующего
сбора. Пусть уравнение ẋ = g(x) имеет асимптотически устойчивое решение ϕ(t) ≡ K, областью
притяжения которого является интервал (K1,K2), где 0 6 K1 < K < K2. Построено управление
u = (u1, . . . , uk, . . . ), ограничивающее долю добываемого ресурса в каждый момент времени τk та-
ким образом, чтобы количество оставшегося ресурса, начиная с некоторого момента τk0

, было не
меньше заданного значения x ∈ (K1,K). Для любого x ∈ (K1,K) получены оценки средней вре-
менной выгоды, выполненные с вероятностью единица. Показано, что существует единственное
x∗ ∈ (K1,K), при котором оценка снизу достигает наибольшего значения. Таким образом, описан
способ эксплуатации популяции, при котором значение средней временной выгоды можно оценить
снизу с вероятностью единица по возможности наибольшим числом.
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Введение
Рассматриваются эколого-экономические модели оптимального сбора ресурса, за-
данные дифференциальными уравнениями с импульсным воздействием, которые за-
висят от случайных параметров. Предполагаем, что длины интервалов θk = τk−τk−1
между моментами импульсов τk являются случайными величинами и размеры им-
пульсного воздействия зависят от случайных параметров vk, k = 1, 2, . . . . Одним из
примеров таких объектов является уравнение с импульсами, моделирующее дина-
мику популяции, подверженной промыслу; полагаем, что изменение размера по-
пуляции (равное размеру промысловых заготовок) в моменты τk, а также сами
эти моменты зависят от различных воздействий внешней среды, поэтому динами-
ка популяции описывается уравнением со случайными параметрами. При отсут-
ствии эксплуатации развитие популяции описывается дифференциальным уравне-
нием ẋ = g(x), а в моменты времени τk из популяции извлекается некоторая слу-
чайная доля ресурса vk, k = 1, 2, . . . . Здесь θk ∈ Ω1 ⊆ [α1, β1], где 0 < α1 6 β1 < ∞,
vk ∈ Ω2 ⊆ [0, 1].

Пусть имеется возможность влиять на процесс сбора ресурса таким образом, что-
бы остановить заготовку в том случае, когда ее доля окажется достаточно большой
(больше некоторого значения uk ∈ [0, 1) в момент τk), чтобы сохранить возможно
больший остаток ресурса для увеличения размера следующего сбора. В этом случае
доля добываемого ресурса будет равна `k = `(vk, uk), где

`(vk, uk) =

{
vk, если vk < uk,

uk, если vk > uk.

Таким образом, мы рассматриваем эксплуатируемую популяцию, динамика которой
задана дифференциальным уравнением с импульсным воздействием

ẋ = g(x), t 6= τk,

∆x
∣∣
t=τk

= −`(vk, uk)x, k = 1, 2, . . . ,
(1)

где ∆x
∣∣
t=τk

= x(τk)− x(τk − 0), θk = τk − τk−1 ∈ Ω1, (x, vk, uk) ∈ [0,+∞)× Ω2 × [0, 1].

Предполагаем, что решения уравнения непрерывны справа, функция g(x) определе-
на и непрерывно дифференцируема для всех x ∈ [0,+∞). Пусть также имеет место
следующее условие — существует K > 0 такое, что ϕ(t) ≡ K является асимпто-
тически устойчивым решением уравнения ẋ = g(x). Данное условие выполнено,
если K > 0 — стационарное состояние уравнения ẋ = g(x) и g′(K) < 0 (см. [1, c. 30]).
В частности, оно выполнено для следующих уравнений:

1. Логистическое уравнение ẋ = (a−bx)x, где коэффициенты a > 0 и b > 0 явля-
ются показателями роста популяции и внутривидовой конкуренции соответственно.
Этим уравнением также описывается эффективность рекламного воздействия на
покупателей при реализации нового товара.

2. Уравнение, учитывающее нижнюю критическую границу численности попу-

ляции и самоограничение при больших плотностях ẋ = a
βx2

β + γx
− dx − δx2; здесь

все постоянные a, β, γ, d, δ положительные (модель динамики популяции А.Д. Ба-
зыкина, см. [1, c. 44]).
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3. Уравнение динамики популяции ẋ = ax(x− L)(K − x), где a > 0, K > L > 0,
L — нижняя критическая плотность популяции, K — стационарная плотность.

4. Уравнение Гомпертца ẋ = − εx

lnK
ln
x

K
, где ε > 0, K > 1.

Обозначим U
.
= {u : u = (u1, . . . , uk, . . . )}, где uk ∈ [0, 1], θ

.
= (θ1, . . . , θk, . . . ),

θk ∈ Ω1, `
.
= (`1, . . . , `k, . . . ), `k = `(vk, uk). Пусть Xk = Xk(θ, `, x0) — количество

ресурса до сбора в момент τk, k = 1, 2, . . . , зависящее от длин промежутков θ1, . . . , θk
между моментами сбора, долей ресурса `i = `(vi, ui), i = 1, . . . , k − 1, собранного в
предыдущие моменты времени, и начального значения x0. Для любого x0 > 0 введем
в рассмотрение функцию

H∗
(
θ, `, x0

) .
= lim

n→∞

n∑
k=1

Xk

(
θ, `, x0

)
`k

n∑
k=1

θk

, (2)

которую назовем средней временной выгодой от извлечения ресурса.

Предположим, что областью притяжения решения ϕ(t) ≡ K является интер-
вал (K1, K2), где 0 6 K1 < K < K2. В данной работе построено управление
u = (u1, . . . , uk, . . . ), ограничивающее долю добываемого ресурса в каждый мо-
мент времени τk таким образом, чтобы количество оставшегося ресурса, начиная
с некоторого момента τk0 (зависящего от x0), было не меньше заданного значения
x ∈ (K1, K). Для любого x ∈ (K1, K) получены оценки средней временной выго-
ды, выполненные с вероятностью единица. Показано, что существует единственное
x∗ ∈ (K1, K), при котором оценка снизу достигает наибольшего значения. Таким об-
разом, мы описываем способ эксплуатации популяции, при котором значение сред-
ней временной выгоды H∗

(
θ, `, x0

)
можно оценить снизу с вероятностью единица по

возможности наибольшим числом.

Отметим, что в детерминированном случае, когда длины промежутков между
импульсами и величины импульсного воздействия фиксированы, различные зада-
чи оптимальной эксплуатации популяций исследуются в [2–5]. Одной из первых
работ, посвященной оптимальному сбору ресурса в вероятностных моделях, явля-
ется, по-видимому, [6], в которой показано, что стохастическую рыбную популяцию
можно эксплуатировать до достижения определенного уровня (escapement level), не
зависящего от текущего размера популяции. Сравнение различных характеристик
для вероятностной и детерминированной моделей проводится в [6,7]; вопросы опти-
мальной эксплуатации популяций, заданных различными вероятностными моделя-
ми, также рассматриваются в [8–10] (более подробный обзор литературы приведен
в [7]). В работе [11] получены оценки функции H∗

(
θ, `, x0

)
в случае, когда динамика

популяции задана логистическим уравнением ẋ = (a − bx)x и длины промежут-
ков между импульсами одинаковые. Здесь также показано, что при недостаточном
ограничении на извлечение ресурса значение средней временной выгоды (2) может
равняться нулю для всех или для почти всех значений случайных параметров.
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1. Описание вероятностной модели
Вероятностная модель, заданная дифференциальным уравнением со случайными
параметрами (1), подробно описана в работах [12, 13]. Приведем краткое описание
для полноты изложения. В данной модели моменты τk являются моментами скач-
ков для системы с импульсным воздействием; в частном случае, τ1, τ2, . . . — это
моменты промысловых заготовок для модели популяции, подверженной промыслу.
Полагаем, что τ0 = 0, θk = τk − τk−1 ∈ Ω1 ⊆ [α1, β1] и величина скачка в момент τk
зависит от случайного параметра vk ∈ Ω2 ⊆ [0, 1]. Таким образом, все параметры
принадлежат множеству Ω = Ω1 ×Ω2, причем любое из множеств Ω1 или Ω2 может
содержать только один элемент. Если все множество Ω состоит из одного элемента,
вероятностная модель совпадает с детерминированной.

Определим вероятностное пространство (Σ,A, µ) как прямое произведением ве-
роятностных пространств (Σ1,A1, µ1) и (Σ2,A2, µ2). Здесь Σ1 означает множество
числовых последовательностей θ = (θ0, θ1, . . . , θk, . . . ), где θk ∈ Ω1, система множеств
A1 является наименьшей сигма-алгеброй, порожденной цилиндрическими множе-
ствами

Ek
.
= {θ ∈ Σ1 : θ1 ∈ I1, . . . , θk ∈ Ik}, где Ii

.
= (ti, si], i = 1, . . . , k,

а вероятностная мера µ1 определена следующим образом. Для каждого промежутка
Ii, i = 1, 2, . . . , определим вероятностную меру µ̃1(Ii) = F1(si) − F1(ti) с помощью
функции распределения F1(t). На алгебре цилиндрических множеств построим меру

µ̃1(Ek) = µ̃1(I1) · . . . · µ̃1(Ik),

тогда в силу теоремы А.Н. Колмогорова (см., например, [14, с. 176]) на измеримом
пространстве (Σ1,A1) существует единственная вероятностная мера µ1, которая яв-
ляется продолжением меры µ̃1 на сигма-алгебру A1. Таким же образом определяем
вероятностное пространство (Σ2,A2, µ2), где Σ2

.
= {v : v = (v1, . . . , vk, . . . )}, vk ∈ Ω2,

мера µ̃2 задана с помощью функции распределения F2(t).
Отметим, что Σ = Σ1 × Σ2 = {σ : σ = (ω1, . . . , ωk, . . . )}, где ωk = (θk, vk) ∈ Ω.

Зададим сигма-алгебру A = A1 × A2 и меру µ = µ1 × µ2, которая является прямым
произведением вероятностных мер µ1 и µ2. Это означает, что µ(A×B) = µ1(A)µ2(B)
для всех A ∈ A1, B ∈ A2.

2. Оценка средней временной выгоды
для вероятностной модели динамики популяции

Определим ϕ(t, x) как решение уравнения ẋ = g(x), удовлетворяющее начальному
условию ϕ(0, x) = x, где t > 0, x > 0. Если ϑ ∈ Ω1, то функция ϕ(ϑ, x) является слу-
чайной величиной, заданной на множестве Ω1. Положим u(x, ϕ(ϑ, x)) = 1− x

ϕ(ϑ, x)
.

Рассмотрим функцию

`(ω, x) = `
(
v, u(x, ϕ(ϑ, x))

)
=

{
v, если v < u(x, ϕ(ϑ, x)) ,

u(x, ϕ(ϑ, x)), если v > u(x, ϕ(ϑ, x)) ,
(3)
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которая является случайной величиной на множестве Ω = Ω1 × Ω2.
Если g(K) = 0, то уравнение ẋ = g(x) имеет решение ϕ(t) ≡ K. Если g′(K) < 0, то

решение ϕ(t) ≡ K асимптотически устойчиво. Напомним, что областью асимптоти-
ческой устойчивости (областью притяжения) решения ϕ(t) ≡ K уравнения ẋ = g(x)
является множество всех точек x ∈ R, обладающих свойством lim

t→∞
ϕ(t, x) = K.

БуквойM будем обозначать математическое ожидание случайной величины, mθ

— математическое ожидание длин интервалов θ1, θ2, . . . Отметим, что 0 < α1 6 mθ 6
β1 <∞.

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) уравнение ẋ = g(x) имеет асимптотически устойчивое решение ϕ(t) ≡ K

и интервал (K1, K2) является областью притяжения этого решения (0 6 K1 <
K < K2);

2) Ω1 ⊆ [α1, β1], где 0 < α1 6 β1 <∞, Ω2 ⊆ [0, 1] и F2(0) < 1.
Тогда для любых (x, x0) ∈ (K1, K) × (K1, K2) существует управление u ∈ U

такое, что для почти всех σ ∈ Σ выполнены неравенства

M
(
ϕ(ϑ, x)`(ω, x)

)
mθ

6 H∗
(
θ, `, x0

)
6
KM`(ω, x)

mθ

. (4)

Доказательство. Пусть Xk — размер популяции перед и xk — размер популяции
после извлечения ресурса в некоторый момент времени τk; тогда xk = (1 − `k)Xk,
k = 1, 2, . . . . Покажем, что управления uk, при которых выполнено (4), можно опре-
делить равенствами uk = 1− x

ϕ(θk, x)
при всех k > k0, где k0 зависит от начального

размера популяции x0. Рассмотрим три случая.
1. Если x0 ∈ [x,K], то X1 = ϕ(θ1, x0) > ϕ(θ1, x). Поскольку (K1, K2) является

областью притяжения решения ϕ(t) ≡ K, то функция t 7→ ϕ(t, x) возрастает для
любого x ∈ (K1, K), поэтому ϕ(t, x) > ϕ(0, x) = x для всех t > 0, x ∈ (K1, K).

Положим uk = 1 − x

ϕ(θk, x)
для всех k ∈ N, тогда из неравенства `1 6 u1 следует,

что
x1 = (1− `1)X1 > (1− u1)X1 =

xX1

ϕ(θ1, x)
> x.

Далее, X2 = ϕ(θ2, x1) > ϕ(θ2, x). Аналогично получаем, что Xk > ϕ(θk, x) для всех
k ∈ N. Поэтому, если u = (u1, . . . , uk, . . .), то `k = `(ωk, x) и

H∗
(
θ, `, x0

)
> lim

n→∞

1
n∑
k=1

θk

n∑
k=1

ϕ(θk, x)`(ωk, x). (5)

2. Пусть x0 ∈ (K1, x). Положим uk = 0 для всех k = 1, . . . , k0, где k0 = k0(x0) —
первое из натуральных чисел, таких что xk = Xk = ϕ(τk, x0) > x.Данное значение k0
существует, так как точка x0 содержится в области притяжения решения ϕ(t) ≡ K.

Определим uk = 1 − x

ϕ(θk, x)
для всех k > k0, тогда Xk > ϕ(θk, x) при всех k > k0;

это доказывается так же, как в первом пункте. Следовательно, неравенство (5)
справедливо при выбранном управлении u = (u1, . . . , uk, . . .).
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Отметим, что случайные величины ϕ(θk, x)`(ωk, x) независимы, одинаково рас-
пределены и так как 0 6 ϕ(θk, x)`(ωk, x) < Ku(x, ϕ(θk, x)) для всех k ∈ N, то

M
∣∣ϕ(θk, x)`(ωk, x)

∣∣ < KMu(x, ϕ(θk, x)) 6 K <∞.

Тогда из усиленного закона больших чисел Колмогорова следует, что для почти
всех σ ∈ Σ имеет место равенство

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ϕ(θk, x)`(ωk, x) = M
(
ϕ(ϑ, x)`(ω, x)

)
.

Из усиленного закона больших чисел также следует, что lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

θk = mθ, поэтому

из (5) получаем первое неравенство в (4).
Далее, если x0 6 K, то Xk 6 K для любых uk и всех k ∈ N, поэтому

H∗
(
θ, `, x0

)
6 K lim

n→∞

1
n∑
k=1

θk

n∑
k=1

`(ωk, x) =
KM`(ω, x)

mθ

для почти всех σ ∈ Σ, то есть выполнено последнее неравенство в (4).
3. Покажем, что утверждение теоремы справедливо при x0 ∈ (K,K2). Пусть

k1 = k1(x0) — наименьшее из натуральных чисел, таких что xk 6 K при u1 = . . . =
uk = 1; покажем, что данное число существует с вероятностью единица. Отметим
сначала, что такое число существует, если vk1 = 1 при некотором k1 ∈ N; тогда
xk = 0 при всех k > k1.

Пусть теперь vk 6= 1 для всех k ∈ N. Поскольку функция t 7→ ϕ(t, x) монотонно
убывает при x > K, тоXk+1 = ϕ(θk+1, xk) < xk, если xk > K, k = 0, 1, . . . .Далее, если
uk = 1, то `(vk, 1) = vk; поэтому, если x0 > K и u1 = 1, то x1 = X1(1−v1) < x0(1−v1);
если x1 > K и u1 = u2 = 1, то

x2 = X2(1− v2) < x1(1− v2) < x0(1− v1)(1− v2).

Аналогично получаем, что если xk > K и u1 = . . . = uk+1 = 1, то

xk+1 < x0(1− v1)(1− v2) · . . . · (1− vk+1).

Рассмотрим последовательность независимых одинаково распределенных случай-
ных величин {Ck(v)}∞k=1, где Ck(v) = Ck(vk) = 1− vk. Введем также последователь-
ность {Sk(v)}∞k=1, где

Sk(v) = ln(1− v1) + . . .+ ln(1− vk),

которая является случайным блужданием на прямой. Покажем, что если F2(0) < 1,
то

M ln(1− vk) < 0. (6)

Действительно, так как vk ∈ [0, 1), то ln(1 − vk) 6 0, поэтому для математического
ожидания либо выполнено неравенство (6), либо M ln(1 − vk) = 0. В последнем
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случае vk = 0 с вероятностью единица [14, глава 2, §6], что противоречит условию
F2(0) = µ̃2(vk = 0) < 1. Из (6) следует, что с вероятностью единица Sk(v) уходит в
минус бесконечность (см. [15, глава 12, §2]). Это означает, что существует множество
Σ0

2 ⊆ Σ2 такое, что µ2(Σ
0
2) = 1 и lim

k→∞
Sk(v) = −∞ для всех v ∈ Σ0

2. Следовательно,

lim
k→∞

C1(v1)·. . .·Ck(vk) = 0 для всех v ∈ Σ0
2, поэтому с вероятностью единица найдется

k1 = k1(x0) такое, что Xk1(1− vk1) 6 K.

Выберем управление uk = 1 для всех k = 1, . . . , k1 − 1, uk1 = 1− x

Xk1

и uk = 1−
x

ϕ(θk, x)
для всех k > k1. Тогда из xk1 = Xk1(1−`k1) и неравенства vk 6 `(vk, uk) 6 uk

получаем, что
x = Xk1(1− uk1) 6 xk1 6 Xk1(1− vk1) 6 K.

Дальнейшее доказательство повторяет доказательство первых двух пунктов.

3. Построение наибольшей оценки снизу
для средней временной выгоды,
выполненной с вероятностью единица

Из равенства (3) следует, что

ϕ(ϑ, x)`(ω, x) =

{
vϕ(ϑ, x), если v < u(x, ϕ(ϑ, x)),

ϕ(ϑ, x)− x, если v > u(x, ϕ(ϑ, x)).

Предположим, что распределения F1 и F2 имеют плотности f1 и f2 соответствен-
но. Рассмотрим математическое ожидание случайной величины ϕ(ϑ, x)`(ω, x) как
функцию переменной x :

m(x)
.
= M

(
ϕ(ϑ, x)`(ω, x)

)
=

∫ ∞
0

ϕ(t, x)f1(t)dt

∫ u(x,ϕ(t,x))

0

sf2(s)ds+

+

∫ ∞
0

(
ϕ(t, x)− x

)(
1− F2

(
u(x, ϕ(t, x))

))
f1(t)dt. (7)

Утверждение 1. Пусть распределения F1 и F2 имеют плотности f1 и f2 соот-
ветственно, g(K1) = g(K) = 0, g′(K) < 0, g′(K1) > 0, g′′(x) < 0 при x ∈ (K1, K). То-
гда функция m(x) достигает максимального значения при x = x∗, где x∗ ∈ (K1, K)
является единственным решением уравнения m′(x) = 0 :∫ ∞

0

ϕ′x(t, x)f1(t)dt

∫ u(x,ϕ(t,x))

0

sf2(s)ds+

∫ ∞
0

(
ϕ′x(t, x)−1

)(
1−F2

(
u(x, ϕ(t, x))

))
f1(t)dt = 0.

(8)

Доказательство. Напомним, что через ϕ(t, x) мы обозначаем решение уравнения
ẋ = g(x), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x) = x. Покажем, что нера-
венства ϕ′x(t, x) > 0 и ϕ′′xx(t, x) 6 0 выполнены для всех (t, x) ∈ (0,∞) × (K1, K).
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Из единственности решений уравнения следует, что функция x 7→ ϕ(t, x) возрас-
тающая. Действительно, если существуют такие x1 < x2, что ϕ(t, x1) > ϕ(t, x2), то
найдется точка t∗ ∈ (0, t] такая, что ϕ(t∗, x1) = ϕ(t∗, x2); получили противоречие.

Рассмотрим функцию ψ(t, x)
.
= ϕ′x(t, x), которая удовлетворяет уравнению ẏ =

g′x(ϕ(t, x))y и начальному условию ψ(0, x) = 1 для всех x ∈ [K1, K] (см. [16, глава
5, §23]). Так как g′′(x) < 0 при x ∈ (K1, K), то g′(x) убывает на данном интервале.
Функция x 7→ ϕ(t, x) возрастающая, поэтому x 7→ g′x(ϕ(t, x)) убывает для любого
фиксированного t ∈ (0,∞). Таким образом, если x1 < x2, то

g′x(ϕ(t, x1)) > g′x(ϕ(t, x2))

при каждом t ∈ (0,∞). Поэтому в силу теоремы Чаплыгина о дифференциальном
неравенстве (см. [17]) ψ(t, x1) > ψ(t, x2), то есть ϕ′x(t, x1) > ϕ′x(t, x2) для любого
t ∈ (0,∞). Это означает, что функция x 7→ ϕ′x(t, x) убывающая, тогда ϕ′′xx(t, x) 6 0
для всех (t, x) ∈ (0,∞)× (K1, K), причем множество тех x ∈ (K1, K), при которых
ϕ′′xx(t, x) = 0, не более чем счетно.

Чтобы показать, что (8) имеет единственное решение, нужно доказать, что функ-
ция m′(x) убывает на интервале (K1, K) и на концах интервала удовлетворяет нера-
венствам m′(K1) > 0, m′(K) < 0. Найдем

m′′(x) =

∫ ∞
0

ϕ′′xx(t, x)f1(t)dt

∫ u(x,ϕ(t,x))

0

sf2(s)ds+

+

∫ ∞
0

ϕ′′xx(t, x)
(

1− F2

(
u(x, ϕ(t, x))

))
f1(t)dt.

Тогда из условий, полученных для функции ϕ′′xx(t, x), следует, что m′′(x) 6 0 для
всех x ∈ (K1, K) и множество тех x ∈ (K1, K), при которых m′′(x) = 0, не более
чем счетно; поэтому m′(x) убывает на (K1, K). Далее, так как g(K1) = g(K) = 0,
то ϕ(t,K) ≡ K, ϕ(t,K1) ≡ K1, поэтому u(K,ϕ(t,K)) = u(K1, ϕ(t,K1)) = 0; из (8)
следует, что

m′(K) = (1− F2(0))

∫ ∞
0

(
ϕ′x(t,K)− 1

)
f1(t)dt. (9)

Функция ψ(t,K)
.
= ϕ′x(t,K) удовлетворяет уравнению ẏ = g′(K)y, где g′(K) < 0; по-

этому ψ(t,K) является убывающей и, так как ψ(0, K) = 1, то ϕ′x(t,K) = ψ(t,K) < 1
для всех t ∈ (0,∞). Таким образом, из (9) следует, что m′(K) < 0. Аналогично, из
неравенства g′(K1) > 0 получаем, что m′(K1) > 0.

При доказательстве теоремы 1 построено управление u ∈ U такое, что для любых
(x, x0) ∈ (K1, K)× (K1, K2) неравенства (4) выполнены при почти всех σ ∈ Σ. Пусть
математическое ожидание m(x) = M

(
ϕ(ϑ, x)`(ω, x)

)
достигает максимального зна-

чения при x = x∗ ∈ (K1, K). В следующем утверждении приведено одно из управ-
лений u∗ = (u∗1, u

∗
2, . . .) ∈ U, при котором среднюю временную выгоду H∗

(
θ, `, x0

)
можно оценить снизу по возможности наибольшим числом. Данное управление u∗
ограничивает долю добываемого ресурса в каждый момент сбора τk таким обра-
зом, чтобы количество оставшегося ресурса, начиная с некоторого момента време-
ни τk0(x0), было не меньше значения x∗. Оно строится по тому же принципу, что и
управление u ∈ U в теореме 1.
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Следствие 1. Пусть m(x) достигает максимального значения при x = x∗ ∈
(K1, K); ũ∗k

.
= 1 − x∗

ϕ(θk, x∗)
, k ∈ N. Управление u∗ = (u∗1, u

∗
2, . . .) ∈ U, при кото-

ром для любого x0 ∈ (K1, K2) при почти всех σ ∈ Σ выполнены неравенства

M
(
ϕ(ϑ, x∗)`(ω, x∗)

)
mθ

6 H∗
(
θ, `, x0

)
6
KM`(ω, x∗)

mθ

,

можно определить следующим образом:
1) если x0 ∈ [x∗, K], то u∗k = ũ∗k для всех k ∈ N;
2) если x0 ∈ (K1, x

∗), то u∗k = 0 для всех k = 1, . . . , k0 и u∗k = ũ∗k для всех k > k0,
где k0 = k0(x0) — наименьшее из натуральных чисел, таких что xk > x∗ при
u1 = . . . = uk = 0;

3) если x0 ∈ (K,K2), то u∗k = 1 для всех k = 1, . . . , k1 − 1, u∗k1 = 1− x∗

Xk1

, u∗k = ũ∗k

для всех k > k1; здесь k1 = k1(x0) — наименьшее из натуральных чисел, таких что
xk 6 K при u1 = . . . = uk = 1.

Пример 1. Найдем оценку средней временной выгоды H∗
(
θ, `, x0

)
для уравне-

ния (1), в котором g(x) = x(1− x); то есть при отсутствии эксплуатации динамика
популяции задана логистическим уравнением ẋ = x(1− x). Пусть распределение F1

длин интервалов θ1, θ2, . . . между моментами извлечения ресурса является равно-
мерным на отрезке [1, 2], а распределение F2 величин v1, v2, . . . — равномерным на
отрезке [0, 1].

Отметим, что решением уравнения ẋ = x(1− x), удовлетворяющим начальному
условию ϕ(0, x) = x, является функция

ϕ(t, x) =
xet

1− x+ xet

и, кроме того, данное уравнение имеет асимптотически устойчивое решение ϕ(t) ≡ 1.
Выпишем математическое ожидание случайной величины ϕ(ϑ, x)`(ω, x), опуская
промежуточные вычисления:

m(x) =

∫ 2

1

xetdt

1− x+ xet

∫ (1−x)(1−e−t)

0

sds+

∫ 2

1

x(1− x)(1− e−t)dt =

=
1

2

(
ln
(
x(e2 − 1) + 1

)
− ln

(
x(e− 1) + 1

)
− x2 + (e−2 − e−1)x(1− x)

)
.

Также найдем

M`(ω, x) =

∫ 2

1

dt

∫ (1−x)(1−e−t)

0

sds+ (1− x)

∫ 2

1

(e−t − e−2t)(1− x+ xet)dt =

=
(1− x)2

4

(
2− e−2 + e−4

)
+ x(1− x)

(
1− e−1 + e−2

)
.

Функция m(x) достигает максимального значения при x ≈ 0, 382,

m(0, 382) ≈ 0, 397, M`(ω; 0, 382) ≈ 0, 438, mθ = 1, 5, K = 1,
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поэтому из (4) получаем оценку средней временной выгоды

0, 265 6 H∗
(
θ, `, x0

)
6 0, 292,

которая справедлива для почти всех σ ∈ Σ.
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Abstract. We consider environmental-economical models of optimal harvesting, given by the dif-
ferential equations with impulse action, which depend on random parameters. We assume, that lengths
of intervals θk between the moments of impulses τk are random variables and the sizes of impulse in-
fluence depend on random parameters vk, k = 1, 2, . . . One example of such objects is an equation with
impulses, modelling dynamics of the population subject to harvesting. In the absence of harvesting, the
population development is described by the differential equation ẋ = g(x) and in time moments τk some
random share of resource vk, k = 1, 2, . . . is taken from population. We can control gathering process
so that to stop harvesting when its share will appear big enough to keep possible biggest the rest of a
resource to increase the size of the following gathering. Let the equation ẋ = g(x) have an asymptotic
stable solution ϕ(t) ≡ K and the interval (K1,K2) is the attraction area of the given solution (here
0 6 K1 < K < K2). We construct the control u = (u1, . . . , uk, . . . ), limiting a share of harvesting
resource at each moment of time τk, so that the quantity of the remained resource, since some moment
τk0 , would be not less than the given value x ∈ (K1,K). For any x ∈ (K1,K) the estimations of average
time profit, valid with probability one, are received. It is shown, that there is a unique x∗ ∈ (K1,K), at
which the lower estimation reaches the greatest value. Thus, we described the way of population control
at which the value of average time profit can be lower estimated with probability 1 by the greatest
number whenever possible.
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Динамика распределения популяции по ареалам
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Аннотация. Рассматривается задача выбора популяцией ареала в условиях отсутствия у
неё полной информации о полезности ареала, то есть об объеме у него энергетических ресур-
сов. Данная задача относится к теории оптимального фуражирования. У. Дикман (U. Dieckmann)
предложил подход к моделированию распределения популяции по ареалам, основанный на функ-
ции полезности, учитывающей количество ресурсов в ареале, расстояние от популяции до него
и меру информированности популяции о количестве ресурсов в ареале. При этом используется
распределение Больцмана для описания распределения популяции по ареалам. Рассматривается
статическая задача, не учитывающая изменение положения популяции с течением времени. В на-
стоящей работе предложена динамическая система, описывающая распределение популяции по
ареалам, зависящее от полезности ареалов, которая изменяется со временем вследствие измене-
ния расстояния от популяции до ареала. При этом распределение Больцмана является частным
решением полученной системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Получено условие
устойчивости по Ляпунову распределения Больцмана. Введены функции полезности ареалов, за-
висящие от расстояния до ареала и меры информированности популяции об ареале. В результате,
в двумерном случае, пространство R2 разбивается на области предпочтительной полезности. Такое
разбиение является обобщением диаграммы Г.Ф. Вороного.
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Введение
Теория оптимального фуражирования предполагает, что популяция в поисках пищи
действует таким образом, чтобы максимизировать скорость потребления энергии.
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Основные задачи теории фуражирования: нахождение условий ухода популяции из
ареала, выбор наиболее пригодного ареала, моделирование перемещения популяции
между ареалами. Основным результатом в решении задачи об уходе из ареала явля-
ется теорема о маргинальных значениях: популяция покидает ареал, когда мгновен-
ная скорость потребления энергии в нем снизится до средней скорости потребления
энергии [1]. Для моделирования движения популяции предложено большое разнооб-
разие моделей, основанных на случайных процессах [2], [3], [4]. Для решения задачи
выбора ареала S. D. Fretwell и H. L. Lukas разработали теорию идеального свобод-
ного распределения (Ideal free distribution, IFD) [5], для предсказания выбора по-
пуляцией среды обитания. Идеальное свободное распределение – теоретико-игровая
концепция, которая предполагает, что популяция перемещается между ареалами
мгновенно и имеет точную информацию о качестве ареалов.

Распределение популяции по m ареалам называется идеальным свободным рас-
пределением, если выполняются два условия: популяция занимает k < m ареалов
и в занятых популяцией k ареалах скорость потребления энергии максимальна и
одинакова, а в незанятых достаточно мала. Эмпирические исследования показали
расхождение модели идеального свободного распределения с реальностью: ареалы
худшего качества также привлекают особей популяции, отсутствие равной конку-
ренции и точного знания о качестве ареалов, передвижение между ареалами требует
затрат.

В настоящей работе предлагается подход к решению задачи выбора популяцией
ареала. При этом описывается динамика поведения популяции при выборе ареа-
ла без описания движения детерминированными или стохастическими моделями.
Это связано с тем, что модель движения популяции зависит от вида популяции и
условий движения, и поэтому общий подход к моделированию движения, по мне-
нию авторов, невозможен. Предлагаемая модель описывает динамику вероятностей
выбора популяцией того или иного ареала. Используется подход, предложенный
У. Дикманом (U. Dieckmann) [6], где введена функция полезности, учитывающая
количество ресурсов в ареале, расстояние от популяции до него и меру информи-
рованности популяции о количестве ресурсов в ареале. В отличие от концепции
IFD, недостатки которой анализируются в [6], У. Дикман использует распределение
Больцмана для описания распределения популяции по ареалам. При этом рассмат-
ривается статическая задача, не учитывающая изменение положения популяции с
течением времени.

В настоящей работе предложена динамическая система, описывающая распре-
деление популяции по ареалам, зависящее от полезности ареалов, которая изменя-
ется со временем вследствие изменения расстояния от популяции до ареала. При
этом распределение Больцмана является частным решением полученной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений. Получено условие устойчивости по
Ляпунову распределения Больцмана. Введены функции полезности ареалов, зави-
сящие от расстояния до ареала и меры информированности популяции об ареале. В
результате, в двумерном случае, пространство R2 разбивается на области предпо-
чтительной полезности. Такое разбиение является обобщением диаграммы Г.Ф. Во-
роного.
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1. Области предпочтительной полезности

В настоящей работе рассматривается некоторое пространство, содержащее ареалы,
т.е. области, в которых содержатся запасы энергии (питательные ресурсы), необхо-
димые популяции. При этом популяция некоторым образом перемещается в данном
пространстве и в каждый момент времени t оценивает полезность ареалов с целью
выбора наиболее подходящего для неё. Полезность ареала с точки зрения популя-
ции определяется расстоянием до него, мерой информированности о его истинной
полезности в данный момент времени и затратами на перемещение к нему.

Пусть Pi = Pi(t) − вероятность выбора популяцией ареала с номером i, i =
1, ..,m, в момент времени t. Поставим задачу описания динамики изменения веро-
ятностей Pi(t), т.е. задачу построения математической модели динамики распреде-
ления популяции по ареалам. При этом будем предполагать, что вероятность Pi(t)
зависит от функции полезности Ui = Ui(di) ареала i с точки зрения популяции,
находящейся от него на расстоянии di = di(t). В разделе 2 будет предложена дина-
мическая система, описывающая изменение Pi(t), i = 1, ..,m. При этом в основе этой
динамической системы лежит распределение Больцмана, которое также использо-
вано в работе [6]. В разделе 3 доказана устойчивость по Ляпунову распределения
Больцмана, являющегося частным решением соответствующей системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений.

В настоящем разделе вводится понятие области предпочтительной полезно-
сти (ОПП) ареала. Смысл этого понятия состоит в том, что, находясь в области
предпочтительной полезности, популяция с большей вероятностью выберет ареал,
находящийся в этой области.

Введем следующие обозначения. Пусть m − количество ареалов, под ареалом
будем понимать фиксированную точку Ai из пространства Rn и при этом каждый
ареал имеет запас энергии Vi, i = 1, ..,m. Точка M(t) = M ∈ Rn характеризует
положение популяции в пространстве в момент времени t, di(t) = ρ(M(t), Ai) −
расстояние от популяции до i-го ареала в момент времени t. В работе [6] введена
функция полезности Uij для задачи выбора популяцией j-го ареала при условии,
что она находится в i-м ареале и неподвижна. В настоящей работе популяция дви-
жется, оценивая в каждый момент времени полезность Ui ареалов Ai. Используя
подход к понятию полезности из [6], введем функцию полезности Ui(di) ареала Ai
для популяции, находящейся на расстоянии di = di(t) от него:

Ui(di) = I(di)Vi − T (di) + (1− I(di))V̄ , i = 1, ..,m, (1)

где Ui(di) − полезность i-го ареала с точки зрения популяции, находящейся на рас-
стоянии di от него; I(di) − мера информированности популяции, находящейся на
расстоянии di от ареала Ai, I(di) ∈ (0, 1]; T (di) − затраты на перемещение к ареалу
Ai; V̄ =

∑m
i=1 I(di)Vi − средняя информированность популяции об ареалах.

Определим понятие области предпочтительной полезности(ОПП).
Определение. Область предпочтительной полезности Di ареала Ai − это мно-

жество точек M вида

Di = {M ∈ Rn : Ui(ρ(M,Ai)) > Uj(ρ(M,Aj)), i 6= j, j = 1, ..,m}.
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Замечание. Если в формуле (1) отбросить первое и третье слагаемые, т.е. не учи-
тывать информированность, а в качестве функции затрат Ti(di) взять di, то разби-
ение пространства с ареалами на ОПП в случае n = 2 при Ui(di) = −di является
диаграммой Вороного.

1.1. Двумерный случай

Рассмотрим пример построения области предпочтительной полезности в случае
двух ареалов, находящихся в пространстве R2.

Пусть M ∈ R2, M = (x, y), A1 = (−1, 0), A2 = (1, 0), то есть ареалы − точки из
R2. Расстояния от популяции M = (x, y) до ареалов равны: d1 =

√
(x+ 1)2 + y2 и

d2 =
√

(x− 1)2 + y2. Введем функции полезности ареалов, с учетом расстояния до
каждого из них и меры информированности:

Ui(di) = e−βd
2
iVi − αd2

i . (2)

I(di) = e−βd
2
i − мера информированности об i-м ареале у популяции, находящейся на

расстоянии di от i-го ареала, β − коэффициент "забывания" информации об ареале.
Чем меньше β, тем медленнее "забывается" информация об истинной полезности
Vi ареала при удалении популяции от него (см. рис. 1), T (di) = αd2

i − затраты
популяции при перемещении к i-му ареалу на расстояние di. Пусть V2 > V1. Заметим,
что мера информированности об i-м ареале, I(di), максимальна при di = 0 и I(di)→
0 при di →∞.

Рис. 1. Мера информированности
Fig. 1. Measure of information

Области предпочтительных полезностей имеют вид: D1 = {(x, y) : U1(d1) >
U2(d2)}, D2 = {(x, y) : U2(d2) > U1(d1)}. Найдем общую границу областей D1 и
D2, приравняв e−βd

2
1V1 − αd2

1 = e−βd
2
2V2 − αd2

2. Учитывая выражение для d1 и d2,
после несложных преобразований получаем

y2 =
1

β
ln
V1e

−2βx − V2e
2βx

4αeβ(x2+1)x
. (3)

График кривой (3), являющейся общей границей областей D1 и D2, изображен
на рис. 2.



272
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 25, №3 (2018)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 25, No 3 (2018)

Рис. 2. Кривая (3)
Fig. 2. Curve (3)

2. Вероятность выбора ареала

В работе [6] для описания распределения популяции по ареалам U. Dieckmann ис-
пользует распределение Больцмана для m ареалов

Pij =
eγUij

Σm
k=1e

γUik
, i, j = 1, ..,m,

где Pij − вероятность перехода популяции из ареала Ai в ареал Aj, если популяция
находится в ареале Ai. В настоящей работе распределение Больцмана использует-
ся для описания распределения популяции по ареалам в случае, если популяция
находится в движении

Pi(t) =
eqUi(di)

Σm
i=1e

qUi(di)
,

где di = di(t), t − время, q − положительный параметр. Продифференцировав рас-
пределение Больцмана по времени, получим систему m нелинейных неавтономных
дифференциальных уравнений, описывающих скорость изменения вероятности вы-
бора популяцией i-го ареала:

Ṗ1 = q · P1 · (P2 · ϕ12(t) + ...+ Pm · ϕ1m(t))

Ṗ2 = q · P2 · (P1 · ϕ21(t) + ...+ Pm · ϕ2m(t))
..................................................................

Ṗm = q · Pm · (P1 · ϕm1(t) + ...+ Pm−1 · ϕmm−1(t)),

где ϕij(t) = U̇i − U̇j.
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Рассмотрим случай двух ареалов, m = 2:{
Ṗ1 = q · P1 · P2 · ϕ(t)

Ṗ2 = −q · P1 · P2 · ϕ(t),
(4)

где ϕ12(t) = ϕ(t).
Найдем решения P1(t) и P2(t) системы дифференциальных уравнений (4). Учи-

тывая, что P1 +P2 = 1, получим Ṗ1 = q ·P1 ·(1−P1) ·ϕ(t). Интегрируя это уравнение,
получим

P1(t) =
P10e

qΦ(t)

1 + P10(eqΦ(t) − 1)
, P2(t) =

1− P10

1 + P10(eqΦ(t) − 1)
(5)

где Φ(t) = U1(t)−U2(t)−U1(0)+U2(0), P10 = P1(0) и P20 = P2(0). Несложно показать,
что решение (5) совпадает с распределением Больцмана

P̃1(t) =
eqU1(t)

eqU1(t) + eqU2(t)
, P̃2(t) =

eqU2(t)

eqU1(t) + eqU2(t)

при P10e
−U1(0) = P20e

−U2(0).

3. Устойчивость распределения Больцмана
Исследуем устойчивость распределения Больцмана в случае двух ареалов (m = 2).

Теорема 1. Пусть ϕ(t) непрерывна, тогда решение системы (4), являющееся рас-
пределением Больцмана, устойчиво по Ляпунову.

Доказательство. Введем для удобства обозначения P̃1(t) = P̃ (t), P1(t) = P (t),
P̃1(0) = P̃0, P1(0) = P0, U20 = U2(0) и U10 = U1(0). После несложных преоб-
разований получим P̃ (t) = 1

1+eq(U2(t)−U1(t)) и P (t) = P0

P0+(1−P0)e−qΦ(t) . Пусть g(t) =

eq(U2(t)−U1(t)), g(0) = eq(U20−U10) и P0 − P̃0 = P0 − 1
1+g(0)

= α. Тогда |P (t) − P̃ (t)| =

| g(t)

(1+( 1
P0

−1)
g(t)
g(0)

)(1+g(t))
(1−

1
P0

−1

g(0)
)|, где 1−

1
P0

−1

g(0)
= α(1+g(0))2

g(0)(1+α+αg(0))
= h(α). Пусть β = α(1 +

g(0)), тогда h(α) = β(1+g(0))
g(0)(1+β)

. Отсюда следует |P (t) − P̃ (t)| = | g(t)

(1+( 1
P0

−1)
g(t)
g(0)

)(1+g(t))
(1 −

1
P0

−1

g(0)
)| < C|β(1+g(0))

g(0)(1+β)
| < ε, где C = const и C > 0, очевидно, что | g(t)

(1+( 1
P0

−1)
g(t)
g(0)

)(1+g(t))
| <

C при любом поведении g(t). Отсюда следует, что −A < β
(1+β)

< A, где A = ε

C(
1+g(0)
g(0)

)
.

Пусть ε достаточно мало, что согласуется с определением устойчивости, тогда 0 <
A < 1 и − A

1+A
< β < A

1−A . Отсюда следует, что − εg(0)

C+
εg(0)

1+g(0)

< α < εg(0)

C− εg(0)
1+g(0)

. Пусть

B1 = εg(0)

C+
εg(0)

1+g(0)

, B2 = εg(0)

C− εg(0)
1+g(0)

, и B = min(B1, B2). Тогда если −B < α < B, то

|P0 − P̃0| = |α| < B, то есть достаточно взять δ = B. Отсюда следует устойчивость
по Ляпунову. Теорема доказана.

Вид решения системы (4) зависит от вида функции ϕ(t). На рисунках 3 и 4 пока-
заны решения системы (4) при ϕ(t) = cos(t) и ϕ(t) = t2e−t

2 . На рисунке 3 показано,
что решения системы (4) являются периодическими, если ϕ(t) − ограниченная пе-
риодическая функция. На рисунке 4 показано, что решения системы (4) не являются
периодическими, если ϕ(t) − ограниченная функция.
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Рис. 3. Периодическое решение при ϕ(t) = cos(t), P10 = 0, 7
Fig. 3. Periodical solution with ϕ(t) = cos(t), P10 = 0, 7

Рис. 4. Непериодическое решение при ϕ(t) = t2e−t
2 , P10 = 0, 7

Fig. 4. Not periodical solution with ϕ(t) = t2e−t
2 , P10 = 0, 7

4. Заключение
В работе была построена функция полезности в задаче выбора одного из двух аре-
алов, с учетом расстояния до каждого из них, меры информированности об ареале
и затрат на перемещение к нему. Была предложена система дифференциальных
уравнений, описывающих динамику вероятности выбора ареала и проведен анализ
устойчивости распределения Больцмана.
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Об алгоритме расщепления носителя
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Аннотация. В 2000 г. Н. Сендриер показал, что если для линейного [n, k, d]-кода C(⊆ Fn
q )

длины n и размерности k с кодовым расстоянием d группа автоморфизмов PAut(C) этого кода
тривиальна, то может быть построен детерминированный алгоритм расщепления носителя, поз-
воляющий для кода D, перестановочно-эквивалентного коду C, найти такую перестановку σ, что
σ(C) = D. Этот алгоритм, в частности, может быть применен для осуществления атаки на ключ
кодовой криптосистемы типа Мак-Элиса на коде C. Целью настоящей работы является построение
и анализ алгоритма расщепления носителя для кода Fl

q⊗C, индуцированного кодом C, l ∈ N. Так
как группа автоморфизмов PAut(Fl

q ⊗C) нетривиальна даже в случае, когда группа автоморфиз-
мов базового кода C тривиальна, то это позволяет предположить потенциально высокую стойкость
криптосистемы типа Мак-Элиса на коде Fl

q⊗C к атаке на основе расщепления носителя. В работе
строится алгоритм расщепления носителя для кода Fl

q ⊗ C и сравнивается эффективность этого
алгоритма с имеющейся атакой на ключ криптосистемы типа Мак-Элиса на основе кода Fl

q ⊗ C.

Ключевые слова: групповые коды, индуцированные групповые коды, алгоритм расщепления
носителя, криптосистема Мак-Элиса
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1. Введение
В постквантовую эпоху кодовые криптосистемы типа Мак-Элиса [1] рассматри-
ваются как возможные альтернативы тем асимметричным криптосистемам, стой-
кость которых в настоящее время основана на сложности факторизации больших
целых чисел или на сложности дискретного логарифмирования в конечной груп-
пе [2]. Необходимым условием построения криптосистем типа Мак-Элиса на основе
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линейных кодов является существование для этих кодов эффективных (полиноми-
альных) алгоритмов декодирования. Однако это условие не является достаточным.
В частности, например, для кодов Рида–Соломона и кодов Рида–Маллера имеются
быстрые алгоритмы декодирования [3], однако, как показано в [4] и [5], соответ-
ствующие криптосистемы типа Мак-Элиса на этих кодах не являются стойкими
к атакам на ключ (к структурным атакам). Результаты исследования стойкости
криптосистем типа Мак-Элиса показывают, что чем более код похож по струк-
туре на случайный код, тем сложнее анализ соответствующей криптосистемы ти-
па Мак-Элиса. Одним из возможных способов построения стойкой криптосистемы
типа Мак-Элиса является поиск или построение кода, для которого, с одной
стороны, имеется эффективный декодер, а с другой стороны, который похож на
случайный.

В [6] показано, что если для базового кода C существует эффективный мажо-
ритарный декодер, то для индуцированного кода Flq ⊗ C, l ∈ N, также может быть
построен эффективный мажоритарный декодер. В связи с этим в [7] предложена
криптосистема типа Мак-Элиса на основе индуцированного кода Flq ⊗ C. При этом
установлено, что если криптосистема типа Мак-Элиса на основе базового кода C
является нестойкой к атакам на ключ, то атакующий хотя и может построить ата-
ку на ключ для соответствующей криптосистемы на основе индуцированного кода
Flq⊗C, однако эта атака не будет эффективной при тщательном подборе параметров
индуцированного кода.

Целью настоящей работы является построение алгоритма расщепления носите-
ля для индуцированных кодов и оценка эффективности его применения при на-
хождении секретного ключа кодовой криптосистемы типа Мак-Элиса на основе
индуцированного кода Flq ⊗ C. Работа имеет следующую структуру. Второй раз-
дел содержит необходимые сведения о кодах, об алгоритме расщепления носителя
и предварительные результаты об индуцированных кодах. Также здесь строится
алгоритм расщепления носителя для индуцированных кодов. В третьем разделе
рассматривается применение этого алгоритма для нахождения секретной переста-
новки криптосистемы типа Мак-Элиса на индуцированном коде, сравнивается эф-
фективность построенного алгоритма с эффективностью алгоритма из работы [7].
Дополнительно рассматривается возможное применение индуцированных кодов в
алгоритме идентификации.

2. Алгоритм расщепления носителя
для индуцированных кодов

2.1. Предварительные сведения

Пусть Fq — поле Галуа мощности q, где q — степень простого числа. Для вектора
x из пространства Fnq размерности n определим вес wt(x) как мощность множества
ненулевых координат вектора x. В пространстве Fnq рассмотрим [n, k, d]-код C раз-
мерности k, длины n с кодовым расстоянием d. Пусть G(C) – порождающая матрица
кода, C ⊆ Fnq . Коды C и D размерности k и длины n называются перестановочно-
эквивалентными, если существует такая перестановка σ из группы симметрической
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группы Sn, действующей на элементах множества In = {1, ..., n}, что

D = {(c1, ..., cn)|(cσ−1(1), ..., cσ−1(n)) ∈ C}.

В этом случае будет использоваться принятое обозначение D = σ(C). Далее нам по-
надобятся определения инварианта и сигнатуры из [8]. Для некоторого подмноже-
ства J(⊆ In) символом CJ обозначим множество векторов, полученных из векторов
кода C путем зануления координат с номерами из J . Пусть Ln – множество всех
кодов длины n, L =

⋃
n>0Ln. Отображение V : L → E называется инвариантом

над множеством E, если для любых двух перестановочно-эквивалентных кодов C
и D выполняется равенство: V(C) = V(D). Сигнатурой над множеством F назы-
вается отображение S : Ln × In → F , такое, что для любой перестановки σ(∈ Sn)
и любого кода C ∈ Ln выполняется равенство: S(C, i) = S(σ(C), σ(i)). Далее мы
будем рассматривать только сигнатуры, которые построены на основе инварианта
по следующему правилу:

S(C, i) = V(Ci), (1)

где Ci = C{i}. Дискриминантом кода C называется такая сигнатура S, для которой
существуют такие i и j из In, что S(C, i) 6= S(C, j). Тогда полным дискриминантом
для кода C называется такая сигнатура S, что S(C, i) 6= S(C, j) для всех разных i
и j из In. Приведем в виде леммы известный факт.

Лемма 1. Пусть C — [n, k, d]-код, σ ∈ Sn, D = σ(C). Равенство D = γ(C) выпол-
няется тогда и только тогда, когда γ ∈ σPAut(C), где σPAut(C) — фактор-класс
из фактор-множества Sn/PAut(C).

Доказательство. Очевидно, что если γ ∈ σPAut(C), то D = γ(C). Докажем в
обратную сторону. Предположим, что выполняется равенство D = γ(C), но γ 6∈
σPAut(C). Так как γ(C) = σ(C), то γ−1σ ∈ PAut(C). Отсюда получаем, что имеет
место представление γ−1 = φσ−1, φ ∈ PAut(C). Следовательно, γ ∈ σPAut(C).

Рассмотрим алгоритм SSA, который с помощью дискриминанта S находит та-
кую перестановку σ′ для двух перестановочно-эквивалентных кодов C и D = σ(C),
что D = σ′(C). Заметим, что в общем случае σ 6= σ′, однако, в силу леммы 1,
σ′−1σ ∈ PAut(C). Перестановку σ′, возвращаемую алгоритмом SSA, будем называть
подходящей. Если S — полный дискриминант, то σ = σ′, при этом перестановка σ
будет найдена на первой итерации цикла этого алгоритма. Как следует из утвер-
ждения 8 работы [8], для кода C полный дискриминант существует тогда и только
тогда, когда группа автоморфизмов PAut(C) кода C тривиальна. Отметим, что ко-
ды с тривиальной группой автоморфизмов существуют (см., например, [9]).

В [8] отмечено, что даже если существует полный дискриминант кода C, его
вычисление может оказаться вычислительно сложным, поэтому в [8] предложена
техника, которая может позволить построить вычислительно простые полные дис-
криминанты на основе неполных дискриминантов. Так как, в соответствии с (1),
рассматриваются только сигнатуры, основанные на инвариантах, то необходимо,
чтобы инварианты были также вычислительно простыми.
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Исходные параметры: C ∈ Ln , D = σ(C), S
Результат: σ′ : D = σ′(C)
1. Вычислить D = (S(D, i))ni=1

2. Вычислить C = (S(, i))ni=1

3. Σ = ∅, exit = false;
до тех пор, пока exit! = true выполнять

Выбрать σ′ из Sn \ Σ
если σ′(C) 6= D тогда

Σ = Σ ∪ {σ′}
конец условия
иначе

exit = true
конец условия

конец цикла
возвратить Ω

Алгоритм 1: SSA

Примером просто вычислимого инварианта для кодов малой размерности явля-
ется отображение VW : L → Z[X], ставящее в соответствие коду C его нумератор
весов W(C) =

∑n
i=0WiX

i, где Wi — число векторов веса i в коде C, Z[X] — мно-
жество полиномов от одной переменной с коэффициентами из Z. На основе этого
инварианта может быть построена сигнатура SW : Ln×In → Z[X], определенная по
правилу: SW (C, i) = VW (Ci) =W(Ci). Заметим, что сложность вычисления инвари-
анта VW (Ci) растет неполиномиально с ростом размерности кода Ci. Поэтому в [8]
дискриминант строится на основе вычисления нумератора весов остова кода. Под
остовом (hull) кода C в [8] понимается пересечение кода C с его дуальным кодом
C⊥:

H(C) = C ∩ C⊥. (2)

Выбор этой характеристики кода обоснован тем, что размерность остова в среднем
существенно меньше размерности кода C, что позволяет эффективно вычислять ну-
мераторы и строить простые для вычисления дискриминанты даже в случае боль-
шой размерности кода C.

2.2. Индуцированные коды и их свойства

Пусть Ci — [ni, ki, di]-код с порождающей матрицей G(Ci) и проверочной матри-
цей H(Ci), i = 1, 2. Под декартовым произведением C1 × C2 кодов C1 и C2 будем
понимать множество вида

C1 × C2 = {(a ‖ b) : a ∈ C1,b ∈ C2},

где a ‖ b – конкатенация векторов a и b. Легко проверить, что порождающая и
проверочная матрицы кода C1 × C2 могут быть представлены в виде

G(C1 × C2) =

(
G(C1) Ok1×n2

Ok2×n1 G(C2)

)
, H(C1 × C2) =

(
H(C1) On1−k1×n2

On2−k2×n1 H(C2)

)
,
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где Oa×b — нулевая (a× b)-матрица. Из определения (2) следует, что

H(C1 × C2) = H(C1)×H(C2). (3)

Лемма 2. Пусть Ci – [ni, ki]-код, W(Ci) =
∑ni

j=0W
(i)
j X(i) – нумератор кода Ci,

i = 1, 2. Тогда нумератор кода C1 × C2 имеет вид

W(C1 × C2) =W(C1) · W(C2).

Доказательство. Каждый кодовый вектор c из C1 × C2 представим в виде конка-
тенации (a ‖ b) двух векторов a и b из C1 и C2 соответственно. Найдем количество
векторов веса j (0 ≤ j ≤ n1+n2) в коде C1×C2. Для этого рассмотрим всевозможные
упорядоченные пары (j1, j2) неотрицательных целых чисел таких, что j1 + j2 = j.
Для каждой такой пары (j1, j2) в коде C1 × C2 имеется множество из W (1)

j1
·W (2)

j2

векторов веса j. Для различных пар эти множества не пересекаются. Поэтому в
коде C1 × C2 будет всего ∑

(j1,j2):j1+j2=j

W
(1)
j1
·W (2)

j2

векторов веса j. Отсюда следует

W(C1 × C2) =

n1+n2∑
j=0

 ∑
(j1,j2):j1+j2=j

W
(1)
j1
·W (2)

j2

Xj =W(C1) · W(C2).

Под тензорным произведением A ⊗ B матриц A = (ai,j)i=1,m;j=1,l и B будем по-
нимать матрицу вида

A⊗B =

a1,1B . . . a1,lB
. . . . . . . . .
am,1B . . . am,lB

 .

Пусть C – [n, k, d]-код с порождающей матрицей G(C), El – единичная матрица
порядка l. Подпространство, порожденное строками матрицы El ⊗ G(C), обозна-
чим Flq ⊗C и, в соответствии с [7], будем называть индуцированным кодом (кодом,
который индуцирован кодом C). Порождающая матрица этого кода G(Flq ⊗ C) =
El ⊗G(C) имеет блочный вид

G(Flq ⊗ C) =


G(C) Ok×n . . . Ok×n
Ok×n G(C) . . . Ok×n
. . . . . . . . . . . .
Ok×n Ok×n . . . G(C)


︸ ︷︷ ︸

l блоков

, (4)

где в каждой блочной строке l− 1 нулевых матриц Ok×n и одна матрица G(C). Так
как

Flq ⊗ C = C × ...× C︸ ︷︷ ︸
l раз

,

то из леммы 2 вытекает
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Следствие 1. Пусть C – [n, k]-код с порождающей матрицей G(C) и W(C) –
нумератор кода C. Тогда

1) W(Flq ⊗ C) =W(C) · ... · W(C)︸ ︷︷ ︸
l раз

;

2) ∀i ∈ {1, ..., ln}∃j ∈ {1, ..., n}: W((Flq ⊗ C)i) =W(Cj) · W(C) · ... · W(C)︸ ︷︷ ︸
l−1 раз

.

Также получаем, что проверочная матрица кода Flq ⊗ C имеет вид H(Flq ⊗ C) =
El⊗H(C), где H(C) – проверочная матрица кода C, а из (3) следует, что остов кода
Flq ⊗ C имеет вид

H(Flq ⊗ C) = Flq ⊗H(C). (5)
Рассмотрим индуцированный код Flq⊗C, l ∈ N. Группа автоморфизмов PAut(Flq⊗

C) этого кода нетривиальна. Действительно, порождающая матрица кода Flq ⊗ C
имеет блочно-диагональный вид (4) и при любой перестановке блоков этой матрицы
получается порождающая матрица того же кода. Перестановка блочных столбцов
этой матрицы эквивалентна перестановке блочных строк. Всего имеется l! таких
перестановок блочных столбцов. Поэтому мощность группы автоморфизмов кода
Flq ⊗ C не менее l!. Отсюда справедлива следующая

Лемма 3. Группа автоморфизмов PAut(Flq ⊗C) кода Flq ⊗C содержит подгруппу
G(Flq ⊗ C), изоморфную группе Sl.

Отметим, что каждый элемент группы G(Flq ⊗ C) имеет вид( 1 ... n ... (l−1)n+1 ... ln
(σ(1)−1)n+1 ... σ(1)n ... (σ(l)−1)n+1 ... σ(l)n

)
, σ ∈ Sl. (6)

Пусть Ii,n = {i, i + n, . . . , i + (l − 1) · n}, где i ∈ {1, . . . , n}, S(Ii,n) — подгруппа
группы Sln, перестановки из которой переставляют только элементы множества Ii,n,
а элементы из множества {1, ..., ln} \ Ii,n оставляют на месте. Рассмотрим группу
Q = S(I1,n)× S(I2,n)× · · · × S(In,n) ⊂ Sln, |Q| = (l!)n. Несложно проверить, что

G(Flq ⊗ C) ⊆ PAut(Flq ⊗ C) ∩Q. (7)

Напомним, что орбитой элемента i ∈ {1, ..., ln} под действием подгруппы G ⊆ Sln
называется множество {g(i) : g ∈ G}. Тогда Ii,n, i = 1, ..., n, — это орбиты, образу-
ющиеся под действием подгруппы G(Flq ⊗C) на элементах множества {1, ..., ln}. Из
(7) вытекает следующая вспомогательная

Лемма 4. Длина каждой орбиты, образующейся под действием группы PAut(Flq⊗
C) на элементы множества {1, ..., ln}, кратна l.

2.3. Алгоритм расщепления носителя

Выше было отмечено, что для двух перестановочно-эквивалентных кодов с полным
дискриминантом S для нахождения подходящей перестановки потребуется не более
одной итерации внутреннего цикла алгоритма SSA. Из леммы 3 следует, что для
кода Flq ⊗C не существует полного дискриминанта, так как группа автоморфизмов
этого кода нетривиальна. Рассмотрим задачу построения для кодов Flq ⊗ C и D =
σ(Flq⊗C) алгоритма нахождения такой подходящей перестановки σ′, что σ′(Flq⊗C) =
D.
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Лемма 5. Пусть C – [n, k, d]-код. Тогда для i = 1, ..., n и любой сигнатуры S,
определенной по правилу (1), имеет место равенство

S(F2
q ⊗ C, i) = S(F2

q ⊗ C, i+ n). (8)

Доказательство. По определению (1), S(F2
q ⊗ C, i) = V((F2

q ⊗ C)i). Пусть V((F2
q ⊗

C)i) 6= V((F2
q ⊗ C)i+n) Для любой перестановки π из определения инварианта по-

лучаем: V((F2
q ⊗ C)i) = V(π((F2

q ⊗ C)i)). Рассмотрим произвольную нетривиальную
перестановку π ∈ G(F2

q ⊗ C). Получаем

V((F2
q ⊗ C)i) = V(π( (F2

q ⊗ C)i ) ) = V(π(F2
q ⊗ C)π(i)) = V((F2

q ⊗ C)π(i)).

Так как π — нетривиальная перестановка, то из вида (6) элементов группы G(F2
q⊗C)

для l = 2 получим: π(i) = i+ n. Пришли к противоречию.

Учитывая представление (6), из леммы 5 вытекает

Следствие 2. Для кода Flq⊗C и i ∈ {1, ..., n} имеем: S(Flq⊗C, i) = S(Flq⊗C, i+n·k),
для всех k = {0, . . . , l − 1}.

Таким образом, любая сигнатура для кода Flq⊗C, определенная по правилу (1),
имеет не более n различных значений. Заметим, что чем больше значений имеет
сигнатура для кода, тем меньше в среднем потребуется циклов алгоритма SSA для
нахождения подходящей перестановки.

Лемма 6. Если G(Flq ⊗ C) ⊂ PAut(Flq ⊗ C), то любая сигнатура для кода C, опре-
деленная по правилу (1), имеет менее n значений.

Доказательство. Из следствия 2 получаем, что любая сигнатура для кода Flq ⊗
C, определенная по правилу (1), имеет не более n различных значений. Отсюда и
из утверждения 8 работы [8] следует, что под действием группы PAut(Flq ⊗ C) на
множестве {1, ..., ln} образуется не более n различных орбит. Пусть σ ∈ PAut(Flq ⊗
C) \ G(F2

q ⊗C), тогда существует такой элемент i ∈ {1, ..., n}, что σ(i) 6= i+ n · k для
некоторого k ∈ {0, . . . , l−1}. Поэтому из леммы 4 получаем, что, как минимум, одна
из орбит имеет длину не мнее 2l. Следовательно, под действием группы PAut(Flq ⊗
C) образуется не более n − 1 орбит. Из утверждения 8 работы [8] получаем, что
сигнатура имеет не более n− 1 различных значений.

Следствие 3. Пусть сигнатура S определена в соответствии с правилом (1).
Если S для кода Flq⊗C имеет n различных значений, то PAut(Flq⊗C) = G(Flq⊗C).

Пример 1. Рассмотрим код C1 × C2 и найдем нумератор весов кода (C1 × C2)i,
когда i ∈ {1, ..., n1 + n2}. Если i ≤ n1, то W((C1 × C2)i) = W(C1

i ) · W(C2); если
n1 < i ≤ n1 + n2, то W((C1 × C2)i) =W(C1) · W(C2

i−n1
). Тогда

SW (C1 × C2, i) =W((C1 × C2)i) =W(Ca
i−(a−1)·n1

) · W(Cb), (9)

где
a =

{
1, при 1 ≤ i ≤ n1

2, при n1 + 1 ≤ i ≤ n1 + n2
,
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b = {1, 2} \ {a}. В случае C1 = C2 = C получаем: C1 × C2 = F2
q ⊗ C, поэтому

SW (F2
q ⊗ C, i) =W(C) · W(Cj), (10)

где
j =

{
i, при 1 ≤ i ≤ n

i− n, при n < i ≤ 2n.

Если C — такой [n, k]-код, что SW — его полный дискриминант, то, как непо-
средственно вытекает из следствия 1 и из обобщения формулы (10) на случай
l ≥ 2, сигнатура SW для кода Flq ⊗ C имеет n различных значений. Из следствия
3 тогда вытекает, что в этом случае группа автоморфизмов кода Flq ⊗ C имеет
простое описание.

Лемма 7. Пусть S — сигнатура, определенная по правилу (1). Тогда для любого
π ∈ Q выполняются равенства:

1) S(Flq ⊗ C, i) = S(Flq ⊗ C, π(i)), i = 1, ..., ln;
2) (S(Flq ⊗ C, i))lni=1 = (S(Flq ⊗ C, π(i)))lni=1;
3) (S(Flq ⊗ C, i))lni=1 = π((S(Flq ⊗ C, i))lni=1).

Доказательство. Доказательство равенства 1) вытекает из следствия 2; равенство 2)
следует из 1). Докажем утверждение 3). Из 2) следует

(S(Flq ⊗ C, i))lni=1 = (S(Flq ⊗ C, π(i)))lni=1

= (S(Flq ⊗ C, j))lnπ−1(j)=1 = π((S(Flq ⊗ C, j))lnj=1).

Так как π — произвольная перестановка из группы Q, то утверждение доказано.

Символом σQ обозначим фактор-класс {σπ : π ∈ Q} фактор-множества Snl/Q.

Лемма 8. Если сигнатура S для кода Flq ⊗ C определена по правилу (1) и имеет
n различных значений, D = σ(Flq ⊗ C) и

(S(D, i))lni=1 = γ((S(Flq ⊗ C, i))lni=1), (11)

то σ ∈ γQ.

Доказательство. Из утверждения 3) леммы 7 и условия (11) получаем, что для
любого π ∈ Q выполняются равенства

(S(D, i))lni=1 = γ((S(Flq ⊗ C, i))lni=1) = γπ((S(Flq ⊗ C, i))lni=1).

Так как, по условию, сигнатура имеет максимальное количество различных значе-
ний – n, то σ ∈ γQ по построению группы Q (Q — максимальная в этом случае
подгруппа, не меняющая порядка элементов в наборе (S(Flq ⊗ C, i))lni=1).

Пусть Q/G(Flq ⊗ C) = {Gi}xi=0 — фактор-множество группы Q по подгруппе
G(Flq⊗C), x+1 = |Q|/|G(Flq ⊗ C)| = (l!)n/l! = (l!)n−1. Пусть также Ω = {ω0, . . . , ωx} —
трансверсаль фактор-множества Q/G(Flq⊗C), или множество представителей клас-
сов смежности, Gi = ωiG(Flq ⊗ C), i = 0, ..., x. Одним из возможных алгоритмов
построения множества Q является алгоритм MakeRepresentatives.
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Исходные параметры: Q, G(Flq ⊗ C)
Результат: Ω — множество представителей классов фактор-множества

Q/G(Flq ⊗ C)
1. Ω = ∅
2. до тех пор, пока |Ω| < (l!)n−1 выполнять

Случайно сгенерировать перестановку π′ ∈ Q
если π′ 6∈ G(Flq ⊗ C) и π′−1σ 6∈ G(Flq ⊗ C) ∀σ ∈ Ω тогда

Ω = Ω ∪ {π′}
конец условия

конец цикла
возвратить Ω

Алгоритм 2: MakeRepresentatives

Теорема 1. Пусть C — [n, k]-код, D = σ(Flq⊗C), S — сигнатура, определенная по
правилу (1) и имеющая n различных значений для кода Flq ⊗ C, Ω — трансверсаль
фактор-множества Q/G(Flq ⊗C). Тогда существует алгоритм с вычислительной
сложностью O(|Ω|), который находит подходящую перестановку σ′ такую, что
D = σ′(Flq ⊗ C).

Доказательство. Пусть (S(D, i))lni=1 = γ((S(Flq⊗C, i))lni=1). Такая перестановка γ мо-
жет быть найдена простым вычислением сигнатур кодов D и C. Тогда из леммы 8
получаем, что σ ∈ γQ. Из леммы 1 видим, что подходящей перестановкой, перево-
дящей код Flq ⊗ C в код D, является перестановка вида σπ, где π ∈ PAut(Flq ⊗ C).
Так как сигнатура имеет n различных значений, то из следствия 3 получаем, что
PAut(Flq ⊗ C) = G(Flq ⊗ C). Отсюда получаем, что подходящая перестановка может
быть найдена путем перебора элементов трансверсали Ω. Таким образом, для на-
хождения подходящей перестановки достаточно выполнить алгоритм SSAForTensor,
сложность которого O(|Ω|), так как в этом алгоритме осуществляется перебор по
трансверсали Ω.

Исходные параметры: Flq ⊗ C ∈ Lln, D = σ(Flq ⊗ C), S, Ω
Результат: σ′ : σ′(Flq ⊗ C) = D
1. Вычислить D = (S(D, i))lni=1.
2. Вычислить C = (S(Flq ⊗ C, i))lni=1.
3. Найти подходящую перестановку γ такую, что γ(C) = D.
4. для каждого ω ∈ Ω выполнять

если (γω)−1(D) = Flq ⊗ C тогда
σ′ = γω
выход

конец условия
конец цикла
возвратить σ′

Алгоритм 3: SSAForTensor

Отметим, что в теореме 1 при оценке сложности алгоритма SSAForTensor учи-
тывается только мощность трансверсали, но не учитывается сложность вычисления
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сигнатур (шаги 1 и 2), сложность проверки совпадения двух кодов (шаг 4), а также
сложность построения трансверсали Ω, используемой в качестве входного парамет-
ра. Совпадение двух кодов можно проверить, умножив порождающую матрицу кода
(γω)−1(D) на проверочную матрицу H(Flq ⊗ C) кода Flq ⊗ C. Таким образом, слож-
ность этой проверки полиномиально зависит от ln, т.е. эта проверка может быть
выполнена эффективным способом. В то же время построение эффективно вычис-
лимых сигнатур является отдельной задачей [8]. В частности, в [8] для построения
эффективных сигнатур применяется нумератор остова кода, который с большой
вероятностью имеет малую размерность. Из (5) следует, что размерность остова
для индуцированного кода увеличивается в l раз по сравнению с остовом базового
кода. Это в свою очередь может существенно замедлить подсчет нумераторов его
проекций в общем случае и усложнит вычисление сигнатур, так как для вычисле-
ния нужно перебрать все векторы проекции остова для всех координат. Построение
трансверсали Ω также представляется сложной задачей при достаточно больших
значениях ln. Например, предложенный алгоритм MakeRepresentatives имеет непо-
линомиальную от ln сложность, хотя и может выполняться заранее.

Тем не менее, если для кода Flq ⊗ C имеется эффективно вычисляемая сигна-
тура, определенная по правилу (1) и имеющая n различных значений, а также
имеется трансверсаль Ω, то при нахождении подходящей перестановки алгоритм
SSAForTensor будет эффективнее алгоритма SSA. Это обусловлено тем, что алго-
ритм SSA выполняет поиск подходящей перестановки по всему классу смежности
σQ, а алгоритм SSAForTensor выполняет поиск только по множеству σΩ, мощность
которого в l! меньше |σQ|, так как |Q|/|Ω| = |G(Flq ⊗ C)| = l!.

3. Применение индуцированных кодов
в криптографии

3.1. Криптосистема типа Мак-Элиса
на основе индуцированных кодов

Рассмотрим криптосистему типа Мак-Элиса на основе [ln, lk, d]-кода Flq⊗C, где C —
[n, k, d]-код с порождающей матрицей G(C). В этой криптосистеме открытый ключ
kpub — это пара (G̃, t = b(d− 1)/2c), а секретный ключ ksec — пара матриц (S, P ), где
S – случайная невырожденная (lk × lk)-матрица, P – случайная перестановочная
(ln × ln)-матрица, причем G̃ = S · (El ⊗ G(C)) · P , где El — единичная матрица
размера l × l. Правило шифрования произвольного сообщения s(∈ Flkq ) имеет вид

z = sG̃+ e, (12)

где e ∈ Flnq и wt(e) ≤ t.
При расшифровании используется правило s = DecC(zP−1)S−1, где DecFl

q⊗C :

Flnq → Flkq — декодер кода Flq ⊗ C, гарантированно исправляющий t и менее ошибок
и восстанавливающий вектор s. Криптосистему Мак-Элиса на коде Flq⊗C обозначим
McE(Flq ⊗ C).



286
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 25, №3 (2018)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 25, No 3 (2018)

Так как код с порождающей матрицей G̃ и код Flq⊗C являются перестановочно-
эквивалентными, то, как следует, например, из [4], для взлома McE(Flq ⊗C), доста-
точно найти такую пару матриц (S ′, P ′), что S ′(El ⊗ G(C))P ′ = G̃ и перестановка,
соответствующая перестановочной матрице P ′−1P , принадлежит PAut(Flq ⊗ C).

В [7] показано, что если криптосистема Мак-Элиса McE(C) на основе базового
кода C является нестойкой к атакам на ключ, то существует алгоритм нахожде-
ния подходящей перестановочной матрицы (подходящей перестановки) для крип-
тосистемы McE(Flq ⊗ C), сложность выполнения которого оценивается величиной
O( (nl)!

(n!)ll!
). По формуле Стирлинга получаем, что

(nl)!

(n!)ll!
≈

√
2πnl(nl

e
)nl

(
√

2πn(n
e
)n)l
√

2πl( l
e
)l

=

√
n

(2πn)l
· el · ll·(n−1). (13)

Кроме того, для нахождения подходящей перестановки, в случае существования
дискриминанта для кода Flq ⊗C, может быть применен алгоритм SSA. Рассмотрим
наиболее выгодные, с точки зрения атакующего, условия, когда для кода Flq⊗C из-
вестна эффективно вычисляемая сигнатура S, имеющая n различных значений для
кода Flq⊗C, а также построена трансверсаль Ω фактор-множества Q/G(Flq⊗C). Та-
ким образом, выполняются условия теоремы 1, и поэтому вместо алгоритма SSA ата-
кующим может быть применен алгоритм SSAForTensor. Из теоремы 1 получаем, что
стойкость криптосистемы McE(Flq ⊗ C) оценивается величиной O(|Ω|) = O((l!)n−1).
Используя формулу Стирлинга, получаем

(l)!n−1 ≈

(
√

2πl

(
l

e

)l)n−1

=

(√
2πl

el

)n−1

· ll·(n−1). (14)

Заметим, что (13) и(14) — это оценки на мощности множеств ключей, по ко-
торым перебором осуществялется поиск подходящих перестановок соответственно
алгоритмом из [7] и алгоритмом SSAForTensor. В настоящее время, согласно [10],
считается вычислительно не осуществимым перебор по ключевому множеству мощ-
ности 2128 и более. Для наглядного сравнения оценок (13) и (14) рассмотрим пример,
когда для построения индуцированного кода Flq⊗C используется двоичный [n, k, d]-
код C Рида–Маллера, n ∈ {8, 16, 32, 64, 128, 256}, q = 2.

В таблицах 2 и 1 приведены результаты вычисления величины log2K для атаки
на криптосистему McE(Fl2 ⊗ C), l ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, где для таблицы 1 значение
K вычисляется в соответствии с (13), а для таблицы 2 – в соответствии с (14). В таб-
лицах 1 и 2 выделены ячейки, соответствующие тем параметрам индуцированного
кода Fl2⊗C, для которых сложность перебора не менее 2128. Сравнение соответству-
ющих значений из таблиц показывает, что атака на основе алгоритма расщепления
носителя SSAForTensor существенно эффективнее атаки, описанной в [7], однако
при подборе параметров n и l эта атака может быть также неосуществимой.

В [11] показано, что применение индуцированных кодов в криптосистемах типа
Мак-Элиса приводит к ослаблению стойкости этой системы к атакам на шифро-
грамму на основе метода декодирования по информационным совокупностям. При-
емлемая стойкость к таким атакам достигается при больших длинах кода. Это свя-
зано с тем, что размерность и длина индуцированных кодов увеличиваются в l раз,
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Таблица 1. Значения величины log2(
(nl)!
(n!)ll!

).

Table 1. Values of log2(
(nl)!
(n!)ll!

).

l / n 8 16 32 64 128 256
2 12.73 28.23 59.73 123.23 250.73 506.23
3 30.63 67.67 142.75 293.90 597.22 >1024
4 51.96 114.46 240.96 495.46 1006 >1024
5 75.85 166.72 350.48 719.99 >1024 >1024
6 101.77 223.34 469 962.81 >1024 >1024
7 129.37 283.59 595.01 >1024 >1024 >1024
8 158.43 346.93 727.43 >1024 >1024 >1024
9 188.75 412.99 865.46 >1024 >1024 >1024

Таблица 2. Значения величины log2(((l)!)
n−1).

Table 2. Values of log2(((l)!)
n−1).

l / n 8 16 32 64 128 256
2 7 15 31 63 127 255
3 18.09 38.77 80.13 162.85 328.29 659.16
4 32.09 68.77 142.13 288.85 582.29 >1024
5 48.34 103.60 214.11 435.13 877.17 >1024
6 66.44 142.37 294.24 597.98 >1024 >1024
7 86.09 184.48 381.27 774.85 >1024 >1024
8 107.09 229.48 474.27 963.84 >1024 >1024
9 129.28 277.03 572.54 >1024 >1024 >1024

однако кодовое расстояние не меняется. Тем не менее, применение криптосистемы
McE(Fl2 ⊗ C) возможно в тех случаях, когда при шифровании добавляются векто-
ры ошибок веса, большего, чем может исправить декодер DecFl

2⊗C . Например, в [7]
предложен протокол выработки общего секретного ключа на основе построенной
криптосистемы. В следующем подразделе предлагается еще одно применение инду-
цированных кодов: применение в криптографических протоколах идентификации.

3.2. Протокол идентификации на основе
индуцированных кодов

В [12] М. Жиро построил протокол идентификации на основе сложности нахож-
дения перестановки для двух перестановочно-эквивалентных кодов над бинарным
полем. Приведем этот протокол для случая Fq. Пусть H — это (N−K×N)-матрица
над полем Fq, общая для всех пользователей протокола. Каждый пользователь P
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выбирает случайно вектор e небольшого веса w и вычисляет He> = s>. Вектор s яв-
ляется публичным идентификатором пользователя P . В случае, когда проверяющая
сторона V намерена провести аутентификацию пользователя P , то есть проверить,
что аутентифицируемый пользователь знает вектор e, выполняется 3-шаговый про-
токол.

Шаг 1: P случайно и равновероятно выбирает перестановочную
(N ×N)-матрицу P и невырожденную (N −K ×N −K)-матрицу S,
вычисляет H̃ = SHP , s′ = Ss и отправляет V матрицу H̃ и вектор s′.
Шаг 2: V случайно и равновероятно выбирает бит c ∈ {0, 1} и посылает его
P .
Шаг 3а: Если c = 0, то P передает матрицы S и P стороне V , которая
проверяет, что SHP = H̃ и s′ = Ss.
Шаг 3б: Если c = 1, то P передает e′ = P−1e стороне V , которая проверяет,
что wt(e′) = w и H̃e′ = s.

Этот протокол выполняетсяm раз, где параметр безопасностиm выбирается так,
чтобы вероятность 1/2m мошенничества доказывающей стороны была менее напе-
ред заданного порога. Оценим коммуникационную сложность этого протокола. На
Шаге 1 доказывающая сторона передает (N−K)(N+1) log2 q бит данных. На втором
шаге проверящая сторона передает один бит. Количество передаваемых данных на
Шаге 3 зависит от значения бита c: при c = 0 передается (N −K)2 log2 q +N log2N
бит, а при c = 1 передается N log2 q бит. Учитывая, что значение бита c выбира-
ется случайно и равновероятно, то в среднем за m итераций коммуникационная
сложность протокола составит(

1 +
3N −K

2

)
m(N −K) log2 q +N(log2N +m/2 log2 q) +m бит. (15)

В [13] отмечено, что если матрица H выбирается случайно, то протокол Жиро
не является стойким. В то же время отмечено, что возможно применение кодов, для
которых остов имеет большую размерность, так как сложность вычисления сигна-
туры SW , предложенной в [8], зависит нелинейно от размерности остова. К таким
кодам, например, относятся индуцированные коды вида Flq⊗C, так как размерность
остова таких кодов, как следует из (5), в l раз больше размерности остова базового
кода C. Если не учитывать сложность вычисления сигнатуры (т.е. полагать, что
сигнатура вычисляется эффективно), то, как следует из таблицы 2, для реализации
протокола Жиро может быть использован такой код Flq ⊗ C на основе кода Рида–
Маллера, для которого значение ячейки в таблице 2 больше 128. Учитывая, что
коммуникационная сложность (15) растет с ростом N = ln, следует выбирать те
параметры индуцированного кода, для которого ln принимает наименьшее из допу-
стимых значений. В рассмотренном в предыдущем подразделе примере минимально
допустимое значение ln равно 72 = 9 · 8.
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линейными функциями на n-мерном кубе
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Аннотация. Пусть n ∈ N, Qn = [0, 1]n. Через C(Qn) обозначим пространство непрерывных
функций f : Qn → R с нормой ‖f‖C(Qn) := max

x∈Qn

|f(x)|, через Π1 (Rn) — совокупность многочленов

от n переменных степени ≤ 1 (или линейных функций). Пусть x(j), 1 ≤ j ≤ n + 1, — вершины
n-мерного невырожденного симплекса S ⊂ Qn. Интерполяционный проектор P : C(Qn)→ Π1(Rn),
соответствующий симплексу S, определяется равенствами Pf

(
x(j)

)
= f

(
x(j)

)
. Норма P как опе-

ратора из C(Qn) в C(Qn) может быть вычислена по формуле ‖P‖ = max
x∈ver(Qn)

n+1∑
j=1

|λj(x)|. Здесь

λj — базисные многочлены Лагранжа, соответствующие S, ver(Qn) — совокупность вершин Qn.
Через θn обозначим минимальную величину ‖P‖. Ранее первым автором были доказаны различ-
ные соотношения и оценки для величин ‖P‖ и θn, в том числе имеющие геометрический характер.
Справедлива эквивалентность θn �

√
n. Подходящими по размерности n неравенствами являются,

например, 1
4

√
n < θn < 3

√
n. Для проектора P ∗, узлы которого совпадают с вершинами произволь-

ного симплекса максимального объёма в кубе, выполняется ‖P ∗‖ � θn. Если существует матрица
Адамара порядка n + 1, то θn ≤

√
n+ 1. В настоящей статье приводятся уточнённые верхние

границы чисел θn для 21 ≤ n ≤ 26, полученные с применением симплексов максимального объё-
ма в кубе. Для построения этих симплексов применяются максимальные определители, элементы
которых равны ±1. Мы также систематизируем и комментируем лучшие на настоящий момент
верхние и нижние оценки чисел θn для конкретных n.

Ключевые слова: n-мерный симплекс, n-мерный куб, интерполяция, проектор, норма, числен-
ные методы
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1. Введение. Числа θn и ξn

В настоящей статье n ∈ N, Qn := [0, 1]n. Через C(Qn) обозначается пространство
непрерывных функций f : Qn → R с равномерной нормой ‖f‖C(Qn) := max

x∈Qn

|f(x)|.
Под Π1 (Rn) понимается совокупность многочленов от n переменных степени ≤ 1,
или линейных функций на Rn. Запись L(n) � M(n) означает, что существуют
c1, c2 > 0, не зависящие от n, с которыми выполняется c1M(n) ≤ L(n) ≤ c2M(n).
Соотношение L(n) ∼= M(n) означает, что lim

n→∞
L(n)
M(n)

= 1. Для многогранника G через
ver(G) обозначается совокупность его вершин.

Пусть S — невырожденный симплекс в Rn. Обозначим вершины S через x(j) =(
x
(j)
1 , . . . , x

(j)
n

)
, 1 ≤ j ≤ n+ 1, и рассмотрим матрицу

A :=


x
(1)
1 . . . x

(1)
n 1

x
(2)
1 . . . x

(2)
n 1

...
...

...
...

x
(n+1)
1 . . . x

(n+1)
n 1

 .

Пусть A−1 = (lij). Обозначим через λj многочлен из Π1(Rn), коэффициенты кото-
рого составляют j-й столбец A−1 : λj(x) = l1jx1 + . . . + lnjxn + ln+1,j. Мы называем
λj базисными многочленами Лагранжа, соответствующими S. Числа λj(x) явля-
ются баpицентpическими кооpдинатами точки x ∈ Rn относительно S. Симплекс S
задаётся каждой из систем неравенств λj(x) ≥ 0 и 0 ≤ λj(x) ≤ 1.

Через σS обозначим образ S при гомотетии относительно центра тяжести с ко-
эффициентом σ. Под di(S) будем понимать i-й осевой диаметр S, представляющий
собой максимальную длину отрезка из S, параллельного i-й координатной оси. По-
нятие осевого диаметра выпуклого тела было введено Скоттом [23], [24].

Пусть ξ(S) := min{σ ≥ 1 : Qn ⊂ σS}, ξn := min{ξ(S) : S ⊂ Qn}. Через α(S) обо-
значим минимальное σ > 0, для которого Qn принадлежит трансляту симплекса σS.
Многие соотношения для этих величин были доказаны первым автором. В случае
Qn 6⊂ S

ξ(S) = (n+ 1) max
1≤j≤n+1

max
x∈ver(Qn)

(−λj(x)) + 1. (1)

Для любого S выполняются равенства

α(S) =
n∑
i=1

1

di(S)
=

1

2

n∑
i=1

n+1∑
j=1

|lij|. (2)

(см. [22], [6]; доказательства даются также в [7]).
Всюду далее мы считаем, что S ⊂ Qn. Интерполяционный проектор P : C(Qn)→

Π1(Rn), соответствующий симплексу S, определяется равенствами Pf
(
x(j)
)

= f
(
x(j)
)
.

Справедлив аналог интерполяционной формулы Лагранжа

Pf(x) =
n+1∑
j=1

f
(
x(j)
)
λj(x).
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Норма проектора P как оператора из C(Qn) в C(Qn) вычисляется по формуле

‖P‖ = max
x∈ver(Qn)

n+1∑
j=1

|λj(x)|. (3)

Через θn обозначим минимальную величину ‖P‖. Под θ′n понимается минимальная
величина нормы проектора, узлы которого находятся в вершинах Qn. Очевидно,
θn ≤ θ′n.

Пусть 1 ≤ µ ≤ n. Будем говоpить, что точка x ∈ ver(Qn) является µ-веpшиной
куба Qn относительно симплекса S, если для пpоектоpа P : C(Qn)→ Π1 (Rn) c узла-

ми в веpшинах S выполняется ‖P‖ =
n+1∑
j=1

|λj(x)| и сpеди чисел λj(x) имеется pовно

µ отpицательных. Для любого проектора P и соответствующего ему симплекса S
в [5] установлено соотношение

n+ 1

2n
(‖P‖ − 1) + 1 ≤ ξ(S) ≤ n+ 1

2
(‖P‖ − 1) + 1. (4)

Пpавое равенство имеет место тогда и только тогда, когда существует
1-веpшина Qn относительно S. Если для некотоpого µ имеется µ-веpшина Qn от-
носительно S, то n+1

2µ
(‖P‖ − 1) + 1 ≤ ξ(S). Из (4) следует, что

n+ 1

2n
(θn − 1) + 1 ≤ ξn ≤

n+ 1

2
(θn − 1) + 1. (5)

Начиная с некоторого n правое неравенство в (5) является строгим.
Если S ⊂ Qn, то di(S) ≤ 1. Применяя (2), имеем ξ(S) ≥ α(S) ≥ n. С учётом

этого (2), (4) и (5) дают

‖P‖ ≥ 2

n+ 1

(
n∑
i=1

1

di(S)
− 1

)
+ 1, (6)

ξn ≥ n, θn ≥ 3− 4

n+ 1
. (7)

Равенство в (6) достигается тогда и только тогда, когда существует 1-вершина Qn

относительно S и симплекс ξ(S)S описан вокруг Qn.
Стандартизованным многочленом Лежандра степени n называется функция

χn(t) :=
1

2nn!

[
(t2 − 1)n

](n)
, n = 0, 1, 2, . . .

(фоpмула Родpига). Многочлены Лежандра ортогональны на [−1, 1] с весом
w(t) = 1. Первые многочлены χn имеют вид

χ0(t) = 1, χ1(t) = t, χ2(t) =
1

2

(
3t2 − 1

)
, χ3(t) =

1

2

(
5t3 − 3t

)
,

χ4(t) =
1

8

(
35t4 − 30t2 + 3

)
, χ5(t) =

1

8

(
63t5 − 70t3 + 15t

)
.
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Справедливо рекуррентное соотношение

χn+1(t) =
2n+ 1

n+ 1
tχn(t)− n

n+ 1
χn−1(t).

Эти и другие свойства χn изложены в [12], [13]. Известно, что χn(1) = 1; если
n ≥ 1, то χn(t) возрастает при t ≥ 1. Обозначим через χ−1n функцию, обратную
к χn на полуоси [1,+∞).

Появление многочленов Лежандра в круге наших вопросов связано c оценива-
нием θn снизу (по поводу подробностей этого метода и доказательств см. [7, гл. 3]).
Для n ∈ N, γ ≥ 1 введём в рассмотрение множество

Dn,γ :=
{
x ∈ Rn : |1−

n∑
i=1

xi|+
n∑
i=1

|xi| ≤ γ
}
.

В 2003 г. первый автор доказал, что

mesn(Dn,γ) =
1

2nn!

n∑
i=0

(
n

i

)2

(γ − 1)n−i(γ + 1)i =
χn(γ)

n!
. (8)

Обозначим через νn величину максимального объёма n-мерного симплекса, содер-
жащегося в Qn. Число νn связано со значением hn максимального 0/1-определителя
порядка n равенством n!νn = hn (см. [19, теорема 2.1]). C применением (8) была
доказана оценка

θn ≥ χ−1n

(
1

νn

)
. (9)

Привлекая известные соотношения для χn и νn, из (9) удалось получить ряд более
обозримых оценок:

θn >

√
n− 1

e
;

θn >

√
n

e
, n чётное; θn >

n

e
√
n− 1

, n > 1, n ≡ 1(mod 4).

Объединяя результаты (7) и (9), можно записать неравенство

θn ≥ max

[
3− 4

n+ 1
, χ−1n

(
1

νn

)]
. (10)

Из других соотношений, систематизированных в [7], отметим следующие. Спра-
ведливы двойные оценки

n ≤ ξn < n+ 1,
1

4

√
n < θn < 3

√
n.

Таким образом, ξn � n, θn �
√
n. Если S — симплекс максимального объёма в Qn,

P — интерполяционный проектор, узлы которого совпадают с вершинами S, то
‖P‖ � θn, ξ(S) � ξn. Точными по порядку n оценками сверху для симплекса макси-
мального объёма и соответствующего проектора являются неравенства

ξ(S) ≤ n+ 2, ‖P‖ ≤ min

(
n+ 1,

4
√
e

3

√
n+ 2 + 1

)
.
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Число m будем называть числом Адамара, если существует матрица Адамара
порядка m. По поводу матриц Адамара см., например, [14]. Когда n + 1 — число
Адамара, и только в этом случае, существует n-мерный правильный симплекс S,
для которого ver(S) ⊂ ver(Qn) (см. [19]). Этот симплекс имеет максимальный объём
в Qn, т. е. для него vol(S) = νn. Выполняется ξ(S) = n, откуда ξn = n (различные
доказательства даются в [7, § 3.2] и [9]). Соответствующий проектор P удовлетворяет
неравенству ‖P‖ ≤

√
n+ 1 (см. [7, § 3.5]), поэтому в рассматриваемой ситуации

θ′n ≤
√
n+ 1.

Главная цель настоящей статьи — публикация новых оценок величины θn для
конкретных n. К 2009 г. первый автор разными способами установил, что

θ1 = 1, θ2 =
2
√

5

5
+ 1 = 1.89 . . . , θ3 = 2, 2.2 ≤ θ4 ≤

7

3
= 2.33 . . . ,

7

3
= 2.33 . . . ≤ θ5 ≤ 2.6,

17

7
= 2.42 . . . ≤ θ6 ≤ 3, θ7 = 2.5;

ξ1 = 1, ξ2 =
3
√

5

5
+ 1 = 2.34 . . . , ξ3 = 3, 4 ≤ ξ4 ≤

13

3
= 4.33 . . . ,

5 ≤ ξ5 ≤ 5.5, 6 ≤ ξ6 ≤ 6.6, ξ7 = 7.

В дальнейшем некоторые из этих оценок были уточнены. Теоретические результа-
ты общего характера редко дают лучшие верхние оценки для конкретных n. Отме-
ченные выше свойства делают целесообразным применить для оценивания θn и ξn
сверху симплексы максимального объёма в кубе. Для чисел θn, 1 ≤ n ≤ 20, такие
результаты описаны в [4], см. также [7, § 3.9]. В статье [11] приведены результаты
оценивания указанным методом чисел ξn для n ≤ 118. В настоящей статье мы при-
ведём верхние границы чисел θn для 21 ≤ n ≤ 26, а также лучшие известные оценки
этих величин для всех n ≤ 26.

Для построения симплексов максимального объёма могут применяться 0/1-ма-
трицы порядка n с максимальным определителем. Строки или столбцы такой мат-
рицы, пополненные (0, . . . , 0), дают набор вершин симплекса максимального объёма
в Qn. Максимальный 0/1-определитель порядка n можно получить из максималь-
ного −1/1-определителя порядка n + 1. Этот подход, впервые применённый в [4],
подробно описан в [7, § 3.9] и [11]. Данные о максимальных −1/1-определителях
взяты нами с сайта www.indiana.edu/∼maxdet.

Мы приведём также лучшие из известных на настоящий момент нижних оценок
θn для n ≤ 118.

2. Верхние оценки θn

Наиболее точные из полученных авторами оценок θn сверху для 1 ≤ n ≤ 26 при-
ведены в Таблице 1. В случаях, когда известно точное значение θn, приводится это
точное значение.

Большая часть оценок получена из рассмотрения проекторов с узлами, распо-
ложенными в вершинах симплекса максимального (или предположительно макси-
мального) объема в Qn. Для построения таких симплексов при данном n использо-
ваны максимальные −1/1-определители порядка n+ 1.
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Таблица 1: Верхние оценки θn для 1 ≤ n ≤ 26
Table 1: Upper estimates of θn for 1 ≤ n ≤ 26

n min‖P‖ N θn ≤

1 1 1 θ1 = 1 AH

2 3 1 θ2 = 2
√
5

5
+ 1 = 1.8944 . . . A

3 2 1 θ3 = 2 A

4 7
3

= 2.3333 . . . 1 3(4+
√
2)

7
= 2.3203 . . . B

5 13
5

= 2.6 1 13
5

= 2.6 AM

6 3 1 2.60014 B

7 5
2

= 2.5 1 θ7 = 5
2

= 2.5 AH

8 22
7

= 3.1428 . . . 1 22
7

= 3.1428 . . . M

9 3 1 3 M

10 19
5

= 3.8 3 19
5

= 3.8 M

11 3 1 3 H

12 17
5

= 3.4 1 17
5

= 3.4 M

13 49
13

= 3.7692 . . . 1 49
13

= 3.7692 . . . M

14 21
5

= 4.2 1 21
5

= 4.2 M

15 7
2

= 3.5 5 7
2

= 3.5 H

16 21
5

= 4.2 3 21
5

= 4.2 M

17 139
34

= 4.0882 . . . 3 139
34

= 4.0882 . . . M

18 95
17

= 5.5882 . . . 3 95
17

= 5.5882 . . . M

19 4 3 4 H

20 137
29

= 4.7241 . . . 7 137
29

= 4.7241 . . . M

21 251
50

= 5.02 1 251
50

= 5.02 M?

22 1817
335

= 5.4238 . . . 1 1817
335

= 5.4238 . . . M?

23 9
2

= 4.5 60 9
2

= 4.5 BH

24 103
21

= 4.9047 . . . 2 103
21

= 4.9047 . . . M

25 5 3 5 M

26 474
91

= 5.2087 . . . 1 474
91

= 5.2087 . . . M?
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Максимальность −1/1-определителей порядка 1, . . . , 21, приведённых на сайте
www.indiana.edu/∼maxdet, доказана. Более того, на сайте приведены все (с точно-
стью до эквивалентности матриц) максимальные определители порядка ≤ 21. При
получении оценок нами были использованы все эти данные. Максимальность опре-
делителей порядков 22, 23 и 27 не установлена. Такие ситуации отмечены в таблице
знаком вопроса. Неясно, является ли исчерпывающим приведённый на сайте на-
бор максимальных определителей порядков 25 и 26. Для уточнения верхней оценки
θn рассматривались все известные нам максимальные −1/1-определители порядка
n+ 1, так как соответствующие проекторы могут иметь различную норму.

Во всех ситуациях, когда n + 1 есть число Адамара, нами использован полный
набор адамаровых матриц соответствующего порядка. В частности, для получения
оценки θ23 были рассмотрены все существующие 60 матриц Адамара порядка 24.
Этот трудоёмкий случай был отдельно изучен А.Ю. Ухаловым и Е.А. Озеровой
(см. [2]).

Вычисления по формуле (3) требуют перебора всех 2n вершин Qn. При больших
n вычисления становятся довольно трудоёмкими. По этой причине мы ограничи-
лись исследованием случаев 1 ≤ n ≤ 26. Для оценивания θ27 пришлось бы рассмот-
реть 487 матриц Адамара порядка 28. Получение этой оценки требует привлечения
мощных вычислительных средств.

Если n + 1 — число Адамара, то каждый из симплексов максимального объе-
ма в Qn является правильным и его вершины совпадают с вершинами куба. Может
показаться, что все эти симплексы расположены в кубе одинаково и достаточно рас-
смотреть один из них. Наши вычисления, однако, показывают, что это не так. Узлы
интерполяционных проекторов, соответствующие различным правильным симплек-
сам, могут располагаться внутри куба различным образом. Эти проекторы могут
иметь разные нормы.

Из рассматриваемых нами адамаровых n+1 в четырёх случаях, а именно для по-
рядков 2, 4, 8, 12, существует всего одна (с точностью до эквивалентности) матрица
Адамара. Для каждого из остальных адамаровых n + 1 эта матрица не является
единственной. Опишем эти случаи отдельно.

Имеется пять попарно неэквивалентных матриц Адамара порядка 16. Для со-
ответствующих пяти проекторов ‖P1‖ = ‖P2‖ = ‖P3‖ = 4, ‖P4‖ = ‖P5‖ = 7

2
. От-

сюда следует, что 15-мерный правильный симплекс может быть вписан в куб Q15

принципиально по-разному. Более точно, существуют вписанные в Q15 правильные
симплексы S∗, S∗∗, такие что S∗ не переводится в S∗∗ с помощью ортогонального
преобразования, отображающего куб в себя.

Различное расположение правильных симплексов внутри куба возможно даже
в случае, когда нормы соответствующих проекторов совпадают. Такая ситуация
может быть выявлена с помощью подсчёта количества µ-вершин для соответствую-
щего проектора (см. п. 1). Распределение µ-вершин для проекторов P1, . . . , P5 при-
ведено в Таблице 2. Несмотря на то, что нормы P1, P2 и P3 совпадают, количество
6-вершин для них различается. Это говорит о различном расположении соответ-
ствующих симплексов в Q15.

Существует три неэквивалентные матрицы Адамара порядка 20, однако для всех
трёх полученных из этих матриц проекторов норма одинакова и равна 4. Отсюда
следует, что θ19 ≤ 4.
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Таблица 2: Количество µ-вершин для проекторов Pi
Table 2: Number of µ-vertices for projectors Pi

i\µ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 0 0 0 0 0 448 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 192 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0 0 64 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 896 1344 5376 0 1344 0 0 0 0 0 0 0

5 0 0 0 896 1344 5376 0 1344 0 0 0 0 0 0 0

Для следующего адамарова числа 24 имеется уже 60 попарно неэквивалентных
матриц Адамара. В этом случае также существуют различные значения норм про-
ектора. Для четырёх матриц норма проектора оказалась равной 9

2
= 4.5, а для всех

остальных матриц это значение равно 14
3

= 4.6666 . . . Следовательно, θ23 ≤ 9
2
. Рас-

пределение µ-вершин для этого случая еще более разнообразно, чем в случае n = 15.
Различным значениям нормы и наборам µ-вершин соответствуют различные рас-
положения правильного симплекса внутри куба Q23.

Нормы могут различаться и в случаях, когда число n + 1 не является адама-
ровым. Например, для получения оценки θ25 нами были рассмотрены три −1/1-
матрицы порядка 26 с максимальным определителем. Построенные на их основе
проекторы T1, T2 и T3 имеют нормы ‖T1‖ = ‖T2‖ = 127

25
= 5.08, ‖T3‖ = 5.

Для случаев n = 4 и n = 6 оценки θn, следующие из рассмотрения максимальных
определителей, удалось улучшить. Эти результаты были получены А.Ю. Ухаловым
и И.С. Кудрявцевым с помощью численной минимизации нормы проектора (см. [2]).

Оценка θ4 получается из рассмотрения проектора P ′ по узлам(
1, 1− 1√

2
, 0, 0

)
,
(

1, 1,
1√
2
, 1
)
,
(1

2
, 0, 1,

1

2

)
,
(

0, 1− 1√
2
, 0, 1

)
,
(

0, 1,
1√
2
, 0
)
.

Для этого проектора по формуле (3) находим ‖P ′‖ = 3(4+
√
2)

7
= 2.320377 . . .

При численной минимизации координаты узлов P ′ были получены в виде десятич-
ных дробей. Значения, содержащие квадратные корни, были найдены с помощью
функции распознавания чисел сайта Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com).
После замены дробей распознанными величинами значение нормы уменьшилось.
Итак, θ4 ≤ 3(4+

√
2)

7
= 2.320377 . . .

Верхняя граница θ6 получается из рассмотрения проектора P ′′ с узлами

(1, 0, 1, 0.091, 0, 0.4999), (0, 1, 1, 1, 0, 0), (0.5, 1, 1, 0.091, 1, 1),

(0.9106, 0.0896, 0.0895, 1, 0.91053, 0.9106), (0, 0, 0.5, 0.09115, 1, 0),

(0, 0.49999, 0, 0.09104, 0, 1), (1, 1, 0, 0.09105, 0.5001, 0).

С помощью (3) находим ‖P ′′‖ = 2.600137227 . . . Значит, θ6 < 2.60014.
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Справедливы двойные неравенства

11

5
= 2.2 ≤ θ4 ≤

3(4 +
√

2)

7
= 2.320377 . . . , (11)

17

7
= 2.42857 . . . ≤ θ6 < 2.60014. (12)

Оценки снизу в (11) и (12) получаются из (7). Отметим, что разница между верхней
и нижней границами в неравенстве (11) не превосходит 0.13, а в неравенстве (12)
не превосходит 0.18. Таким образом, величины θ4 и θ6 оценены с довольно высокой
точностью.

Авторы настоящей работы предполагают, что P ′ является минимальным проек-
тором, т. е. θ4 = 3(4+

√
2)

7
= 2.320377 . . .

В первом столбце Таблицы 1 даётся размерность пространства n. Второй стол-
бец содержит минимальную норму проектора, полученную из рассмотрения макси-
мальных −1/1-определителей порядка n+ 1. В третьем столбце таблицы приводит-
ся количество N матриц порядка n + 1, рассмотренных для получения результата
второго столбца. В четвёртом столбце даётся лучшая известная верхняя оценка θn
для данного n. Последний столбец таблицы содержит комментарий о способе полу-
чения верхней границы θn, указанной в четвёртом столбце. При этом используются
следующие обозначения.

• A — точное значение θn получено ранее первым автором, см. [7].

• B — оценка сверху получена в работе [2].

• M — использован симплекс максимального объема в Qn, построенный из мак-
симального −1/1-определителя порядка n+ 1.

• M? — использован симплекс, построенный из наибольшего известного опреде-
лителя порядка n+ 1. Максимальность данного определителя не доказана.

• H — число n + 1 является адамаровым. Использован правильный симплекс,
построенный из соответствующей матрицы Адамара.

Отметим, что числа, стоящие во втором столбце Таблицы 1, при всех n являются
верхними границами величины θ′n.

Для вычислений и подготовки таблиц использовался набор программ на языке
Wolfram Language (см., например, [21]).

3. Нижние оценки θn

В Таблицах 3, 4, 5 представлены лучшие из известных нижних оценок θn. Для
получения этих оценок использовалось неравенство (10). Для каждого n приводятся
значения функций χ−1n ( 1

νn
) и 3− 4

n+1
, а также максимальное из них. Этот максимум

и является наиболее точной нижней границей θn. В таблицах отсутствуют значения
для n = 104 и n = 116, так как на сайте www.indiana.edu/∼maxdet не приведены
максимальные определители порядков 105 и 117.
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Таблица 3: Нижние оценки θn для 1 ≤ n ≤ 54
Table 3: Lower estimates of θn for 1 ≤ n ≤ 54

n χ−1n ( 1
νn

) 3− 4
n+1

Max n χ−1n ( 1
νn

) 3− 4
n+1

Max

1 1 1 1 28 2.2768 2.8621 2.8621

2 1.291 1.6667 1.6667 29 2.3074 2.8667 2.8667

3 1.2492 2 2 30 2.3487 2.871 2.871

4 1.3478 2.2 2.2 31 2.3452 2.875 2.875

5 1.4284 2.3333 2.3333 32 2.3955 2.8788 2.8788

6 1.5018 2.4286 2.4286 33 2.4259 2.8824 2.8824

7 1.4678 2.5 2.5 34 2.4642 2.8857 2.8857

8 1.5626 2.5556 2.5556 35 2.4601 2.8889 2.8889

9 1.6034 2.6 2.6 36 2.5019 2.8919 2.8919

10 1.6699 2.6364 2.6364 37 2.5348 2.8947 2.8947

11 1.6488 2.6667 2.6667 38 2.5722 2.8974 2.8974

12 1.7086 2.6923 2.6923 39 2.5697 2.9 2.9

13 1.7659 2.7143 2.7143 40 2.6056 2.9024 2.9024

14 1.8211 2.7333 2.7333 41 2.641 2.9048 2.9048

15 1.8108 2.75 2.75 42 2.6759 2.907 2.907

16 1.8778 2.7647 2.7647 43 2.6747 2.9091 2.9091

17 1.9156 2.7778 2.7778 44 2.7179 2.9111 2.9111

18 1.965 2.7895 2.7895 45 2.743 2.913 2.913

19 1.9587 2.8 2.8 46 2.7791 2.9149 2.9149

20 2.0159 2.8095 2.8095 47 2.7756 2.9167 2.9167

21 2.0588 2.8182 2.8182 48 2.8201 2.9184 2.9184

22 2.1039 2.8261 2.8261 49 2.8413 2.92 2.92

23 2.0958 2.8333 2.8333 50 2.8805 2.9216 2.9216

24 2.1408 2.84 2.84 51 2.8729 2.9231 2.9231

25 2.1847 2.8462 2.8462 52 2.9173 2.9245 2.9245

26 2.2278 2.8519 2.8519 53 2.9362 2.9259 2.9362

27 2.2242 2.8571 2.8571 54 2.9735 2.9273 2.9735
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Таблица 4: Нижние оценки θn для 55 ≤ n ≤ 109
Table 4: Lower estimates of θn for 55 ≤ n ≤ 109

n χ−1n ( 1
νn

) 3− 4
n+1

Max n χ−1n ( 1
νn

) 3− 4
n+1

Max

55 2.9669 2.9286 2.9669 82 3.5595 2.9518 3.5595

56 3.0034 2.9298 3.0034 83 3.5546 2.9524 3.5546

57 3.0315 2.931 3.0315 84 3.5899 2.9529 3.5899

58 3.0583 2.9322 3.0583 85 3.6053 2.9535 3.6053

59 3.058 2.9333 3.058 86 3.6355 2.954 3.6355

60 3.0877 2.9344 3.0877 87 3.6307 2.9545 3.6307

61 3.1173 2.9355 3.1173 88 3.667 2.9551 3.667

62 3.1465 2.9365 3.1465 89 3.6803 2.9556 3.6803

63 3.1463 2.9375 3.1463 90 3.7099 2.956 3.7099

64 3.1849 2.9385 3.1849 91 3.7052 2.9565 3.7052

65 3.2039 2.9394 3.2039 92 3.7401 2.957 3.7401

66 3.2375 2.9403 3.2375 93 3.755 2.9574 3.755

67 3.2322 2.9412 3.2322 94 3.783 2.9579 3.783

68 3.2717 2.942 3.2717 95 3.7781 2.9583 3.7781

69 3.2888 2.9429 3.2888 96 3.8121 2.9588 3.8121

70 3.32 2.9437 3.32 97 3.8258 2.9592 3.8258

71 3.3158 2.9444 3.3158 98 3.8542 2.9596 3.8542

72 3.3529 2.9452 3.3529 99 3.8497 2.96 3.8497

73 3.3703 2.9459 3.3703 100 3.8814 2.9604 3.8814

74 3.4023 2.9467 3.4023 101 3.8964 2.9608 3.8964

75 3.3973 2.9474 3.3973 102 3.9246 2.9612 3.9246

76 3.4348 2.9481 3.4348 103 3.92 2.9615 3.92

77 3.4521 2.9487 3.4521 105 3.9662 2.9623 3.9662

78 3.4818 2.9494 3.4818 106 3.9936 2.9626 3.9936

79 3.4769 2.95 3.4769 107 3.989 2.963 3.989

80 3.5138 2.9506 3.5138 108 4.0841 2.9633 4.0841

81 3.5288 2.9512 3.5288 109 4.034 2.9636 4.034
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Таблица 5: Нижние оценки θn для 110 ≤ n ≤ 118
Table 5: Lower estimates of θn for 110 ≤ n ≤ 118

n χ−1n ( 1
νn

) 3− 4
n+1

Max n χ−1n ( 1
νn

) 3− 4
n+1

Max

110 4.0615 2.964 4.0615 114 4.1281 2.9652 4.1281

111 4.0568 2.9643 4.0568 115 4.1234 2.9655 4.1234

112 4.0789 2.9646 4.0789 117 4.167 2.9661 4.167

113 4.101 2.9649 4.101 118 4.1937 2.9664 4.1937

Результаты вычислений даются с точностью до 10−4.

Графики функций χ−1n ( 1
νn

), 3 − 4
n+1

и
√
n−1
e

приведены на Рис. 1. Эти функции
определены лишь для целочисленных значений аргумента. Однако для удобства
восприятия при построении графиков использовались непрерывные линии различ-
ных типов. Неравенство χ−1n ( 1

νn
) > 3− 4

n+1
выполняется при n ≥ 53 (см. Таблицу 3).

χ-1(1/νn)

3-
4

n+1

n-1

ⅇ

20 40 60 80 100

1

2

3

4

Рис. 1: Графики функций χ−1n ( 1
νn

), 3− 4
n+1

и
√
n−1
e

Fig. 1: Graphs of the functions χ−1n ( 1
νn

), 3− 4
n+1

, and
√
n−1
e
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4. О выполнении неравенства ξn <
n+1

2 (θn − 1) + 1

Как отмечалось в п. 1, при любом n справедливо неравенство

ξn ≤
n+ 1

2
(θn − 1) + 1. (13)

На настоящий момент мы знаем лишь четыре значения n, при которых в этом
соотношении имеет место равенство: n = 1, 2, 3 и 7. Это ровно те случаи, в которых
известны точные значения θn и ξn. В [8] авторы выдвинули предположение, что
минимальное n, при котором неравенство в (13) является строгим, равно 4.

Заметим, что точное значение ξn = n известно для всех n, когда n+ 1 есть чис-
ло Адамара, а также для n = 5 и n = 9. Во всех этих случаях (13) эквивалентно
θn ≥ 3 − 4

n+1
, а равенство в (13) равносильно θn = 3 − 4

n+1
. Такое точное значе-

ние θn достигается лишь в ситуации, когда для некоторого симплекса S c условием
ξ(S) = ξn существует 1-вершина Qn относительно S (см. п. 1). Однако наши вы-
числения показывают, что для всех отмеченных n ≤ 24, когда ξn = n, 1-вершины
куба относительно симплекса, экстремального в смысле ξn, существуют только для
n = 1, 2, 3, 7.

Из асимптотических соотношений ξn � n, θn �
√
n следует, что для всех доста-

точно больших n справедливо строгое неравенство

ξn <
n+ 1

2
(θn − 1) + 1. (14)

Обозначим через n0 минимальное натуральное число, такое что при n ≥ n0 верно
(14). Вопрос о точном значении n0 является очень трудным. Известные нижняя
и верхняя границы различаются весьма существенно. Из предыдущего имеем оценку
снизу n0 ≥ 8. Применяя (9) и асимптотические свойства многочленов Лежандра,
первый автор в 2009 г. доказал, что n0 ≤ 57 (см. [5], [7, § 3.7]). Достаточным условием
для выполнения (14) при n > 2 является неравенство

χn

(
3n− 5

n− 1

)
· νn < 1. (15)

Наши последние вычисления позволяют несколько понизить верхнюю границу
числа n0. Опишем соответствующие результаты.

Первый подход использует собранные в [11] верхние границы чисел ξn и при-
ведённые в п. 3 нижние границы чисел θn. Обозначим эти границы через an и bn
соответственно. Положим cn := n+1

2
(bn − 1) + 1. Нас интересует то значение n, на-

чиная с которого an < cn. Располагая оценками для n ≤ 118, мы обнаружили, что
указанное соотношение для an и cn выполняется начиная с n = 53. Данные для
41 ≤ n ≤ 60 приводятся в Таблице 6.

Второй подход базируется на условии (15), гарантирующем строгое неравенство
(14). Вычисления показывают, что (15), а с ним и (14), выполняются при n ≥ 54.
Поведение величины χn

(
3n−5
n−1

)
· νn представлено на Рис. 2 и Рис. 3.

Таким образом, n0 ≤ 53. Иначе говоря, строгое неравенство (14) выполняется по
крайней мере начиная с n = 53.
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Таблица 6: Числа an и cn для 41 ≤ n ≤ 60
Table 6: Numbers an and cn for 41 ≤ n ≤ 60

n an cn an − cn n an cn an − cn

41 41.361 35.4612 5.89973 51 51 49.6955 1.30445

42 42.5439 37.0328 5.51107 52 52.9608 51.8073 1.15348

43 43 37.8441 5.15592 53 53.2758 53.2783 −0.00258699

44 44.9535 39.6528 5.30067 54 54.5135 55.2709 −0.757386

45 45.3273 41.0896 4.23764 55 55 56.0734 −1.07339

46 46.9556 42.8086 4.14692 56 56.2857 58.0955 −1.80977

47 47 43.6153 3.38472 57 57.6179 59.9143 −2.29645

48 48.9574 45.5916 3.3659 58 58.3581 61.7212 −3.3631

49 49.2143 47.0327 2.18158 59 59 62.7385 −3.7385

50 50.5217 48.9515 1.57023 60 60.1515 64.6762 −4.52468

20 40 60 80 100 120

1000

2000

3000

4000

Рис. 2: График функции χn
(
3n−5
n−1

)
· νn для n ≥ 3

Fig. 2: Graph of the function χn
(
3n−5
n−1

)
· νn for n ≥ 3
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Рис. 3: Величина χn
(
3n−5
n−1

)
· νn для 50 ≤ n ≤ 60

Fig. 3: Value χn
(
3n−5
n−1

)
· νn for 50 ≤ n ≤ 60

5. О равноотсечении для правильного симплекса,
вписанного в куб

Как мы отметили выше, в случае, когда число n + 1 является адамаровым, пра-
вильные симплексы, вписанные в Qn, могут быть расположены относительно вер-
шин куба по-разному. В частности, это ведёт к тому, что нормы интерполяционных
проекторов, соответствующих различным симплексам, могут различаться. Однако
каждый правильный симплекс S, вписанный в куб, обладает следующим свойством
равноотсечения. Каждая из n+ 1 частей, отсекаемых от куба (во внешнюю относи-
тельно симплекса сторону) гиперплоскостями (n−1)-мерных граней S имеет один и
тот же объём. Величина этого объёма σn зависит только от n, а не от симплекса S.
Это свойство правильных симплексов отмечалось авторами в [10], где было сказано,
что оно следует из симметрии S. В настоящем пункте мы дадим подробное обосно-
вание этого свойства, а также приведём явные формулы для σn и асимптотику этой
величины при n→∞.

Вопросы, связанные с равноотсечением симплексов, рассматривались также в ра-
боте [1], где были описаны некоторые семейства двумерных и трёхмерных симплек-
сов с таким свойством.

Пусть k — натуральное, k ≤ n. Эйлеровым числом An,k называется количество
перестановок порядка n, каждая из которых имеет ровно k − 1 снижений, т. e. ин-
версий соседних компонент. Это определение даётся в [18, § 6.2] и [17]. К введению
чисел An,k имеются и дpугие подходы (см., например, [7, гл. 4]).

Введём в рассмотрение слои куба Qn, получающиеся при его пересечении гипер-
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плоскостями, ортогональными главной диагонали:

Tn,k :=
{
x ∈ Qn : k − 1 ≤

n∑
i=1

xi ≤ k
}
, k = 1, . . . , n.

Имеют место равенства

An,k =
k−1∑
j=0

(−1)j
(
n+ 1

j

)
(k − j)n, (16)

vol(Tn,k) =
An,k
n!

, (17)

n∑
k=1

An,k = n!, (18)

An,k = (n− k + 1)An−1,k−1 + kAn−1,k. (19)

Равенство (16) получено в [16]. Соотношение (17) найдено Лапласом [20]; корот-
кое доказательство принадлежит Стенли [26]. Геометpические постpоения, ведущие
к (17), pассматpивались Зоммеpфельдом (см. обзор [15]). Так как

∑
vol(Tn,k) =

vol(Qn) = 1, то из (17) получается (18). Конечно, (18) следует и из того, что число
всех перестановок порядка n равно n!. При вычислении эйлеpовых чисел по pекур-
рентному соотношению (19) для k < 1 и для k > n надо взять An,k = 0. Первые
эйлеровы числа приведены в Таблице 7. Числа An,k быстро растут с ростом n. На-
пример, A15,8 = 447 538 817 472, а A20,10 = 679 562 217 794 156 938.

Таблица 7: Эйлеровы числа для 1 ≤ n ≤ 10
Table 7: Eulerian numbers for 1 ≤ n ≤ 10

n\k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1
2 1 1
3 1 4 1
4 1 11 11 1
5 1 26 66 26 1
6 1 57 302 302 57 1
7 1 120 1191 2416 1191 120 1
8 1 247 4293 15619 15619 4293 247 1
9 1 502 14608 88234 156190 88234 14608 502 1

10 1 1013 47840 455192 1310354 1310354 455192 47840 1013 1

Пусть u ∈ R. Обозначим

Gn,u :=
{
x ∈ Qn :

n∑
i=1

xi = u
}
, s(n, u) := mesn−1(Gn,u).
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Для j = 1, . . . , n − 1 верно s(n, j) =
√
n

(n−1)! · An−1,j. Доказательство этого и других
соотношений для эйлеровых чисел дано в [3] (см. также [7, гл. 4]).

Центральным B-сплайном порядка n называется функция

Bn(t) :=
2

π

∞∫
0

(
sin ξ

ξ

)n
cos(2tξ) dξ.

Это чётная кусочно-полиномиальная функция степени n−1, принадлежащая Cn−2(R).
Носитель Bn есть

(
−n

2
, n
2

)
; если |t| < n/2, то Bn(t) > 0. Кpоме того,

∞∫
−∞

Bn(t) dt = 1.

Для вычислений с B-сплайнами могут пpименяться фоpмулы

Bn(t) =
1

(n− 1)!

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)(
t+

n

2
− k
)n−1
+

,

Bn(t) =
1

(n− 1)!

[n/2−|t|]∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)(n
2
− |t| − k

)n−1
, |t| ≤ n

2
.

Здесь

am+ :=

{
am, a ≥ 0,
0, a < 0,

если a или m 6= 0; 00
+ :=

1

2
.

Свойства и история B-сплайнов приведены, например, в [15]. Первым, кто вы-
явил связь B-сплайнов с сечениями n-мерного куба, был Зоммерфельд [25]. Им до-
казаны важные соотношения

Bn(t) =
1√
n
s
(
n, t+

n

2

)
, n > 1; Bn(t) ∼=

√
6

πn
· e−6t2/n.

Из этих соотношений, в частности, получаются следующие результаты об асимпто-
тике мер центрального сечения Gn,n

2
и близкого к нему сечения Gn,n+1

2
:

mesn−1
(
Gn,n

2

)
= s

(
n,
n

2

)
=
√
n ·Bn(0) ∼=

√
6

π
,

mesn−1

(
Gn,n+1

2

)
= s

(
n,
n+ 1

2

)
=
√
n ·Bn

(
1

2

)
∼=
√

6

π
· e−3/(2n).

Таким образом,

lim
n→∞

mesn−1
(
Gn,n

2

)
= lim

n→∞
mesn−1

(
Gn,n+1

2

)
=

√
6

π
. (20)
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Теорема 1. Пусть n+1 — число Адамара, большее 2, S — произвольный n-мерный
правильный симплекс, вершины которого совпадают с вершинами Qn. Обозначим
через D1, . . ., Dn+1 внешние по отношению к S части куба, отсекаемые от Qn

гиперплоскостями (n− 1)-мерных граней S. Тогда

vol(D1) = . . . = vol(Dn+1) =

=
1

n!

n∑
k=n+1

2
+1

An,k =
1

n!

n∑
k=n+1

2
+1

k−1∑
j=0

(−1)j
(
n+ 1

j

)
(k − j)n. (21)

Доказательство. Сначала напомним, что длина любого ребра симплекса S равна√
n+1
2
. Действительно, так как число n+1 — адамарово, то существует матрица Ада-

мара H порядка n+1. Элементы этой матрицы равны 1 или −1, а строки и столбцы
попарно ортогональны. Система строк и система столбцов задают наборы вершин
двух правильных симплексов, вписанных в куб [−1, 1]n. Рассмотрим правильный
симплекс S ′, построенный на строках H как на вершинах. В силу попарной ортого-
нальности строк для любых двух вершин S ′

‖a− b‖2 = (a− b, a− b) = ‖a‖2 + ‖b‖2 = 2(n+ 1)

(так как координаты вершин суть ±1). Значит, длина любого ребра S ′ равна√
2(n+ 1). Из соображений подобия следует, что длина ребра правильного сим-

плекса S, вписанного в Qn = [0, 1]n, в 2 раза меньше, т. е. составляет
√

n+1
2
.

Пусть D — любая из частей Dk из условия теоремы. Обозначим через v ту един-
ственную вершину S, которая не принадлежитD. Без ограничения общности можно
считать, что v = 0. (Если это не так, выберем в Rn новую систему координат, нача-
ло которой совпадает с v, а оси координат задаются рёбрами куба, исходящими из
этой точки.) Поскольку длина ребра S равна

√
n+1
2
, а координаты вершин S рав-

ны 0 и 1, то все вершины симплекса, отличные от v, принадлежат гиперплоскости∑
xi = n+1

2
. Следовательно,

D =
{
x ∈ Qn :

n∑
i=1

xi ≥
n+ 1

2

}
=

n⋃
k=n+1

2
+1

Tn,k.

Таким образом,

vol(D) =
n∑

k=n+1
2

+1

Tn,k.

Остаётся применить формулы (17) и (16). Теорема доказана.

Заметим, что свойство равноотсечения тривиальным образом выполняется и в
случае n = 1, когда S = Q1 = [0, 1] и vol(D1) = vol(D2) = 0.

Обозначим величину, стоящую в (21), через σn. Пусть

E :=
{
x ∈ Qn :

n

2
≤

n∑
i=1

xi ≤
n+ 1

2

}
, R :=

{
x ∈ Qn :

n∑
i=1

xi ≥
n

2

}
.
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Ясно, что vol(R) = 1
2
. Высота слоя E в направлении большой диагонали куба равна

1
2
√
n
. Значит, объём E не превосходит m

2
√
n
, где m — максимальная из (n − 1)-мер

сечений Gn,n
2
и Gn,n+1

2
. Применяя (20), получаем, что с ростом размерности vol(E)

стремится к нулю. Тем самым,

σn = vol(R)− vol(E)→ 1

2
, n→∞.

Соотношение
0 ≤ vol(E) =

1

2
− σn ≤

m

2
√
n

означает, что 1
2
− σn = O

(
n−1/2

)
. Так как m→

√
6
π
, см. (20), то оценка

1

2
− σn ≤ C · n−1/2, n+ 1 — адамарово, n > n1,

за счёт выбора n1 гарантируется с любой константой C >
√

3
2π

= 0.690988 . . .

Например, при всех достаточно больших n, таких что n + 1 есть число Адамара,
выполняется неравенство 1

2
− σn ≤ 0.7n−1/2.
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Abstract. Let n ∈ N, and let Qn be the unit cube [0, 1]n. By C(Qn) we denote the space of
continuous functions f : Qn → R with the norm ‖f‖C(Qn) := max

x∈Qn

|f(x)|, by Π1 (Rn) — the set of

polynomials of n variables of degree ≤ 1 (or linear functions). Let x(j), 1 ≤ j ≤ n + 1, be the vertices
of n-dimnsional nondegenerate simplex S ⊂ Qn. An interpolation projector P : C(Qn) → Π1(Rn)
corresponding to the simplex S is defined by equalities Pf

(
x(j)

)
= f

(
x(j)

)
. The norm of P as an

operator from C(Qn) to C(Qn) may be calculated by the formula ‖P‖ = max
x∈ver(Qn)

n+1∑
j=1

|λj(x)|. Here λj

are the basic Lagrange polynomials with respect to S, ver(Qn) is the set of vertices of Qn. Let us denote
by θn the minimal possible value of ‖P‖. Earlier, the first author proved various relations and estimates
for values ‖P‖ and θn, in particular, having geometric character. The equivalence θn �

√
n takes

place. For example, the appropriate, according to dimension n, inequalities may be written in the form
1
4

√
n < θn < 3

√
n. If the nodes of the projector P ∗ coincide with vertices of an arbitrary simplex with

maximum possible volume, we have ‖P ∗‖ � θn. When an Hadamard matrix of order n + 1 exists,
holds θn ≤

√
n+ 1. In the paper, we give more precise upper bounds of numbers θn for 21 ≤ n ≤ 26.

These estimates were obtained with the application of maximum volume simplices in the cube. For
constructing such simplices, we utilize maximum determinants containing the elements ±1. Also, we
systematize and comment the best nowaday upper and low estimates of numbers θn for a concrete n.

Keywords: n-dimensional simplex, n-dimensional cube, interpolation, projector, norm, numerical

methods
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УДК 512.7

О гипотезах Ходжа, Тэйта и Мамфорда–Тэйта для
расслоенных произведений семейств регулярных

поверхностей с геометрическим родом 1

Орешкина (Никольская) О. В.

получена 24 декабря 2017

Аннотация. Доказаны гипотезы Ходжа, Тэйта и Мамфорда–Тэйта для расслоенного произ-
ведения двух неизотривиальных 1-параметрических семейств регулярных поверхностей с геомет-
рическим родом 1 при некоторых условиях на вырожденные слои, ранги групп Нерона–Севери
общих геометрических слоёв семейств и представления групп Ходжа в трансцендентных частях
рациональных когомологий.

Пусть πi : Xi → C (i = 1, 2)− проективное неизотривиальное семейство поверхностей (воз-
можно, с вырождениями) над гладкой проективной кривой C. Предположим, что дискриминант-
ные локусы ∆i = {δ ∈ C | Sing(Xiδ) 6= ∅} не пересекаются, h2,0(Xks) = 1, h1,0(Xks) = 0 для
любого гладкого слоя Xks, причём выполнены следующие условия:

(i) для любой точки δ ∈ ∆i и преобразования Пикара–Лефшеца γ ∈ GL(H2(Xis,Q)), ассоции-
рованного с гладкой частью π′

i : X ′
i → C \∆i морфизма πi и с обходом вокруг точки δ ∈ C, имеем

неравенство (log(γ))2 6= 0;
(ii) многообразия Xi (i = 1, 2), кривая C и структурные морфизмы πi : Xi → C определены

над некоторым конечнопорожденным подполем k ↪→ C.
Если для общих геометрических слоев X1s и X2s выполнено хотя бы одно из следую-

щих условий: (a) b2(X1s) − rank NS(X1s) является нечетным числом, b2(X1s) − rank NS(X1s) 6=
b2(X2s) − rank NS(X2s); (b) кольцо EndHg(X1s) NSQ(X1s)

⊥ – мнимое квадратичное поле, b2(X1s) −
rank NS(X1s) 6= 4, EndHg(X2s) NSQ(X2s)

⊥ – вполне вещественное поле или b2(X1s)−rank NS(X1s) >

b2(X2s) − rank NS(X2s); (c) [b2(X1s) − rank NS(X1s) 6= 4, EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ = Q; b2(X1s) −

rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s), то для расслоенного произведения X1×C X2 верна гипоте-
за Ходжа, для любого гладкого проективного k-многообразия X0 с условием X1×C X2 →̃ X0⊗k C
верны гипотеза Тэйта об алгебраических циклах и гипотеза Мамфорда–Тэйта для когомологий
чётной степени. Более того, пространство H2

ét(X0 ⊗k k,Ql(1)) порождается классами дивизоров.

Ключевые слова: гипотезы Ходжа, Тэйта, Мамфорда–Тэйта, расслоенное произведение, группа
Мамфорда–Тэйта, l-адическое представление
Для цитирования: Орешкина (Никольская) О.В., "О гипотезах Ходжа, Тэйта и Мамфорда–Тэйта для расслоен-
ных произведений семейств регулярных поверхностей с геометрическим родом 1", Моделирование и анализ инфор-
мационных систем, 25:3 (2018), 312–322.

Об авторах:
Орешкина (Никольская) Ольга Владимировна, orcid.org/0000-0002-6742-8453, канд. физ.-мат. наук, доцент,
Владимирский государственный университет им. А.Г. и Н.Г. Столетовых,
ул. Горького, 87, г. Владимир, 600000, Россия, e-mail: papichonok@yandex.ru

Благодарности:
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(грант № 16-31-00266).

312



Орешкина (Никольская) О.В.
О гипотезах Ходжа, Тэйта и Мамфорда–Тэйта для расслоенных произведений ... 313

Введение
Пусть X − гладкое проективное комплексное многообразие, r ∈ Z, r ≥ 0,

H2r(X,Q)⊗Q C = ⊕p+q=2rH
p,q(X,C)

− разложение Ходжа. Гипотеза Ходжа [1] утверждает, что Q-пространство

H2r(X,Q) ∩ Hr,r(X,C)

порождается классами когомологий алгебраических циклов коразмерности r на X.
Эта гипотеза верна для всех многообразий размерности ≤ 3, для всех простых абе-
левых многообразий простой размерности [2], а также для некоторых других типов
абелевых многообразий, перечисленных в обзоре [3], для гладких моделей рассло-
енных произведений некоторых неизотривиальных семейств K3-поверхностей над
гладкой проективной кривой [4], [5], [6].

С другой стороны, гипотеза Мамфорда–Тэйта утверждает, что для любого глад-
кого проективного многообразия X0 над конечнопорождённым подполем k ↪→ C
алгебра Ли образа l-адического представления

ρ
(n)
l : Gal(k/k)→ GL(Hn

ét(X0 ⊗k k,Ql))

изоморфна алгебре Ли Lie MT(Hn(X0⊗kC,Q))(Ql) группы l-адических точек груп-
пы Мамфорда–Тэйта MT(Hn(X0⊗kC,Q)) структуры Ходжа Hn(X0⊗kC,Q) [7], [8].

Эта гипотеза верна, например, для K3-поверхностей [9] и абсолютно простых
абелевых многообразий простой размерности [10], [11].

Наконец, гипотеза Тэйта об алгебраических циклах утверждает, что для любо-
го гладкого проективного многообразия X0 над конечнопорождённым полем k и
любого простого числа l 6= char(k) Ql-пространство

H2r
ét (X0 ⊗k ks,Ql(r))

Gal(ks/k)

порождается классами алгебраических циклов коразмерности r на X0 [12].
Эта гипотеза верна для K3-поверхностей [9], для абелевых многообразий над

конечными и числовыми полями в случае r = 1 ( [13], [14]), для абсолютно простых
абелевых многообразий простой размерности над конечными полями [15], для регу-
лярных поверхностей с геометрическим родом 1 – слоёв неизотривиального гладкого
семейства – в случае char(k) = 0 [16].

Мы доказываем гипотезы Ходжа, Тэйта и Мамфорда–Тэйта для расслоенного
произведения двух неизотривиальных 1-параметрических семейств регулярных по-
верхностей с геометрическим родом 1 при некоторых условиях на вырожденные
слои, ранги групп Нерона–Севери общих геометрических слоёв семейств и пред-
ставления групп Ходжа в трансцендентных частях рациональных когомологий.

Основными результатами являются теорема 1 и следствие 1.
Заметим, что в качестве гладких слоев семейств могут быть K3-поверхности, а

также минимальные регулярные поверхности основного типа (размерности Кодаи-
ры κ = 2) с геометрическим родом 1, принадлежащие одному из следующих типов:
(a) поверхности с K2 ≤ 2; (b) поверхности с 3 ≤ K2 ≤ 8, модули которых лежат
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в одной компоненте модулей с поверхностью Тодорова; (c) поверхности с K2 = 3 с
кручением группы Пикара Z/3Z.

Автор благодарит С.Г. Танкеева за внимательное прочтение рукописи и инте-
ресные обсуждения.

1. Отображение периодов и группы Ходжа

1.1. Типы гладких слоев семейств поверхностей

Пусть V – гладкая проективная поверхность основного типа над конечнопорож-
денным полем k ↪→ C с h2,0(V ⊗k C) = 1. Если минимальная модель поверхности
V ⊗k C принадлежит одному из следующих типов:

(a) поверхности с q = 0 и K2 ≤ 2;
(b) поверхности с q = 0 и 3 ≤ K2 ≤ 8, модули которых лежат в одной компоненте

модулей с поверхностью Тодорова;
(c) поверхности с q = 0 и K2 = 3 с кручением группы Пикара Z/3Z;
(d) поверхности с q = 1 и K2 = 2;
(e) поверхности с q = 1 и K2 = 3 и общим слоем отображения Альбанезе рода 3;
(f) поверхности с q = 1 и K2 = 4 в любой из восьми компонент модулей,

описанных в работе Пигнателли [17],
то можно считать, что существует такой гладкий проективный k-морфизм f : X →
S над некоторой гладкой связной базой S, что отображение периодов, ассоцииро-
ванное с вариацией структур Ходжа R2fC∗Q, непостоянно, причём многообразие
V является слоем морфизма f над некоторой точкой s ∈ S(k), гипотеза Тэйта
для дивизоров на V и гипотеза Мамфорда–Тэйта для когомологий степени 2 вер-
ны [16, теорема 9.3].

1.2. Определение групп Ходжа и Мамфорда–Тэйта

Пусть S – гладкое проективное многообразие. Рассмотрим разложение Ходжа

Hn(S,Q)⊗Q C =
⊕
p+q=n

Hp,q(S,C),

где Hp,q(S,C) – пространство гармонических форм типа (p, q).
Пусть U1 = {eiθ|θ ∈ R} – единичная окружность. Определим ее действие в

Hn(S,Q) ⊗Q C следующим образом: eiθ действует на Hp,q(S,C) как умножение на
число eiθ(p−q). В итоге мы получаем морфизм групп

U1 h−→ GL(Hn(S,Q)⊗Q R).

Определение 1. Группой Ходжа структуры Ходжа Hn(S,Q) называется наимень-
шая алгебраическая Q-подруппа Hg(Hn(S,Q)) ↪→ GL(Hn(S,Q)), группа R-точек
которой содержит h(U1).

По теореме Лефшеца о дивизорах имеем:

H2(S,Q)Hg(H2(S,Q)) = H2(S,Q) ∩H1,1(S,C) = NS(S)⊗Z Q def
= NSQ(S),
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где NS(S) – группа Нерона–Севери многообразия S.
Определим действие группы C× = ResC/R(Gm)(R) в Hn(S,Q) ⊗Q C следующим

образом: элемент z ∈ C× действует на Hp,q(S,C) как умножение на число zpzq. В
итоге получаем морфизм групп

C× h−→ GL(Hn(S,Q))⊗Q R.

Определение 2. Группой Мамфорда–Тэйта MT(Hn(S,Q)) называется наимень-
шая алгебраическая Q-подруппа MT(Hn(S,Q)) ↪→ GL(Hn(S,Q)), группа R-точек
которой содержит h(C×).

Описание группы Hg(H2(S,Q)) в случае, когда h2,0(S) = 1, содержится в работе
Ю.Г. Зархина [18].

1.3. Точки, общие в смысле Ходжа, непостоянное отображе-
ние периодов и бесконечная группа монодромии

Лемма 1. [19, п. 1.10]. Пусть f : X → S – гладкий проективный морфизм
над гладкой связной комплексной кривой S, слоями которого являются поверхно-
сти Xs с h2,0(Xs) = 1. Если отображение периодов, ассоциированное с вариацией
структур Ходжа R2f∗Q, непостоянно, то существует такое счётное подмно-
жество ∆countable ⊂ S, что функция s 7→ rank NS(Xs) постоянна на множестве
S \∆countable.

По определению, s ∈ S \ ∆countable, если и только если связная компонента
единицы замыкания в Q-топологии Зариского образа представления монодромии
π1(S, s) → GL(H2(Xs,Q)) является нормальной подгруппой группы Ходжа
Hg(H2(Xs,Q)) [20, §0, теорема о нормальной подгруппе]. Такие точки s называются
общими в смысле Ходжа.

Лемма 1 позволяет заменять выражение ”точка, общая в смысле Ходжа” на выра-
жение ”общая геометрическая точка”, где ”общность” точки означает ее принадлеж-
ность множеству S\∆countable для некоторого счётного подмножества ∆countable ↪→ S.

Предложение 1. [20, §1, предложение 1.2]. Пусть f : X → S – гладкое проек-
тивное семейство поверхностей с h2,0 = 1. Тогда следующие условия эквивалентны:

а) отображение периодов голоморфной 2-формы не является отображением S
в точку (другими словами, отображение периодов, ассоциированное с вариацией
структур Ходжа R2f∗Q, непостоянно);

б) образ представления монодромии π1(S, s) → GL(H2(Xs,Q)) бесконечен.
Мы называем проективное семейство f : X → S гладких поверхностей, удовле-

творяющее условиям предложения 1, неизотривиальным. Если f : X → S – его
компактификация, то семейство f : X → S также называется неизотривиальным.

2. Доказательство основной теоремы

2.1. Формулировка основной теоремы

Теорема 1. Пусть πi : Xi → C (i = 1, 2)− проективное неизотривиальное
семейство поверхностей (возможно, с вырождениями) над гладкой проективной
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кривой C. Предположим, что дискриминантные локусы

∆i = {δ ∈ C | Sing(Xiδ) 6= ∅} (i = 1, 2)

не пересекаются, h2,0(Xks) = 1, h1,0(Xks) = 0 для любого гладкого слоя Xks, при-
чём выполнены следующие условия:

(i) любой вырожденный слой Xiδ ⊂ Xi является объединением гладких непри-
водимых поверхностей кратности 1 с нормальными пересечениями и геометриче-
ским родом 0 (случай сильного вырождения);

(ii) замыкание образа монодромии π1(C \ ∆i, s) → GL(H2(Xis,Q)) в топологии
Зариского является связной Q-группой;

(iii) многообразия Xi (i = 1, 2), кривая C и структурные морфизмы πi : Xi → C
определены над некоторым конечнопорожденным подполем k ↪→ C.

Если для общих геометрических слоев X1s и X2s выполнено хотя бы одно из
следующих условий:

(a) b2(X1s)− rank NS(X1s) является нечетным числом,
b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s);

(b) кольцо EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ – мнимое квадратичное поле,

b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= 4,

EndHg(X2s) NSQ(X2s)
⊥ – вполне вещественное поле или

b2(X1s)− rank NS(X1s) > b2(X2s)− rank NS(X2s);

(c) b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= 4, EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ = Q,

b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s),
то для расслоенного произведения X1 ×C X2 верна гипотеза Ходжа, для любого
гладкого проективного k-многообразия X0 с условием X1×CX2→̃X0⊗kC верны ги-
потеза Тэйта об алгебраических циклах и гипотеза Мамфорда–Тэйта для когомо-
логий чётной степени. Более того, пространство H2

ét(X0⊗kk,Ql(1)) порождается
классами дивизоров.

2.2. Морфизмы трансцендентных частей и представления
монодромии

Положим ∆ = ∆1 ∪∆2, C
′ = C \∆

j
↪→ C, π′i = πi |π−1

i (C′): π
−1
i (C ′)

def
= X ′i → C ′, π :

X1 ×C X2 → C − структурный морфизм расслоенного произведения, π′ = π |π−1(C′):

π−1(C ′)
def
= X ′ → C ′.

Всюду в дальнейшем G
(2)
i – замыкание в Q-топологии Зариского образа пред-

ставления монодромии π1(C ′, s)→ GL(H2(Xis,Q)).
Лемма 2. При выполнении условий теоремы 1 для общих геометрических слоёв

X1s, X2s имеем:

Homπ1(C′,s)(NSQ(X1s)
⊥,NSQ(X2s)

⊥) = 0.

Эта лемма доказана в [19, п. 2.3] для случая (а); в [5, лемма 2] для случая (b);
в [6, п. 1.4] для случая (с).
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2.3. Рациональные когомологии степени 2
и группы Нерона–Севери

Из леммы 2 легко получается следующий результат:
Лемма 3. [19, п. 2.8]. Имеем: H2(Xk,Q) = NSQ(Xk), H2(X,Q) = NSQ(X).
Кроме того, согласно сильной теореме Лефшеца H4(Xk,Q) = H2(Xk,Q) ^

clXk
(Hk), где Hk – гиперплоское сечение многообразия Xk. Поэтому из леммы 3

следует, что пространство H4(Xk,Q) порождается алгебраическими классами кого-
мологий.

2.4. Доказательство основной теоремы

Пусть
f : Z → π−1(∆)

– нормализация схемы π−1(∆). Тогда Z – несвязное объединение гладких непри-
водимых компонент дивизора π−1(∆). Поскольку f : Z → π−1(∆) – разрешение
особенностей замкнутой подсхемы i∆ : π−1(∆) ↪→ X, то имеется точная последова-
тельность смешанных Q-структур Ходжа [21, следствие (8.2.8)]:

H2(Z,Q)
(i∆f)∗−−−→ H4(X,Q)→ H4(X ′,Q),

где (i∆f)∗ – морфизм бистепени (1, 1) смешанных структур Ходжа. Поэтому

(i∆f)∗H
2(Z,Q) = Ker

[
H4(X,Q)→ H4(X ′,Q)

]
.

Действуя по алгоритму п. 2.8 в [19], легко проверить, что имеется точная после-
довательность

0→ (i∆f)∗ NSQ(Z)→ [H4(X,Q) ∩ H2,2(X,C)]→ H0(C ′, R4π′∗Q)→ 0,

в которой пространство H0(C ′, R4π′∗Q) порождается образами алгебраических клас-
сов на X. Значит, для X верна гипотеза Ходжа об алгебраических циклах.

С другой стороны, поскольку пространство H0(C ′, R4π′∗Q) порождается образа-
ми алгебраических классов на X, то из точности последовательности рациональных
структур Ходжа [19, формула (2.16)]

0→ (i∆f)∗H
2(Z,Q)→ H4(X,Q)→ H0(C ′, R4π′∗Q)→ 0

следует, что
Hg(H4(X,Q)) = Hg((i∆f)∗H

2(Z,Q))

в силу тривиальности действия окружности U1 на алгебраических классах когомо-
логий типа (2, 2), поэтому согласно [3, лемма В.53] имеем

MT(H4(X,Q)) = Gm ·Hg(H4(X,Q)) = Gm ·Hg((i∆f)∗H
2(Z,Q)) =

= MT((i∆f)∗H
2(Z,Q)).

Значит, достаточно доказать гипотезу Мамфорда-Тэйта для когомологий сте-
пени 2 многообразия Z, являющегося несвязным объединением произведений вида
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S×T или T ×S, где S – гладкая проективная поверхность с геометрическим родом
0, T – гладкая регулярная поверхность с геометрическим родом 1.

Заметим, что в силу формулы Кюннета H2(S × T,Q) = H2(S,Q) ⊕ H2(T,Q),
потому что H1(T,Q) = 0.

С другой стороны, pg(S) = 0, поэтому H2(S,Q) порождается классами дивизо-
ров. Значит, гипотеза Мамфорда–Тэйта для когомологий четной степени сводится к
гипотезе Мамфорда–Тэйта для поверхности T , а этот случай следует из результатов
Моонена [16, теорема 9.3].

Наконец, хорошо известно, что из гипотезы Мамфорда-Тэйта для когомологий
X0 чётной степени следует эквивалентность доказанной выше гипотезы Ходжа для
X1 ×C X2 = X0 ⊗k C и гипотезы Тэйта для X0 (с учётом леммы 3).

2.5. Следствие из основной теоремы

Следствие 1. Пусть πi : Xi → C (i = 1, 2)− проективное неизотривиальное
семейство поверхностей (возможно, с вырождениями) над гладкой проективной
кривой C. Предположим, что дискриминантные локусы

∆i = {δ ∈ C | Sing(Xiδ) 6= ∅} (i = 1, 2)

не пересекаются, h2,0(Xks) = 1, h1,0(Xks) = 0 для любого гладкого слоя Xks, при-
чём выполнены следующие условия:

(i) для любой точки δ ∈ ∆i и преобразования Пикара–Лефшеца

γ ∈ GL(H2(Xis,Q)),

ассоциированного с гладкой частью π′i : X ′i → C\∆i морфизма πi и с обходом вокруг
точки δ ∈ C, имеем неравенство (log(γ))2 6= 0;

(ii) многообразия Xi (i = 1, 2), кривая C и структурные морфизмы πi : Xi → C
определены над некоторым конечнопорожденным подполем k ↪→ C.

Если для общих геометрических слоев X1s и X2s выполнено хотя бы одно из
следующих условий:

(a) b2(X1s)− rank NS(X1s) является нечетным числом,
b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s);

(b) кольцо EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ – мнимое квадратичное поле,

b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= 4,
EndHg(X2s) NSQ(X2s)

⊥ – вполне вещественное поле или
b2(X1s)− rank NS(X1s) > b2(X2s)− rank NS(X2s);

(c) [b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= 4, EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ = Q;

b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s),
то для расслоенного произведения X1 ×C X2 верна гипотеза Ходжа, для любого
гладкого проективного k-многообразия X0 с условием X1 ×C X2 →̃ X0 ⊗k C вер-
ны гипотеза Тэйта об алгебраических циклах и гипотеза Мамфорда–Тэйта для
когомологий чётной степени. Более того, пространство H2

ét(X0 ⊗k k,Ql(1)) по-
рождается классами дивизоров.

Доказательство. Пусть D∗ – проколотый диск на C с центром δ ∈ ∆i. Фундамен-
тальная группа π1(D∗, s) →̃Z действует на когомологиях общего слоя Xis, s ∈ D∗.
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Обозначим через γ ∈ GL(H2(Xis,Q)) образ образующей группы π1(D∗, s), называе-
мый преобразованием Пикара–Лефшеца или локальным преобразованием монодро-
мии.

По условию следствия преобразование Пикара–Лефшеца γ удовлетворяет усло-
вию N2 6= 0, где N = log(γ). Это свойство сохраняется при переходе к подходящей
гладкой проективной модели схемы Xi ×C C̃ над C̃, где C̃ −→ C – произволь-
ное определённое над k разветвлённое накрытие кривой C. Действительно, можно
считать, что отображение C̃ −→ C индуцирует отображение проколотых дисков
D̃∗ → D∗, задаваемое формулой t = τn в локальных координатах t и τ на C и C̃
соответственно (так, что точка δ задается уравнением t = 0). Морфизм D̃∗ → D∗ не
разветвлён, имеет степень n и определяет вложение π1(D̃∗, s̃) ↪→ π1(D∗, s), поэтому
γ̃ = γn. Остаётся заметить, что log(γn) = n log(γ), так что (log(γ̃))2 6= 0.

Используя в случае необходимости такую замену базы C̃ −→ C, мы можем
считать, что выполнено условие (ii) теоремы 1.

Проверим, что в рассматриваемом случае можно считать выполненным условие
(i) теоремы 1.

Действительно, в силу теоремы Мамфорда о полустабильных редукциях [22, с.
53–54] мы можем считать, что все вырожденные слои морфизма πi : Xi → C являют-
ся объединениями гладких неприводимых поверхностей кратности 1 с нормальными
пересечениями.

Пусть Xiδ = V1 + . . . + Vn, где Vj – неприводимая компонента дивизора Xiδ.
Тогда по теореме Вик.С.Куликова [23, теорема 2.7] имеем:

pg(Xis) =
n∑
j=1

pg(Vj) +
1

2
ckh1 +h2(Π(Xiδ)), (2.1)

где в рассматриваемом случае

pg(Xis)
def
= h2,0(Xis) = dimCH

0(Xis,Ω
2
Xis

) = 1,

pg(Vj)
def
= h2,0(Vj) = dimCH

0(Vj,Ω
2
Vj

),

ckh1 def
= dimQ Coker(

⊕
i

H1(Vi,Q) →
⊕
i<j

H1(Vi ∩ Vj,Q)),

h2(Π(Xiδ))
def
= dimH2(Π(Xiδ)),

Π(Xiδ) – полиэдр, ассоциированный с вырождениемXiδ = V1 + . . .+ Vn. Кроме того,
N2 = (log(γ))2 = 0 тогда и только тогда, когда h2(Π(Xiδ)) = 0 [23, теорема 2.7,
(а)].

В нашем случае N2 6= 0, поэтому h2(Π(Xiδ)) 6= 0. В силу формулы (2.1) и
равенства pg(Xis) = 1 имеем равенства pg(Vj) = 0 для всех j. Значит, выполнено
условие (i) теоремы 1.

Остаётся заметить, что если W → V – сюръективный k-морфизм гладких про-
ективных k-многообразий, то из гипотезы Мамфорда–Тэйта для когомологий чёт-
ной степени многообразия W следует гипотеза Мамфорда–Тэйта для когомологий
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чётной степени многообразия V [24, следствие 4.4]. Это доказывает следствие 1, по-
тому что из гипотезы Мамфорда–Тэйта дляX0 следует эквивалентность доказанной
выше гипотезы Ходжа для X1 ×C X2 = X0 ⊗k C и гипотезы Тэйта для X0.

Замечание 1. Предположим, что общий слой Xkη морфизма πk : Xk → C(k =
1, 2) имеет размерность Кодаиры κ(Xkη) = 2 (другими словами, является поверх-
ностью основного типа) и род кривой C больше 1. Тогда для расслоенного произ-
ведения X = X1 ×C X2 имеем в силу теоремы Каваматы [25, теорема 2] и теоремы
Биркара [26, теорема 1.3]:

κ(X) > κ(X1η ×κ(η) X2η) + κ(C) > κ(X1η) + κ(X2η) + κ(C) = 5,

так что в рассматриваемом случае многообразие X является многообразием основ-
ного типа.
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Abstract. The Hodge, Tate and Mumford-Tate conjectures are proved for the fibre product of two
non-isotrivial 1-parameter families of regular surfaces with geometric genus 1 under some conditions on
degenerated fibres, the ranks of the Néron - Severi groups of generic geometric fibres and representations
of Hodge groups in transcendental parts of rational cohomology.

Let πi : Xi → C (i = 1, 2) be a projective non-isotrivial family (possibly with degeneracies) over
a smooth projective curve C. Assume that the discriminant loci ∆i = {δ ∈ C | Sing(Xiδ) 6= ∅} (i =
1, 2) are disjoint, h2,0(Xks) = 1, h1,0(Xks) = 0 for any smooth fibre Xks, and the following conditions
hold:

(i) for any point δ ∈ ∆i and the Picard-Lefschetz transformation γ ∈ GL(H2(Xis,Q)), associated
with a smooth part π′

i : X ′
i → C \∆i of the morphism πi and with a loop around the point δ ∈ C, we

have (log(γ))2 6= 0;
(ii) the variety Xi (i = 1, 2), the curve C and the structure morphisms πi : Xi → C are defined over

a finitely generated subfield k ↪→ C.
If for generic geometric fibres X1s and X2s at least one of the following conditions holds:
(a) b2(X1s) − rank NS(X1s) is an odd prime number, b2(X1s) − rank NS(X1s) 6= b2(X2s) −

rank NS(X2s);
(b) the ring EndHg(X1s) NSQ(X1s)

⊥ is an imaginary quadratic field, b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= 4,

EndHg(X2s) NSQ(X2s)
⊥ is a totally real field or b2(X1s)− rank NS(X1s) > b2(X2s)− rank NS(X2s) ;

(c) [b2(X1s) − rank NS(X1s) 6= 4, EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ = Q; b2(X1s) − rank NS(X1s) 6=

b2(X2s)− rank NS(X2s),
then for the fibre product X1×CX2 the Hodge conjecture is true, for any smooth projective k-variety X0

with the condition X1×CX2 →̃ X0⊗kC the Tate conjecture on algebraic cycles and the Mumford-Tate
conjecture for cohomology of even degree are true.

Keywords: Hodge, Tate and Mumford-Tate conjectures, fibre product, Mumford-Tate group, l-adic
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О дифференцируемости по Тейлору
в пространствах Lp, 0 < p ≤ ∞

Морозов А.Н.

получена 15 января 2018

Аннотация. Функция f ∈ Lp[I], p > 0, называется (k, p)-дифференцируемой в точке x0 ∈ I,
если существует алгебраический многочлен π степени не больше k, для которого выполняется
‖f − π‖Lp[Jh] = o(hk+

1
p ), где Jh = [x0 − h;x0 + h] ∩ I. Во внутренней точке при k = 1 и p =∞ это

равносильно определению обычной дифференцируемости функции. Имеется стандартная «иерар-
хия» существования дифференциалов: если p1 < p2, то из (k, p2)-дифференцируемости следует
(k, p1)-дифференцируемость. В работах С.Н. Бернштейна, А.П. Кальдерона и А. Зигмунда бы-
ли даны приложения такой конструкции к построению описания функциональных пространств
(p = ∞) и изучению локальных свойств решений дифференциальных уравнений (1 ≤ p ≤ ∞)
соответственно. Данная статья связана с первой указанной работой. В статье вводится понятие
равномерной дифференцируемости. Назовём (k, p)-дифференцируемую во всех точках отрезка I
функцию f равномерно (k, p)-дифференцируемой на I, если для любого числа ε > 0 найдется
число δ > 0 такое, что для каждой точки x ∈ I выполняется ‖f − π‖Lp[Jh] < ε · hk+

1
p при

0 < h < δ, Jh = [x−h;x+h]∩ I, где π – многочлен из условия (k, p)-дифференцируемости в точке x.
На основе методов локальных приближений функций алгебраическими многочленами показано,
что из равномерной (k, p)-дифференцируемости функции f при некотором 1 ≤ p ≤ ∞ следует
f ∈ Ck[I]. Следовательно, в таком случае дифференциалы «эквивалентны». Поскольку каждая
функция из Ck[I] является равномерно (k, p)-дифференцируемой на отрезке I при 1 ≤ p ≤ ∞,
то получаем определённый критерий принадлежности функции этому пространству. Диапазон
0 < p < 1, очевидно, может быть включён в необходимое условие принадлежности функции Ck[I],
однако достаточность дифференцируемости по Тейлору в этом диапазоне пока в полной мере не
доказана.

Ключевые слова: дифференцируемость функции по Тейлору, локальные приближения функ-
ций
Для цитирования: Морозов А.Н., "О дифференцируемости по Тейлору в пространствах Lp, 0 < p ≤ ∞", Моде-
лирование и анализ информационных систем, 25:3 (2018), 323–330.
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1. Введение и основные обозначения
Как обычно, Lp[I] обозначает пространство действительных функций, интегри-

руемых в степени p (0 < p < ∞) по Лебегу на отрезке I = [a; b], с величиной
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элементов

‖f‖Lp[I] =
(∫
I

|f(x)|pdx
) 1

p
;

при p = ∞ всюду ниже рассматривается C[I] – пространство непрерывных на от-
резке I функций с чебышевской нормой.

Когда неясность исключена, сокращаем обозначения до Lp и ‖f‖p или соответ-
ственно до C и ‖f‖∞. Длину I обозначаем |I|.

Также используются
W k
p = W k

p [I] =
{
f : f (k−1) абсолютно непрерывна на отрезке I, f (k) ∈ Lp[I]

}
,

k ∈ N, 1 ≤ p < ∞, и (при p = ∞) Ck = Ck[I] – пространство k раз непрерывно
дифференцируемых на отрезке I функций, – c нормами ‖f‖p + ‖f (k)‖p.

Определение 1. Функция f ∈ Lp[I], 0 < p ≤ ∞, называется (k, p)-дифференци-
руемой в точке x0 ∈ I, если существует алгебраический многочлен π степени
не больше k, для которого выполняется ‖f − π‖Lp[Jh] = o(hk+

1
p ), где Jh =

[x0 − h;x0 + h] ∩ I.

Такой многочлен может быть только один. Во внутренней точке x0 при k = 1 и
p = ∞ определение равносильно обычной дифференцируемости (существованию
производной), однако в общем случае из (k,∞)-дифференцируемости в точке не
следует существование k-й производной. Классическим примером является функ-
ция

f(x) =

{
xk+1 sin( 1

xk
), x 6= 0,

0, x = 0;

которая (l,∞)-дифференцируема (следовательно, (l, p)-дифференцируема при 0 <
p ≤ ∞) в точке 0 для l = 1, · · · , k, но имеет лишь одну обычную производную. Также
отметим, что несмотря на естественную «иерархию» существования дифференциа-
лов (если p1 < p2, то из (k, p2)-дифференцируемости следует (k, p1)-дифференцируе-
мость ), примеры показывают их качественную близость для достаточно «хороших»
функций. Так, функция f(x) = |x|α является (1, p)-дифференцируемой в нуле толь-
ко для α > 1 при 0 < p ≤ ∞ .

Важные приложения данного понятия рассматривались, например, в работах
С.Н. Бернштейна [1] /p = ∞/, А.П. Кальдерона и А. Зигмунда [2] /1 ≤ p ≤ ∞/.
Настоящая статья связана с первой работой.

Для f ∈ Lp[I] и J ⊆ I обычным образом определяется

Ek(f ; J)p = inf
{
‖f − π‖Lp[J ] : π ∈ Pk

}
– наилучшее приближение функции f алгебраическими многочленами степени не
выше k−1 (порядка k) в Lp[J ]. Если J не совпадает с I, то такое приближение
называют локальным.

Из работы П.Л. Чебышева ([3], с. 23) следует, что если f ∈ C[a; b] и в точке
x0 ∈ (a; b) функция f имеет k-ю производную, то

lim
h→0

Ek(f ; [x0 − h;x0 + h])∞
(2h)k

=
1

k!22k−1 |f
(k)(x0)|. (1)
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Бернштейн [1], развивая данный результат, показал, что для существования пре-
дела достаточно (k,∞)-дифференцируемости в точке x0, а затем выразил «глобаль-
ные» дифференциальные свойства функции при помощи «разделённых локальных
приближений». Его формулировка такова.

Теорема 1. Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы непрерывная функ-
ция f имела непрерывную производную порядка k во всех точках отрезка [a; b],
заключается в том, что

Ek(f, [α; β])∞

(β − α)k
→ ϕ(x), a ≤ α < x < β ≤ b,

равномерно по x при α→ x, β → x, где непрерывная функция ϕ определяется
равенством

k! 22k−1 ϕ(x) =
∣∣f (k)(x)

∣∣.
Пусть m ∈ N. Рассмотрим разбиение τm полуинтервала I = [a; b) на m полу-

интервалов равной длины. По заданной функции f ∈ Lp[I], 0 < p ≤ ∞, и разбиению
τm построим ступенчатую функцию, определяемую формулой

ϕ k
m(f)p =

Ek(f, J)p

ck,p
∣∣J∣∣k+ 1

p

, при x ∈ J,

на каждом J ∈ τm, где в правой части применяется константа ck,p = Ek

(
xk

k!
, [0; 1]

)
p
.

В статьях [4] и [5] автором показано, что условие теоремы Бернштейна сводится
к равномерной сходимости последовательности

{
ϕ k
m(f)∞

}
, и аналогичное описание

может быть дано для пространств W k
p . Также показано, что рассмотрение последо-

вательностей
{
ϕ k
m(f)q

}
с переменным индексом q, 1 ≤ q ≤ ∞, позволяет осуществ-

лять переход к пространствам с другой нормой, поскольку характер сходимости
этих последовательностей является инвариантом относительно q. Вот суммарный
результат.

Теорема 2. Для того, чтобы функция f из Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, принадлежала про-
странству W k

p , необходимо и достаточно, чтобы последовательность функций{
ϕ k
m(f)q

}
сходилась в пространстве Lp. При этом предельная функция совпа-

дает с
∣∣f (k)

∣∣.
Наряду с функцией ϕ k

m(f)p будем рассматривать

Uk
m(f, I)p = inf

{ ∥∥f − sk∥∥Lp[I]
: sk ∣∣J∈τm ∈ Pk} =

( ∑
J∈τm

Ek(f, J)pp

) 1
p

— наилучшее приближение функции f в пространстве Lp[I] кусочно-полиномиаль-
ными функциями степени не выше k−1 с интервалами полиномиальности из τm;

Uk
m(f, I)∞ = max

J∈τm
Ek(f, J)∞.

Между Uk
m(f)p и величиной функции ϕ k

m(f)p имеется прямая зависимость —

mk

|I|k
Uk
m(f, I)p = ck,p

∥∥ϕ k
m(f)p

∥∥
Lp[I]

, (2)

сразу вытекающая из определений.
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Следствие. Для f ∈ W k
p [I] выполняется

lim
m→∞

mk Uk
m(f, I)p = ck,p |I|k ‖f (k)‖Lp[I].

Определим далее для 0 < p ≤ ∞ обычные Lp-модули гладкости –

ωk(f, t)p = sup
0<h<t

∥∥∆k
hf
∥∥
Lp[a;b−kh]

, где ∆k
hf(x) =

k∑
i=0

(−1)k−i
(
k
i

)
f(x+ ih).

Пусть
Hk
p =

{
f ∈ Lp : sup

t>0
t−kωk(f, t)p <∞

}
.

Как показалЮ.А. Брудный [6], [7], пространстваHk
p при 1 < p <∞ совпадают сW k

p ,

а Hk
1 =

{
f : f ∈ W

(k−1)
1 , f (k−1) имеет ограниченную вариацию

}
. (Следовательно,

пополнение Ck по норме ∥∥ · ∥∥
p

+ sup
t>0

t−kωk(· , t)p

даёт W k
p .) При 0 < p < 1 другое описание Hk

p неизвестно.

2. Равномерная (k, p)-дифференцируемость

Покажем сначала, что формула (1) распространяется на все рассматриваемые
значения p и для существования предела достаточно дифференцируемости функции
по Тейлору в данной точке.

Лемма. При 0 < p ≤ ∞ для каждого I выполняется Ek
(
xk

k!
, I
)
p

= ck,p |I|k+
1
p .

Доказательство. Используя замену переменной, переводящую [a; b] в [0; 1], сущест-
вование многочлена наилучшего приближения и свойства Ek, при всех 0 < p ≤ ∞
получаем

Ek(x
k, [a; b])p = (b− a)

1
p Ek

((
(b− a)x+ a

)k
, [0; 1]

)
p

= (b− a)k+
1
p Ek(x

k, [0; 1])p.

Лемма доказана.

Введём обозначение Λk
pf(x0) = k!ak, где ak – коэффициент при степени k много-

члена из условия (k, p)-дифференцируемости функции f в точке x0. Для краткости
далее пишем p∗ = min{p ; 1}.

Предложение 1. Если функция f является (k, p)-дифференцируемой (p > 0) во
внутренней точке x0 отрезка I, то

lim
h→0

Ek(f, [x0 − h;x0 + h])p

ck,p (2h)k+
1
p

=
∣∣Λk

pf(x0)
∣∣.
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Доказательство. Пусть π(x) = a0+a1x+· · ·+akxk, Jh = [x0−h;x0+h], и выполняется
‖f − π‖Lp[Jh] = o(hk+

1
p ). Из леммы, применённой к J = Jh, следует∣∣∣∣∣

(
Ek(f, J)p

ck,p |J |k+
1
p

)p∗
−
(
k!
∣∣ak∣∣)p∗

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣Ek (f, J)p∗p − Ek
(
akx

k, J
)p∗
p

∣∣∣(
ck,p |J |k+

1
p
)p∗ ≤

≤

(
Ek
(
f(x)−akxk, J

)
p

ck,p |J |k+
1
p

)p∗

=

(
Ek
(
f−π, J

)
p

ck,p |J |k+
1
p

)p∗

≤

(
‖f − π‖Lp[J ]

ck,p |J |k+
1
p

)p∗

→ 0

при |J | → 0.

Определение 2. Назовём (k, p)-дифференцируемую во всех точках отрезка I функ-
цию f равномерно (k, p)-дифференцируемой на I, если для любого числа ε > 0
найдется число δ > 0 такое, что для каждой точки x ∈ I выполняется
‖f − π‖Lp[Jh] < ε · hk+

1
p при 0 < h < δ, Jh = [x−h;x+h] ∩ I, где π – многочлен

из условия (k, p)-дифференцируемости в точке x.

Для такой функции f определена функция Λk
pf.

Теорема 3. Если функция f равномерно (k, p)-дифференцируема на I при некото-
ром 0 < p ≤ ∞, то последовательность

{
ϕ k
m(f)p

}
сходится равномерно на I к

функции |Λk
pf |.

Доказательство. Рассмотрим произвольную точку x0 ∈ I и некоторое разбиение
τm. Пусть полуинтервал J = [xi−1;xi) из τm содержит точку x0, ak – коэффициент
при степени k многочлена π из условия (k, p)-дифференцируемости функции f в
точке x0. Положим h = max{x0−xi−1, xi−x0}, тогда h ≤ |J | ≤ 2h. Рассуждая, как
в предложении 1, получаем∣∣∣ (ϕ k

m(f)p(x0)
)p∗ − ∣∣Λk

pf(x0)
∣∣p∗ ∣∣∣ =

∣∣∣∣( Ek(f, J)p

ck,p |J |k+
1
p

)p∗
−
(
k!
∣∣ak∣∣)p∗ ∣∣∣∣ ≤

≤

(
Ek (f−π, J)p

ck,p |J |k+
1
p

)p∗

≤

(
‖f − π‖Lp[J ]

ck,p |J |k+
1
p

)p∗

≤

(
‖f − π‖Lp[Jh]

ck,p h
k+ 1

p

)p∗

.

Здесь Jh = [x0 − h;x0 + h] ∩ I. Поскольку |J | = |I|
m
, то условие теоремы влечёт

равномерную сходимость последовательности
{
ϕ k
m(f)p

}
к |Λk

pf |.

Следствие. Если функция f удовлетворяет условию теоремы 3 при некотором
p ≥ 1, то f ∈ Ck[I], Λk

pf = f (k).

Утверждение автоматически следует из объединения результатов теорем 2 и 3.
Отметим, из полученного результата вытекает такой факт: если при некотором

значении p ≥ 1 функция f равномерно (k, p)-дифференцируема на I, то в каждой
точке x0 ∈ I коэффициент al, l = 0, 1, · · · , k, – при степени l многочлена π из
условия (k, p)-дифференцируемости f в точке x0, – совпадает с f (l)(x0)

l!
.

Любая функция f из Ck[I] является, конечно, равномерно (k, p)-дифференцируе-
мой на I при всех 0 < p ≤ ∞. Это легко выводится, например, из хорошо известной
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формулы для остаточного члена разложения k раз дифференцируемой функции
(форма Лагранжа)

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (k−1)(x0)

(k − 1)!
(x− x0)k−1 +

f (k)(ξ)

k!
(x− x0)k,

где точка ξ заключена между x0 и x. Последнее слагаемое можно записать в виде

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + α(x− x0) · (x− x0)k, где α(x− x0) =

f (k)(ξ)− f (k)(x0)

k!
.

Из непрерывности f (k) следует, что все функции α(x − x0) можно одновременно
ограничить сколь угодно малым положительным числом ε для любых точек x0 и x
из I, удалённых друг от друга не больше, чем на соответствующее число δ.

Таким образом, получаем определённый критерий принадлежности функции
пространству Ck. Возвращаясь к вопросу о соотношении дифференциалов, видим,
что равномерная (k, p)-дифференцируемость (p ≥ 1) функции f на I влечёт равно-
мерную (k,∞)-дифференцируемость, т.е. дифференциалы в такой ситуации «экви-
валентны».

Пространства Lp, 0 < p < 1, гораздо меньше изучены. Распространяется ли
на них теорема 2, на данный момент неизвестно (см. [8]), поэтому выводы в этих
случаях не являются завершёнными.

Предложение 2. Если функция f равномерно (k, p)-дифференцируема на I при
некотором 0 < p < 1, то f ∈ Hk

p [I], |Λk
pf | ∈ C[I], и выполняется

lim
m→∞

mk Uk
m(f, I)p = ck,p |I|k ‖Λk

pf‖p.

Доказательство. По теореме 3 последовательность
{
ϕ k
m(f)p

}
(ступенчатых функ-

ций с условием «смешения узлов») сходится равномерно к |Λk
pf |. Предположив, что

|Λk
pf | не является непрерывной функцией, получим противоречие.
Существование предела в утверждении теоремы сразу следует из равенства (2).
Делаем вывод – последовательность

{
mk Uk

m(f, I)p
}
ограничена, т.е. для некото-

рого M при всех m выполняется неравенство

Uk
m(f, I)p ≤

M

mk
.

В работе И.П. Иродовой [9] доказано при всех 0 < p ≤ ∞, что если для некоторой
степенной (и даже более общего вида) функции ψ выполняется Uk

m( · , I)p ≤ ψ
(

1
m

)
,

то ωk( · , t)p ≤ β ψ (t) с постоянной β, зависящей от k, p, |I|. Получается

ωk(f, t)p ≤ β M tk,

т.е. f ∈ Hk
p .

Предложение доказано.

В заключение отметим, что классическое понятие «равномерной непрерывно-
сти» получается в шкале «равномерной (k, p)-дифференцируемости» при k = 0.
Этот факт граничит с несколькими другими, поэтому заслуживает отдельного рас-
смотрения.
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Abstract. The function f ∈ Lp[I], p > 0, is called (k, p)-differentiable at a point x0 ∈ I if there

exists an algebraic polynomial of π of degree no more than k for which holds ‖f − π‖Lp[Jh] = o(hk+
1
p ),

where Jh = [x0−h;x0 +h]∩ I. At an internal point for k = 1 and p =∞ this is equivalent to the usual
definition of the function differentiability. At an interior point for k = 1 and p = ∞, the definition is
equivalent to the usual differentiability of the function. There is a standard ”hierarchy” for the existence
of differentials(if p1 < p2, then (k, p2)-differentiability should be (k, p1)-differentiability.) In the works of
S.N. Bernstein, A.P. Calderon and A. Zygmund were given applications of such a construction to build
a description of functional spaces (p = ∞) and the study of local properties of solutions of differential
equations (1 ≤ p ≤ ∞), respectively. This article is related to the first mentioned work. The article
introduces the concept of uniform differentiability. We say that a function f , (k, p)-differentiable at all
points of the segment I, is uniformly (k, p)-differentiable on I if for any number ε > 0 there is a number

δ > 0 such that for each point x ∈ I runs ‖f − π‖Lp[Jh] < ε ·hk+
1
p for 0 < h < δ, Jh = [x−H;x+h]∩ I,

where π is the polynomial of the terms of the (k, p)-differentiability at the point x. Based on the
methods of local approximations of functions by algebraic polynomials it is shown that a uniform (k, p)-
differentiability of the function f at some 1 ≤ p ≤ ∞ implies f ∈ Ck[I]. Therefore, in this case the
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differentials are ”equivalent”. Since every function from Ck[I] is uniformly (k, p)-differentiable on the
interval I at 1 ≤ p ≤ ∞, we obtain a certain criterion of belonging to this space. The range 0 < p < 1,
obviously, can be included into the necessary condition the membership of the function Ck[I], but the
sufficiency of Taylor differentiability in this range has not yet been fully proven.

Keywords: Taylor differentiability of function, local approximations of functions
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Аннотация. Устанавливаются оценки снизу интегрального функционала∫
Ω

f(u(x),∇u(x)) dx,

где Ω – ограниченная область в пространстве Rn (n > 2), интегрант f(t, p) (t ∈ [0,∞), p ∈ Rn) –
функция, B-измеримая по переменному t и выпуклая и четная по переменному p,∇u(x) – градиент
(в смысле Соболева) функции u : Ω → R. В первом и втором разделах существенную роль игра-
ют свойства перестановок дифференцируемых функций, а также изопериметрическое неравенство
вида Hn−1(∂A) > λ(mnA), связывающее (n−1)-мерную меру Хаусдорфа Hn−1(∂A) относительной
границы ∂A множества A ⊂ Ω с его n-мерной мерой Лебега mnA. Интегрант f при этом пред-
полагается изотропным, т.е. f(t, p) = f(t, q), если |p| = |q|. Намечены приложения установленных
результатов к многомерным вариационным задачам.

Для функций u, обращающихся в нуль на границе области Ω, предположение об изотропности
f можно опустить. В этом случае существенную роль начинают играть операции симметризации по
Штейнеру и Шварцу интегранта f и функции u. Соответствующие варианты оценок снизу обсуж-
даются в третьем пункте. Принципиально новым здесь является то, что операция симметризации
применяется не только к функции u, но и к интегранту f . Геометрическую основу результатов
третьего пункта составляют неравенство Брунна–Минковского, а также свойства симметризации
алгебраической суммы множеств.
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1. Перестановки функций

Начало теории перестановок относится к работам Я. Штейнера и Г. Шварца, в ко-
торых изучались симметризации множеств и симметричные перестановки функций.
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Эти исследования были продолжены в трудах Г. Харди и Г. Литтлвуда, рассматри-
вавших перестановки функций и последовательностей. В конце 30-х годов прошлого
века сложилось новое направление в математике – теория вложения пространств
Соболева. Первые результаты этой теории были получены с помощью симметрич-
ных перестановок. В последующие два десятилетия основным в теории вложения
стал метод интегральных представлений. Лишь отдельные функциональные нера-
венства (оценки емкостей, площадей поверхности, основной частоты упругой мем-
браны, жёсткости кручения и т.п.) устанавливались с помощью методов симметри-
зации [1]. Возрождение интереса к геометрическим методам произошло в 1960 г.,
когда В.Г. Мазья и независимо Федерер и Флеминг переоткрыли тесную связь тео-
рем вложения с изопериметрическими неравенствами. Ряд важных результатов, по-
лученных методами геометрической теории меры и относящихся к пространствам
Соболева, содержится в монографии [2]. Подробное изложение истории вопроса и
значительную библиографию можно найти в [1] – [10].

Пусть Ω – измеримое подмножество Rn, n-мерная лебегова мера mn которого
конечна и положительна: 0 < a = mnΩ < ∞. Если u : Ω → R измеримая почти
везде конечная функция, то при любом действительном t множество At := {x ∈ Ω :
|u(x)| > t} измеримо. Функция µ(t) := mn(At) (0 6 t < ∞) называется функцией
распределения u. Функция ū(s) одного переменного s, определенная при s ∈ [0, a) ра-
венством ū(s) = inf{τ : mnAτ 6 s}, называется перестановкой u. (Если множество
{τ : mnAτ 6 0} пусто, то ū(0) =∞). Положим

ū(a) = lim
s→a−0

ū(s).

Функция ū характеризуется свойствами: ū не возрастает, непрерывна справа и рав-
ноизмерима с функцией u : Ω → R в том смысле, что µ(τ) = m1{s : ū(s) > τ}. Для
непрерывности ū достаточно, чтобы функция распределения строго возрастала на
[ū(a), ū(0)]. Отметим равенства ū(a) = vrai min |u|, ū(0) = vrai max |u|.

Всюду далее Ω есть ограниченная область в Rn. Введем обозначения: ∂M – гра-
ница множества M ⊂ Rn , Hn−1(M) – (n − 1)-мерная мера Хаусдорфа множества
M . Важную роль в дальнейшем играет изопериметрическое неравенство

Hn−1(∂A ∩ Ω) > λ(mnA), (1)

где A – любое подмножество Ω с локально липшицевой внутренней относительно

Ω частью границы, λ : [0, a]→ [0,∞) – функция на [0, a], возрастающая на

[
0,
a

2

]
и

λ(s) = λ(a−s) ∀s ∈ [0, a]. Задача о поиске максимальной функции λ, удовлетворяю-
щей оценке (1), достаточно сложна и решена лишь для отдельных областей. Как по-
казано в [2], всегда можно считать, что λ(s) > 0 при s ∈ (0, a). Обозначим через J(λ)
класс областей Ω, для которых неравенство (1) верно с функцией λ(·), непрерывной
на [0, a], возрастающей и положительной на (0, a/2] и λ(s) = λ(a−s). Класс областей,
для которых функция λ удовлетворяет неравенству λ(s) > k0s

α (k0 > 0, 0 < 2s < a),
обозначаем символом Jα. Этот класс был введен и исследован в работах В.Г. Мазья.

Области, удовлетворяющие условию конуса, принадлежат классу Jα с α = 1−
1

n
[2].
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Обозначим черезW 1
1 (Ω) совокупность локально суммируемых в Ω функций, име-

ющих в Ω суммируемые производные (в смысле С.Л. Соболева [3]) первого порядка.
В W 1

1 (Ω) введём норму [2]

‖u;W 1
1 (Ω)‖ =

∫
Ω

∇1u(x) dx+

∫
ω

|u(x)| dx.

Здесь ω – некоторое фиксированное (непустое) открытое множество с компактным
замыканием ω̄ ⊂ Ω, ∇u(x) – градиент функции u(x), ∇1u(x) – евклидова дли-
на вектора ∇u(x). Относительно данной нормы W 1

1 (Ω) – сепарабельное банахово
пространство. Множество функций класса W 1

1 (Ω) ∩ C∞(Ω) плотно в пространстве
W 1

1 (Ω) [2], [5]. Пространство W 1
1 (Ω) вложено в пространство Lm(Ω), m > 1, в том и

только том случае, если Ω ∈ J1/m [2, гл. 3].
Ниже применяется следующий вариант формулы коплощади ([2], [5]).
Предложение 1. Пусть D - открытое множество в Rn, u – вещественная

функция класса C1(D), причем ∇1u(x) > 0 ∀x ∈ D; Bt := {x ∈ D, |u(x)| = t}, g ∈

L(D) . Тогда для почти всех значений t > 0 функция
g

∇1u
интегрируема по Bt

относительно (n−1)-мерной меры Хаусдорфа dHn−1, соответствующий интеграл∫
Bt

g(x)

∇1u(x)
dHn−1

суммируем по мере dt и имеет место формула∫
D

g(x)dx =

∞∫
0

dt

∫
Bt

g(x)

∇1u(x)
dHn−1. (2)

Далее используются обозначения: θ = (0, 0, · · · , 0) ∈ Rn, символы J и I – начало
и конец доказательства.

Лемма 1. Пусть Ω ∈ J(λ), u ∈ W 1
1 (Ω), γ(·) – неотрицательная измеримая по

Борелю функция на [0,∞). Тогда∫
Ω

γ[|u(x)|]∇1u(x) dx >

∞∫
0

γ(t)λ(mnAt) dt, (3)

где At = {x ∈ Ω : |u(x)| > t}.
J Установим (3), предполагая вначале функцию γ(·) непрерывной и ограничен-

ной на [0,∞) (0 6 γ(t) < γ0 < ∞∀t ∈ [0,∞)). Фиксируем последовательность ui(x)
функций класса W 1

1 (Ω) ∩ C∞(Ω), сходящуюся к функции u(x) в метрике W 1
1 (Ω).

Пусть Ait = {x ∈ Ω : |ui(x)| > t}, Bi
t = {x ∈ Ω : |ui(x)| = t}. Поскольку ui –

функция класса C∞(Ω), то почти при всех t > 0 множество Bi
t есть (n− 1)-мерное

многообразие класса C∞. В силу предложения 1 и неравенства (1) имеем∫
Ω

γ(|ui(x)|)∇1ui(x) dx =

∫
∇1u(x)>0

γ(|ui(x)|)∇1ui(x) dx >

∞∫
0

γ(t)λ(mnA
i
t) dt. (4)
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Так как последовательность ui сходится к u в метрике W 1
1 (Ω), то ui сходится к

u по мере, mn(Ait∆At)→ 0 при i→∞ и почти при всех t, следовательно,

lim
r→∞

∞∫
0

γ(t)λ(mnA
i
t) dt =

∞∫
0

γ(t)λ(mnAt) dt.

Последовательность γ(|ui|)∇1ui сходится по мере к функции γ(|u|)∇1u. В силу
ограниченности функции γ(·) функции γ(|ui|)∇1ui имеют равностепенно абсолютно
непрерывные интегралы. Поэтому

lim
i→∞

∫
Ω

γ(|ui(x)|)∇1ui(x) dx =

∫
Ω

γ(|u(x)|)∇1u(x) dx.

Теперь (3) следует из (4) и теоремы Фату.
Отбросим теперь условие непрерывности функции γ(t), предположение её огра-

ниченности пока остается, так что 0 6 γ(t) < γ0 < ∞. Как известно, существует
такая неотрицательная функция α(·) класса L[0,∞), что для любого измеримого по
Борелю множества B ⊂ R+ справедливо равенство [5]∫

|u|−1(B)

∇1u(x) =

∫
B

α(t) dt. (5)

Фиксируем ε > 0 и подберем δ > 0 так, чтобы выполнялось неравенство∫
|u|−1(B)

∇1u(x) =

∫
B

α(t) dt < ε

для любого измеримого по Борелю множества B, для которого m1B < δ.
По теореме Лузина существует такое замкнутое множество T ⊂ R+ = [0,∞), что

m1(R+ \ T ) < δ и сужение функции γ(·) на T непрерывно. Пусть γ1(t) – функция,
совпадающая с γ(·) на множестве T и линейная на интервалах дополнительных к
T . Очевидно, что функция γ1(·) непрерывна и ограничена на R+;

m1{t ∈ R+ : γ(t) 6= γ1(t)} < δ, 0 6 γ1(t) < γ0.

Согласно доказанной части леммы справедливы неравенства∫
Ω

γ1(|u(x)|)∇1u(x) dx >

∞∫
0

γ1(t)λ(mnAt) dt >
∫
T

γ(t)λ(mnAt) dt.

Оценим левую часть полученного неравенства сверху∫
Ω

γ1(|u(x)|)∇1u(x) dx 6
∫
Ω

γ(|u(x)|)∇1u(x) dx+ γ0

∫
|u(x)|/∈T

∇1u(x) dx 6

6
∫
Ω

γ(u(x))∇1u(x) dx+ εγ0.
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Так как δ, ε могут быть взяты сколь угодно малыми, равенство (3) в рассматривае-
мом случае установлено.

Откажемся теперь от предположения ограниченности функции γ. Для любого
натурального числа N функция γN(t) = min{γ(t), N} измерима по Борелю и огра-
ничена сверху. Справедлива цепь соотношений

∫
Ω

γ(|u(x)|)∇1u(x) dx >
∫
Ω

γN(|u(x)|)∇1u(x) dx >

∞∫
0

γN(t)λ(mnAt) dt.

Переходя к пределу при N →∞, получаем неравенство (3). I

2. Интегральные неравенства

Функцию Φ: Rn → R+ ∪ {+∞} будем называть функцией Юнга, если функция
Φ выпукла, четна на Rn,Φ(θ) = 0 и при каждом h > 0 множество P(h) = {p ∈
Rn : Φ(p) 6 h} есть замкнутое ограниченное тело в Rn. Функцию Юнга Φ назовём
изотропной, если Φ(p) = Φ1(|p|), где Φ1 – функция Юнга одного переменного.

Сопоставим функции Юнга Φ сопряженную к ней

Φ∗(q) = sup
p∈Rn

(〈p, q〉 − Φ(p)),

где 〈p, q〉 – скалярное произведение в Rn. Определяемая таким образом функция Φ∗

есть функция Юнга на Rn [11].
Функцию Φ◦ : R → R+ ∪ {+∞} будем называть округлением функции Юнга Φ,

если функция Φ◦(r) четна на R,Φ◦(0) = 0, функция r → Φ◦(r) непрерывна слева при
r > 0 и нижние лебеговы множества {p : Φ(p) 6 h}, {p : Φ◦(|p|) 6 h} функций Φ и
Φ◦(| · |) имеют одинаковую n-мерную меру при любом h > 0 . Аналитическое опреде-
ление функции Φ◦ эквивалентно следующему геометрическому факту: надграфик
функции Φ◦(|p|) является симметризацией по Шварцу [12] надграфика функции
Φ(p). Если функции Φ◦,Φ∗◦ суть округления функций Юнга Φ и Φ∗ соответственно,

Φ∗◦∗(r) = sup
s

(rs− Φ∗◦(s)), (6)

то 1) Φ◦,Φ∗◦,Φ∗◦∗ – функции Юнга на R; 2) существуют такие зависящие лишь от n
положительные постоянные αn, βn , что для любой функции Юнга Φ справедливы
оценки

Φ◦(αnr) 6 Φ∗◦∗(r) 6 Φ◦(βnr) ∀r ∈ R. (7)

Доказательства оценок (7) и других свойств операции округления можно найти
в [13]. Для изотропной функции Юнга Φ имеют место хорошо известные равенства
Φ∗◦ = Φ◦∗,Φ◦ = Φ∗◦∗ [11].

Функцию f : R+×Rn → R∪{+∞} назовём интегрантом Юнга, если 1) при лю-
бом t > 0 функция ft(p) = f(t, p) есть функция Юнга на Rn; 2) функция t→ f(t, p)
измерима по Борелю при любом p ∈ Rn. По определению f ∗(t, q) = f ∗t (q), f ◦(t, r) =
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f ◦t (r), т.е. введенные выше операции выпуклого анализа применяются к функции
ft. Если f – интегрант Юнга, то и f ∗, f ◦ также интегранты Юнга [14].

При любом h > 0 множество Qt(h) = {q ∈ Rn : f ∗t (q) 6 h} есть выпуклый
центрально-симметричный компакт. Положим k(p ; t, h) = max{〈p, q〉 , q ∈ Qt(h)}.
Таким образом, k(p ; t, h) есть опорная функция множества Qt(h). Из определения
функции k(·) вытекают неравенства

k(p ; t, h)− h 6 f(t, p), k(p ; t, h) 6 ρ(t, h)|p|, (8)

где ρ(t, h) = max{|q|, q ∈ Qt(h)}. При возрастании h функция k(p ; t, h) не уменьша-
ется. Для изотропного интегранта f сопряженный интегрант f ∗ также изотропен,
поэтому Qt(h) = {q : |q| 6 ρ(t, h)} и k(p ; t, h) = ρ(t, h)|p|. Для любой вещественной
B-измеримой на R+ функции r(t) функция t→ k(p ; t, r(t)) измерима по Борелю [14].
В частности, если f – изотропный интегрант, то B-измерима функция ρ(t, r(t)).

Пусть Ω ограниченная область в Rn . Обозначим черезW (Ω) совокупность почти
везде конечных функций u : Ω → R, для которых при любом l > 0 её срезка ul =
min{|u|, l}sgn(u) по уровню l принадлежит W 1

1 (Ω). Класс W (Ω) включает в себя
пространство W 1

1 (Ω). Перестановка ū функции u из W (Ω) абсолютно непрерывна
на каждом отрезке [δ, a] (0 < δ < a = mnΩ) [4], [13]. Если At = {x ∈ Ω : |u(x)| > t}
и µ(t) = mn(At) = m1{s ∈ [0, a], ū(s) > t} – функция распределения функции
u ∈ W (Ω), то t = ū(µ(t)), s > µ(ū(s))), причём s = µ(ū(s))), если функция µ(t)
непрерывна в точке t = ū(s). Если u ∈ W (Ω), l > m > 0, то ∇ul(x) = ∇um(x) при
x ∈ Am, поэтому почти всюду в Ω существует

lim
l→∞
∇ul(x),

обозначаемый далее как ∇u(x).
Теорема 1. Пусть f – изотропный интегрант Юнга, f ◦ – округление инте-

гранта f, Ω ∈ J(λ), a = mnΩ, u ∈ W (Ω), ū – перестановка функции u.
Тогда справедливо неравенство∫

Ω

f(|u(x)|,∇u(x)) dx >

a∫
0

f ◦
(
ū(s),

dū

ds
(s)λ(s)

)
ds. (9)

J Пусть u ∈ W (Ω). Функция p → f(|u(x)|, p) почти для всех x из Ω выпукла,
полунепрерывна снизу по p и конечна в некоторой окрестности θ, а при каждом p
функция f(|u(x)|, p) измерима по Лебегу. Отсюда следует, что функция
f(|u(x)|,∇u(x)) измерима по Лебегу. Если эта функция не суммируема по Ω, то
левая часть (9) считается равной +∞. Аналогичное соглашение принимается и для
правой части (9). Повторяя проведенные в [14] рассуждения, можно показать, что
(9) достаточно установить для ограниченных и неотрицательных функций u.

Итак, не нарушая общности, считаем, что u ∈ W (Ω)∩L∞(Ω) и u(x) > 0 . В этом

случае функция ū - абсолютно непрерывна на [0, a], а функция
dū

ds
(s)λ(s) сумми-

руема по отрезку [0, a] [2], [4]. Далее µ(t) – функция распределения функции u(·).
Функционалы If◦ , If◦∗ , определенные на L(0, a) и L∞(0, a) равенствами

If◦(z) =

a∫
0

f ◦(ū(s), z(s)) ds, If◦∗(y) =

a∫
0

f ◦∗(ū(s), y(s)) ds, (10)
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сопряжены друг другу относительно обычной двойственности между пространства-
ми L(0, a) и L∞(0, a). Отсюда следует, что

a∫
0

f ◦
(
ū(s),

dū

ds
(s)λ(s)

)
ds = If◦

(∣∣∣∣dūds
∣∣∣∣λ) =

= sup
y∈L∞(0,a)


a∫

0

(∣∣∣∣dūds (s)

∣∣∣∣λ(s)y(s)− f ◦∗(ū(s), y(s))

)
ds

 . (11)

В соотношении (11) supremum можно брать лишь по функциям y из L∞(0, a), удо-
влетворяющим условиям:

i1) y(s) > 0 , y(s) = 0, если
dū

ds
(s) = 0 , y(·) измерима по Борелю;

i2) функция f ◦∗(ū(s), y(s)) измерима по Борелю, конечна при всех s и суммиру-
ема по отрезку [0, a].

Для доказательства (9) достаточно установить неравенство

∫
Ω

f(|u(x|,∇u(x)) dx >

a∫
0

(∣∣∣∣dūds (s)

∣∣∣∣λ(s)y(s)− f ◦∗(ū(s), y(s))

)
ds (12)

для каждой функции y(·), удовлетворяющей условиям i1), i2). Фиксируем подобную
функцию y(·) и определим функцию r(t) на луче R+ равенством

r(t) = f ◦∗(ū(µ(t)), y(µ(t))) = f ◦∗(t, y(µ(t))).

Функция r(·) измерима по Борелю, а функции f ◦∗(ū(s), y(s)) (0 6 s 6 a) и r(u(x))
(x ∈ Ω) равноизмеримы.

Пусть k(p; t, h) есть опорная функция множества Qt(h) = {q ∈ Rn : f ∗t (q) 6
h}. В силу изотропности интегранта f справедливо равенство k(p ; t, h) = ρ(t, h)|p|,
где ρ(t, h) = max{|q|, q ∈ Qt(h)}. Функция γ(t) = ρ(t, r(t)) измерима по Борелю.
Cоотношение Q(t, r(t)) = {q : f ∗◦(t, |q|) 6 r(t) = f ∗◦(t, y(µ(t)))} влечёт за собой
оценку γ(t) > y(µ(t)) Из (8) вытекает неравенство

f(t, p) > γ(t)|p| − r(t) > y(µ(t))|p| − r(t).

Его очевидным следствием является оценка∫
Ω

f(u(x),∇u(x)) dx >
∫
Ω

(y(µ(u(x))∇1u(x)− r(u(x))) dx. (13)

Используя лемму 1 и замену переменных t = ū(s), получаем последовательно

∫
Ω

y(µ(u(x))∇1u(x) dx >

∞∫
0

y(µ(t))λ(µ(t)) dt =

a∫
0

y(s)

∣∣∣∣dū(s)

ds

∣∣∣∣λ(s) ds. (14)
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В силу равноизмеримости функций f ◦∗(ū(s), y(s)), r(u(x)) равны соответствующие
интегралы ∫

Ω

r(u(x)) dx =

a∫
0

f ◦∗(ū(s), y(s)) ds. (15)

Объединение (13)–(15) влечет неравенства (12), (9).I
В качестве приложения теоремы 1 рассмотрим многомерную вариационную за-

дачу

g(u) =

∫
Ω

G(x, u(x),∇u(x)) dx→ inf,

u > 0, u ∈ W 1
1 (Ω), h(u) =

∫
ω

H(u(x)) dx = 1.

Теорема 2. Пусть H – B-измеримая функция на R+, а функция G(x, t, p) удо-
влетворяет неравенству G(x, t, p) > f(t, p), где f – изотропный интегрант Юнга
на R+ × Rn. Тогда значение рассматриваемой многомерной вариационной задачи
не меньше значения следующей одномерной вариационной задачи:

a∫
0

f ◦
(
z(s),

dz

ds
(s)λ(s)

)
ds→ inf, z(s) > 0,

a∫
0

H(z(s)) ds = 1,

где z – абсолютно непрерывные на каждом отрезке [δ, a] (0 < δ < a) и убывающие
на (0, a] функции.

J Теорема 2 вытекает из теоремы 1.I
Изопериметрическое условие h(u) = 1 можно заменить включением u ∈ M, где

M – перестановочно инвариантное множество: вместе с функцией u множество M
содержит все равноизмеримые с ней функции.

3. Симметризации функций и интегральные
неравенства

Усиливая предположения относительно функции u, можно доказать аналог нера-

венства (9) для анизотропного интегранта Юнга f . Пусть
◦
W 1

1 (Ω) – совокупность
функций из W 1

1 (Ω), обращающихся в нуль на границе области Ω. Последнее озна-

чает, что если функцию из
◦
W 1

1 (Ω) продолжить на всё пространство Rn, полагая её
равной нулю на Rn \ Ω, то продолженная функция принадлежит W 1

1 (Rn). Обозна-

чим через
◦
W совокупность неотрицательных почти везде конечных функций u на

Ω, для которых при любом l > 0 функции ul = min{u, l} принадлежат пространству
◦
W 1

1 (Ω). Поскольку
◦
W (Ω) ⊂ W (Ω), то определен градиент ∇u(x) функции u класса

◦
W . Перестановка ū функции u из

◦
W абсолютно непрерывна на каждом сегменте

[δ, a] (0 < δ < a) и ū(a) = 0.
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Предложение 2. [14] Пусть f – интегрант Юнга на R+ × Rn, u ∈
◦
W (Ω), ū –

перестановка u, an = mn{p ∈ Rn : |p| 6 1}. Тогда справедливо неравенство∫
Ω

f(u(x),∇u(x)) dx >

a∫
0

f ∗◦∗
(
ū(s),

dū(s)

ds
(s)λ0(s)

)
ds, (16)

в котором функция f ∗◦∗ определена равенством (6), λ0(s) = n n
√
an s

n− 1

n .
Очевидна аналогия между неравенствами (9) и (16). Вместе с тем существенны

и различия – интегрант f в предложении 2 может быть анизотропным, функция
u в определенном смысле обращается в нуль на границе области Ω, функция λ(s)
заменена более простой функцией λ0(s). Для анизотропного интегранта f функции
f ◦ и f ∗◦∗ различны, однако из неравенств (7) следует их эквивалентность в том
смысле, что f ◦(t, ᾱnr) 6 f ∗◦∗(t, r) 6 f ◦(t, β̄nr) и положительные постоянные ᾱn, β̄n
зависят только от n. Геометрическую основу предложения 2 составляет классиче-
ское неравенство Брунна–Минковского и вытекающая из него изопериметрическая
теорема [12; гл. 5]. Отметим, что неравенства типа (16) верны и для функций u,
обращающихся в 0 лишь на части границы области Ω. Соответствующие утвержде-
ния установлены в [15] для интегрантов f , четных по каждому из переменных pi.
Доказательства опираются на неравенство Лумиса–Уитни [12].

Соотношению (16) можно придать несколько иную форму. Функцию u◦(x) =
ū(an|x|n) именуют симметризацией Шварца функции u. Эта функция определена
на шаре Ω◦ = {x ∈ Rn, |x| < R}, (anR

n = mnΩ) и равноизмерима с функцией u.

Справедливо включение u◦ ∈
◦
W (Ω◦) и верно равенство

∇1u
◦(x) = λ0(s)

∣∣∣∣dū(s)

ds
(s)

∣∣∣∣ ,
в котором s = an|x|n. Поэтому (16) эквивалентно неравенству∫

Ω

f(u(x),∇u(x)) dx >
∫
Ω◦

f ∗◦∗(u◦(x),∇1u
◦(x)) dx. (17)

Рассмотрим вариант (17), возникающий при замене симметризации по Швар-
цу симметризацией по Штейнеру. Напомним некоторые определения. Пусть H =
{(x1, · · · , xn−1, xn), xn = 0} – координатная гиперплоскость в Rn(n > 2), PH : Rn → H
– оператор ортогонального проектирования, l(x) – прямая, проходящая через точку
x и ортогональная H,A – такое множество в Rn, что для любого x из множества
PHA пересечение A∩ l(x) ограничено. Симметризацией Штейнера множества A от-
носительно гиперплоскости H называется [12] множество

SHA =
⋃

x∈PHA

(A ∩ l(x))s,

где (A ∩ l(x))s – принадлежащий l(x) отрезок с центром в точке x, длина которого
равна одномерной хаусдорфовой мере множества A∩ l(x). При изучении симметри-
зации Штейнера оказались полезными правила, относящиеся к операции Минков-
ского [12]. В дальнейшем удобно точку x = (x1, · · · , xn−1, xn) из Rn записывать в
виде (x′, xn), где x′ = (x1, · · · , xn−1) ∈ Rn−1, так что PHx = (x′, 0).
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Введем понятие симметризации по Штейнеру функции Юнга Φ(p) (p ∈ Rn).
Надграфик epiΦ функции Φ есть выпуклое замкнутое подножество Rn×R. Симмет-
ризация epiΦ относительно гиперплоскостиH×R ⊂ Rn×R совпадает с надграфиком
некоторой функции, называемой симметризацией Φ относительно H в возрастаю-
щем порядке и обозначаемой символом ΦS. Из определения функции ΦS вытекает
равенство {p ∈ Rn : Φs(p) 6 h} = Sh{p ∈ Rn : Φ(p) 6 h} – нижние лебеговы множе-
ства функции ΦS совпадают с симметризациями по Штейнеру нижних лебеговых
множеств функции Φ.

Перейдем к определению симметризации по Штейнеру суммируемых функций.
Пусть u – неотрицательная функция из L(Ω). Её подграфик (ординатное множе-
ство) ordu = {(x, t) ∈ Rn × R : x ∈ Ω, 0 6 t 6 u(x)} есть подмножество Rn × R ,
пересечение которого с каждой прямой, проходящей через точку (x′, t), x′ ∈ H, t > 0,
и перпендикулярной H×R, есть ограниченное множество. Поэтому определена сим-
метризация по Штейнеру множества ordu ⊂ Rn × R относительно гиперплоскости
H×R ⊂ Rn×R. Результат этой симметризации есть множество SH(ordu) ⊂ Rn×R.
Оно совпадает с подграфиком некоторой неотрицательной функции uc, суммируе-
мой на множестве Ωc = SHΩ и называемой симметризацией по Штейнеру функции
u относительно H в убывающем порядке. Почти при всех x′ ∈ PHΩ функция uc(x′, ·)
совпадает с перестановкой функции u(x′, . . . ) в симметрично убывающем порядке
([3], с. 309). Это свойство может быть положено в основу определения функции uc.

Если u – неотрицательная функция из
◦
W 1

1 (Ω) , то uc ∈
◦
W 1

1 (Ωc). Автором полу-
чены широкие обобщения этого факта. Например, установлено [16], [17], что для

любой функции Юнга Φ: Rn → R ∪ {+∞} и любой функции u класса
◦
W (Ω) имеет

место неравенство ∫
Ω

Φ(∇u(x)) dx >
∫
Ωc

Φ∗S∗(∇uc(x)) dx. (18)

Вариант неравенства (18) верен и для интегранта Юнга.

Теорема 3. Пусть f – интегрант Юнга на R+×Rn, u ∈
◦
W (Ω). Тогда справед-

ливо неравенство ∫
Ω

f(u(x),∇u(x)) dx >
∫
Ωc

f ∗S∗(uc(x),∇uc(x)) dx. (19)

J Доказательство аналогично доказательству теоремы 1, поэтому ограничимся
указанием его схемы. Вначале устанавливается вариант леммы 1. Соответствующее
утверждение составляет содержание леммы 3 из [17], относящейся к так называ-
емым простым (полиэдральным) функциям u и интегрантам f , сублинейным по
переменному p. Неравенство (4) этой работы может быть с помощью подходящего

предельного перехода распространено на функции u класса
◦
W (Ω); условие субли-

нейности f по переменной p при этом ещё сохраняется. От требования сублиней-
ности f по переменной p можно отказаться, использовав двойственность выпуклых
функционалов If∗S∗ , If∗S , определяемых на пространствах L(Ωc), L∞(Ωc) аналогич-
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ными (10) равенствами

If∗S∗(z) =

∫
Ωc

f ∗S∗(uc(x), z(x)) dx, If∗S(y) =

∫
Ωc

f ∗S(uc(x), y(x)) dx,

Эта двойственность позволяет вывести неравенство (19) из более простого соотно-
шения ∫

Ω

f(u(x),∇u(x)) dx >
∫
Ωc

(〈∇uc(x), y(x)〉 − f ∗S(uc(x), y(x)) dx. (20)

Неравенство (20) аналогично неравенству (12). И в этом случае для доказатель-
ства (19) достаточно проверить (20) не для всех функций y из L∞(Ωc), а лишь для
функций, удовлетворяющих условиям типа i1), i2). I

Основное отличие теоремы 3 от известных принципов симметризации (см., на-
пример, [1] – [10]) связано с анизотропностью интегранта f . Теорема 3 очевидным
образом переносится на симметризации относительно произвольной однородной ги-
перплоскости H. Как известно, симметризация относительно любого пространства
V ⊂ Rn может быть получена как результат последовательного применения сим-
метризации Штейнера относительно бесконечной системы гиперплоскостей [12]. В
частности, таким образом могут быть получены аналоги теоремы 3 для k-мерной
симметризации по Штейнеру.
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Abstract. We establish lower estimates for an integral functional∫
Ω

f(u(x),∇u(x)) dx,

where Ω – a bounded domain in Rn (n > 2), an integrand f(t, p) (t ∈ [0,∞), p ∈ Rn) – a function
that is B-measurable with respect to a variable t and is convex and even in the variable p, ∇u(x) – a
gradient (in the sense of Sobolev) of the function u : Ω → R. In the first and the second sections we
utilize properties of permutations of differentiable functions and an isoperimetric inequality Hn−1(∂A) >
λ(mnA), that connects (n−1)-dimensional Hausdorff measure Hn−1(∂A) of relative boundary ∂A of the
set A ⊂ Ω with its n-dimensional Lebesgue measure mnA. The integrand f is assumed to be isotropic,
i.e. f(t, p) = f(t, q) if |p| = |q|. Applications of the established results to multidimensional variational
problems are outlined. For functions u that vanish on the boundary of the domain Ω, the assumption of
the isotropy of the integrand f can be omitted. In this case, an important role is played by the Steiner
and Schwartz symmetrization operations of the integrand f and of the function u. The corresponding
variants of the lower estimates are discussed in the third section. What is fundamentally new here is
that the symmetrization operation is applied not only to the function u, but also to the integrand f .
The geometric basis of the results of the third section is the Brunn-Minkowski inequality, as well as the
symmetrization properties of the algebraic sum of sets.

Keywords: permutation, convex function, measure, gradient, symmetrization, isoperimetric inequal-

ity
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