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Аннотация. Математические модели распределенных вычислений, построенные на основе
исчисления мобильных процессов (π-исчисления), широко используются для проверки свойств
информационной безопасности криптографических протоколов. Поскольку π-исчисление является
полной по Тьюрингу моделью вычислений, эта задача в общем случае алгоритмически неразре-
шима. Поэтому ее исследование проводится лишь для некоторых специальных классов процессов
π-исчисления с ограниченными вычислительными возможностями, например, для нерекурсивных
процессов, в которых все вычисления имеют ограниченную длину, для процессов с ограниченным
числом параллельных компонентов и др. Однако и в этих случаях предложенные разрешающие
алгоритмы оказываются весьма трудоемкими. Мы полагаем, что это обусловлено самой природой
процессов π-исчисления. Цель данной работы — показать, что даже для наиболее слабой модели
пассивного противника и для сравнительно простых протоколов, в которых используются лишь
базовые операции π-исчисления, задача проверки свойств информационной безопасности этих про-
токолов является co-NP-полной.

Ключевые слова: π-исчисление, протокол, безопасность, пассивный противник, верификация,
сложность, NP-полнота
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1. Введение
В стремлении расширить выразительные возможности исчисления взаимодейству-
ющих систем (CCS, Calculus of Communicating Systems) Робин Милнер и его кол-
леги в статье [25] ввели в рассмотрение новую математическую модель распреде-
ленных вычислительных систем — исчисление мобильных процессов, или коротко,
π-исчисление. Оно имеет две отличительные особенности: 1) механизм порождения
новых имен (ν-оператор) и 2) возможность передачи по каналам связи имен кана-
лов связи. Благодаря этим качествам процессы π-исчисления способны изменять
коммуникационную среду, вводя по ходу вычисления новые каналы связи, и моде-
лировать, таким образом, миграцию процессов. В статье [26] Р. Милнеру удалось
показать, что процессы π-исчисления способны воспроизводить вычисления тер-
мов λ-исчисления. Поэтому π-исчисление, в отличие от CCS, является полной по
Тьюрингу моделью вычислений. Своей универсальностью π-исчисление обязано со-
четанию двух указанных особенностей с оператором репликации, унаследованным
от CCS; при отсутствии любого из этих трех факторов π-исчисление перестает быть
универсальной вычислительной моделью.

Спустя сравнительно короткое время после публикации работы [25] было обна-
ружено, что помимо описания поведения систем мобильных процессов π-исчисление
можно успешно использовать для формального описания механизмов работы с объ-
ектами в объектно-ориентированном программировании [33], моделирования бизнес-
процессов [30] и биохимических реакций [28]. Но, вероятно, наибольший интерес
вызвала обнаруженная авторами статьи [1] возможность построения на основе π-
исчисления формальных моделей криптографических протоколов.

В основополагающей статье [19] Д. Долев и Э. Яо предложили разделить за-
дачу проверки свойств безопасности криптографических протоколов на две подза-
дачи: 1) доказательство свойств безопасности (конфиденциальности, целостности
и др.) для базовых функций (шифрование, хэширование и пр.), используемых в
криптографических протоколах, и 2) проверка стойкости криптографических про-
токолов в предположении о том, что все используемые в них криптографические
примитивы удовлетворяют необходимым требованиям стойкости. При этом модель
Долева–Яо наделяет злоумышленника широкими возможностями, включая способ-
ность перехватывать, формировать и отправлять сообщения по открытым каналам
связи. Предложенное в статье [1] исчисление криптографических протоколов — spi-
исчисление — оказалось удачной моделью, в рамках которой проверка стойкости
криптографических протоколов в модели Долева–Яо может быть сведена (или, если
говорить более формально, определена посредством сведения) к задачам проверки
различных видов эквивалентности процессов spi-исчисления или к задаче проверки
достижимости особо выделенных «состояний уязвимости» процессов. В работе [2]
было предложено еще одно расширение π-исчисления — так называемое приклад-
ное π-исчисление, — в котором разрешается строить сложные термы и описывать
их алгебраические свойства при помощи уравнений. Прикладное π-исчисление мо-
жет быть также обогащено вспомогательной памятью с общедоступными и конфи-
денциальными ячейками [5, 9], при помощи которой удобно описывать протоколы
аутентификации, распределения ключей и др.
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Задачам анализа поведения процессов в исчислениях криптографических про-
токолов, построенных на основе π-исчисления, посвящено большое число работ.
Поскольку π-исчисление является алгоритмически полной моделью вычислений,
все указанные задачи в общем случае алгоритмически неразрешимы. Поэтому их
исследование проводится лишь для некоторых специальных классов процессов с
ограниченными вычислительными возможностями, например, для нерекурсивных
процессов, в которых все вычисления имеют ограниченную длину, для процессов с
ограниченным числом параллельных компонентов и др. Наиболее значительные до-
стижения исследований задач анализа поведения процессов spi-исчисления таковы.
Было показано, что задача проверки достижимости разрешима для нерекурсивных
процессов spi-исчисления [3,23] и является NP-полной [29]. Среди различных видов
эквивалентности процессов наиболее полезными для криптографических приложе-
ний оказываются тестовая эквивалентность [1] и наблюдаемая эквивалентность [2].
Разрешимость задачи проверки тестовой эквивалентности нерекурсивных процес-
сов была установлена в статье [20], однако предложенная разрешающая процедура
имеет большую вычислительную трудоемкость. Алгоритмы проверки наблюдаемой
эквивалентности для некоторых классов процессов spi-исчисления и прикладного π-
исчисление были представлены и исследованы в статьях [10,15,16,18]. В статье [16]
было также показано, что для нерекурсивных процессов прикладного π-исчисления
задача проверки наблюдаемой эквивалентности NP-полна. Наряду с наблюдаемой
эквивалентностью процессов исследовались также и более простые отношения би-
симуляции [8]. В статье [32] показано, что задача проверки отношения открытой
бисимуляции нерекурсивных процессов spi-исчисления разрешима. Для процессов
spi-исчисления исследовалась также возможность их верификации при помощи ме-
тодов статического анализа [7]. Преимущество этого подхода состоит в том, что
он применим к любым (в том числе рекурсивным) процессам. Предложенные фор-
мальные методы анализа криптографических протоколов на основе π-исчисление
применялись на практике: с их помощью удалось, например, обнаружить и устра-
нить уязвимость в сетевом протоколе безопасной маршрутизации ARAN [22].

Даже в тех случаях, когда нерекурсивный процесс spi-исчисления P имеет всего
лишь конечное множество вычислений, задача анализа его поведения во взаимо-
действии с внешней средой оказывается непростой. Причина состоит в том, что в
модели Долева–Яо внешняя среда (злоумышленник) представляется в виде беско-
нечного семейства процессов A, и задача проверки свойств информационной без-
опасности состоит в анализе поведения всех процессов вида P |R, где R ∈ A. Про-
цессы семейства A способны, вообще говоря, формировать сколь угодно сложные
сообщения, и поэтому система процессов {P |R : R ∈ A} может иметь беско-
нечно много состояний и вычислений. Методы, предложенные и развитые в рабо-
тах [10, 15, 16, 18, 20, 32], позволяют выделить (иногда неявно) такое конечное под-
множество процессов A′, A′ ⊆ A, описывающих внешнюю среду, что для проверки
стойкости протокола P в модели Долева–Яо достаточно проанализировать пове-
дение лишь конечного числа процессов вида P |R, где R ∈ A′. Размер множества
процессов A′ оказывается, по меньшей мере, экспоненциально зависящим от раз-
мера процесса P , и поэтому алгоритмы проверки свойств безопасности процессов
spi-исчисления или прикладного π-исчисления, предложенные в указанных работах,
оказываются трудоемкими.
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Впервые об NP-полноте задачи проверки свойств небезопасности криптографи-
ческих протоколов с ограниченным числом сеансов (нерекурсивных протоколов)
было объявлено в работах [3,4]. Однако в них рассматривались лишь модели крипто-
графических протоколов с простыми (атомарными) ключами шифрования. Кроме
того, авторы статьи [4] привели лишь общую схему обоснования сложности описан-
ной ими разрешающей процедуры. Полное доказательство теоремы об NP-полноте
задачи проверки свойств небезопасности нерекурсивных криптографических про-
токолов с атомарными ключами шифрования было опубликовано в статьях [21,31].
Этот результат был усилен в работе [29]; в ней было показано, что задача проверки
свойства небезопасности остается NP-полной и для нерекурсивных криптографи-
ческих протоколов, использующих составные ключи шифрования. Доказательство
принадлежности этой задачи классу сложностей NP опирается на утверждение о
том, что всякий нестойкий в модели Долева–Яо протокол может быть скомпроме-
тирован активным противником, способным порождать сообщения, размер которых
полиномиально зависит от размера протокола. Этот подход к построению и обосно-
ванию трудоемкости процедур проверки свойств небезопасности был использован
в последующих статьях [11–14] для протоколов с более сложными криптографи-
ческими примитивами. Однако, как было показано в статье [24], доказательство
утверждения о существовании минимальной модели противника полиномиального
размера, приведенное в работе [29], содержит ошибку. Она была исправлена в той
же статье [24].

Во всех указанных выше работах авторы исследовали задачу проверки свойств
небезопасности для криптографических протоколов со все более расширяющимся
разнообразием вычислительных и коммуникационных действий, и основное вни-
мание уделялось доказательству принадлежности этой задачи классу сложностей
NP. Доказательство NP-трудности рассматриваемой задачи проводилось путем све-
дения к ней проблемы выполнимости 3-КНФ. Естественно, что это сведение осу-
ществлялось все проще по мере усложнения модели криптографических прото-
колов. Для этих целей использовались различные средства, допускаемые в spi-
исчислении, включая функции шифрования/расшифрования, функции пары, опе-
раторы ветвления и др. Мы полагаем, однако, что трудности анализа стойкости
криптографических протоколов, моделируемых при помощи процессов различных
расширений π-исчисления, обусловлены, в первую очередь, алгоритмическими труд-
ностями, присущими самому π-исчислению как базовой модели систем распределен-
ных мобильных вычислений. Мы рассматриваем задачу проверки стойкости прото-
колов, описанных при помощи базовых средств π-исчисления, в модели пассивного
противника. Анализируемые протоколы представляют собой параллельную компо-
зицию процессов P1|P2| · · · |Pn, каждый из которых является последовательной ком-
позицией действий отправления и приема сообщений Pi = act1.act2. · · · .actm. Среди
имен, используемых в качестве сообщений, только одно является конфиденциаль-
ным, а все остальные считаются либо общеизвестными, либо случайными именами,
использующимися лишь однократно. Пассивный противник имеет возможность пе-
рехватывать (подслушивать) сообщения, передаваемые по тем каналам связи, имена
которых ему известны. Подслушанные имена расширяют знания противника и мо-
гут быть использованы при последующих перехватах. Протокол считается стойким,
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если при любом его выполнении знания пассивного противника не будут включать
в себя конфиденциальные имена.

В данной статье мы показываем, что для любой 3-КНФ ϕ можно построить, ис-
пользуя лишь базовые средства π-исчисления, такой процесс Procϕ = P1|P2| · · · |Pn
указанного выше вида, который является стойким относительно пассивного про-
тивника в том и только том случае, когда 3-КНФ ϕ невыполнима. При этом размер
процесса Procϕ линейно зависит от размера формулы ϕ, и все вычисления это-
го процесса завершаются нормально, не попадая в тупики. В свете результатов об
NP-полноте задачи проверки свойств небезопасности криптографических протоко-
лов, полученных в статьях [3,4,11–14,21,24,29,31], основная теорема данной статьи
показывает, что главным фактором, определяющим сложность рассматриваемой
задачи, является ограниченность длины вычислений криптографических протоко-
лов; влияние других факторов, таких как разнообразие используемых в протоколах
криптографических примитивов и средств управления вычислением протоколов,
структура и размер передаваемых сообщений и др., оказывается второстепенным.

Статья устроена следующим образом. Во втором разделе приводится описание
синтаксиса и семантики π-исчисления. В разделе 3 определяется модель пассивного
противника и формулируется задача проверки стойкости процессов π-исчисления
в модели пассивного противника. В разделе 4 описано устройство процесса Procϕ,
соответствующего произвольной 3-КНФ ϕ, и показано, что этот процесс обладает
свойством нормальной завершаемости — все его вычисления завершаются в одном
и том же пустом процессе. Также установлено, что все вычисления процесса Procϕ
безопасны в том и только том случае, если 3-КНФ ϕ невыполнима. Отсюда следует,
что проблема выполнимости 3-КНФ сводима к задаче проверки свойства небезопас-
ности процессов π-исчисления в модели пассивного противника. В заключении мы
обсуждаем значение полученных результатов.

2. Синтаксис и семантика π-исчисления

Мы ограничиваемся рассмотрением базового нерекурсивного фрагмента синхронно-
го монадического исчисления мобильных процессов. Пусть задано некоторое беско-
нечное множество объектов N , которые будут называться именами. Имена служат
для обозначения каналов связи, а также данных, передаваемых по этим каналам.
Для записи имен будут использоваться строчные латинские буквы a, b, . . . , x, y, z.

Элементарным действием синхронной коммуникации E называется всякое вы-
ражение вида x〈y〉 (отправление сообщения y по каналу связи x) или x(y) (прием
сообщения, связывающего имя y, по каналу связи x). Процессом π-исчисления назы-
вается всякое выражение, которое может быть построено по следующим правилам:

P,Q ::= 0 (завершить выполнение процесса)
| E.P (выполнить действие E и перейти к выполнению процесса P )
| P |Q (выполнять параллельно процессы P и Q)
| (νx) P (ввести новое имя x и перейти к выполнению процесса P ).

Множество всех определенных таким образом процессов обозначим символом P .
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Вхождения имен в процесс подразделяются на свободные и связанные. Множе-
ство fn(P ) свободных имен процесса P определяется в зависимости от устройства
процесса по следующим правилам:

1. fn(0) = ∅,

2. fn(x〈y〉.P ) = fn(P ) ∪ {x, y}, fn(x(y).P ) = fn(P ) ∪ {x}) \ {y},

3. fn((νx) P ) = fn(P ) \ {x},

4. fn(P |Q) = fn(P ) ∪ fn(Q).

Вхождение имени x в процесс P считается свободным, если это вхождение не со-
держится ни в одном подпроцессе вида (νx) P ′ или y(x).P ′ процесса P . Запись вида
P{x/y} обозначает процесс, полученный из процесса P одновременной заменой всех
свободных вхождений имени y именем x. Подстановка {x/y} называется правиль-
ной для процесса P , если каждое свободное вхождение имени y не содержится ни в
одном подпроцессе вида (νx) P ′ процесса P .

Операционная семантика мобильных процессов определяется отношением струк-
турной конгруэнтности ≡π и отношением редукции →π. Отношение ≡π — это наи-
меньшее отношение конгруэнтности на множестве процессов P , удовлетворяющее
следующим тождествам:

1. 0|P ≡π P , P |Q ≡π Q|P , P |(Q|R) ≡π (P |Q)|R, т.е. система (P , |,0) является
коммутативной полугруппой;

2. (νy) P ≡π (νx) P{x/y} для всякого имени x, x 6∈ fn(P ), и правильной для
процесса P подстановки {x/y};

3. ((νx) P )|Q ≡π (νx) (P |Q) для всякого имени x, x 6∈ fn(Q);

4. (νx).0 ≡π 0, (νx) ((νy) P ) ≡π (νy) ((νx) P ).

Нетрудно заметить, что если P ≡π Q, то fn(P ) = fn(Q).
Отношение редукции — это наименьшее четырехместное отношение →π⊆ P ×

N × N × P , удовлетворяющее для любых процессов P,Q, P ′, Q′ и имен x, y, z сле-
дующим требованиям (выполнимость отношения →π для четверки P, x, y,Q тради-

ционно обозначается записью P
x(y)−→π Q):

1. (x〈y〉.P )|(x(z).Q) x(y)−→π P |Q{y/z};

2. если P
x(y)−→π P

′, то P |Q x(y)−→π P
′|Q;

3. если P
x(y)−→π P

′, то (νz). P
x(y)−→π (νz). P ′;

4. если P ≡π Q, P
x(y)−→π P

′ и P ′ ≡π Q′, то Q
x(y)−→π Q

′.
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Четверки P
x(y)−→π Q, удовлетворяющие отношению редукции процессов, будем на-

зывать редукциями (или, иначе, коммуникациями по каналу связи x). Канал связи
x, по которому может быть выполнена редукция процесса P , называется активным
в процессе P .

Вычислением процесса P0 назовем всякую последовательность редукций вида

P0
x1(y1)−→π P1

x2(y2)−→π · · ·
xn−1(yn−1)−→π Pn−1

xn(yn)−→π Pn. (1)

Процесс, не допускающий ни одной редукции, называется тупиковым. Вычисление
(1) считается завершенным, если процесс Pn является тупиковым. Если Pn ≡π 0, то
завершение вычисления является нормальным. Очевидно следующее утверждение,
которым мы будем пользоваться при анализе вычислений процессов.

Утверждение 1. Если в процессе P0 активен канал связи x, то в любом завер-
шенном вычислении (1) происходит коммуникация по каналу x.

Иными словами, по каждому активному в процессе P0 каналу связи рано или
поздно обязательно будет передано сообщение.

3. Модель пассивного противника

По отношению к заданному процессу π-исчисления P сторонний наблюдатель (про-
тивник) мыслится как некоторый процесс R, который может вступать во взаимо-
связь с процессом P . Это взаимодействие определяется параллельной композици-
ей P |R. Все имена процесса P , связанные оператором ν, могут быть истолкованы
как однократно используемые данные, порождаемые процессом. Поэтому вначале
коммуникация процессов P и R может осуществляться только по каналам связи,
принадлежащим множеству fn(P ). Но затем противник, получая (перехватывая)
сообщения, переданные по этим каналам, узнает новые имена, которыми он сможет
пользоваться для последующей коммуникации с P . Пассивный противник R спо-
собен лишь подслушивать сообщения, отправленные процессом P по тем каналам
связи, которые известны противнику в момент выполнения действий отправления и
приема сообщения. Такая способность пассивного противника моделируется парой
последовательно выполняемых действий x(y).x〈y〉. Подслушанные таким образом
сообщения не теряются и не подменяются. В роли пассивного противника может
выступать любой процесс R, представляющий собой последовательную компози-
цию пар действий приема и отправления одного и того же сообщения по одному
и тому же каналу связи. В отличие от пассивного противника, активный против-
ник способен не только подслушивать сообщения, но также конструировать новые
сообщения и осуществлять подмену перехваченных сообщений; в роли активного
противника может выступать любой процесс π-исчисления R.

Свойства информационной безопасности процесса P проявляются в его взаи-
модействии с произвольным противником того или иного вида. Чтобы избежать
необходимости рассматривать поведение всех возможных параллельных компози-
ций вида P |R, обычно используется модель абстрактного противника, которая опре-
деляется состоянием его знаний K — множеством известных противнику имен. Это
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множество имен может изменяться по ходу выполнения действий процессом P . В
случае взаимодействия процесса P с пассивным противником, преобразование со-
стояния (P,K) взаимодействующей системы в состояние (P ′, K ′) возможно только
за счет выполнения некоторого перехода процесса P . Если противник является ак-
тивным, то преобразование состояния (P,K) в состояние (P ′, K ′) может произойти
как за счет выполнения некоторой редукции процесса P , так и в результате выпол-
нения некоторого действия x(y) или x〈y〉 процесса P при условии, что состояние
знаний противника K позволяет ему сформировать парное действие вида x〈z〉 или
x(z) соответственно. Целью противника является достижение состояния знаний из
некоторого выделенного семейства S, которое составляет угрозу безопасности.

В данной статье мы ограничиваемся рассмотрением взаимодействия процессов π-
исчисления с пассивным противником. Пассивный противник характеризуется спис-
ком записей об известных ему именах. Для формирования записей введем новый
оператор κ и будем использовать выражение (κx), где x ∈ N , для обозначения
записи имени x в базе данных противника. Модель пассивного противника пред-
ставляет собой всякий список записей (базу данных) A, который может быть по-
строен по следующим правилам:

A ::= 0 (пустая база данных)
| (κx).A (база данных, содержащая запись имени x).

В отличие от оператора ν оператор записи κ не осуществляет связывание имен,
и поэтому множество fn(A) свободных имен противника A состоит из всех имен,
входящих в состав выражения A.

Пассивный противник может наблюдать за вычислениями процесса π-исчисле-
ния; для формального описания этого явления будем использовать оператор парал-
лельной композиции. Мониторингом процесса P противником A будем называть
всякое выражение M , которое может быть построено по следующим правилам:

M ::= P |A (противник A наблюдает за процессом P )
| (νx).M (мониторинг M проводится в области определения

однократно используемого имени x).

Множество всех возможных мониторингов обозначим символомM. Множество сво-
бодных имен мониторинга M обозначим fn(M). В множестве fn(M) свободных
имен мониторинга M нас будут особо интересовать свободные имена, входящие в
состав записей противника вида (κx). Подмножество всех свободных имен указан-
ного вида обозначим выражением open(M).

Операционная семантика мониторингов, так же как семантика процессов π-
исчисления, определяется отношением структурной конгруэнтности ≡ и отноше-
нием переходов →. Отношение ≡ — это наименьшее отношение конгруэнтности на
множестве мониторинговM, которое включает отношение структурной конгруэнт-
ности ≡π на множестве процессов и удовлетворяет следующим тождествам:

1. (νy). M ≡ (νx). M{x/y} для всякого имени x, x 6∈ fn(M), и правильной для
мониторинга M подстановки {x/y};

2. (κx).(κy).A ≡ (κy).(κx).A для всякой пары имен x, y и противника A;
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3. (κx).(κx).A ≡ (κx).A для всякого имени x и противника A

Первое из этих тождеств означает, что все сведения противника об однократно ис-
пользуемых именах действительны только в контексте наблюдаемого процесса, а
два других тождества позволяют рассматривать базу знаний противника как неупо-
рядоченное множество записей. Учитывая последнее обстоятельство, условимся для
произвольного множества имен X = {x1, x2, . . . , xn} обозначать выражением A(X)
противника (κx1).(κx2). . . . .(κxn).0.

Отношение переходов → — это наименьшее бинарное отношение на множестве
мониторинговM, удовлетворяющее следующим требованиям для любых процессов
P,Q, P ′, Q′, модели противника A, мониторингов M,N,M ′, N ′ и имен x, y:

1. если P
x(y)−→π P

′, то P |A→ P ′|A;

2. если P
x(y)−→π P

′, то P |(κx).A→ P ′|(κy).(κx).A;

3. если M →M ′, то (νx). M → (νx). M ′;

4. если M ≡ N , M →M ′ и M ′ ≡ N ′, то N → N ′.

Второе из приведенных здесь правил гласит: если наблюдаемый процесс выполняет
коммуникацию некоторых данных по каналу связи, имя которого известно против-
нику, то передаваемые данные тоже становятся известны противнику. Рефлексивно-
транзитивное замыкание отношения переходов обозначим →∗. Мониторинг M ′ счи-
тается достижимым из мониторинга M , если выполняется отношение M →∗ M ′.

Пример 1. Пусть имеется процесс

P = ((νx).(νy). ch〈x〉.x(y).0)|((νz). ch(z).z〈secret〉.0)

и модель пассивного противника A = (κ ch).0. Тогда мониторинг M = P |A порож-
дает последовательность переходов

M
↓

(νx).(νz).
(
((νy). x(y).0)|(x〈secret〉.0)|(κx).(κ ch).0

)
↓

(νx).(νy).(νz).
(
(κ secret).(κx).(κ ch).0

)
.

Цель противника, располагающего определенными априорными сведениями о
процессе, состоит в выведывании некоторых конфиденциальных данных, с которы-
ми оперирует процесс. Поэтому и атакой, и угрозой, относительно которых форму-
лируется требование стойкости процессов, являются конечные множества имен X и
Y . Будем говорить, что процесс P является стойким относительно угрозы Y при
осуществлении атаки X (коротко, (X, Y )-стойким), если для любого мониторинга
M , достижимого из начального мониторинга P |A(X), неверно, что Y ⊆ open(M),
т.е. ни в одном вычислении процесса P пассивный противник, знающий вначале
лишь множество имен X, не может подслушивать коммуникации процесса так, что-
бы сформировать из подслушанных имен множество Y . Задача проверки стойкости
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процессов в модели пассивного противника состоит в том, чтобы для произвольного
заданного процесса P , атаки X и угрозы Y выяснить, является ли (X, Y )-стойким
процесс P . В приведенном выше примере процесс P не является стойким относи-
тельно угрозы {secret} при осуществлении атаки {ch}.

4. Сложность задачи проверки стойкости процессов
Теорема 1. Задача проверки стойкости процессов множества P в модели пассив-
ного противника является co-NP-полной.

Доказательство. Поскольку процессы множества P не содержат оператора репли-
кации ! или иных средств рекурсивного описания вычислений, длина каждого вы-
числения процесса P из множества P не превосходит размера процесса P . Кроме
того, как можно видеть из определения отношения переходов→, у каждого монито-
ринга M число его попарно неконгруэнтных наследников (образов) M ′ по отноше-
нию→ не превосходит квадрата от размераM . Отсюда следует, что задача проверки
стойкости процессов множества P принадлежит классу сложностей co-NP.

Для обоснования co-NP-трудности рассматриваемой задачи покажем, что к ней
log-space сводима задача проверки невыполнимости 3-КНФ. Для произвольной за-
данной 3-КНФ ϕ мы построим процесс Procϕ, который способен моделировать вы-
числение значения формулы ϕ на всех наборах значений переменных и позволяет
противнику подслушать конфиденциальное имя secret, переданное по открытому
каналу связи ch, в том и только том случае, когда ϕ выполнима.

Пусть задана произвольная 3-КНФ ϕ = D1∧D2∧· · ·∧DN , зависящая от перемен-
ных x1, x2, . . . , xn, в которой каждый дизъюнкт Di, 1 ≤ i ≤ N, имеет вид `1i∨`2i∨`3i,
где `1i, `2i, `3i — литеры, являющиеся переменными или их отрицаниями. Мы будем
различать имя литеры ` и имя той переменной, на основе которой определяется эта
литера. Условимся для каждой литеры ` использовать запись xσ, где σ = 1, если
` = x, и σ = 0, если ` = ¬x. Без ограничения общности можно считать, что каждая
литера xσi , 1 ≤ i ≤ n, σ ∈ {0, 1}, входит в состав 3-КНФ ϕ. Кроме того, для литеры `
мы будем обозначать записью `∗ контрарную литеру противоположной полярности,
а записью m` общее число вхождений литеры ` в формулу ϕ.

Опишем устройство процесса Procϕ. В нем есть только два свободных имени ch
и secret. Имя ch обозначает открытый (доступный для подслушивания) канал свя-
зи; это имя составляет атаку. Имя secret обозначает конфиденциальные данные, и
оно составляет угрозу. Все остальные имена, фигурирующие в процессе Procϕ, свя-
заны операторами ν. Это множество имен состоит из имен переменных x1, . . . , xn,
имен положительных и отрицательных литер, соответствующих этим переменным,
`1, . . . , `n, `

∗
1, . . . , `

∗
n, имен дизъюнктов d1, . . . , dN , а также три особых имени g, h и r.

Процесс Procϕ представляет собой композицию параллельных подпроцессов, кото-
рым отведены следующие роли.

1. Подпроцесс Init призван активизировать для каждой переменной xi, 1 ≤ i ≤
n, в точности одну из литер xi или ¬xi, отправив для каждой переменной xi
сообщение, которое может принять только один из двух процессов S`i или S`∗i :

Init = x1〈z〉.x2〈z〉. . . . .xn〈z〉.0 .
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2. Для каждой из 2n литер ` = xσi , 1 ≤ i ≤ n, σ ∈ {0, 1}, подпроцесс S` призван
активизировать все каналы связи с именем `, используемые в процессе Procϕ:

S` = xi(z). `〈z〉.`〈z〉. . . . .`〈z〉︸ ︷︷ ︸
m`+m`∗ раз

.0 .

3. Подпроцесс Checkϕ=0 предназначен для проверки того, что формула ϕ прини-
мает значение 0 на том наборе значений переменных, который соответствует
активизированным литерам:

Checkϕ=0 = CheckD1=0|CheckD2=0| . . . |CheckDN=0 ,

где для каждого дизъюнкта Di = `1i∨ `2i∨ `3i подпроцесс CheckDi=0 имеет вид

CheckDi=0 = `∗1i(z).`
∗
2i(z).`

∗
3i(z).r〈ch〉.0 .

Таким образом, каждый процесс CheckDi=0 в том случае, если активизированы
литеры, контрарные по отношению к литерам `1i, `2i, `3i, отправляет по каналу
связи r имя открытого канала ch.

4. Подпроцесс Checkϕ=1 предназначен для проверки того, что формула ϕ прини-
мает значение 1 на том наборе значений переменных, который соответствует
активизированным литерам:

Checkϕ=1 = CheckD1=1|CheckD2=1| . . . |CheckDN=1|CheckAll ,

где для каждого дизъюнкта Di = `1i∨ `2i∨ `3i подпроцесс CheckDi=1 имеет вид

CheckDi=1 = (`1i(z).di〈z〉.0)|(`2i(z).di〈z〉.0)|(`3i(z).di〈z〉.0) ,

а подпроцесс CheckAll имеет вид

CheckAll = d1(z).d2(z). . . . .dN(z).r〈secret〉.0 .

Таким образом, процесс Checkϕ=1 отправляет по каналу связи r секретное
имя secret, если для каждого дизъюнкта Di = `1i ∨ `2i ∨ `3i, 1 ≤ i ≤ N, была
активизирована хотя бы одна входящая в него литера `ji, 1 ≤ j ≤ 3.

5. Подпроцесс OpenCh призван осуществить коммуникацию по открытому кана-
лу связи ch после того, как было проверено значение формулы ϕ, и запустить
подпроцесс «сборки мусора», который позволит выполнить все незавершенные
действия коммуникации процесса Procϕ:

OpenCh = (r(y).ch〈y〉.g〈z〉.h〈z〉.0)|(ch(x).0) .

Запуск подпроцесса «сборки мусора» осуществляют действия отправления со-
общений g〈z〉 и h〈z〉.
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6. Подпроцесс «сборки мусора» Garbage предназначен для того, чтобы активизи-
ровать все те литеры, которые не были активизированы подпроцессом Init, и
заставить выполниться все действия подпроцессов Checkϕ=0 и Checkϕ=1, остав-
шиеся невыполненными после первой активизации литер процессом Init:

Garbage = Final | Collect ,

где
Final = g(z).x1〈z〉.x2〈z〉. . . . .xn〈z〉.0 ,

Collect = h(z).d1(z).d1(z).d2(z).d2(z). . . . .dN(z).dN(z).r(y1).r(y2). . . . .r(yN).0 .

Обозначим записью names список всех имен, за исключением ch и secret, встреча-
ющихся в указанных выше подпроцессах. Процесс Procϕ представляет собой парал-
лельную композицию всех этих подпроцессов, в которой все имена из списка names
связаны оператором ν:

Procϕ = (ν names).(Init|S`1 |S`∗1 | . . . |S`n |S`∗n |Checkϕ=0|Checkϕ=1|OpenCh|Garbage) .

Легко видеть, что, располагая КНФ ϕ, процесс Procϕ можно построить, используя
лишь логарифмическую память.

Вначале покажем, что любое завершенное вычисление процесса Procϕ

Procϕ = P0 −→π P1 −→π · · · −→π Pm−1 −→π Pm (2)

оканчивается нормально, т.е. Pm = 0.
Прежде всего, заметим, что ни одно имя u, являющееся аргументом какого-либо

действия приема сообщения v(u), не является именем никакого канала связи. Это
означает, что имена каналов связи по ходу вычисления (2) не изменяются (возмож-
но лишь переименование, допустимое по отношению конгруэнтности ≡π). Кроме
того, в процессе Procϕ для каждого имени канала связи u число действий отправ-
ления сообщений по каналу u равно числу действий приема сообщений по этому
же каналу. Поэтому для доказательства нормального завершения вычисления (2)
достаточно показать, что в нем выполнены все действия отправления сообщений
процесса Procϕ.

Заметим, что в процессе Procϕ активен канал x1, а процесс Pm является тупи-
ковым. Значит, согласно утверждению 1, по ходу вычисления (2) была выполнена
коммуникация по каналу x1. Действия приема сообщения по этому каналу связи
есть только в подпроцессах активизации литер Sx1 и S¬x1 . Рассмотрим тот из этих
двух подпроцессов, в котором коммуникация по каналу связи x1 выполнилась рань-
ше всего в вычислении (2); пусть этот подпроцесс предназначен для активизации
литеры `1 = xσ11 . Тогда после выполнения первой коммуникации по каналу x1 ак-
тивным становится канал связи `1. Согласно описанию подпроцесса S` активность
канала `1 будет поддерживаться по ходу вычисления до тех пор, пока не сработают
все возможные действия приема сообщений по этому каналу.

После выполнения коммуникации по каналу x1 (в любом из подпроцессов Init
или Final) активным становится также канал связи x2, для которого будут справед-
ливы рассуждения подобные тем, что были приведены выше для канала x1. Проводя



Аббас М.М., Захаров В.А.
Даже простые процессы π-исчисления трудны для анализа 601

эти рассуждения для всех каналов связи x1, x2, . . . , xn, приходим к заключению о
том, что в вычислении (2) для некоторого двоичного набора α = (σ1, σ1, . . . , σn) ока-
зываются активизированными каналы связи `1 = xσ11 , `2 = xσ22 , . . . , `n = xσnn , и их
активность будет поддерживаться по ходу вычисления до тех пор, пока не сработа-
ют все возможные действия приема сообщений по этим каналам.

Далее необходимо рассмотреть два случая, в зависимости от того, какое значение
принимает формула ϕ на наборе α значений переменных.

Если ϕ(α) = 0, то для некоторой тройки выделенных выше литер `i1 , `i2 , `i3
КНФ ϕ содержит дизъюнкт Dj = ¬`i1 ∨¬`i2 ∨¬`i3 . Согласно описанию подпроцесса
Checkϕ=0, одним из компонентов его параллельной композиции является подпроцесс

CheckDj=0 = `i1(z).`i2(z).`i3(z).r〈ch〉.0 .

Поскольку, как было установлено выше, подпроцессы вида S` поддерживают ак-
тивность каналов `i1 , `i2 , `i3 , пока не выполнятся все возможные действия приема
сообщений по этим каналам, в вычислении (2) осуществляются коммуникации по
каналам `i1 , `i2 , `i3 , в которых принимают участие действия приема сообщений под-
процесса CheckDj=0. После выполнения последней из этих трех редукций активным
становится канал связи r, поскольку действием приема сообщения по этому каналу
начинается один из компонентов параллельной композиции подпроцесса OpenCh.

Если ϕ(α) = 1, то каждый дизъюнкт Dj, 1 ≤ j ≤ N, содержит одну из выде-
ленных выше литер `1, `2, . . . , `n. Значит, в соответствии с описанием подпроцесса
Checkϕ=1 для каждого j, 1 ≤ j ≤ N , параллельная композиция этого подпроцесса
содержит компонент `i(z).dj〈z〉.0, где `i — одна из выделенных литер, являющаяся
именем активизированного канала связи. Ввиду того, что активность «литерных»
каналов поддерживается, пока не сработают все возможные действия приема со-
общений по этим каналам, в вычислении (2) осуществляются редукции, в которых
принимают участие все действия приема сообщений, стоящие в начале указанных
компонентов. После выполнения этих редукций поочередно активизируются каналы
связи с именами d1, d2, . . . , dN . Активизация этих каналов обусловлена тем, что дей-
ствия приема сообщений по этим каналам стоят в начале последовательной компо-
зиции действий, образующей подпроцесс CheckAll. Тогда, согласно утверждению 1,
в вычислении (2) происходят коммуникации по каналам связи d1, d2, . . . , dN .

Если все упомянутые выше коммуникации по каналам связи d1, d2, . . . , dN про-
исходят с привлечением действий приема сообщений из подпроцесса CheckAll, то
после их выполнения активизируется канал связи r. А в том случае, если хотя бы
одна из упомянутых коммуникаций происходит с привлечением действия приема со-
общения из подпроцесса Collect, то это оказывается возможным согласно описанию
этого подпроцесса только после коммуникации по каналу связи h. Однако передача
сообщения по этому каналу, как видно из описания подпроцесса OpenCh, возможна
только после коммуникации по каналу связи r.

Таким образом, независимо от значения ϕ(α) в вычислении (2) активизируется
канал r. Значит, согласно утверждению 1, в вычислении (2) происходит коммуника-
ция по каналу связи r. Рассмотрим самую первую из таких редукций. Она не может
проводиться с использованием действий приема сообщений из подпроцесса Collect:
как было отмечено выше, эти действия приема сообщений могут быть использованы
только после коммуникации по каналу связи h, а этот канал может быть активи-
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зирован лишь после проведения хотя бы одной коммуникации по каналу связи r.
Следовательно, первая коммуникация по каналу связи r в вычислении (2) прово-
дится с привлечением действия приема сообщения по этому каналу из подпроцесса
OpenCh.

Как видно из описания этого подпроцесса, после выполнения первого содержа-
щегося в нем действия приема сообщения по каналу r последовательно активи-
зируются каналы ch, g и h. Поэтому, согласно утверждению 1, в вычислении (2)
происходят коммуникации по указанным каналам связи. После выполнения этих
редукций оказываются вновь активизированы все каналы связи x1, x2, . . . , xn. По-
сле проведения коммуникаций по этим каналам с использованием действий приема
сообщений из подпроцессов вида S` оказываются активизированы все каналы связи,
соответствующие всем литерам КНФ ϕ. После проведения коммуникации по всем
активизированным «литерным» каналам связи с привлечением соответствующих
действий приема сообщений из подпроцессов Checkϕ=0 и Checkϕ=1 активными ока-
зываются все каналы связи d1, d2, . . . , dN , а также канал связи r. Выполнение ком-
муникаций по этим каналам связи проводится с использованием действий приема
сообщений из подпроцесса Collect, а также подпроцесса CheckAll в случае ϕ(α) = 0.
В результате проведения этих редукций в вычислении (2) образуется процесс Pm, в
котором нет ни одного действия, т.е. Pm ≡ 0.

Таким образом, всякое вычисление (2) процесса Procϕ завершается нормально.
Далее заметим, что процесс Procϕ допускает передачу по каналу связи r только

имен ch и secret. Покажем, что в любом вычислении (2) процесса Procϕ выполнение

редукции Pi
ch(secret)−→π Pi+1 возможно в том и только том случае, когда 3-КНФ ϕ

выполнима.
Единственное действие передачи сообщения по открытому каналу связи ch со-

держится в подпроцессе OpenCh. Он устроен так, что редукции Pi
ch(secret)−→π Pi+1 в

вычислении (2)

• должна предшествовать редукция Pj
r(secret)−→π Pj+1,

• не может предшествовать ни одна коммуникация с привлечением действий из
подпроцесса Garbage.

Все действия отправления сообщений по каналу r содержатся только в подпроцес-
сах Checkϕ=0 и Checkϕ=1. Однако в подпроцессе Checkϕ=0 эти действия призваны
отправлять по каналу r имя ch, и лишь в подпроцессе CheckAll имеется единствен-
ное действие отправления имени secret по каналу связи r. Этому действию в под-
процессе CheckAll предшествуют действия приема сообщений по каналам связи
d1, d2, . . . , dN . Значит, выполнение редукции Pj

r(secret)−→π Pj+1 в вычислении (2) воз-
можно в том и только том случае, если этому выполнению предшествовали выпол-
нения коммуникаций по каналам связи d1, d2, . . . , dN .

Действия отправления сообщений по указанным каналам связи содержатся толь-
ко в подпроцессах CheckDk=1, 1 ≤ k ≤ N . Согласно описанию каждого из подпро-
цессов CheckDk=1 активизации канала связи dk предшествует выполнение комму-
никации по одному из каналов `1k, `2k, `3k. Обозначим записью `ik имя одного из
тех каналов `1k, `2k, `3k, выполнение коммуникации по которому предшествовало в
вычислении (2) активизации канала связи dk.
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Рассмотрим множество выделенных литер L = {`ik : 1 ≤ k ≤ N}. Согласно
описанию подпроцессов CheckDk=1, 1 ≤ k ≤ N , в каждом дизъюнкте Dk КНФ ϕ
содержится одна из литер рассматриваемого множества. Кроме того, можно заме-
тить, что в множестве литер L нет контрарных пар. Действительно, если бы в L
содержалась контрарная пара литер ` = x0ik и `∗ = x1ik , то это означало бы, что
в вычислении (2) оба канала связи ` и `∗ были активизированы ранее, чем бы-

ла выполнена редукция Pi
ch(secret)−→π Pi+1. Согласно описанию подпроцессов S` и S`∗

активизация обоих указанных каналов может осуществиться только после выполне-
ния двух коммуникаций по каналу xm. Действия отправления сообщения по каналу
xm содержатся в подпроцессах Garbage и Init, однако, на отрезке вычисления (2),

предшествующем выполнению редукции Pi
ch(secret)−→π Pi+1, все действия подпроцесса

Garbage еще заблокированы, а подпроцесс Init содержит лишь одно действие от-
правления сообщения по каналу xm. Следовательно, только один из двух каналов
связи ` и `∗ может быть активизирован до выполненния редукции Pi

ch(secret)−→π Pi+1 в
вычислении (2).

Существование непротиворечивого множества литер, которое имеет хотя бы од-
ну общую литеру с каждым дизъюнктом КНФ Procϕ, является признаком выпол-
нимости КНФ ϕ. Таким образом, если в каком-либо вычислении процесса Procϕ

проводится редукция Pi
ch(secret)−→π Pi+1, то КНФ ϕ выполнима. И, напротив, если

КНФ ϕ выполнима, то нетрудно построить вычисление процесса Procϕ, в котором
по открытому каналу связи ch передается имя secret. Значит, процесс Procϕ явля-
ется стойким относительно угрозы {secret} при осуществлении атаки {ch} в том и
только том случае, если КНФ ϕ невыполнима. Следовательно, проблема невыполни-
мости 3-КНФ log-space сводима к задаче проверки стойкости процессов множества
P в модели пассивного противника. �

5. Заключение

Авторы еще раз отмечают, что представленный в статье результат о co-NP-полноте
задачи проверки стойкости моделей нерекурсивных криптографических протоко-
лов не является принципиально новым. Новизна этого результата состоит в том,
что он был получен для, вероятно, самой простой модели вычислений, в которой
можно сформулировать содержательную задачу проверки свойств информацион-
ной безопасности. Теорема 1 свидетельствует о том, что данная задача является
вычислительно трудной даже в самой простой постановке, когда в проверяемых
протоколах отсутствуют какие-либо криптографические примитивы, а противник
является пассивным.

Особого внимания заслуживает модель пассивного противника и новое понятие
мониторинга, расширяющее выразительные возможности исчислений мобильных
процессов как средства описания криптографических протоколов. Ранее, насколь-
ко нам известно, моделирование противника и его взаимодействия с протоколом
осуществлялось за рамками строгой модели π-исчисления. Мы убеждены, что с
привлечением понятия мониторинга удастся разработать и общую модель актив-
ного противника, соответствующую концепции Долева–Яо. Создание такой модели
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и получение для нее результатов о сложности задачи проверки стойкости протоко-
лов, подобных тем, которые были установлены в статьях [4,11,21,24,29,31], является
целью наших дальнейших исследований.

Поскольку задача проверки стойкости нерекурсивных процессов π-исчисления
оказалась вычислительно трудной, представляет интерес вопрос о том, для каких
классов процессов эта задача может быть решена за полиномиальное время. Как
показывает доказательство теоремы 1, эта задача тесно связана с задачей проверки
нормальной завершаемости процессов π-исчисления, которая является актуальной
задачей проверки правильности поведения систем взаимодействующих процессов.
Установление эффективно проверяемых достаточных условий нормальной завер-
шаемости процессов π-исчисления также рассматривается нами как одна из тем
дальнейших исследований.
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Аннотация. В статье представлена онтология процессов, близких взаимодействующим по-
следовательным процессам Хоара. Она является частью интеллектуальной системы поддержки
верификации свойств поведения таких процессов. Наше онтологическое представление процессов
ориентировано как на применение формальных методов верификации, так и на извлечение инфор-
мации из технической документации (с помощью нашей ранее разработанной системы извлечения
информации из текстов на естественном языке). Мы описываем классы и домены онтологии, ко-
торые определяют взаимодействующие процессы. Эти процессы характеризуются множествами
локальных и разделяемых переменных, списком действий над этими переменными, которые изме-
няют их значения, списком каналов взаимодействия процессов (которые, в свою очередь, харак-
теризуются типом чтения сообщений, емкостью, способами записи и считывания, а также надеж-
ностью), списком коммуникационных действий для отправки сообщений. Помимо формального
математического определения классов и доменов онтологии, приведены примеры описаний неко-
торых онтологических классов, а также типовых свойств и аксиом для них в редакторе Protégé на
языке OWL с использованием правил вывода на языке SWRL. Для онтологического представления
взаимодействующих процессов определяется их формальная операционная семантика, которая за-
дается с использованием помеченной системы переходов. В интерливинговой модели она сводится
к локальной операционной семантике отдельных экземпляров процессов. Представлена специали-
зация онтологии для некоторых типов процессов из предметной области систем автоматического
управления, моделирующих типовые функциональные элементы системы автоматического управ-
ления (датчики, сравнивающие устройства и регулирующие устройства), а также их комбинации.
Понятия специализированной онтологии иллюстрируются на примере управляющей части систе-
мы розлива бутылок.
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Введение

Наша долгосрочная цель — комплексный подход к обеспечению качества систем
взаимодействующих последовательных процессов (далее систем процессов) с помо-
щью формальных методов, который включает извлечение формальных моделей и
свойств систем из текстов технической документации, а также их верификацию.
Наш подход ориентирован на использование проверки моделей (впоследствии и де-
дуктивных методов) в качестве средств формальной верификации. Недостатком
существующих систем поддержки разработки и верификации требований являет-
ся то, что они предлагают только ручную формулировку требований и описаний
систем процессов [1, 15,19,20].

Разрабатываемое нами интеллектуальное средство поддержки формальной ве-
рификации систем процессов будет автоматизированным образом извлекать и по-
рождать как формальное описание системы, так и требования к ней. В этой статье
мы предлагаем онтологию систем процессов. Другим ключевым компонентом си-
стемы является онтология шаблонов требований, предложенная в [5]. Содержание
этих онтологий, т. е. множества экземпляров их классов, является онтологически-
ми описаниями, соответственно, некоторой системы процессов и требований к ней.
Эти описания извлекаются из корпуса технической документации с помощью наших
методов извлечения информации из текстов на естественном языке [2–4]. Набор опи-
саний требований также может быть расширен описаниями типичных требований
к корректности системы, автоматически порождаемых из ее онтологического опи-
сания.

Онтологические описания системы и требований являются основой для ее фор-
мальной верификации. Чтобы верифицировать систему процессов, необходимо сна-
чала выбрать подходящий верификатор, основанный на проверке моделей, с учетом
формальной семантики онтологического представления требований к онтологии.
Если он существует, онтологическое описание системы транслируется в язык спе-
цификации модели, а описание требований — в язык спецификации свойств (обычно
это язык темпоральной логики), которые являются входными языками этого вери-
фикатора. Если подходящего верификатора не существует, разумно разработать
специальный верификатор шаблонов требований на основе формальной семантики
соответствующей онтологии, который использует специализированные упрощенные
алгоритмы верификации. Если семантика онтологических представлений модели
системы и требований к ней, а также входные языки средства верификации строго
определены и обеспечена корректность трансляции этих представлений во входные
данные верификатора, корректность проверки требований гарантируется.

Работа с требованиями предполагает не только формальную семантику шабло-
нов требований, но и представление этих шаблонов как на естественном языке, так
и в графической форме. Эти представления важны, поскольку из-за неоднозначно-
сти естественного языка извлеченные и порожденные требования могут не соответ-
ствовать ожиданиям инженера требований и может потребоваться их ручная кор-
ректировка. Онтологии систем процессов и шаблонов требований с их формальной
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семантикой являются основой для развития системы поддержки формальной вери-
фикации. Наш подход позволяет моделировать и верифицировать широкий спектр
систем: от программных распределенных систем до бизнес-процессов. Основным
ограничением подхода является сложность и, временами, невозможность точного
извлечения информации из технической документации, и извлеченные модели си-
стем и требований могут потребовать ручной коррекции.

Наша онтология систем процессов задает набор процессов. Известные подхо-
ды к онтологическому описанию процессов обычно решают задачи моделирования.
Онтологии PSL [16], Cyc [18], SBPM [6, 7] и GFO [9] фокусируются на задачах в
области планирования производства, планирования процессов, управления рабо-
чим процессом, реинжиниринга бизнес-процессов, симуляции, реализации процес-
сов, моделирования процессов и управления проектами. Важным преимуществом
этих подходов является то, что они учитывают концепции предметных областей
при описании производственных, инженерных и бизнес-процессов. Указание кон-
кретного времени и места событий и действий, связанных с этими процессами, в
некоторых из этих подходов позволяет описать онтологии планирования, представ-
ляющие абстрактные и исполняемые планы организации процессов, что является
еще одним достоинством. Однако эти преимущества делают очень сложной вери-
фикацию логики поведения процессов, лежащих в основе этих онтологий. Тесная
взаимосвязь предметно-ориентированных понятий с логикой поведения процессов
приводит к усложнению извлечения последней для использования в системах вери-
фикации, основанных на проверке моделей. Более того, извлеченная логика поведе-
ния по-прежнему должна транслироваться на язык системы верификации, основан-
ный, как правило, на системах переходов, которые работают с понятиями состояния
и перехода. В частности, для онтологий планирования конкретное время и место
событий и действий нужно уметь выражать в терминах состояний. Кроме того, эти
онтологии не имеют формальной семантики для логики поведения процессов, что
еще более усложняет задачу.

В этой статье в разделе 1. мы определяем онтологические классы и домены, ко-
торые характеризуют взаимодействующие процессы системы в целом. В разделе 2.
мы даем формальную семантику этих классов, включающую их представление на
языке OWL (Web Ontology Language [13]) и операционную семантику действий про-
цессов системы. Синтаксис языков представления онтологий, в частности языка
OWL, является декларативным, но строго определенная операционная семантика
нашей онтологии позволяет легко транслировать представление модели процессов
во входные языки средств верификации, в частности, SPIN [11]. В разделе 3. изла-
гается методология использования нашей онтологии систем процессов общего ви-
да для спецификации некоторых компонентов систем автоматического управления
(САУ). В разделе 4. – заключение и планы развития и использования онтологии
процессов.

1. Онтология
Мы считаем онтологией структуру, включающую следующие элементы: (1) конеч-
ное непустое множество классов, (2) конечное непустое множество атрибутов дан-
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ных и атрибутов отношений и (3) конечное непустое множество доменов атрибу-
тов данных. Каждый класс определяется множеством атрибутов. Атрибуты данных
принимают значения из доменов, а значениями атрибутов отношения являются эк-
земпляры классов. Экземпляр класса определяется набором значений атрибутов для
этого класса. Информационный контент онтологии представляет собой множество
экземпляров ее классов. Задача пополнения онтологии заключается в извлечении
информационного контента этой онтологии из входных данных. В нашем случае
входными данными для пополнения онтологии систем процессов является техниче-
ская документация. Чтобы пополнить эту онтологию, мы используем наши методы
извлечения семантической информации из текстов на естественном языке [3]. Заме-
тим, что некоторые значения атрибутов извлеченных экземпляров онтологии могут
быть не определены. Система процессов описывается в нашей онтологии с помощью
набора экземпляров.

Мы рассматриваем систему последовательных взаимодействующих процессов в
духе CSP [10]. Процессы (описываемые классом Process) характеризуются множе-
ствами локальных и разделяемых переменных, списком действий над этими пере-
менными, которые изменяют их значения, списком каналов взаимодействия процес-
сов, а также списком коммуникационных действий для отправки сообщений. Пере-
менные процессов (класс Variable) принимают значения основных типов (булевские,
конечные подмножества целых чисел или строк для перечислимых типов). Исход-
ные условия для значений переменных определяются их сравнением с константа-
ми. Действия процессов (класс Action) включают базовые операции над основными
типами. Условие выполнимости каждого действия зависит от охранных условий
(класс Condition) для значений переменных и содержимого отправленных сообще-
ний. Процессы могут отправлять сообщения через каналы (класс Channel) при вы-
полнении охранных условий (класс Condition). Каналы характеризуются типом чте-
ния сообщений, емкостью, способами записи и считывания, а также надежностью.
На рисунке 1 классы представлены белыми овалами. Отношения между классами
показаны стрелками с именами в серых овалах. Эти стрелки обозначены сплош-
ными линиями, если отношение является “один ко многим”, и пунктирными, если
отношение является взаимнооднозначным. Атрибуты данных класса, помещенные
в штрих-пунктирные прямоугольники, связаны с их классами штрих-пунктирными
стрелками.

В следующих разделах мы детально опишем классы и домены нашей онтоло-
гии, определим их формальную семантику. Также мы приведем примеры описа-
ний некоторых онтологических классов, их свойств и аксиом, заданных в редакто-
ре Protégé [14] средствами языка OWL с использованием правил вывода на языке
SWRL (Semantic Web Rule Language) [12]. Эти свойства и аксиомы задают как пра-
вила согласованности значений атрибутов разных классов, так и ограничения на
значения, количество и тип атрибутов отдельного класса. Мы приведем несколь-
ко типовых свойств и аксиом для некоторых классов. С помощью набора правил
SWRL мы задаем условия, которые обеспечивают в Protégé вывод новых знаний и
проверку корректности и совместности онтологического описания набора процессов
с помощью машины логического вывода Hermit [8].
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Рис. 1. Онтология систем процессов
Fig. 1. The Concurrent Process Ontology

2. Формальная семантика онтологии

Мы рассматриваем параллельную систему, которая является множеством последо-
вательных процессов, взаимодействующих через разделяемые переменные и каналы
ограниченной емкости. Значения разделяемых и локальных переменных, связанных
с процессом, определяют его локальное состояние. В зависимости от предметной об-
ласти задаются особенности взаимодействия процессов (синхронные, асинхронные)
и характеристики каналов (FIFO, LIFO, надежные, ограниченные, и т.п.). Состоя-
ния канала задаются множеством сообщений, хранимым в нем.

Онтологическое описание OS системы процессов S — это набор экземпляров он-
тологии, которые представляют процессы, каналы и другие элементы системы S.
Мы определяем операционную семантику для OS, используя стандартную модель
помеченных систем переходов MS = (DS, D

0
S, TS, ActS), где DS — конечное непустое

множество состояний, D0
S — непустое множество начальных состояний, TS — от-

ношение переходов между состояниями, ActS — конечное множество меток перехо-
дов, описывающих действия системы. Семантика модели онтологического описания
OS — это частичная функция, которая отображает значения атрибутов экземпляров
в элементы помеченной системы переходов Sem : OS −→ El(MS).

Опишем множество El(MS). Пусть параллельная система S содержит конечное
множество PS процессов и конечное множество CS ограниченных каналов. Пусть
Domains = {Integer, Bool, String} — конечная версия стандартных основных ти-
пов для значений переменных со стандартным приведением типов. Для процесса
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P ∈ PS мы определим следующие множества: локальные переменные LP , разделя-
емые переменные UP , все переменные VP = LP ∪ UP , действия AP , каналы CP ,
коммуникационные действия SP . Область определения переменной v ∈ VP есть
V al(TP (v)) ⊆ Values для некоторого базового типа TP (v) ∈ Domains. Пусть LS —
множество всех локальных переменных процессов из PS, US — множество всех разде-
ляемых переменных процессов из PS, и функция означивания V : LS∪US −→ 2Values

представляет значения переменных. Локальное состояние процесса P — это кор-
теж значений его переменных: stP = (V (v1), ...V (vnV

)). Пусть stP (v) = V (v) для
v ∈ VP — это значение переменной v в состоянии stP . Начальные состояния про-
цесса st0P = (V 0(v1), ...V

0(vnV
)) определяются начальными значениями его перемен-

ных V 0 : LS ∪ US −→ 2Values. Локальное состояние канала c — это упорядоченный
кортеж сообщений, хранимых в нем: stc = (m1, ...,mnc). Пусть stc(k) = mk для
k ∈ [1..nc] — содержимое k-го сообщения канала c в состоянии stc. Начальное со-
стояние всех каналов — пустой кортеж. Множество состояний DS системы MS —
это декартово произведение значений локальных и разделяемых переменных про-
цессов и состояний каналов. Множество начальных состояний D0

S — это декартово
произведение начальных состояний переменных процессов и состояний каналов. Мы
считаем, что операционная семантика системы — это семантика чередования, т. е. ее
состояние может изменяться только одним процессом системы. Следовательно, мно-
жество действий системы есть ActS = ∪P∈SAP ∪SP . В силу чередования отношение
переходов TS задается локальной операционной семантикой отдельных экземпляров
процессов P ∈ SP , которая определяется далее.

Опишем классы нашей онтологии. Далее для всех классов атрибут Name ∈ String
задает имя экземпляра класса. Имена атрибутов со множественными значениями
заканчивается символом ∗.

Класс Process описывает процессы системы при помощи следующих атрибутов:
- Type: {sensor, valve, ...} ∈ String содержит спецификатор процесса.
- Local∗: V ariable перечисляет переменные, видимые только в действиях процессов.
- Shared∗: V ariable перечисляет переменные, видимые процессам, их разделяющим.
- Actions∗: Action перечисляет действия процесса над его переменными.
- Channels∗: Channel перечисляет каналы, соединяющие процессы.
- ComActions∗: ComAction перечисляет действия, отправляющие сообщения.
В этом классе не обязательно задание значений всех атрибутов. Однако, если Local
и Shared не заданы, значение Actions также не задано. Если значение Channels не
задано, значение ComActions также не задано. Если задано значение Channels, то
должны быть определены Actions или ComActions. Если для процесса не заданы
значения ни Actions, ни ComActions, ни Channels, то этот пассивный процесс счи-
тается объектом. Такие объекты удобно выделять для ясности описания системы и
проверки его онтологической согласованности, но в процессе формальной верифи-
кации свойства поведения объектов не формулируются и не проверяются.

На рисунке 2 представлена иерархия классов онтологии процессов и фрагмент
описания класса Process, описанный с помощью редактора Protégé. Слева, во вклад-
ке “Class hierarchy” отображается иерархия заданных в онтологии классов. Вкладка
“Usage: Process” для выбранного в иерархии класса описывает список его свойств
и связей с другими классами и экземплярами онтологии, задаваемых атрибутами.
Так, например, для класса Process указан фрагмент списка, содержащий имя про-
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цесса nameProcess, связи с переменными и действиями (localVar, actions,
comActions), а также отношения с классами Channel, ComAction, Variable, кото-
рые заданы в Process соответствующими атрибутами fromChannel, fromComActions,
owner. Во вкладке “Description: Process” указываются дополнительные характери-
стики класса. Для экземпляров класса Process с помощью задания ограничений на
атрибуты отношения определяются требования на количество понятий, связанных
с этим классом: задание точно одного имени nameProcess и типа typeProcess про-
цесса. Кроме того, с помощью следующих SWRL-правил можно задать требование
определенности действий a или коммуникационных действий ca процесса p в случае
определенности канала ch этого процесса:

Process(?p)^Channel(?ch)^channels(?p, ?ch)^differentFrom(?ch,NullChan)^
Action(?a)^actions(?p,?a)^sameAs(?a,NullAct) ->

ComAction(?ca)^comActions(?p,?ca)^differentFrom(?ca,NullComAct)

Process(?p)^Channel(?ch)^channels(?p,?ch)^differentFrom(?ch,NullChan)^
ComAction(?ca)^comActions(?p,?ca)^sameAs(?ca,NullComAct) ->

Action(?a)^actions(?p,?a)^differentFrom(?a,NullAct)

Рис. 2. Фрагмент описания онтологии процессов
Fig. 2. The Fragment of Description of the Concurrent Process Ontology
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Для процесса P формальная операционная семантика его онтологического опи-
сания Sem(P ) определяется формальной семантикой онтологического описания его
атрибутов: локальных переменных Sem(P.Local), разделяемых переменных
Sem(P.Shared), действий Sem(P.Actions), коммуникационных действий
Sem(P.ComActions), а также каналов Sem(P.Channels). Процесс P может быть
однозначно представлен в MS посредством этих семантик. Для процесса P опре-
делим следующие множества: LP = {l}l∈Local, UP = {u}u∈Shared, AP = {a}a∈Actions,
CP = {c}c∈Channels, SP = {s}s∈ComActions. Далее мы поочередно определяем семанти-
ку этих атрибутов.

Класс Variable описывает переменные процессов с помощью атрибутов:
- Type: Domains описывает тип переменной.
- Initial∗: IniCondition описывает ограничения на начальное значение переменной.
- Owner∗: Process ссылается на процессы, имеющие доступ к переменной.
Значения всех атрибутов этого класса, кроме Initial∗, должны быть заданы.

Ниже приведен фрагмент OWL-описания отношения localVar в формате Turtle.
В данном примере для атрибута отношения localVar свойство обратной функцио-
нальности InverseFunctionalProperty гарантирует, что только для одного процес-
са Process переменная Variable является локальной:

:localVar rdf: type
owl: ObjectProperty,

owl: InverseFunctionalProperty;
rdfs: domain: Process;
rdfs: range: Variable.

Семантика переменной v процесса P задается таким образом: Sem(v.Name) ∈
String, Sem(v.Type) ∈ Domains, Sem(v.Owner) ⊆ SP . Если Sem(v.Owner) = {P},
то v ∈ LP . Семантика начального условия определяет множество начальных значе-
ний переменной V 0(v):
– если v.Initial = ∅, то V 0(v) = {false} для v.Type = Bool, V 0(v) = {0} для
v.Type ∈Integer, V 0(v) = {′′ ′′} для v.Type ∈ String;
– если v.Initial 6= ∅, то V 0(v) = ∩ini∈v.InitialSem(ini).
Класс IniCondition задает начальные значения переменных с помощью следую-
щих атрибутов:
- IniConstant: {Constant, Values} определяет константу для сравнения.
- Operation: Compare= {<,>,=,≤,≥, 6=} определяет сравнивающие действия.
Значения атрибутов Const и Operation должны быть заданы.

Семантика начального условия ini переменной v — это подмножество множе-
ства ее значений: Sem(ini.Name) ∈ String, и Sem(ini) = {val ∈ V al(v.Type) |
val ◦ Sem(Const) для ◦ ∈ {<,>,=,≤,≥, 6=}}, где Sem(Const) = Sem(cs) для cs ∈
Constant, или Sem(Const) = cs для cs ∈ Values.

Класс Constant описывает константы и содержит следующие атрибуты:
- Domain: Domains описывает тип константы.
- Value: Values описывает значение константы.
Значения всех атрибутов должны быть определены.
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Семантика константы cs — ее значение из множества возможных значений систе-
мы: Sem(cs.Name) ∈ String, Sem(cs.Domain) ∈ Domains, Sem(cs.V alue) ∈Values,
и Sem(cs) = cs.V alue.

Класс Channel описывает коммуникационные каналы с помощью атрибутов:
- From: Process задает отправителя сообщений.
- To∗: Process задает получателей сообщений из канала. Если получателей несколь-
ко, то канал — широковещательный.
- Type: Order = {FIFO, LIFO, IndAc, Free} определяет порядок чтения из канала,
где IndAc означает доступ по индексу и Free означает случайный доступ.
- Capacity: Integer задает емкость (вместительность) канала.
- Reliable: Bool характеризует внешнюю надежность канала в том смысле, что со-
общения не теряются по внешним причинам.
- Write∈WriteMode = {NSent, Old, New, Some} описывает режим записи при пол-
ном канале:

– NSent: сообщение не записывается в канал, то есть теряется;
– New: сообщение пишется вместо удаляемого сообщения с наибольшим индексом;
– Old: сообщение записывается вместо удаляемого сообщения с индексом 1;
– Some: сообщение записывается вместо некоторого удаляемого сообщения.

- Read∈ReadMode = {Del, Keep, Tail, Head, Some} задает режим чтения:
– Del: сообщение удаляется из канала после прочтения;
– Keep: сообщение не удаляется из канала после прочтения;
– Tail: индекс сообщения после чтения становится наибольшим в канале;
– Head: индекс сообщения после чтения становится равным 1;
– Some: индекс сообщения после чтения становится произвольным.

Значения атрибутов From и To должны быть определены. Мы задаем следующие
значения атрибутов по умолчанию: Type = FIFO, Capacity = 1, Write = NSent, Read
= Del, Reliable = true. Если у канала процесс P есть в атрибуте From или To∗,
то этот канал должен быть в атрибуте Channels∗ этого процесса.

Семантика канала c процесса P определяется следующим образом:
Sem(c.Name) ∈ String, Sem(c.From) = P , и Sem(s.To) ⊆ SP . Семантика локаль-
ных состояний канала и их изменений определена ниже в описаниях классов дей-
ствий и коммуникационных действий.

Класс Action описывает действие, выполняемое процессом.
- Who: Process указывает на процесс, который выполняет действие.
- What: V ariable ссылается на переменную, значение которой может измениться в
результате действия.
- ToDo: Expression описывает выражение, значение которого присваивается пере-
менной из What.
- When: Condition описывает булевскую формулу, которая задает условие выпол-
нения действия в локальном состоянии.
Значения атрибутов Who,What и ToDo должны быть заданы. Если When не задан,
это означает, что действие может быть выполнено в любом локальном состоянии
процесса. Значения атрибутов ToDo и When могут использовать только перемен-
ные процесса и сообщения из его каналов.
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Следующее SWRL-правило задает требование того, что если атрибут what дей-
ствия a процесса p включает переменную v, то ее атрибут owner включает p:

Action(?a) ^ Variable(?v) ^ Process(?p) ^ what(?a, ?v) ^ who(?a, ?p) ->
owner(?v, ?p)

Определим семантику действия a процесса P . Очевидно, Sem(a.Name) ∈String,
Sem(a.Who) = P , и Sem(a.What) ∈ VP . Пусть a.What = v — переменная, которая
должна быть изменена действием a, и Ca ⊆ CP — каналы процесса, сообщения
из которых читаются действием. Отношение перехода между локальными состоя-
ниями как процесса P , так и его каналов определяется следующим образом. Если
локальные состояния процесса stP и stc каждого канала c ∈ Ca таковы, что условие
a.When удовлетворено (Sem(a.When) = true), и выражение действия a.ToDo имеет
значение (Sem(a.ToDo) 6= null), то после выполнения действия a, новые локальные
состояния st′P процесса и его каналов таковы, что st′P (v) = Sem(a.ToDo) ∧ ∀x ∈
VP \{v} : st′P (x) = stP (x)∧∀y ∈ CP \Ca : st

′
y = sty, и новое состояние st′c каждого ка-

нала c из Ca соответствует семантике операции чтения для каналов (см. следующий
раздел). Заметим, что в процессе вычисления Sem(a.When) и Sem(a.ToDo), состо-
яния каналов не меняются. Если Sem(a.ToDo) = null или Sem(a.When) 6= true, все
состояния остаются неизменными: st′P = stP , и ∀c ∈ Ca : st

′
c = stc.

Класс Expression описывает выражения, значения которых присваиваются пере-
менным процесса в результате действий, и содержит следующие атрибуты.
- Атрибуты Op1, Op2: {Expression, V ariable, Constant, Channel, Values} задают ле-
вый и правый операнды выражения.
- Operation: Operations= {+,−,∗ ,%, >,<,≤,≥, 6=,¬,∧,∨,→} определяет стандарт-
ные целочисленные и булевские операции над операндами.
Значения Op1 и Op2 должны использовать переменные и сообщения канала, до-
ступные процессу. Значения атрибутов Op1 и Operation должны быть определены.
Если Op2 не определен, то значение Operation должно быть унарной операцией.

Следующий набор SWRL-правил ограничивает значения операндов Op1 и Op2,
входящих в выражение атрибута toDo действия a процесса p, переменными v и
сообщениями канала ch, доступными для процесса:

who(?a, ?p) ^ Action(?a) ^ Process(?p) ^ toDo(?a, ?e1) ^
Expression(?e1) ^ Expression(?e2) ^ subExp(?e1, ?e2)

op1Expression(?e2, ?v) ^ Variable(?v) -> owner(?v, ?p)

who(?a, ?p) ^ Action(?a) ^ Process(?p) ^ toDo(?a, ?e1) ^
Expression(?e1) ^ Expression(?e2) ^ subExp(?e1, ?e2)

op1Expression(?e2, ?ch) ^ Channel(?ch) -> channels(?ch, ?p)

Здесь SubExp(?e1, ?e2) является транзитивным отношением “быть подвыражени-
ем” на классе Expression.

Пусть для действия a процесса P в состоянии stP выражение действия имеет
вид a.ToDo = e. Семантикой этого выражения является значение базового типа
или null: Sem(e) ∈ Values ∪ null.
– Для бинарных операций ◦ ∈ {+,−,∗ ,%, >,<,≤,≥, 6=,∧,∨,→}:
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Sem(e) = Sem(e.Op1) ◦ Sem(e.Op2);
– Для унарных операций ◦ ∈ {−,¬}: Sem(e) = ◦Sem(e.Op1);
– Sem(e) = null при Sem(e.Op1) = null, или Sem(e.Op2) = null.
Пусть Op ∈ Op1, Op2. Sem(e.Op) определяется следующим образом:
– e.Op = e′ ∈ {Expression, Constant, Values}: Sem(e.Op) = Sem(e′);
– e.Op = w ∈ V ariable, w ∈ VP : Sem(e.Op) = stP (w);
– e.Op = c ∈ Channel, c ∈ Ca: Sem(e.Op) = V al, где

– stc = ∅, то V al = null, и st′c = stc;
– Если c.Type = FIFO, то V al = stc(1), и если c.Read равно

– Del, то st′c = (m2, ...,mnc);
– Keep, то st′c = stc;
– Tail, то st′c = (m2, ...,mnc ,m1);
– Head, то st′c = stc;
– Free, то st′c = (m2, ...,m1, ...,mnc).

Аналогичным образом определяется семантика для других типов чтения.

Класс Condition описывает охранное условие для действий и коммуникацион-
ных действий процессов. Его описание и семантика почти такие же, как для класса
Expression, за исключением того, что Condition использует только булевские опе-
рации и значения.

Класс ComAction описывает коммуникационные действия отправки сообщений и
содержит следующие атрибуты:
- From: Process задает процесс, который отправляет сообщение.
- To: Channel задает канал, который доставляет сообщения получателю.
- Message: Expression описывает отправленное сообщение.
- When: Conditions описывает охранное условие для отправки сообщения.
Заметим, что наша модель взаимодействия процессов реализует получение сообще-
ний по необходимости, т. е. чтение из канала выполняется, только когда процесс вы-
числяет охранное условие или выражение действия. Значения атрибутов Message,
From и To должны быть определены. ЕслиWhen не задан, это означает, что комму-
никационное действие может выполняться в любом локальном состоянии процесса.
Значения атрибутов Message и When могут использовать только переменные про-
цесса и сообщения из его каналов.

Семантика действия s процесса P , отправляющего сообщение в состоянии stP ,
определяется следующим образом: Sem(s.Name) ∈ String, Sem(s.From) = P ,
и Sem(s.To) ∈ CP . Пусть s.To = c — канал процесса для отправки сообщения,
stc = (m1, ...,mnc) — его локальное состояние, и Cs ⊆ CP — каналы процесса, из ко-
торых сообщение читается. Пусть Sem(s.Message) = Mes, и Sem(s.When) = Cnd.
Локальная операционная семантика отправки сообщений определяется следующим
образом. Локальные состояния процесса P и неиспользуемые каналы не меняются:
st′P = stP , и ∀cl ∈ CP \ (Cs∪{c}) : st′cl = stcl. Если локальные состояния P и каналов
cs ∈ Cs таковы, что Mes = null, или Cnd 6= true, то ∀c ∈ CP : st′c = stc. Если
условие s.When выполнено (Cnd = true) и значение сообщения можно вычислить
(Mes 6= null), то после выполнения коммуникационного действия s новое состояние
каналов st′cs для cs ∈ Cs соответствует семантике операции чтения, определенной
выше. Новое локальное состояние st′c канала c зависит от емкости канала c.Capacity
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и метода записи в канал c.Write следующим образом:
– Если nc < c.Capacity, то st′c = (m1, ...,mnc ,Mes).
– Когда канал полон, если c.Write равно

– NSent, то ∀c ∈ CP : st′c = stc;
– Old, то st′c = (Mes,m2, ...,mnc);
– New, то st′c = (m1, ...,mnc−1,Mes);
– Some, то st′c = (m1, ...,mi−1,Mes,mi+1, ...,mnc), i ∈ [1..nc].

Если известна локальная семантика действий и коммуникационных действий каж-
дого процесса, то может быть однозначно оперделено отношение перехода TS.

3. Онтологическое моделирование функциональных
элементов системы автоматического управления

В этом разделе мы моделируем в нашей онтологии некоторые типовые функцио-
нальные элементы САУ (датчики, сравнивающие устройства и регулирующие
устройства) и представляем иллюстративный пример онтологического моделирова-
ния САУ. Состояние объекта управления, которым управляет САУ, характеризуется
переменными состояния — количественными характеристиками, меняющимися во
времени.

Датчик отслеживает изменение некоторой переменной состояния и посылает
информацию об этом другим элементам САУ. Датчик моделируется в онтологии
процессом со следующими свойствами. Атрибут Type этого процесса имеет значение
sensor. Атрибут Shared∗ содержит переменнуюmv, моделирующую переменную со-
стояния, отслеживаемую датчиком (monitored variable). Атрибут ComActions∗ со-
держит действия по передаче значения переменной mv по каналам, содержащимся
в атрибуте Channels∗.

Сравнивающее устройство сравнивает значение своего входного параметра с
некоторым эталонным значением. Сравнивающее устройство представляется в он-
тологии процессом со следующими свойствами. Атрибут Type этого процесса имеет
значение comparator. Атрибут Channels∗ содержит каналы передачи результата
сравнения значения входного параметра с эталонным значением, а также каналы,
по которым процесс получает значения входного параметра. Атрибут ComActions∗

содержит действия по вычислению результата сравнения и его передачи по каналам.
Датчик с функцией сравнения, комбинирующий функции датчика и срав-

нивающего устройства, моделируется в онтологии процессом, свойства которого яв-
ляются комбинацией свойств процессов, представляющих датчики и сравнивающие
устройства. Атрибут Type этого процесса имеет значение sensor-comparator. По-
скольку такой датчик сам отслеживает значение переменной состояния, нет необ-
ходимости в специальных каналах передачи этого значения.

Регулирующее устройство поддерживает некоторую заданную характеристи-
ку объекта управления. Оно непосредственно влияет на состояние объекта управ-
ления, изменяя его переменные в соответствии со значениями входных параметров
регулирующего устройства. Моделирование регулирующего устройства в онтологии
зависит от количества режимов его работы (например, “вкл.” и “выкл.”). Онтологи-
ческое представление регулирующего устройства с количеством режимов работы n
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задается процессом со следующими свойствами. Атрибут Type этого процесса имеет
значение regulator. Атрибут Local∗ содержит переменную mode, которая модели-
рует режимы работы и принимает значения перечислимого типа, состоящего из n
элементов. Атрибут Shared∗ содержит переменные, моделирующие переменные объ-
екта управления, на которые влияет регулирующее устройство. Атрибут Channels∗

содержит каналы, по которым процесс получает значения входных параметров ре-
гулирующего устройства. Атрибут Actions∗ содержит действия, которые изменяют
разделяемые переменные. Выражения, задаваемые атрибутом ToDo этих действий
и вычисляющие новые значения указанных переменных, зависят от значения ло-
кальной переменной mode и сообщений, содержащих значения входных параметров
регулирующего устройства.

Чтобы проиллюстрировать, как САУ моделируется в нашей онтологии, мы пред-
ставим подсистему системы розлива бутылок из [17], описанную на естественном
языке. Мы рассмотрим следующую упрощенную подсистему: датчики низкого и
высокого уровня жидкости задаются процессами Pl и Pu, а впускной и выпускной
клапаны — процессами Pi и Pb. Мы считаем, что все каналы имеют тип FIFO, ем-
кость 1 и сообщения удаляются после прочтения.

Датчик низкого уровня моделируется процессом Pl=(Type: sensor-comparator,
Shared∗: {mv}, Channels∗: {li, lb}, ComActions∗: {lo, lc}). Переменная mv задает
информацию о текущем уровне жидкости. Она принимает целочисленные значе-
ния от min.V alue до max.V alue, где константы min и max определяют уровни,
когда бак почти пуст и когда он переполнен. Каналы li и lb соединяют датчик Pl с
клапанами Pi и Pb, соответственно. Коммуникационное действие lo посылает сооб-
щение “toOpen” впускному клапану Pi, когда бак почти пуст: lo = (From: Pl, To: li,
Message : “toOpen”, When: mv ≤ min). Коммуникационное действие lc определяет-
ся симметричным образом.

Впускной клапан моделируется процессом Pi=(Type: regulator, Local∗: {mode},
Shared∗: {ev}, Actions∗: {inc, io, ic}, Channels∗: {li, ui}). Переменная mode имеет
перечислимый тип {“open”, “closed”}. Действие inc увеличивает уровень жидкости
на 1: inc = (Who: Pi, What: mv, ToDo: ev + 1, When: mode = “open”). Действие io
открывает впускной клапан: io = (Who: Pi, What: mode, ToDo: “open”, When: li =
“toOpen”). Действие по закрытию клапана ic определяется симметричным образом.
Процессы Pu и Pb определяются аналогичным образом.

4. Заключение

В данной статье мы представляем онтологию систем процессов, которая является
одним из базовых компонентов интеллектуальной системы поддержки верифика-
ции. Наши методы извлечения информации из текстов технической документации
позволяют пополнять эту онтологию экземплярами процессов, информация о ко-
торых обнаружена в этих текстах. Затем модуль трансляции должен транслиро-
вать онтологическое представление системы во входной язык некоторого верифи-
катора. Чтобы обеспечить корректность трансляции и последующей верификации,
в этой статье мы определяем формальную семантику нашей онтологии, связывая
формальными правилами помеченную систему переходов со множеством экземпля-
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ров процессов из онтологии. Формальная семантика онтологического представления
процессов, ориентированная на формальные методы верификации, отличает наш
подход от современных подходов к определениям онтологий процессов.

В дальнейшем мы планируем разработать системы онтологических шаблонов
процессов для различных предметных областей: систем автоматического управле-
ния, бизнес-процессов и т. д. В рамках построения нашей интеллектуальной систе-
мы поддержки верификации мы также разработаем метод извлечения типичных
требований к системе из онтологического представления процессов для пополнения
онтологии требований.
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Introduction

Modelling methodologies are used in software development to foresee how the resulting
system will behave prior to building it. This stage might reveal hidden errors that can be
handled at a smaller cost. This is of paramount importance since final users of systems
are not aware of the consequences that malfunctioning systems might carry. There are
different approaches to use these modelling methodologies (some are described in [6]),
e.g. top-down and bottom-up approaches: using a top-down approach, one could think
to start developing the system from a very abstract view point towards more concrete
ones; in a bottom-up approach, on the other hand, one might think to start from a more
concrete state of the system then add more functionality to it. The key point on both
approaches is to always prove that properties of the systems hold.

Event-B is a formal modelling language for reactive systems, introduced by Abrial
[1], which allows the modelling of complete systems. It follows the top-down approach by
means of refinements. Event-B allows the creation of abstract systems and the expression
of their properties. One can prove that the system indeed meets the properties then
create a refinement of the system: same system with more details. It has been applied
with success in both research and industrial projects, and in integrated EU projects
aiming at putting together the two dimensions.

On the other side of the spectrum, following a bottom-up approach, one can work
with the Eiffel programming language [8]. In Eiffel, one can create classes that implement
any system. The behaviour of such classes is specified in Eiffel using contracts: pre- and
post-conditions and class invariants. These mechanisms are natively supported by the
language (as opposed to other programming languages). Having contracts, one can then
verify that the implementation is indeed the intended (this can done statically by using
a static verifier like Autoproof), and also one can track the specifications against the
implementation [10]. This paper presents a series of rules to produce Eiffel programs
from Event-B models, bridging both top-down and bottom-up approaches. An excerpt
of the rules was presented elsewhere [15]. We also present a plug-in for Rodin, an IDE
for Event-B, that implements the rules presented, the plug-in receives an Event-B model
as input and produces the corresponding Eiffel classes equipped with contracts.

Several translations have been proposed and implemented that go in the same di-
rection as the work presented on this paper. In [7], Mèry and Singh present the EB2ALL
tool-set that includes a translation from Event-B models to C, C++ and Java. Unlike
our translation, EB2ALL provides support for a small part of Event-B’s syntax, and users
are required to write a final Event-B implementation refinement in the syntax supported
by the tool. The Code Generation tool [4] generates concurrent Java and Ada programs
for a tasking extension of Event-B. Unlike these tools, the work presented here does not
require user’s intervention, while it works on the proper syntax of the Event-B model.
In addition, these tools do not take full advantage of the elements present in the source
language, e.g. invariants. The work presented in this paper, in addition to generating
source code, it generates contracts from the source language, making use of the Design-
by-Contract approach. In [14, 13, 2], authors present a translation from Event-B to Java,
annotating the code with JML (Java Modelling Language) specifications, and [12] shows
its application. The main difference with the work presented here is the target language.
We are translating to Eiffel which natively supports Design-by-Contract. In addition, Eif-
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fel comes with different tools to prove Eiffel code statically (e.g. Autoproof [16]) that fully
supports the language. Another difference is the translation of carrier sets. EventB2Java
translates them as set of integers, hence it does not capture the essence of carrier sets.
We translate carrier sets as user defined datatype.

The paper is structured as follows. Section 1. presents the needed background. Sec-
tion 2. defines the translation rules whilst Section 3. describes their implementation as
a Rodin plug-in. Section 4. shows some evaluations of the plug-in. Finally, Section 5. is
devoted for conclusions, outlining potential improvements and directions for future work.

1. Preliminaries

1.1. Event-B

Event-B is a formal modelling language for reactive systems, introduced by Abrial [1],
which allows the modelling of complete systems. Figure 1 shows the general view of
an Event-B machine and context. Event-B models are composed of contexts and ma-
chines. Contexts define constants (written after constant in context C), uninterpreted
sets (written after set in context C) and their properties (written after axioms in context
C). Machines define variables (written after variables in machineM) and their properties
(expressed as invariants after invariant in machine M), and state transitions expressed
as events (written between events and the last end). The initialisation event gives initial
values to variables.

machine M sees C
variables v
invariants label_inv : I(s, c, v)
events

event initialisation
then A(s, c, v) end

event evt
any x

where
label_guard : G(s, c, v, x)

then
label_action : A(s, c, v, x)

end
end

Context C
constant c
set S
axioms X(s, c)
end

Figure 1. General view of an Event-B machine and its context

An event is composed of guards and actions. The guard (written between keywords
where and then) represents conditions that must hold for the event to be triggered. The
action (written between keywords then and end) gives new values to variables

In Event-B, systems are modelled via a sequence of refinements. First, an abstract
machine is developed and verified to satisfy whatever correctness and safety properties are
desired. Refinement machines are used to add more detail to the abstract machine until
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the model is sufficiently concrete for hand or automated translation to code. Refinement
proof obligations are discharged to ensure that each refinement is a faithful model of the
previous machine, so that all machines satisfy the correctness properties of the original.

1.2. Eiffel

Eiffel is an Object-Oriented programming language that natively supports the Design-
by-Contract methodology. The behaviour of classes is specified by equipping them with
contracts. Each routine of the class contains a pre- and post-condition: a client of a rou-
tine needs to guarantee the pre-condition on routine call. In return, the post-condition
of the procedure, on routine exit, holds. The class is also equipped with class invari-
ants. Invariants maintain the consistency of objects. Contracts in Eiffel follow a similar
semantics of Hoare Triples.

Figure 2 depicts an Eiffel class that implements part of a Bank Account. The name of
the class is ACCOUNT and it appears right after the keyword class. In Eiffel, implementers
need to list creation procedures after the keyword create.

class ACCOUNT create make
feature −− Initalisation
make −− Initialise an empty account.
do
balance := 0

ensure
balance_set: balance = 0

end
feature −− Access
balance: INTEGER −− Balance of this account.

feature −− Element change
withdraw (amount: INTEGER) −− Withdraw ‘amount’ from this account.
require
amount_not_negative: amount >= 0
amount_available: amount <= balance

do
balance := balance - amount

ensure
balance_set: balance = old balance - amount

end
invariant balance_not_negative: balance >= 0
end

Figure 2. Eiffel class

In Figure 2, make is a procedure of the class that can be used as a creation proce-
dure. Class ACCOUNT structures its procedures in Initialisation, Access and Element
change, by using the keyword feature. This structure can be use for information hiding
(not discussed here). balance is a class attribute that contains the actual balance of
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the account. It is defined as an integer. Procedures in Eiffel are defined by given them
a name (e.g. withdraw) and its respective arguments. It is followed by a head comment
(which is optional). Procedures are equipped with pre- and post-conditions predicates. In
Eiffel, a predicate is composed of a tag (optional) and a boolean expression. For instance,
the pre-condition for withdraw (after the key work require) imposes the restriction on
callers to provide and argument that is greater than or equal zero and less than or equal
the balance of the account (amount_not_negative and amount_available are tags, iden-
tifiers, and are optionals). If the pre-condition of the procedure is met, the post-condition
(after the key work ensure) holds on procedure exit. In a post-condition, the aid old
refers to the value of an expression on procedure entry. The actions of the procedure are
listed in between the key words do and ensure. The only action of withdraw procedure
is to increase the value of balance by amount. Finally, The invariant is restricting the
possible values for variables.

2. Translation
The translation is done by the aid δ : Event-B → Eiffel. δ takes an Event-B model
and produces Eiffel classes. It is defined as a total function (i.e. →) since any Event-B
model can be translated to Eiffel. It uses two helpers: ξ translates Event-B Expressions
or Predicates to Eiffel, and τ translates the type of Event-B variable to the corresponding
type in Eiffel.

τ(v) = Type ξ(I(s, c, v)) = Inv δ(events e) = E
δ(event initialisation then A(s, c, v) end) = Init

(machine)
δ(machine M sees C

variables v
invariants label_inv : I(s, c, v)
event initialisation then A(s, c, v) end
events e

end) =
class M create initialisation
feature −− Initialisation

Init
feature −− Events

E
feature −− Access

ctx : CONSTANTS
v : Type

invariant
label_inv: Inv

end

Figure 3. machine rule
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Rule machine in Figure 3 is a high level translation. It takes an Event-B machine M
and produces an Eiffel class M.

Variables are translated as class attributes in class M. Event-B invariants are trans-
lated to Eiffel invariants. Both, Event-B and Eiffel, have similar semantics for invariants.
Rule context generate an Eiffel class CONSTANT that contains the translation of Event-B
constants and carrier sets defined by the user. Axioms, which restrict the possible values
for constants are translated to invariants of this class. Constants in Event-B are entities
that cannot change their values. They are naturally translated to Eiffel as once variables.

δ(axioms X(s, c)) = X
τ(c) = Type

(context)
δ(Context C

constant c
set S
Axioms X(s, c)

end) =
class CONSTANTS
feature −− Constants

c : Type
−− ‘c’ comment

once
create Type Result

end
invariant

X
end

Carrier sets represent a new type defined by the user. Each carrier set is translated
as an afresh Eiffel class so users are able to use them as types. Rule cset shows the
translation. Parts of the class are omitted due to space. Class EBSET [T] gives an im-
plementation to sets of type T. Class S inherits EBSET [T] due to the nature of carrier
sets in Event-B.

τ(s) = Type
(cset)

δ(Context C
constant c
set S
Axioms X(s, c)

end) =
class S
inherit

EBSET [Type]
. . .
end
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Rule event produces an Eiffel feature given an Event-B event. Parameters of the
event are translated as arguments of the respective feature in Eiffel with its respective
type. In Event-B, an event might be executed only if the guard is true. In Eiffel, the
guard is translated as the precondition of the feature. Hence, the client is now in charge
of meeting the specification before calling the feature. The semantics of the execution
is handle now by the client who wants to execute the feature rather than the system
deciding. The actual execution of the actions still preserve its semantics: execution of
the actions is only possible if the guard is true. In Eiffel, for a client to execute a feature he
needs to meet the guard otherwise a runtime exception will be raised: Contract violation.

Event-B event actions are translated directly to Eiffel statements. In Event-B, the
before-after predicate contains primed and unprimed variables representing the before
and after value of the variables. We translated the primed variable with the Eiffel key
word old. Representing old value of the variable. For simplicity. the rule only takes into
account a single parameter, a single guard and a single action. However, this can be
easily extended.

ξ(G(s, c, v, x)) = G ξ(A(s, c, v, x)) = A
τ(x) = Type

(event)
δ(event evt any x

where label_guard : G(s, c, v, x)
then label_action : A(s, c, v, x)
end) =

evt(x : Type)
−− ’evt’ comment

require
label_guard: G

do
v.assigns(A)

ensure
label_action: v.equals(old A)

end

Rule init below shows the translation of Event-B event initialisation to a creation
procedure in Eiffel. The creation procedure initialises the object containing the constants
definition. It also assigns initial values to variables taken from the initialisation in the
initialisation event. In Eiffel, creation procedures are listed under the keyword create,
as shown in rule machine. The ensure clause shows the translation of the before-after
predicate of the assignment in Event-B.
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ξ(A(s, c, v)) = A
(init)

δ(event initialisation
then
label : A(s, c, v)

end) =

initialisation
−− evt comment

do
create ctx
v.assigns(A)

ensure
label: v.is_equal(old A)

end

3. Implementation

Rules presented in previous sections are implemented as a Rodin plug-in. Machines are
translated to Eiffel classes. Event-B Events and variables are features and variables of
the translated class, respectively. Guards and actions are translated as preconditions and
body of the features. Contexts are being translated as class constants. The translation
takes advantage of the embedded Design-by-Contract mechanism defined in Eiffel, for
instance, Machine invariants are naturally translated to class invariants.

Another part of the implementation required translation of the mathematical lan-
guage of Event-B. There are in total 90 symbols denoting different mathematical formu-
las. Some of them exist natively in Eiffel while others had to be implemented.

The implementation was done in several steps: first the structure for the Rodin IDE
plug-in was set-up, then the information about the model was retrieved from the database
and, finally, the resulting elements were translated into Eiffel.

3.1. Event-B and Rodin Structure

The plug-in’s functionality is realized based on extensions and extension points that
define the point of contact between different programs. The package responsible for Rodin
extensions is org.rodinp.core. It provides an interface via which different extensions
can communicate and provide extension points.

Event-B package – org.eventb.core.ast – provides an Abstract Syntax Tree (AST)
of the system modeled in Rodin. This is a tree representation of the syntactic structure
of an Event-B model. A visitor has been implemented to traverse it. It translates the
mathematical notation into Eiffel code step by step.
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3.2. The General Structure of the Tool

The packages included in the tool are plug-in and rodinDB (implementation of the
tool can be found in [11]). The plug-in package contains GenCodeEiffel.java that
is the entry point (defines the order of the translation), and Translator.java that
implements a Visitor (ISimpleVisitor2) that parses the formulas and traverses the
AST. The rodinDB package contains RodinDBElements.java that deals with retrieving
information from the Rodin Database.

Each Rodin project has a set of children of class IRodinElement which also have
IInternalElements in them. Depending on what type the internal elements is, it is pos-
sible to retrieve the information regarding machines and contexts from Rodin database.
The package includes 14 methods that handle this task.

3.3. Traversing the Abstract Syntax Tree

Rodin provides the Abstract Syntax Tree (AST) of an Event-B model. It is then necessary
to implement a Visitor to traverse the AST to translate the model parts into Eiffel.

The next step after retrieving information from the Rodin database is to parse the
received formulas and to organize them in a way suitable for Eiffel translation. The wrap-
per methods dealing with parsing are created for almost each method from the rodinDB
package. The visitor implements parsePredicate(), that parses an Event-B predicate,
parseExpression() that parses an Event-B expression and parseAssignment() that parses
assignments.

As parameters they take a String-representation of a formula and launch the pass
through the AST. The methods in ISimpleVisitor2 are overridden to handle visits
of different branches of the tree such as Atomic Expressions (covers standalone inte-
gers, natural numbers, empty sets, booleans and others), Binary Predicates (implication
and equality), Becomes Equal To (assignment to a variable or a parameter), Associa-
tive Expressions (unions, intersections, backward and forward compositions, addition,
multiplication) and many others. The full set of types is described in [1].

3.4. Translating into Eiffel

As each AST branch for a specific formula is visited, Eiffel code is generated and added
to the eiffelCode Array List that aggregates the translation and then returns it to the
code generator (GenCodeEiffel.java).

An excerpt of the visitor is shown in Figure 4. A free identifier is any variable from a
machine or an event. First the method checks whether the translation is done to retrieve
types or to translate event or machine parameters. Depending on the result, code is
added to different places.
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Override
public void visitFreeIdentifier (FreeIdentifier identifierExpression){
if (eiffelType != null){
eiffelType.add (identifierExpression.getName());

}
eiffelCode.add (identifierExpression.getName());

}
}

Figure 4. Free Identifier Translation

4. Evaluation
Several Event-B models were used in the testing phase of the plug-in. This phase also
captures how much and accurate (as without compilation errors in Eiffel) of the Event-
B mathematical language gets translated. Table 1 shows the results for all the tested
models: first column is the Event-B model taken from the literature; the second column
indicates how much code is translated in terms of the language syntax. For instance,
94% of the MIO model is being translated, meaning the model is using Event-B syntax
(6%) that cannot be translated due to the limitations of the tool (discussed later); and
the third column is how much code results in compilation errors in Eiffel.

Table 1. Summary of the results

Model Translated Compiled
Social Event Planner 100% 98%

MIO 94% 88%
Binary Search 100% 92%
Linear Search 100% 100%

Reversing the Array 78% 78%
Sorting the Array 100% 96%
Finding a minimum 94% 94%

Square root 100% 100%

Social Event Planner: This model was used for testing during the implementation
stage. This model is described in more detail in [14]. It is a model for planing social
events. The functionality includes creating events, inviting people to them and setting
up permissions for inviting other people. This model defines its own sets (PERSON and
CONTENTS). They are translated as Eiffel user-defined classes.

An example Event-B event create_account is shown on Figure 5. ANY declares
parameters of the event, WHERE denotes guards (necessaries conditions to hold for the
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event to be triggered) of the event, THEN are the actions of the event. Figure 6 depicts
the output of the plug-in. The output is a translation of Event-B event (in Figure 5) into
Eiffel. There are two require statements corresponding to two guards (from Event-B)
that ensure that the variables belong to the sets they are supposed to. The do statements
assign translated expressions to the variables contents, persons, owner and pages,
initializing them with an appropriate type. In Eiffel, create s a keyword used to create
instances a classes, similar to new in Java or C++.

Class EBSET is a class created specifically for the translation of sets from Event-
B. It inherits most of Eiffel set’s functionality but allows more flexibility. It is part of
eb_math_lang package that also includes natural numbers (EBNAT), integers, ranges
and relations.

ANY
c1
p1

WHERE
grd1 : p1 ∈ PERSON\persons
grd2 : c1 ∈ CONTENTS\contents

THEN
act1 : contents := contents ∪ {c1}
act2 : persons := persons ∪ {p1}
act3 : owner := owner ∪ {c1 7→ p1}
act4 : pages := pages ∪ {c1 7→ p1}

END

Figure 5. create_account event

create_account (p1: PERSON; c1: CONTENTS)
require

grd1: PERSON.difference (persons).has (p1)
grd2: CONTENTS.difference (contents).has (c1)

do
contents.assigns ((contents).union (create {EBSET[CONTENTS]}.singleton

(c1)))
persons.assigns ((persons).union (create { EBSET[PERSON]}.singleton

(p1)))
owner.assigns ((owner).union (create {EBREL[CONTENTS,PERSON]}.vals

(<<(create { EBPAIR[CONTENTS,PERSON]}. make (c1, p1))>>))
pages.assigns ((pages).union (create {EBREL[CONTENTS,PERSON]}.vals

(<<(create {EBPAIR[CONTENTS,PERSON]}. make(c1, p1))>>))
end

Figure 6. Eiffel Code for create_account event
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MIO – Bus Transportation System: This model includes several entities: buses,
bus stations, people, doors and sensors. It regulates bus transportation and is described
in [3]. There are six refinements with each adding new entities and concepts. It is an
extensive model with 21 actions in the initialisation event and 15 invariants for the last
refinement.

Binary and Linear Search: These two models represented binary and linear search
algorithms. The former one looks for a number, dividing each subsection into two, and
the latter goes through a set of numbers in a linear way.

The binary search included three events apart from the initialisation (inc[rement],
dec[rement] and found). The model for linear search included a similar found event as
well as progress event that continued to search for the number if the correct one is not
found.

In general, the tool is able to translate 86% of the 90 symbols that can be used with
Event-B. Although the remaining 14% is not implemented yet, it is noted that they occur
rarely in the models.

A common problem for most models (e.g. Social Event Planner, MIO, Binary Search
and Sorting the Array) that results in compilation errors is due to the type translation of
variables. For instance, the Event-B assignment owner := owner ∪ {cmt 7→ owner(rc)}
with a set extension ({}) including more than two expressions poses a problem as the
types of the sets should be included into the Eiffel code before visiting the variable
in the tree. Therefore, instead of a type, Java’s null keyword is returned (as the tool
is written in Java and for Eiffel this is an undefined keyword). This problem occurs
for set extensions (declaring a set between two curly brackets), backward and forward
composition of functions.

If the correct types are included into the Eiffel code manually, the compilation returns
no errors. As Table 1 shows, these types of errors are not very common, e.g. for Social
Event Planner there are only three cases of such statements, for MIO, Binary Search
and Sorting the Array there is only one.

Other models (namely, reversing an array and finding a minimum) require those parts
of the mathematical language that have not been implemented (Bound Declarations and
Bound Identifiers that are used as variables in Quantified Predicates – ∀ and ∃). This is
where most of their errors occur.

The list of Event-B models used in this phase and their translation to Eiffel using
the plug-in can be found in [11].

5. Conclusion

We presented a series of rules to transform an Event-B model to an Eiffel program. The
translation takes full advantage of all elements in the source by translating them as con-
tracts in the target language. Thus, no information on the behaviour of the system is lost.
These rules shows a methodology for software construction that makes use of two differ-
ent approaches. We also presented a Rodin plug-in that implements the translation. The
plug-in enables users to take advantages of Event-B (e.g. refinement) to then translation
to Eiffel, which provides an actual implementation of the model, to take advantages of
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the language (e.g. Design by Contract). The main limitation of the plug-in is that no
proof of soundness has been carried out. This paper shows a proof-of-concept and opens
up a direction to carry out with the proof.

In order to be able to fully automate the translation, type retrieval for variables that
are further down the AST need to be implemented. This corresponds to 14% of the
Event-B mathematical language. One of the challenges is to translate choice from set
(x :∈ S) that arbitrarily chooses a value from the set S and choice by predicate (z :| P )
that arbitrarily chooses values for the variable in z that satisfy the predicate P . For
this, we plan to make use of ProB or Constraint Programming to assign values that
satisfy a predicate. Another direction is related to the translation of Proof Obligations
(POs), mathematical formulas, automatically generated by Rodin, to Eiffel. POs need
to be proven in order to ensure that a machine is correct [5]. They can be proved either
automatically or interactively. By translating Proof Obligations into Specification Drivers
[9] it will be possible to formally verify the translated Eiffel code against its contracts.

Formal modelling belongs to the technical domain to specify functional requirements.
In order to prove correctness of system properties users need to be properly trained and
understand technical aspects of formal models or, at least, of programming languages.
In order to bridge the gap between business perspective and technical perspective, it
would be necessary to provide a more comprehensive modelling framework that is left
for future investigation [17].
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Аннотация. Формальные языки моделирования играют важную роль в разработке про-
граммного обеспечения, так как позволяют пользователям, во-первых, определять функциональ-
ные требования, которые также служат документацией для проекта, а во-вторых, доказывать
корректность свойств систем, что особенно важно для критических систем. Однако не существует
четкого понимания того, как сопоставить формальную модель и определенный язык программиро-
вания. В качестве решения данной проблемы авторы статьи предлагают использовать возможность
source-to-source соответствия между моделями, описанными на языке Event-B (языке моделирова-
ния для реактивных приложений и систем), и программами на объектно-ориентированном языке
программирования Eiffel. Предложенное решение не только автоматически генерирует соответ-
ствующий модели на Event-B код на Eiffel, но также переводит свойства модели в виде контрак-
тов. Контракты соответствуют принципу Design-by-Contract и нативно поддерживаются в Eiffel.
Реализация решения доступна как плагин EB2Eiffel в Rodin (среде разработки для Event-B). Та-
ким образом, пользователи могут разрабатывать различные системы, начиная с моделирования
функциональных требований (свойств) в Event-B, затем формально доказывая корректность этих
свойств в Rodin и, наконец, используя EB2Eiffel для перевода модели на язык программирования.
Используя Eiffel, пользователи могут расширять и модифицировать реализацию модели и дока-
зывать корректность измененной модели относительно ее оригинальной, изначально переведенной
версии. Также в статье описан процесс тестирования EB2Eiffel разными моделями, написанными
на Event-B, и представлены ограничения плагина. Статья публикуется в авторской редакции.

Ключевые слова: пошаговое улучшение систем, Design-by-Contract, формальное моделирова-
ние, реактивные приложения, Event-B, Eiffel
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Аннотация. Цель проекта “Платформенно-независимый подход к формальной специфика-
ции и верификации стандартных математических функций” — инкрементальный комбинирован-
ный подход к спецификации и верификации стандартных математических функций, таких как
sqrt, cos, sin и так далее. Платформенно-независимый подход предполагает простую аксиомати-
зацию машинной арифметики в терминах вещественной арифметики (то есть арифметики поля R
вещественных чисел), не фиксируя ни основание системы счисления, ни формат машинного слова.
Инкрементальность означает, что спецификация и верификация начинается с рассмотрения наи-
более “простого” случая – элементарной спецификации и верификации простого алгоритма, рабо-
тающего с вещественными числами, а заканчивается модификацией элементарной спецификации
и алгоритма для машинной арифметики и верификацией алгоритма, работающего в машинной
арифметике. А комбинированность подхода означает, что мы начинаем с рассмотрения “базового
случая” — “ручной” верификации (с ручкой и бумагой) для алгоритма, работающего в веществен-
ной арифметике, затем выполняем ручную верификацию алгоритма, работающего в машинной
арифметике, используя верификацию для базового случая в качестве “конспекта” (proof-outlines), а
заканчиваем — верификацией с использованием автоматизированной системы построения/поиска
доказательства для того, чтобы исключить апелляцию к “очевидности” в ручной верификации. В
статье платформенно-независимый инкрементальный комбинированный подход применяется для
спецификации и верификации стандартной математической функции квадратного корня. В на-
стоящий момент автоматизированная верификация разработанных алгоритмов выполнена только
частично: с использованием системы ACL2 доказана реализуемость (существование) чисел с фик-
сированной запятой и таблицы начальных приближений квадратного корня.

Ключевые слова: числа с фиксированной запятой, числа с плавающей запятой, машинная
арифметика, формальная верификация, частичная и тотальная корректность, тройки Хоара, ме-
тод Флойда, точная функция, квадратный корень, метод Ньютона, справочная таблица
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Введение
В нашей статье речь пойдёт о, так сказать, “верификации в малом”, то есть о вери-
фикации отдельных небольших программ и функций (в нашем случае, стандартных
математических функций вообще и функции квадратного корня в частности). Но
наряду с “верификацией в малом” существует и “верификация в большом” — вери-
фикация сложных и больших комплексов программ, критических с точки зрения
безопасности или миссии, как, например, программ управления космическим по-
лётом, когда цена однократной программной ошибки может достигать миллиардов
рублей.

Так, в декабре 2017 г. “Роскосмос” опубликовал [32] официальные результаты
расследования неудачного пуска с космодрома Восточный 28 ноября того же года
ракеты-носителя “Союз-2.1б” с космическим аппаратом “Метеор-М” и ещё 18 косми-
ческими аппаратами, в результате которого все 19 аппаратов были потеряны. Риски
при запуске были застрахованы на сумму 2,6 млрд руб. В официальном расследо-
вании значится следующее:

Сложилось такое сочетание параметров стартового стола космодро-
ма, азимутов полета ракеты-носителя и разгонного блока, которое не
встречалось ранее. Соответственно, оно не было выявлено при прове-
дённой наземной отработке баллистической траектории согласно дей-
ствующим методикам.

Проведя всесторонний анализ, члены комиссии считают, что проявле-
ние этой некорректности алгоритма могло и не произойти при запуске
с космодрома Восточный этой же полезной нагрузки с этим же разгон-
ным блоком на этой же ракете. Пуск прошёл бы штатно, например,
летом, либо в случае, если бы районы падения отделяемых частей РН
лежали в стороне от выбранных.

Однако верификация в малом так же имеет важное научное, прикладное и эко-
номическое значение, так как “маленькие” ошибки в “маленьких”, но “массовых”
(часто используемых) программах могут приводить к тем же миллиардным поте-
рям из-за частого и повсеместного использования таких программ (стандартных
функций, в частности) [11].
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В настоящей статье платформенно-независимый инкрементальный комбиниро-
ванный подход применяется для спецификации и верификации стандартной мате-
матической функции квадратного корня. Для вычислений в арифметике с фиксиро-
ванной запятой мы выбрали основанный на методе Ньютона адаптивный алгоритм
со справочной (look-up) таблицей начальных приближений квадратного корня; для
спецификации этого алгоритма мы используем утверждения тотальной корректно-
сти Хоара; для аргументов, больших 1, мы доказываем методом Флойда его за-
вершаемость в машинной арифметике с округлением к ближайшему представимо-
му числу с ошибкой округления не более 1

2
ULP , где ULP — единица наименьшей

точности (Unit of Least Precision или Unit in the Last Place), и с общей ошибкой
вычислений не более ε+ 2ULP , где ε > 0 - желаемая точность, задаваемая пользо-
вателем. Для вычислений квадратного корня в арифметике с плавающей запятой
мы используем верифицированный алгоритм для вычисления квадратного корня из
“приведённой мантиссы” (к значению большему 1) и деление на 2 (для чётных пока-
зателей экспоненты). Корректность алгоритма для арифметики с плавающей запя-
той следует из корректности алгоритма для арифметики с фиксированной запятой.
В качестве автоматизированной системы формализации и поиска доказательства в
нашем проекте на данном этапе используется ACL2. В настоящий момент автомати-
зированная верификация разработанных алгоритмов выполнена только частично:
с использованием системы ACL2 доказана реализуемость (существование) чисел с
фиксированной запятой и таблицы начальных приближений квадратного корня.

Прежде чем переходить к основному содержанию статьи, становимся на её струк-
туре. В разделе 1.1. будут описаны метод Ньютона применительно к вычислению
аппроксимаций квадратного корня, его алгоритмическая реализация в арифметике
вещественных чисел, его спецификация условиями тотальной корректности (трой-
кой Хоара) и ручная верификация частичной корректности (методом Флойда для
чисел, больших 1). Затем в разделе 1.2. будет доказана завершаемость нашего ал-
горитма в арифметике вещественных чисел и установлена квадратичная скорость
сходимости этого алгоритма (при некоторых ограничениях на начальные прибли-
жения). В разделе 1.3. конкретизируется метод вычисления начальных приближе-
ний квадратного корня в арифметике вещественных чисел посредством справочной
таблицы (look-up table), удовлетворяющей всем ограничениям для начальных при-
ближений (выявленным в предыдущем разделе 1.2.), доказывается существование
такой таблицы и корректность алгоритма с такой таблицей.

Вторая часть посвящена разработке (прототипированию) алгоритма аппрокси-
мации квадратного корня и его спецификации в арифметике с фиксированной за-
пятой и состоит из 5 разделов. В разделе 2.1. мы описываем (аксиоматизируем)
нашу версию платформенно-независимой арифметики с фиксированной запятой в
терминах вещественной арифметики. В разделе 2.2. мы модифицируем для арифме-
тики с фиксированной запятой алгоритм (со справочной таблицей) аппроксимации
квадратного корня и его спецификацию из раздела 1.3. первой части, доказываем
существование справочной таблицы начальных приближений квадратного корня в
арифметике с фиксированной запятой (при условии, что ULP < 1

12
). Раздел 2.3. по-

свящён анализу ошибок за одну итерацию цикла алгоритма аппроксимации квад-
ратного корня в арифметике с фиксированной запятой и за несколько итераций;
в этом разделе, в частности, доказывается, что при некоторых предположениях
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“суммарная” (накопленная за несколько итераций) ошибка округлений не превосхо-
дит 2ULP . В разделе 2.4. мы анализируем условия, гарантирующие завершаемость
нашего алгоритма в арифметике с фиксированной запятой, а в разделе 2.5. — ва-
рианты модификации прототипа постусловия, первоначально предложенные в раз-
деле 2.1.

Третья часть статьи посвящена спецификации и верификации алгоритмов ап-
проксимации квадратного корня в машинной арифметике как с фиксированной
запятой, так и плавающей запятой. В разделе 3.1. мы (на основе прототипов и
анализа, выполненных во второй части) приводим окончательный вариант алго-
ритма аппроксимации квадратного корня в арифметике с фиксированной запятой,
его окончательную спецификацию, затем аннотируем этот алгоритм инвариантом
цикла, а в разделе 3.2. — доказываем тотальную корректность этого полностью ан-
нотированного алгоритма. Раздел 3.3. начинается с описания некоторых минималь-
ных предположений об арифметике с плавающей запятой (в терминах арифмети-
ки с фиксированной запятой и вещественной арифметики) и посвящён разработке,
спецификации (условиями тотальной корректности) и верификации алгоритма ап-
проксимации квадратного корня в арифметике с плавающей запятой.

В заключительной, четвертой части мы даём краткую сводку полученных ре-
зультатов и обсуждаем их место среди исследований по верификации программно-
го обеспечения (раздел 4.1.), даём достаточно подробный обзор литературы по ве-
рификации стандартных математических функций вообще и квадратного корня в
частности, по формализации машинной арифметики (раздел 4.2.), а также намечаем
планы дальнейших исследований в рамках нашего проекта “Платформенно-незави-
симый подход к формальной спецификации и верификации стандартных матема-
тических функций” (раздел 4.3.).

1. Алгоритмы аппроксимации квадратного корня
в вещественной арифметике, их спецификация
и верификация

1.1. Метод Ньютона, его алгоритмическая реализация,
спецификация и частичная корректность

Для вычисления приближённых значений квадратного корня из аргумента y ≥ 0
широко используется метод Ньютона [2,7,31]. Математическое описание этого ме-
тода дано на Рис. 1.

Разумеется, что нас не интересует бесконечный процесс вычисления методом
Ньютона новых приближений для √y, поэтому введем ещё один параметр ε > 0 для
контроля точности вычислений и прерывания процесса при достижении желаемой
точности. Понятие желаемой точности может быть математически формализовано
двумя способами:

• xi отличается от √y не более чем на ε, то есть ошибка |√y − xi| ≤ ε;

• квадрат xi отличается от y не более чем на ε, то есть невязка |y − x2
i | ≤ ε.
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Пусть x1 = ini(y) > 0 — произвольное начальное приближение для √y;
для любого i > 0 если i-ое приближение xi для

√
y уже определено,

то пусть di =
y−x2

i

2xi
и xi+1 = xi + di (то есть xi+1 =

y+x2
i

2xi
).

Let x1 = ini(y) > 0 be an arbitrary initial approximation for √y;
for all i > 0 if i-th approximation xi for

√
y has been already defined,

then let di =
y−x2

i

2xi
, and xi+1 = xi + di (i.e. xi+1 =

y+x2
i

2xi
).

Рис. 1. Математическое описание метода Ньютона
Fig. 1. Mathematical description of Newton (Newton-Raphson) method

К сожалению, контроль ошибки невозможен во время вычислений по методу
Ньютона (если мы не знаем точного значения квадратного корня). Наоборот, кон-
троль невязки легко осуществим во время вычислений по методу Ньютона. Однако,
так как нас интересует вычисление квадратного корня, то по завершении вычисле-
ний мы хотели бы гарантировать именно то, что ошибка не превосходит ε. Поэтому
возникает естественная идея контролировать абсолютное значение слагаемого di и
попытаться доказать, что как только абсолютное значение мало, то ошибка не пре-
восходит ε.

В результате мы приходим к представленной на Рис. 2 алгоритмической реа-
лизации ANIR (Adaptive Newton In Reals) метода Ньютона для вычисления при-
ближённого значения квадратного корня в идеальной арифметике (все операции и
значения — в поле R).

Рис. 2. Блок-схема алгоритма ANIR
Fig. 2. The flowchart of the algorithm ANIR

Этот и последующие алгоритмы вычисления приближённых значений квадрат-
ного корня мы будем применять только к аргументам y > 1. Поэтому специфици-
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руем алгоритм следующим условием тотальной корректности Хоара:

[1 < y & 0 < ε &
√
y ≤ ini(y)] ANIR [|√y −X| ≤ ε]. (1)

Доказательство условия (1) разобьем на доказательство утверждения частич-
ной корректности этого же алгоритма с теми же предусловием и постусловием и
доказательство завершаемости этого алгоритма, если выполнено предусловие. До-
казательство частичной корректности рассмотрим в этом разделе, а доказательство
завершаемости — в разделе 1.2.

Для доказательства частичной корректности выберем контрольные точки 1, 2
и 3 так, как показано на Рис. 2, аннотируем точки 1 и 3 предусловием и посту-
словием из (1), а в качестве инварианта (аннотации) точки 2 возьмём предусловие,
усиленное условием √y ≤ X. Используя метод Флойда доказательства частичной
корректности, надо доказать, что

• если в контрольной точке 1 выполнена её аннотация (то есть предусловие) и
путь (1..2) завершается, то после выполнения этого пути в контрольной точке
2 выполнена её аннотация (то есть инвариант);

• если в контрольной точке 2 выполнена её аннотация (то есть инвариант) и путь
(2 − 2) завершается, то после выполнения этого пути в контрольной точке 2
выполнена её аннотация (то есть тот же инвариант, но при новых значениях
переменных);

• если в контрольной точке 2 выполнена её аннотация (то есть инвариант) и путь
(2 + 3) завершается, то после выполнения этого пути в контрольной точке 3
выполнена её аннотация (то есть постусловие).

Здесь и далее мы используем следующую нотацию для пути по блок-схеме алгорит-
ма между парой контрольных точек i и j: путь заключается в круглые скобки ( ),
начинается с указания начальной контрольной точки i, заканчивается указанием
конечной контрольной точки j, а между ними указываются знаки рёбер, исходя-
щих из условных операторов на этом пути, по которым прошёл путь, или две точки
“ ..”, если путь не содержит условных операторов.

Доказательство всех трёх перечисленных путей носит довольно-таки рутинный
характер и было ранее представлено в [26].

1.2. Тотальная корректность алгоритма метода Ньютона

В предыдущем разделе 1.1. мы доказали частичную корректность, остаётся дока-
зать завершаемость в случае, когда выполнено предусловие. Первый участок ал-
горитма (1..2) выполняется только один раз и поэтому всегда завершается. Пусть,
как и в описании метода Ньютона, x1, x2, . . . xn, x(n+1), . . . — значения переменной
X непосредственно перед первой, второй, . . . n-й, (n+ 1)-й и так далее итерациями
цикла (2−2), и, кроме того, d1, d2, . . . dn, d(n+1), . . . — значения переменной D непо-
средственно сразу после её вычисления на первой, второй, . . . n-й, (n + 1)-й и так
далее итерациях этого цикла. В частности, x1 = ini(y) и dn = y−x2

n

2xn
, x(n+1) = xn + dn

для всех n > 0.
Выразим d(n+1) через dn:
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d(n+1) =
y−x2

(n+1)

2x(n+1)
= y−(xn+dn)2

2(xn+dn)
=

y−(
y+x2

n
2xn

)2

2
y+x2

n
2xn

= − (y−x2
n)2xn

4x2
n(y+x2

n)
= − d2

nxn
y+x2

n
= − d2

n

2x(n+1)
.

Заметим, что, в силу инварианта цикла, все значения d1, d2, . . . dn, d(n+1), . . . не
положительные. Следовательно,

|d(n+1)|
|dn|

=
d(n+1)

dn
= − dn

2x(n+1)

=
1

2
× x2

n − y
x2
n + y

<
1

2
,

то есть |d(n+1)| < d1

2n
. Так как |D| < ε

2
— условие завершения алгоритма ANIR, то

этот алгоритм завершается, выполнив не более 2 + log2
d1

ε
итераций цикла (2 − 2).

Кроме того, мы имеем

|d1| =
x2

1 − y
2x1

= (x1 −
√
y)×

x1 +
√
y

2x1

< x1 −
√
y = ini(y)−√y.

Поэтому алгоритм ANIR завершается, выполнив не более

2 + log2

ini(y)−√y
ε

(2)

итераций этого цикла. В частности, если начальное приближение “с точностью до
целых”, то (ini(y)−√y) ≤ 1, и поэтому число итераций цикла не более (2− log2 ε).

Таким образом, утверждение тотальной корректности (1) полностью доказано.
Можно, однако, обратить внимание на то, что в инварианте алгоритма ANIR

речь идет об оценке изменения значения переменной, а в постусловии алгоритма —
об ошибке, то есть о значении разности (X − √y) после завершения алгоритма.
Поэтому возникает идея перейти в инварианте от оценки этого изменения значения
переменной к оценке значения самой разности (X−√y) перед очередной итерацией.

Для того чтобы найти подходящее условие для инварианта, использующее оцен-
ку разности (X −√y), проанализируем, как эта оценка меняется за одну итерацию
тела цикла (2− 2) в алгоритме ANIR: пусть a — значение переменной X в начале
этого пути, а b — значение этой переменной после завершения этого пути; тогда
b − √y = y+a2

2a
− √y =

(a−√y)2

2a
. Так как начальная ошибка (то есть перед первой

итерацией тела цикла) — это (ini(y) − √y), то, следовательно, в качестве оценки
сверху ошибки (X −√y) после m ≥ 0 итераций тела этого цикла можно принять

(ini(y)−√y)2m

(2
√
y)m

(3)

(которую можно доказать индукцией по m).
Если в предусловие добавить дополнительное ограничение, что (ini(y)−√y) ≤ 1

2
,

и памятуя, что 1 <
√
y, оценку сверху (3) ошибки (X −√y) после m ≥ 0 итераций

тела цикла (2− 2) можно упростить:

(ini(y)−√y)2m

(2
√
y)m

≤ 1

2(2m+m)
. (4)
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Так как при разработке алгоритма ANIR мы воспользовались дополнительным
предположением, что (ini(y)−√y) ≤ 1

2
, то спецификация этого алгоритма отличает-

ся предусловием от спецификации алгоритма ANIR (1) и может быть представлена
следующим утверждением тотальной корректности:

[1 < y & & 0 < ε &
√
y ≤ ini(y) ≤ √y +

1

2
] ANIR [|√y −X| ≤ ε]. (5)

Оценка (4) говорит, что достаточно “очень небольшого” числа итераций цикла
(2−2) для достижения желаемой точности ε приближённого значения квадратного
корня √y. Действительно, пусть, как и выше, x1, x2, . . . xn, xn+1, . . . — значения
переменной X непосредственно перед первой, второй, . . . n-й, (n+ 1)-й и так далее
итерациями цикла (2 − 2), а d1, d2, . . . dn, dn+1, . . . — значения переменной D
непосредственно сразу после её вычисления на первой, второй, . . . n-й, , (n + 1)-й
и так далее итерациях этого цикла. Выберем любое n > 0 такое, что 1

2(2n+n) ≤ ε
4
. В

силу оценки сверху (4) ошибки |X −√y|, верной для любого m ≥ 0 числа итераций
тела цикла (2− 2), имеем

|dn| = |xn+1 − xn| =
∣∣(xn+1 −

√
y) + (xn −

√
y)
∣∣ ≤

≤ |xn+1 −
√
y| + |xn −

√
y| ≤ ε

4
+ ε

4
= ε

2
.

Но, как показано выше, при верификации пути (2 + 3), как только |D| < ε
2
, то

ошибка |X − √y| < ε, то есть |xn −
√
y| < ε. Поэтому при том же предположении,

что (ini(y)−√y) ≤ 1
2
, алгоритм ANIR выполнит не более log2

(
1+ | log2 ε|

)
итераций

цикла (2− 2). В качестве иллюстрации скорости ANIR приведём простой пример:
если для вычисления

√
2 в качестве начального приближения выбрать 1, 5 (обратите

внимание, что y = 2 > 1 и √y < ini(y) = 1, 5 ≤ √y + 1
2
), то

• после n = 0 итераций тела цикла (2 − 2) (то есть перед началом цикла) мы
точно знаем m = (2n + n)− 1 = 0 двоичных цифр

√
2 после запятой,

• после n = 1 итераций тела этого цикла мы точно знаем m = (2n + n) − 1 = 2
двоичных цифр

√
2 после запятой,

• после n = 2 итераций тела этого цикла мы точно знаем m = (2n + n) − 1 = 5
двоичных цифр

√
2 после запятой,

• после n = 3 итераций тела этого цикла мы точно знаем m = (2n + n)− 1 = 10
двоичных цифр

√
2 после запятой,

• и так далее.

Заметим, что именно поэтому в нескольких алгоритмах вычисления квадратного
корня для компьютерных игр [7] использована явная развертка цикла (2 − 2) на
несколько итераций (на 2–4).
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1.3. Адаптивный алгоритм со справочными таблицами,
его спецификация и верификация

Конкретизируем способ (метод) X := ini(y) реализации вычисления начального
приближения для квадратного корня, использованный в алгоритме ANIR, в виде
присваивания

X := UpRoot [SelroundUp(y)] ,

где

• SelRoundUp : R+ → Sel ⊆ R+ — функция из положительных вещественных
чисел в некоторое фиксированное множество “избранных” положительных ве-
щественных чисел Sel, которая для каждого вещественного числа x > 0 воз-
вращает некоторое число из Sel, которое не меньше, чем x;

• UpRoot : Sel → R — предвычисленная справочная таблица (look-up table,
“массив”) приближений с избытком квадратных корней из избранных веще-
ственных чисел.

В результате алгоритм ANIR (Рис. 2) заменяется алгоритмом LANIR (Look-up
table Adaptive Newton In Reals), представленным на Рис. 3.

Рис. 3. Блок-схема алгоритма LANIR
Fig. 3. The flowchart of the algorithm LANIR

Специфицируем этот алгоритм следующим образом:[
1 < y & 0 < ε &

√
y ≤ UpRoot

[
SelRoundUp(y)

]
≤ √y + 1

2

]
LANIR

[
|√y −X| ≤ ε

] . (6)

Заметим, что корректность спецификации (6) следует из корректности специ-
фикации (5). При этом, однако, необходимо показать, что существуют (могут быть
реализованы) функция округления SelRoundUp и справочная таблица UpRoot, ко-
торые “делают” предусловие в (6) истинным, и, следовательно, алгоритм LANIR
завершает работу, после чего выполнено постусловие спецификации (6).
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Так как в данной части мы “работаем” с вещественной арифметикой, то функция
округления и справочная таблица могут быть реализованы, например, следующим
образом1:

1. SelRoundUp : R → R — посредством операции λ z ∈ R.dze округления до
ближайшего сверху целого числа (то есть мы принимаем Sel = N);

2. UpRoot : N+ → R — таблично-заданная функция λ z ∈ R+.
√
z, составляющая

каждому положительному натуральному числу (вещественный) квадратный
корень из этого числа.

Покажем, что √y ≤ UpRoot [SelRoundUp(y)] ≤ √y + 1
2
для любого y > 1. Дей-

ствительно, так как UpRoot[SelRoundUp(y)] =
√
dye, а dye ≤ (y + 1), то

0 ≤ UpRoot[SelRoundUp(y)]−√y ≤
√
y + 1−√y =

(y + 1)− y√
y + 1 +

√
y
<

1

2
.

Таким образом, мы показали, что для арифметики вещественных чисел суще-
ствуют функция округления SelRoundUp и справочная таблица UpRoot, которые
делают предусловие спецификации (6) истинным; следовательно, при использова-
нии этих функций и таблиц алгоритм LANIR завершает работу, после чего выпол-
нено постусловие спецификации (6).

2. Разработка и спецификация прототипа
алгоритма аппроксимации квадратного корня
в машинной арифметике с фиксированной
запятой

2.1. Машинная арифметика с фиксированной запятой

Не все вещественные числа представимы в компьютере. Более точно, представимы
только некоторые рациональные числа. Для представления существуют два фор-
мата: с фиксированной запятой и с плавающей запятой. Все рациональные чис-
ла, представимые в формате с фиксированной запятой, будем называть числами
с фиксированной запятой, а все рациональные числа, представимые в формате с
плавающей запятой, — числами с плавающей запятой. К формализации чисел с
плавающей запятой мы вернёмся позже, а сейчас рассмотрим формализацию чисел
с фиксированной запятой.

Мы определим числа с фиксированной запятой как тип данных D, удовлетворя-
ющий следующим аксиомам:

• множество значений этого типа V alD — это некоторое конечное подмножество
рациональных (и, следовательно, вещественных) чисел Q такое, что

– оно содержит наименьшее infD < 0 и наибольшее supD > 0 числа,
1Здесь и далее λ z ∈ R.dze — операции округления до ближайшего сверху целого числа.
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– а также все числа из диапазона [infD, supD] с шагом δD > 0,

– и включает все целые числа IntD из этого диапазона [infD, supD];

• допустимые операции со значениями этого типа — это

– машинное сложение ⊕ и вычитание 	. Если результат математического
сложения (вычитания) принадлежит диапазону [infD, supD], то результат
машинного сложения (соответственно — машинного вычитания) совпада-
ет с результатом математических операций (и в этих случаях сами опе-
рации могут обозначаться обычным образом как + and −);

– машинное умножение ⊗ и машинное деление �. Эти операции возвраща-
ют округлённое значение соответствующих математических операций с
округлением к ближайшему числу с фиксированной запятой, причём для
любых x, y ∈ V alD
∗ если x× y ∈ V alD, то x⊗ y = x× y;
∗ если x/y ∈ V alD, то x� y = x/y;
∗ если x× y ∈ [infD, supD], то |x⊗ y − x× y| ≤ δD/2;
∗ если x/y ∈ [infD, supD], то |x� y − x/y| ≤ δD/2;

– округление вверх d e и вниз b c до ближайшего целого. Обе операции
являются всюду определёнными на V alD;

• допустимые бинарные отношения со значениями этого типа — все стандартные
равенства и неравенства в рамках диапазона [infD, supD] (и поэтому обознача-
ются обычным образом как =, 6=, ≤, ≥, <, >).

Легко видеть, что

• если infD ≤ −1 или 1 ≤ supD, то 1
δD
∈ N;

• V alD = {kδD : k ∈ Z, infD ≤ kδD ≤ supD};

• для любых n ∈ Z и v ∈ V alD, если (n× v) ∈ [infD, supD], то n⊗ v = n× v;

• так как операции d e и b c всюду определены, то infD, supD ∈ IntD.

Вариант реализации описанного выше типа данных (так сказать, виртуальная
машина) доступен по ссылке (https://bitbucket.org/ainoneko/lib_verify/src/).

2.2. Прототип алгоритма и спецификации в арифметике
с фиксированной запятой

При переходе от “идеальной” арифметики вещественных чисел к арифметике с фик-
сированной запятой алгоритм LANIR с Рис. 3 должен измениться, так как теперь
вместо обычных операций сложения, вычитания, умножения и деления над веще-
ственными числами R используются операции ⊕, 	, ⊗ и �. На Рис. 4 представлен
вариант такого изменения — алгоритм LANIFAv1 (Look-up table Adaptive Newton
In Fix-point Arithmetic, version 1 ). В этом изменённом алгоритме

https://bitbucket.org/ainoneko/lib_verify/src/
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Рис. 4. Блок-схема алгоритма LANIFAv1
Fig. 4. The flowchart of the algorithm LANIFAv1

• вместо переменной X алгоритма LANIR используется другая переменная Z
(чтобы не возникало путаницы, да и типы этих переменных разные: веще-
ственный R у X и с фиксированной запятой D у Z);

• присваивание D := y−X2

2X
и следующая за ним проверка |D| < ε

2
должны

были бы “превратиться” (поскольку y−X2

2X
= y

2X
− X

2
) в присваивание D :=

(y � (Z ⊕ Z)) 	 (Z � 2) и проверку |D| < (ε � 2), но превращаются в присва-
ивание DD := (y � Z) 	 Z для вычисления удвоенного значения и проверку
(|DD| < ε

)
&Φ(NZ), где Φ(NZ) — дополнительная проверка (которую тоже

ещё предстоит определить) на следующее значение переменной Z, вычислен-
ное и сохранённое в новой переменной NZ;

• присваивание X := X + D превращается (так как D = y−X2

2X
= y

2X
+ X

2
) в два

присваивания NZ :=
(
y � (Z ⊕ Z)

)
⊕ (Z � 2) для вычисления следующего

значения переменной Z и сохранения его в переменной NZ (Next Z ) и Z :=
NZ.

Кроме того, в этом алгоритме вместо бесконечной таблицы UpRoot : Sel → R,
которая (как было показано выше в разделе 1.3.) может “хранить” график функ-
ции λ z ∈ R+.

√
z, используется “настоящий” (конечный) предвычисленный массив

UpRt : Int+D → V alD для начальных приближений квадратного корня.
Нам бы хотелось специфицировать алгоритм LANIFAv1 по аналогии со специ-

фикацией (6) алгоритма LANIR, например так:[
1 < y & 0 < ε &

√
y ≤ UpRt

[
dye
]
≤ √y + 1

2

]
LANIFAv1

[
|√y − Z| ≤ g(ε)

]
,

(7)

где g : V alD → R — некоторая функция (которую ещё предстоит определить), но,
однако, эта спецификация (7) нуждается в модификации и предусловия, и посту-
словия.

Начнём с модификации предусловия спецификации (7). Во-первых, совершенно
естественно, что два первых условия 1 < y и 0 < ε в предусловии при переходе к
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арифметике с фиксированной запятой должны быть дополнены условиями y ∈ V alD
и ε ∈ V alD, означающими, что входные данные представимы в машине. Во-вторых,
совершенно не очевидно, существует ли такой массив UpRt : Int+D → V alD, который
удовлетворяет третьему условию √y ≤ UpRt

[
dye
]
≤ √y + 1

2
из предусловия: если

такого массива вообще не существует, то доказывать спецификацию (7) не нуж-
но — она верна, так как из предусловия FALSE следует и завершаемость любого
алгоритма, и истинность любого постусловия. Однако в следующем абзаце будет
предложено простое достаточное условие на δD, гарантирующее существование та-
кого массива.

Достаточным условием для существования массива UpRt : Int+D → V alD, удовле-
творяющего третьему условию из предусловия спецификации (7), является условие

δD ≤
1

12
. (8)

Действительно, если δD ≤ 1
12
, то для любого m ≥ 1, m, (m+ 1) ∈ IntD, имеем

1
2
≥ δD + 1

2,4
≥ (так как

√
m ≥ 1 и

√
m+ 1 ≥

√
2 > 1, 4) δD + 1√

m+1+
√
m

=

= δD + (m+1)−m√
m+1+

√
m

= δD + (
√
m+ 1−

√
m),

то есть (
√
m + 1

2
) −
√
m+ 1 ≥ δD. Следовательно, интервал [

√
m+ 1, (

√
m + 1

2
)]

“шире” δD и поэтому содержит некоторое число am+1 вида kδD, которое мы примем
в качестве UpRt[m + 1]: UpRt : m 7→ am. Для такого массива UpRt и любого y > 1
имеем

√
y ≤

√
dye =

√
byc+ 1 ≤ abyc+1 = adye = UpLd[dye] ≤

√
byc+

1

2
≤ √y +

1

2
,

что и требовалось доказать для массива UpRt.
Доказательство существования типа данных D и массива UpRt выполнено с ис-

пользованием системы ACL2 и доступно на Github по ссылке https://github.com/
apple2-66/c-light/tree/master/experiments/square-root.

2.3. Ошибки вычислений прототипа алгоритма
в арифметике с фиксированной запятой

Проанализируем, как меняется ошибка |Z −√y| за одну итерацию цикла (2 − 2) в
алгоритме LANIFAv1. Выберем произвольное n > 0, и пусть zn и zn+1 — значения
переменной Z непосредственно перед и сразу после n-й итерации этого цикла, а
∆n = zn −

√
y и ∆n+1 = zn+1 −

√
y. Мы выбрали обозначения zn и zn+1, ∆n и ∆n+1

чтобы не путать эти значения с соответствующими значениями xn и xn+1, dn и dn+1

переменной X непосредственно перед и сразу после n-й итерации цикла (2 − 2) в
алгоритме ANIR в предыдущей части 1. Имеем

∆n+1 = zn+1 −
√
y =

((
y � (zn ⊕ zn)

)
⊕ (zn � 2)

)
−√y =

(если
(
y � (zn ⊕ zn)

)
⊕ (zn � 2) =

(
y � (zn ⊕ zn)

)
+ (zn � 2))

=
((
y � (zn ⊕ zn)

)
+ (zn � 2)

)
−√y =

https://github.com/apple2-66/c-light/tree/master/experiments/square-root
https://github.com/apple2-66/c-light/tree/master/experiments/square-root


650
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 25, №6 (2018)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 25, No 6 (2018)

(если zn ⊕ zn = 2zn) =
((
y � (2zn)

)
+ (zn � 2)

)
−√y =

=
(
( y

2zn
+ δ′) + ( zn

2
+ δ′′)

)
−√y (где |δ′| ≤ δD

2
и |δ′′| ≤ δD

2
) =

=
(
( y

2(
√
y+∆n)

+
√
y+∆n

2
) + δ

)
−√y (где δ = δ′ + δ′′ и |δ| ≤ δD) =

=
(

y
2(
√
y+∆n)

−
√
y

2

)
+ ∆n

2
+ δ =

(
− ∆n

√
y

2(
√
y+∆n)

+ ∆n

2

)
+ δ = ∆2

n

2(
√
y+∆n)

+ δ = ∆2
n

2zn
+ δ.

Заметим, что в приведённых выше выкладках мы использовали два предполо-
жения zn ⊕ zn = 2zn и

(
y � (2zn)

)
⊕ (zn � 2) =

(
y � (2zn)

)
+ (zn � 2) о значении zn,

которые можно сформулировать в виде двух следующих условий на переменную Z
(так как zn — это значение переменной Z):{

Z ⊕ Z = 2Z(
y � (2Z)

)
⊕ (Z � 2) =

(
y � (2Z)

)
+ (Z � 2)

. (9)

Следовательно,

|∆n+1| =
∣∣∆2

n

2zn
+ δ
∣∣ ≤ ∆2

n

2zn
+ δD ≤

(если 1 ≤ zn) ≤ ∆2
n

2
+ δD < (если |∆n| < 1) < |∆n|

2
+ δD,

то есть
если |∆n| < 1 и 1 ≤ zn, то |∆n+1| <

|∆n|
2

+ δD. (10)

Поэтому, если верно условие (8) и |∆n| < 1, то |∆n+1| < 1. В этих выкладках мы
использовали предположение zn ≥ 1, которое можно сформулировать в виде следу-
ющего условия на переменную Z (так как zn — это значение переменной Z):

Z ≥ 1. (11)

Далее, если |∆1| = |
√
y − z1| < 1

2
и z1 ≥ 1, . . . zm ≥ 1, то в силу (10) имеем

|∆m+1| < |∆m|
2

+ δD <
|∆m−1|

2
+δD

2
+ δD = |∆m−1|

4
+ ( δD

2
+ δD) <

< |∆m−2|
8

+ ( δD
4

+ δD
2

+ δD) < · · · < |∆1|
2m

+ Σ
k=(m−1)
k=0

δD
2k
<

< |∆1|
2m

+ Σk>0
δD
2k

= |∆1|
2m

+ 2δD <
1

2m+1 + 2δD,

то есть
если |∆1| <

1

2
и z1 ≥ 1, . . . zm ≥ 1, то |∆m+1| <

1

2m+1
+ 2δD. (12)

2.4. Завершаемость работы прототипа алгоритма
в арифметике с фиксированной запятой

Таким образом, из (12) следует, что алгоритму LANIFAv1 следует остановиться,
как только нельзя продолжить “победную” серию z1 ≥ 1, . . . zm ≥ 1, то есть как
только zm+1 < 1. Если zm+1 < 1, то мы не можем применить (10) для оценки
ошибки на следующей (m + 1)-й итерации цикла. Так как по смыслу zm — это
значение переменной Z, то zm+1 — это значение переменной NZ, поэтому в качестве
“кандидата” для Φ(NZ) в условии выхода из цикла в алгоритме LANIFAv1 можно
предложить условие

Φ(NZ) ≡ (NZ < 1). (13)
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Важное следствие (12) состоит в том, что если ε > 51
6
δD, то цикл в алгоритме

LANIFAv1 обязательно завершается. Действительно, этот цикл может завершить-
ся

• или потому, что для некоторого m ≥ 0 верно z1 ≥ 1, . . . zm ≥ 1, но zm+1 < 1,
и произойдёт выход по условию Φ(NZ),

• или потому, что на всех итерациях z1 ≥ 1, . . . zm ≥ 1, . . . , что гарантирует в
конечном счёте выход по условию |DD| < ε.

Так как в первом из этих случаев завершение алгоритма очевидно, то сразу пе-
рейдём к рассмотрению второго случая. Выберем произвольное m ≥ 0 такое, что

1
2m
≤ δD. В силу (12) на m-й итерации цикла (2 − 2) верно |zm −

√
y| ≤ 3δD и,

следовательно, мы имеем следующее:

|DD| = |(y � zm)	 zm| =
(если (y � zm)	 zm = (y � zm)− zm) = |(y � zm)− zm| =

= |( y
zm

+ δ)− zm| (где |δ| ≤ δD
2
) = |y−z

2
m

zm
+ δ| ≤

≤ |y−z
2
m

zm
|+ |δ| = | (

√
y−zm)(

√
y+zm)

zm
|+ |δ| =

= |∆m|
(
1 +

√
y

zm

)
+ |δ| ≤ |∆m|

(
1 +

√
y

zm

)
+ δD

2
≤

(так как |zm −
√
y| ≥ 3δD)) ≤ |∆m|

(
1 +

√
y

√
y−3δD

)
+ δD

2
≤

≤ |∆m|
(
2 + 3δD√

y−3δD

)
+ δD

2
≤

(так как δD ≤ 1
12

и 1 ≤ √y) ≤ |∆m|
(
2 +

3
12

1− 3
12

)
+ δD

2
=

= 7
3
|∆m|+ δD

2
.

Заметим, что в этих выкладках мы использовали предположение о значении zm,
которое можно сформулировать в виде следующего условия на переменную Z (так
как zm — это опять значение именно переменной Z):

(y � Z)	 Z = (y � Z)− Z. (14)

В силу свойства (12) мы имеем

|DD| ≤ 7

3

( 1

2m
+ 2δD

)
+
δD
2

=
7

3
× 1

2m
+

31

6
δD ==

7

3
× 1

2m
+ 5

1

6
δD;

поэтому для любого

ε > 5
1

6
δD (15)

обязательно найдется такое число m, что
(
51

6
δD + 7

3
× 1

2m

)
< ε; следовательно, после

m итераций цикла (2 − 2) в алгоритме LANIFAv1 обязательно будет выполнено
условие |DD| < ε завершения этого цикла, причём (забегая несколько вперёд — см.
свойство (17)) после выхода из цикла будет верно условие |√y−Z| < ε+ δD

2
. Поэто-

му (на основании (10) и (15)) мы можем оценить ошибку вычислений следующим
образом:

|√y −NZ| <
<
(

1
2
|√y −NZ|+ δD

)
+ δD

2
<
(

1
2

(
ε+ 1

2
δD
)

+ δD
)

+ δD
2
< 1

2
ε+ 7

4
δD <

< ε+ 2δD;
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следовательно, окончательно мы получаем оценку для ошибки вычислений

|√y −NZ| < 1

2
ε+

7

4
δD < ε+ 2δD. (16)

2.5. Анализ постусловия для прототипа алгоритма
в арифметике с фиксированной запятой

Теперь проанализируем, как зависит оценка ошибки |√y − Z| < g(ε) в постусло-
вии спецификации (7) от того, каким образом была завершена работа алгоритма
LANIFAv1 —

• или по условию |DD| < ε,

• или по условию Φ(NZ), то есть NZ < 1 (см. (13)).

Начнём со случая выхода по условию |DD| < ε. При доказательстве пути (2 + 3)
для алгоритма ANIR в разделе 1.1. корректность постусловия |√y −X| ≤ ε была
следствием истинности условия выхода из цикла и завершения алгоритма |D| < ε

2

(разумеется, при истинности инварианта). Поэтому попробуем применить такой же
подход и к алгоритму LANIFAv1.

Пусть для любого положительного ε ∈ V alD

g(ε) = ε+
δD
2
, (17)

а z ∈ V alD — произвольное положительное значение переменной Z. Тогда из ε >
|DD| следует, что

g(ε) = ε+ δD
2
> |DD|+ δD

2
≥
≥ |DD|+ |δ| (где δ = (y � z)− y

z
и |δ| ≤ δD

2
) ≥ |DD − δ| =

=
∣∣∣((y � z)	 z

)
− δ
∣∣∣ = (если (y � z)	 z = (y � z)− z) =

∣∣∣((y � z)− z
)
− δ
∣∣∣ =∣∣∣((y � z)− δ

)
− z
∣∣∣ =

∣∣y
z
− z
∣∣ =

∣∣∣y−z2

z

∣∣∣ =
∣∣∣ (√y−z)(√y+z)

z

∣∣∣ =

= |√y − z| ×
√
y+z

z
.

С другой стороны, имеем g(ε) ≤ g(ε)×
√
y+z

z
; поэтому из приведённой выше цепочки

неравенств следует, что g(ε) ×
√
y+z

z
> |√y − z| ×

√
y+z

z
и что (в случае, когда z >

0) g(ε) > |√y − z|. Но это ровно то свойство, которое мы хотим от функции g:
при выходе из цикла и завершении алгоритма по условию ε > |DD| обязательно
выполнено постусловие g(ε) > |√y − Z| и, следовательно, условие (16)

|√y −NZ| < 1

2
ε+

7

4
δD < ε+ 2δD.

(Заметим, что в приведённом рассуждении мы использовали условие (14), а так же
условие z > 0, являющееся следствием из более сильного условия (11).)

Теперь рассмотрим случай выхода по условию Φ(NZ) (то есть NZ < 1). Пусть
n > 0 — номер итерации цикла (2 − 2), во время выполнения которой произошёл
выход из этого цикла по этому условию, и пусть zn ≥ 1 и zn+1 < 1 — значения
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переменной Z непосредственно перед и сразу после n-ой итерации этого цикла.
Очевидно, что zn+1 — это значение переменной NZ перед проверкой условия выхода
из цикла. Имеем

zn+1 =
(
y � (zn ⊕ zn)

)
⊕ (zn � 2) =

(если
(
y � (zn ⊕ zn)

)
⊕ (zn � 2) =

(
y � (zn ⊕ zn)

)
+ (zn � 2))

=
(
y � (zn ⊕ zn)

)
+ (zn � 2) =

(если zn ⊕ zn = 2zn) =
(
y � (2zn)

)
+ (zn � 2) =

= ( y
2zn

+ δ′) + ( zn
2

+ δ′′) (где |δ′| ≤ δD
2
и |δ′′| ≤ δD

2
) =

= y
2zn

+ zn
2

+ δ (где δ = δ′ + δ′′ и |δ| ≤ δD) = y+z2
n

2zn
+ δ.

Заметим, что в этих преобразованиях мы опять использовали условия (9). Так как
zn+1 < 1, то

y + z2
n

2zn
+ δ < 1. (18)

Рассмотрим два случая в зависимости от того, какое из следующих двух нера-
венств имеет место: или zn <

√
y, или zn ≥

√
y.

В первом из этих случаев (если zn <
√
y) вычтем zn ≥ 1 из (18):

0 = 1− 1 >
(y + z2

n

2zn
+ δ
)
− zn =

(
√
y − zn)(

√
y + zn)

2zn
+ δ.

Следовательно,

0 < |√y − zn| =
√
y − zn < (

√
y − zn)×

√
y + zn

2zn
< −δ ≤ δD,

то есть в этом случае имеем |√y − zn| ≤ δD и, так как zn+1 — это значение NZ в
момент выхода из цикла, то в силу (10) имеем

|√y −NZ| ≤ 1
1

2
δD <

1

2
ε+

7

4
δD < ε+ 2δD. (19)

Во втором из перечисленных выше случаев (если zn ≥
√
y) давайте примем zn

как начальное приближение x1 = ini(y) для квадратного корня √y в алгоритме
ANIR (Рис. 2). Тогда x2 = y+x2

n

2x1
= y+z2

n

2zn
= zn+1 − δ. Согласно доказательству кор-

ректности пути (2− 2) алгоритма ANAIR (см. раздел 1.1.) √y < x2 < x1. Следова-
тельно, √y < (zn+1−δ) < zn. Но, так как zn+1 < 1 и 1 <

√
y, то zn+1 <

√
y < zn+1−δ,

то есть (так как zn+1 — это значение NZ в момент выхода из цикла) имеем

|√y −NZ| ≤ δD <
1

2
ε+

7

4
δD < ε+ 2δD. (20)

Подведём некоторый итог результатов, полученных в данной части 2.:

• в результате анализа прототипа алгоритма LANIFAv1 (Рис. 4) в разделе 2.4.
мы пришли к выводу (см. (13)), что условие Φ(NZ) — это NZ < 1;

• обновлённая спецификация алгоритма должна учесть в предусловии все свой-
ства, выявленные в части 2. при анализе прототипа спецификации 7.
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3. Алгоритмы аппроксимации квадратного корня
в машинной арифметике, их спецификация
и верификация

3.1. От прототипа к аннотированному алгоритму
в арифметике с фиксированной запятой

Рис. 5. Блок-схема алгоритма LANIFAv2
Fig. 5. The flowchart of the algorithm LANIFAv2

Окончательный вариант алгоритма LANIFAv2 (Look-up table Adaptive Newton
In Fix-point Arithmetic, version 2, см. Рис. 5) аппроксимации квадратного корня в ма-
шинной арифметике с фиксированной запятой получается из алгоритма LANIFAv1
в результате подстановки NZ < 1 вместо Φ(NZ). А спецификация этого алгоритма
LANIFAv2 получается из спецификации (7) прототипа алгоритма LANIFAv1 и
выглядит следующим образом:

(a) 1 < y ∈ V alD &
(b) δD ≤ 1

12
&

(c) 51
6
δD < ε ∈ V alD &

(d)
√
y ≤ UpRt

[
dye
]
≤ √y + 1

2
&

(e) 2
(√

y + 1
2

)
< supD−2δD


LANIFAv2[

|√y −NZ| ≤
(
ε+ 2δD

)]
.

(21)

Однако для верификации этой спецификации нам удобно “обогатить” алгоритм
LANIFAv2 (Рис. 5) вспомогательной переменной M для счётчика итераций. Эта
вспомогательная переменная никак не влияет на работу алгоритма, но нужна для
аннотации контрольной точки 2 инвариантом цикла (2 − 2). Соответствующий ал-
горитм LANIFAv3 представлен на Рис. 6.

Аннотируем контрольные точки алгоритма LANIFAv3 следующим образом:
точки 1 и 3 — предусловием и постусловием в соответствии со спецификацией (21),
а точку 2 — инвариантом, являющимся конъюнкцией предусловия спецификации
(21) и трёх новых условий (f) Z ≥ 1, (g) |√y − Z| <

(
1

2M
+ 2δD

)
и (h) M > 0.
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Рис. 6. Блок-схема алгоритма LANIFAv3, отличающаяся от LANIFAv2
вспомогательной переменной-счётчиком M

Fig. 6. The flowchart of the algorithm LANIFAv3 different from LANIFAv2
by a fresh counter M

3.2. Верификация аннотированного алгоритма
в арифметике с фиксированной запятой

Доказательство утверждения тотальной корректности для алгоритма LANIFAv3
с предусловием и постусловием такими же, как в спецификации (21), разобьем на
доказательство утверждения частичной корректности и доказательство завершае-
мости.

Для доказательства частичной корректности методом Флойда надо доказать,
что

• если в контрольной точке 1 выполнена её аннотация (то есть предусловие) и
путь (1..2) завершается, то после выполнения этого пути в контрольной точке 2
выполнена её аннотация (то есть инвариант);

• если в контрольной точке 2 выполнена её аннотация (то есть инвариант) и путь
(2 − 2) завершается, то после выполнения этого пути в контрольной точке 2
выполнена её аннотация (то есть тот же инвариант, но при новых значениях
переменных);

• если в контрольной точке 2 выполнена её аннотация (то есть инвариант) и путь
(2 + 3) завершается, то после выполнения этого пути в контрольной точке 3
выполнена её аннотация (то есть постусловие).

Доказательство пути (1..2) тривиально. Так как значение переменной Z в конце
этого пути равно UpRt

[
dye
]
, дополнительные условия (f) и (g) следуют из условий

(a) и (d) предусловия. Так как значение переменной M в конце этого пути равно 1,
то выполнение условия (h) очевидно.

Доказательство пути (2 + 3) фактически выполнено в разделе 2.5.
Докажем путь (2−2). Пусть a и m — значения переменных Z иM в начале этого

пути, путь завершается, а b и (m+ 1) — значения этих же переменных после завер-
шения этого пути. Так как этот путь завершается, то b — это и значение переменной
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NZ в конце этого пути, а так как на этом пути выполнено условие NZ ≥ 1, то b ≥ 1,
то есть выполнено условие (f) в конце этого пути. Если условие (h) выполнено в
начале пути (2− 2), то, очевидным образом, это условие выполнено и в конце этого
пути. В силу свойства (g) для a имеет место 1 ≤ a <

(√
y + 1

2

)
, и, с учётом свойства

(e), 2a < (supD−2δD). Следовательно, 2a = (a⊕ a). Далее имеем

y
2a

+ a
2
−√y = y

2(
√
y+∆)

+
√
y+∆

2
−√y (где ∆ = a−√y) =

=
(

y
2(
√
y+∆)

−
√
y

2

)
+ ∆

2
= − ∆

√
y

2(
√
y+∆)

+ ∆
2

= ∆2

2(
√
y+∆)

= ∆2

2a
<

<
a−√y

2
(в силу (f) и (g) для a).

Пусть
(
y
2a

+ δ′
)

= (y � 2a) и
(
a
2

+ δ′′
)

= (a� 2), где |δ′| ≤ δD
2
и |δ′′| ≤ δD

2
. Тогда

((y � (a⊕ a)) + (a� 2)) =
(
y
2a

+ a
2

)
+ (δ′ + δ′′) <

√
y +

a−√y
2

=
a+
√
y

2
< supD,

и поэтому
b = ((y � (a⊕ a))⊕ (a� 2)) = ((y � 2a) + (a� 2))

и

|b−√y| =
∣∣( y

2a
+ a

2
−√y

)
+ (δ′ + δ′′)

∣∣ ≤ ∣∣ y
2a

+ a
2
−√y

∣∣+ |δ′ + δ′′| <

<
|a−√y|

2
+ δD <

( 1
2m

+2δD)
2

+ δD = 1
2(m+1) + 2δD.

Следовательно, условие (g) тоже выполнено в конце пути (2− 2).
Таким образом, доказана частичная корректность обоих алгоритмов LANIFAv2

(Рис. 5) и LANIFAv3 (Рис. 6) для вычислений аппроксимаций квадратного корня
в арифметике с фиксированной запятой. Это означает, в частности, что доказан ин-
вариант контрольной точки 2 алгоритма LANIFAv3 и его условия (f) и (g). Кроме
того, значение переменной M в этом алгоритме LANIFAv3 возрастает на каждой
легальной итерации цикла (2−2). Поэтому для доказательства завершаемости цик-
ла (2−2) в алгоритме LANIFAv3 мы можем применить рассуждения, уже описан-
ные в разделе 2.4. Остаётся повторить замечание, что переменная M никак не вли-
яет на работу алгоритма LANIFAv3 и, следовательно, оба алгоритма LANIFAv2
и LANIFAv3 на одних и тех же значениях y и ε или завершаются одновременно
(выполнив одно и то же число итераций цикла (2−2)), или оба не завершаются. Так
как мы доказали завершаемость алгоритма LANIFAv3, если выполнено предусло-
вие (21), тем самым доказана и завершаемость алгоритма LANIFAv2, если также
выполнено предусловие. Тем самым, мы доказали завершаемость и тотальную кор-
ректность обоих алгоритмов LANIFAv2 (Рис. 5) и LANIFAv3 (Рис. 6).

3.3. Алгоритм аппроксимации квадратного корня
в арифметике с плавающей запятой, его спецификация
и верификация

Идея алгоритма вычисления квадратного корня в арифметике с плавающей запятой
математически может быть изложена очень просто: если вещественное число a ∈ R,
a ≥ 0 представлено в форме a = m × βp, где m ∈ R — “мантисса” этого числа,
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β ∈ R+ — (положительное) “основание” (экспоненты), а p ∈ Z — “’экспонента”
(вернее, показатель экспоненты) этого числа, то

√
a =

{ √
m× β p

2 , если p — чётное число;√
m× β × β p−1

2 , если p — нечётное число.
(22)

Алгоритм FSQRT на Рис. 7 реализует эту простую математическую идею для чи-
сел с плавающей запятой с использованием чисел с фиксированной запятой для
мантиссы, основания и экспоненты.

Рис. 7. Блок-схема алгоритма FSQRT
Fig. 7. The flowchart of the algorithm FSQRT

В отличие от аксиоматизации арифметики с фиксированной запятой, описан-
ной в разделе 2.1., мы не будем аксиоматизировать всю арифметику с плавающей
запятой, а только аксиоматизируем несколько свойств и операций, которые преоб-
разуют числа с плавающей запятой в числа с фиксированной запятой и наоборот.
Пусть D — тип для чисел с фиксированной запятой, удовлетворяющий аксиоматиза-
ции, описанной в 2.1. Определим тип для чисел с плавающей запятой F следующим
образом:

• множество значений этого типа V alF — это конечное подмножество множества
вещественных чисел R, состоящее из некоторых чисел из диапазона [infF, supF],
где infF < 2, supF > 2 и {0, infF, supF} ⊆ V alF;

• есть три унарные операции:

– мантисса Man : V alF → V alD,

– экспонента Exp : V alF → IntD,

– преобразование в мантиссу ToM : V alD → V alD,

а также константы

– основание (целое число) βT ∈ Int+D (натуральное число с фиксированной
запятой),
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– дефект (мантиссы) µF ∈ V al+D (положительное число с фиксированной
запятой)

такие, что:

– для любого положительного числа x ∈ V alF
∗ 1 < Man(x) < supD

βF
, и x = Man(x)×βExp(x)

F (где “×” — математическая
операция умножения);
∗ если infD нечётное число, то infD < Exp(x), и infD ≤ Exp(x), если
infD — чётное;

– |x− ToM(x)| ≤ µF для любого положительного числа x ∈ V alD.

Во-первых, заметим, что по нашему определению диапазон изменения мантис-
сы — это некоторый подынтервал (1, supD

βF
), в то время как общепринятое определение

фиксирует диапазон [0.1, 1). Причина нашего выбора диапазона изменения мантис-
сы простая: в предыдущем разделе 3.1. был описан, а в разделе 3.2. верифицирован
алгоритм LANIFAv2 (Рис. 5) аппроксимации квадратного корня в арифметике с
фиксированной запятой для чисел, больших 1 (см. спецификацию (21)).

Во-вторых, заметим, что свойство x = Man(x) × βExp(x)
F использует именно ма-

тематическую операцию умножения, а не её “машинный” аналог. Но это исполь-
зование операции умножения на самом деле соответствует представлению числа с
плавающей запятой в компьютере в машинном слове в виде мантиссы и экспоненты,
и поэтому операция умножения в данном случае — это просто операция “сборки”
числа с плавающей запятой из его мантиссы и экспоненты (без потери точности).

В-третьих, “обратная” операция преобразования в мантиссу по нашему определе-
нию может приводить к потере точности мантиссы, что означает, что не все числа с
фиксированной запятой являются мантиссами чисел с плавающей запятой (мантис-
са числа с плавающей запятой имеет меньше разрядов, чем число с фиксированной
запятой).

Как уже было сказано, алгоритм аппроксимации квадратного корня для чисел
с плавающей запятой FSQRT представлен на Рис. 7. В этом алгоритме

• LANIFAv2 — это уже знакомый нам алгоритм с Рис. 5 с входными перемен-
ными y и ε и выходной переменной NZ типа D (с фиксированной запятой),

• переменные a и B типа F (с плавающей запятой) являются ещё одной вход-
ной и, соответственно, единственной выходной переменной этого алгоритма
FSQRT ,

• переменная P имеет тип с фиксированной запятой D (но принимает только
целые значения из IntD),

• операции ⊗, ⊗ и � — это машинные операции умножения, вычитания и деле-
ния для арифметики с фиксированной запятой, описанные в разделе 2.1.),

• а константа βF — это основание экспоненты (то есть число с фиксированной
запятой типа D).
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Заметим также, что алгоритм FSQRT выглядит ациклическим, но на самом деле
он содержит цикл, “спрятанный” в алгоритме LANIFAv2.

Так как алгоритм FSQRT основан на алгоритме LANIFAv2, то его специфи-
кация получается из спецификации (21), но по отдельности рассматривает случаи
чётной и нечётной экспоненты входной переменной a (как это уже сделано в (22)).
Для удобства выделим общую часть предусловия

(a, b, c) ≡


(a) 0 < a ∈ V alF &
(b) δD ≤ 1

12
&

(c) 51
6
δD < ε ∈ V alD.

(23)

Тогда спецификация алгоритма FSQRT выглядит следующим образом:

Чётная экспонента:
(a, b, c) &

(d)
√
Man(a) ≤ UpRt

[
dMan(a)e

]
≤

≤
√
Man(a) + 1

2
&

(e) 2
(√

Man(a) + 1
2

)
< supD−2δD


FSQRT[
|
√
a−B| ≤ (ε+ 2δD + µF)× β

Exp(a)
2

F

]
(24)

Нечётная экспонента:
(a, b, c) &

(d)
√
Man(a)× βF ≤ UpRt

[
dman(a)e

]
≤

≤
√
Man(a)× βF + 1

2
&

(e) 2
(√

Man(a)× βF + 1
2

)
< supD−2δD


FSQRT[
|
√
a−B| ≤ (ε+ 2δD + µF)× β

Exp(a)−1
2

F

]
(25)

Фактически в этой спецификации просто явно использовано то, что в алгоритме
FSQRT (Рис. 7) на вход алгоритма LANIFAv2 (Рис. 5) в качестве значения пере-
менной y передаётся или значениеMan(a), или значениеMan(a)×βF (в зависимости
от чётности показателя экспоненты), и, следовательно, предусловия в (24) и (25) по-
лучаются из предусловия в (21) в результате подстановки Man(a) или Man(a)× βF
вместо y. Аналогично, постусловия в (24) и (25) получаются из постусловия в (21)
в результате прямого просачивания постусловия из (21) через присваивания

P := P � 2 ; B := ToM(NZ)× βPF ,

в результате чего в оценке ошибки в арифметике с фиксированной запятой ε+ 2δD
появляется дефект мантиссы µF в качестве “довеска”.
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4. Заключение

4.1. Сумма результатов статьи

В качестве эпиграфа к нашей статье (и проекту “Платформенно-независимый под-
ход к формальной спецификации и верификации стандартных математических
функций”) можно было бы взять следующую цитату из аннотации работы [20]:

Current critical systems commonly use a lot of floating-point computations,
and thus the testing or static analysis of programs containing floating-point
operators has become a priority. However, correctly defining the semantics of
common implementations of floating-point is tricky, because semantics may
change with many factors beyond source-code level, such as choices made by
compilers.

Однако есть существенная разница между [20] и нашей статьей. Цитируемая статья
посвящена вопросам представления чисел с плавающей запятой и реализации ариф-
метических операций, а наша статья — представлению платформенно-независимого
инкрементального комбинированного подхода к спецификации и верификации стан-
дартных функций и его применению для спецификации и верификации стандартной
математической функции квадратного корня.

Платформенная независимость отличает нашу работу от работ по формальной
спецификации и верификации стандартных функций для конкретных процессорных
архитектур Intel [14,15,17] и Oracle [11], или чётко описанных форматов представле-
ния чисел с фиксированной и плавающей запятой [5,13,20]. Мы только формулируем
достаточно общие свойства арифметики с фиксированной запятой и только мини-
мально необходимые свойства арифметики с плавающей запятой, которые, как мы
надеемся, будет легко проверить для конкретной архитектуры и платформы. Отме-
тим сразу, что на данный момент мы только прототипировали вариант реализации
арифметики с фиксированной запятой, а проверка, что существующие реализации
арифметики с фиксированной запятой удовлетворяют нашей модели, пока остаётся
задачей на перспективу.

Кроме того, подход, представленный в данной статье, отличает инкременталь-
ность, состоящая в том, что сначала мы специфицируем и вручную верифицируем
алгоритм для идеальной арифметики вещественных чисел, потом используем эту
спецификацию и верификацию как эскиз для спецификации и ручной верификации
алгоритма в машинной арифметике с фиксированной запятой, а затем комбини-
руем ручную верификацию с автоматической, то есть формализуем и проверяем
наше доказательство целиком средствами автоматизированной системы построе-
ния доказательств. На данный момент мы располагаем только формализованным
доказательством существования справочной таблицы начальных приближений для
квадратного корня, выполненное с использованием системы ACL2.

Следует обратить внимание на то, что согласно стандарту IEEE-754 [29], аппрок-
симация квадратного корня должна быть “точной” (exact) в следующем смысле:
возвращаемый результат должен отличаться от истинного математического резуль-
тата не более чем на 1

2
ULP , в то время как лучшая из доказанных нами в настоящей
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статье оценок для ошибки (в арифметике с фиксированной запятой)

ε+ 2δD (причём 5
1

6
δD < ε),

которая фигурирует в утверждении тотальной корректности (21), в пределе даёт
оценку 71

6
δD. Может сложиться впечатление, что наш алгоритм LANIFAv2 для

арифметики с фиксированной запятой и, следовательно, алгоритм для арифмети-
ки с плавающей запятой FSQRT , не являются точными. Однако, если принять, что
наш тип данных D, использованный для вычислений с фиксированной запятой, —
это “внутренний” тип данных, используемый только для обеспечения нужной точ-
ности вычислений во “внешнем” типе T, то ситуация изменится: если всякое число
с плавающей запятой типа T автоматически является числом типа D, а при об-
ратном преобразовании из типа D в тип T происходит округление с “потерей” 4
младших двоичных разрядов (то есть 16δD), то вычисления, выполненные в типе D
с ошибкой 71

6
δD, становятся точными для типа T (так как 71

6
δD < 8δD = 16

2
δD). Такая

интерпретация соответствует практике реализации вычислений со значениями типа
float, во время которых все вычисления реально проходят с типом double, а по за-
вершении вычислений результат типа double округляется до значения типа float.
Именно по этой причине мы выбрали обозначение D (Double) для “внутреннего” ти-
па с фиксированной запятой. Аналогичная ситуация у нас возникала с мантиссами
в разделе 3.3.: всякая мантисса определялась числом с фиксированной запятой, но
при обратном преобразовании происходила потеря точности.

4.2. Обзор литературы

Актуальность проблемы спецификации и валидации стандартных функций хоро-
шо осознана научным и инженерным сообществом. Можно, например, сослаться на
работы [1,19], в которых всесторонне обсуждается проблема спецификации и тести-
рования стандартных математических функций, причём во внимание принимается
не только точность вычислений (ошибка или невязка), но и такие алгебраические
свойства стандартных функций, как, например, чётность и нечётность (cos и sin),
нормализация (sin2 x + cos2 x = 1). Образовательное значение проблемы специфи-
кации и верификации стандартных функций также нашло отражение в литерату-
ре [24,25].

Достаточно обширная литература посвящена формальной верификации реали-
зации стандартных математических функций в арифметике с плавающей запятой
для конкретных платформ и архитектур: в работах [8,15] верифицирована функция
(операция) деления, в работах [3, 8, 15, 23] — функция квадратного корня, в [14] —
некоторые тригонометрические функции, в [16] — степенная функция, а в [27] —
гамма-функция. (Кстати, даже автоматизированная верификация целочисленных
стандартных функций является нетривиальной задачей, см., например, работу [3],
в которой доказана с использованием системы PVS функция целой части квадрат-
ного корня.)

Есть и публикации по аксиоматизации машинной арифметики с плавающей за-
пятой и, прежде всего, бинарной машинной арифметики в соответствии со стан-
дартом IEEE-754, с доказательством основных свойств и корректности некоторых
стандартных математических функций [4–6,13,22].
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Так, в работе [5] представлена формализация машинной арифметики в Z-нотации
и её реализация на языке Occam. В частности, в цитируемой работе описаны сле-
дующие операции и функции в арифметике с плавающей запятой: округления, сло-
жения, умножения, квадратного корня, преобразования в целый тип, сравнения и
другие. Кроме того, в работе [5] формализованы пять классов чисел с плавающей
запятой (NaN , Inf , zero, нормализованные и денормализованные числа) и четыре
варианта округления, в то время как в нашей статье мы используем только один
вариант округления к ближайшему числу. Реализация на языке Occam включает
представление чисел с плавающей запятой, операции округления и другие. Шаблон
работы с числами с плавающей запятой в [5]) состоит в следующем:

1. “распаковка” числа, то есть вычисление знака, мантиссы и экспоненты числа;

2. денормализация числа (выравнивание экспонент);

3. выполнение операции с денормализованными числами;

4. “упаковка” результатов операции (то есть “сборка” числа из знака, мантиссы
и экспоненты).

В работе [13] представлен подход с использованием системы HOL Light к специ-
фикации и верификации нескольких операций с плавающей запятой в архитектуре
Intel IA-64:

Correctness of the mathematical software starts from the assumption that
the underlying hardware floating point operations behave according to the
IEEE standard 754 for binary floating point arithmetic. Actually, IEEE-754
doesn’t explicitly address floating-point machine arithmetic operations, and it
leaves underspecified certain significant questions, e.g. NaN propagation and
underflow detection. Thus, we not only need to specify the key IEEE concepts
but also some details specific to IA-64.

В цитируемой статье сначала представлена платформенно-независимая теория чи-
сел с плавающей запятой, которая затем специализируется для архитектуры IA-64: в
теории числа с плавающей запятой представляются в весьма общем виде ±k×2E−N ,
но затем используются стандартные форматы представления, распаковки и упаков-
ки, денормализации и нормализации. В работе [13] также обсуждается проблема
определения понятия ULP , которое имеет определённые разночтения (но, в конце
концов, в цитируемой работе принимается определение ULP из [21]). В [13] (так же,
как и в [5]) рассмотрены 4 варианта округления результата выполнения операций
над числами с плавающей запятой:

• к ближайшему числу с плавающей запятой (как у нас в статье),

• а также вниз, вверх и по направлению к нулю.

В принципе числа с плавающей запятой в [13] могут иметь неограниченную экспо-
ненту (что отличается от стандарта IEEE-754), но во время выполнения операций
переполнение памяти обрабатывается должным образом.
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В работе [6] предпринята попытка описать логическую теорию (синтаксис и се-
мантика) арифметики чисел с плавающей запятой и использовать SMT-решатели
(Satisfiability Modulo Theories) в качестве разрешающей процедуры. Заметим, что в
нашей статье мы не стремились дать сколько-либо полную теорию ни для арифме-
тики с фиксированной запятой, ни для арифметики с плавающей запятой, а огра-
ничились только свойствами, которые нам понадобились для спецификации и ве-
рификации конкретной проблемы — аппроксимации квадратного корня.

Верификация аппроксимаций квадратного корня вызывает особый интерес. Так,
работа [8] посвящена верификации алгоритма вычисления аппроксимации функ-
ции квадратного корня, основанного на так называемом методе “цифра за цифрой”
(digit-by-digit или CORDIC — COordinate Rotation DIgital Computer), который вы-
числяет цифры вещественного числа. В работах [9, 23] доказывается корректность
алгоритма аппроксимации квадратного корня, использующего многочлены Чебы-
шёва и реализованного в процессоре Power4 (хотя алгоритм, основанный на много-
членах Чебышёва, выполняет больше шагов, чем метод Ньютона для достижения
нужной точности). Верификация алгоритма аппроксимации квадратного корня в
работах [9, 23] разделена на два этапа: доказательство корректности разложения
функции квадратного корня в ряд Тейлора и доказательство свойств функции квад-
ратного корня с использованием этого разложения. Все доказательства в работе [23]
выполнены с использованием библиотеки ACL2, формализующей нестандартный
вещественный анализ.

В конце литературного обзора мы остановимся на сравнении нашего преприн-
та [26] с настоящей статьей. В препринте [26] описаны, специфицированы и (вруч-
ную) верифицированы неадаптивные алгоритмы аппроксимации квадратного кор-
ня для чисел с фиксированной и плавающей запятой с накоплением ошибки вплоть
(для чисел с фиксированной запятой) до 2δD(2 + log2

S
ε
), где S — “шаг” справоч-

ной таблицы начальных приближений для квадратного корня (в настоящей статье
S = 1). В настоящей работе описаны, специфицированы и (вручную) верифици-
рованы адаптивные алгоритмы аппроксимации квадратного корня, достигающие
(для чисел с фиксированной запятой) точности 71

6
δD, рассмотрено прототипирова-

ние модели чисел с фиксированной запятой и автоматизированное доказательство (в
системе ACL2) существования массива начальных приближений квадратного кор-
ня.

4.3. План дальнейших исследований

Первая ближайшая практическая задача — полная автоматизированная (с исполь-
зованием, вероятно, системы ACL2) проверка ручного доказательства утвержде-
ния тотальной корректности (21) для алгоритма аппроксимации квадратного корня
LANIFAv2 (Рис. 5) для чисел с фиксированной запятой и утверждений тотальной
корректности (25) и (24) для алгоритма аппроксимации квадратного корня FSQRT
(Рис. 7) для чисел с плавающей запятой. Напомним, что на данном этапе пока вы-
полнена автоматизированная верификация только существования массива началь-
ных приближений квадратного корня в арифметике с фиксированной запятой.

Вторая ближайшая практическая задача — прототипирование алгоритма LANI-
FAv2 с использованием уже реализованной модели арифметики с фиксированной
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запятой, прототипирование модели арифметики с плавающей запятой, а затем —
прототипирование алгоритма FSQRT в этой модели. Связанная задача — поиск
примеров реальных платформ, соответствующих нашим моделям машинной ариф-
метики.

Ближайшие теоретические задачи — исследование применимости интервальной
математики [12] в контексте спецификации и верификации стандартных матема-
тических функций (на примере квадратного корня) и выбор метода и алгоритма
спецификации и (сначала ручной) верификации стандартных тригонометрических
функций sin и cos.

Благодарность: Дмитрию Юрьевичу Надёжину за техническую помощь с до-
казательством в системе ACL2 и за обсуждение материалов препринта [26].
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Abstract. The project “Platform-independent approach to formal specification and verification of
standard mathematical functions” is aimed onto the development of incremental combined approach to
specification and verification of standard Mathematical functions like sqrt, cos, sin, etc. Platform-
independence means that we attempt to design a relatively simple axiomatization of the computer
arithmetics in terms of real arithmetics (i.e. the field R of real numbers) but do not specify neither base
of the computer arithmetics, nor a format of numbers representation. Incrementality means that we start
with the most straightforward specification of the simplest case to verify the algorithm in real numbers
and finish with a realistic specification and a verification of the algorithm in computer arithmetics. We
call our approach combined because we start with manual (pen-and-paper) verification of the algorithm
in real numbers, then use this verification as proof-outlines for a manual verification of the algorithm
in computer arithmetics, and finish with a computer-aided validation of the manual proofs with a
proof-assistant system (to avoid appeals to “obviousness” that are common in human-carried proofs).
In the paper, we apply our platform-independent incremental combined approach to specification and
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was carried for correctness (consistency) of our fix-point arithmetics and for the existence of a look-up
table with the initial approximations of the square roots for fix-point numbers.
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Аннотация. Для обеспечения безопасности движения на железнодорожном транспорте ре-
гулярно проводится неразрушающий контроль рельсов с применением различных подходов и ме-
тодов, включая методы магнитной и вихретоковой дефектоскопии. Актуальной задачей является
автоматический анализ больших массивов данных (дефектограмм), которые поступают от соот-
ветствующего оборудования. Под анализом понимается процесс определения по дефектограммам
наличия дефектных участков наряду с выявлением конструктивных элементов рельсового пути.
Данная статья посвящена задаче распознавания образов конструктивных элементов железнодо-
рожных рельсов по дефектограммам многоканальных магнитных и вихретоковых дефектоскопов.
Рассматриваются три класса конструктивных элементов рельсового пути: 1) болтовой стык с пря-
мым или скошенным соединением рельсов, 2) электроконтактная сварка рельсов и 3) алюмотер-
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Введение

Для обеспечения безопасности движения на железнодорожном транспорте регу-
лярно проводится неразрушающий контроль рельсов с применением различных под-
ходов и методов, включая методы магнитной и вихретоковой дефектоскопии. Ак-
туальной задачей является автоматический анализ [3–5] больших массивов данных
(дефектограмм), которые поступают от соответствующего оборудования. Под ана-
лизом понимается процесс определения по дефектограммам наличия дефектных
участков наряду с выявлением конструктивных элементов рельсового пути.

Данная статья посвящена задаче распознавания образов конструктивных эле-
ментов железнодорожных рельсов по дефектограммам магнитных и вихретоковых
дефектоскопов. Статья является логическим продолжением работ [1, 2], посвящен-
ных определению порогового уровня шума рельсов. В этой работе мы ограничимся
рассмотрением обобщения реального устройства в виде 10-разрядного вихретоко-
вого дефектоскопа с 10-ю каналами данных (анализ данных магнитных дефекто-
скопов проводится аналогичным образом). Каналы данных соответствуют физиче-
ским датчиками, которые последовательно располагаются на поверхности рельса
перпендикулярно направлению движения дефектоскопа. Значения амплитуд сигна-
лов каждого канала регистрируются дефектоскопом в виде натуральных чисел от 1
до 1024 (в 10-разрядном случае).

При автоматическом анализе дефектограммы обычно разбиваются на фрагмен-
ты, которые, например, могут соответствовать 50-метровым участкам рельсового
пути, т. е. при снятии показаний 10-канального дефектоскопа с каждого милли-
метра пути блок анализа представляет собой матрицу размером 10 строк на 50000
столбцов, где элемент матрицы — это значение амплитуды сигнала соответствую-
щего канала данных.

Интерес представляют амплитуды только полезных сигналов. Сигнал считает-
ся полезным (и подлежит дальнейшему анализу), если отклонение его значения
от среднего значения всех сигналов (в рамках одного канала) как минимум в два
раза превосходит пороговый уровень шума рельсов. Как и ранее [1, 2], под порого-
вым уровнем шума (одного канала) будем понимать отклонение Level от среднего
значения µ сигналов рассматриваемого фрагмента дефектограммы (данные с 50-
метрового участка), при котором сигналы со значениями амплитуд из диапазона
[µ − Level;µ + Level] являются шумом рельсов. Например, на рис. 1 в виде ли-
ний отсечки показаны пороговые уровень шума рельсов и уровень начала полезных
сигналов для данных одного канала вихретокового дефектоскопа на 50-метровом
участке рельсового пути.

Найденные полезные сигналы всех каналов группируются в отметки, которые
представляют собой секции (дефектограммы) длиной 157 мм. Отметки формиру-
ются таким образом, чтобы иметь максимальное суммарное амплитудное отклоне-
ние по всем каналам на 157-миллиметровом участке дефектограммы среди близле-
жащих полезных сигналов. Также важным условием при формировании отметки
является необходимость того, чтобы центр отметки совпадал с возможным центром
реального конструктивного элемента, который может быть представлен на дефек-
тограмме в виде записи данных. Алгоритм нахождения центра отметки в данной
статье не рассматривается.
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Рис. 1. Данные канала дефекстоскопа с линиями отсечки полезных сигналов
Fig. 1. Data of one testing system channel with useful signal threshold lines
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В данной статье рассматриваются следующие три класса конструктивных эле-
ментов рельсового пути: 1) болтовой стык с прямым или скошенным соединением
рельсов, 2) электроконтактная сварка рельсов и 3) алюмотермитная сварка рельсов.
Отметки, которые не могут быть отнесены к этим трем классам, условно считаются
дефектами и выносятся в отдельный (четвертый) класс отметок.

Для распознавания образов конструктивных элементов на вихретоковых дефек-
тограммах применяется нейронная сеть, реализованная в рамках открытой биб-
лиотеки TensorFlow (в состав которой входит библиотека Keros) [9]. С этой целью
каждая отметка преобразуются в графический образ в градации серого цвета раз-
мером 20 на 157 пикселей с последующим построчным сжатием до размера 20 на
39 пикселей. Полносвязная нейронная сеть, состоящая из входного (780 нейронов),
внутреннего (800 нейронов) и выходного (4 нейрона) слоев, обучается на базе эта-
лонных образов указанных четырех классов (всего около 50 тыс. образцов).

Обученная нейронная сеть в составе аппаратно-программного комплекса рельсо-
вой дефектоскопии успешно используется на практике для распознавания образов
конструктивных элементов рельсового пути.

1. Формирование образа отметки

После того как по полезным сигналам на дефектограмме выделена отметка в
виде матрицы амплитуд размером 10 строк (по числу каналов) на 157 столбцов
(длина отметки в мм), предполагается преобразование отметки в графический образ
размером 20 на 157 пикселей в градации серого цвета с последующим построчным
сжатием образа до размера 20 на 39 пикселей.

Отметим, что все эти преобразования делаются для того, чтобы свести хорошо
известную задачу распознавания рукописных цифр в поле размером 28 на 28 точек
к текущей задаче распознавания конструктивных элементов рельсов на дефекто-
грамме. Во многом размер и конфигурация выбранной нейронной сети продиктова-
на результатами работы [6].

Удвоение количества строк в образе отметки. Первым шагом в изменении
представления отметки является добавление в матрицу амплитуд по одной строке
для каждого канала. При этом в нечетной строке остаются только те амплитуды,
которые больше среднего значения µ амплитуд сигналов (одного канала) в теку-
щем фрагменте дефектограммы, а также превосходят пороговый уровень полезных
сигналов µ + 2 ∗ Level. Остальные значения в нечетной строке устанавливаются
в ноль. Аналогичным образом, в четной строке остаются только те амплитуды,
которые меньше порогового уровня полезных сигналов µ−2∗Level. Остальные зна-
чения в четной строке также устанавливаются в ноль. В результате имеем матрицу
амплитуд полезных сигналов с их дифференциацией и последующим построчным
размещением по направлению отклонения от среднего значения (соответствующего
канала) размером 20 строк на 157 столбцов.

Переход к 8-битовым значениям. Следующим шагом является представление
текущего образа отметки в виде картинки в градации серого цвета. Для этого необ-
ходимо перейти к 8-битовым значениям матрицы. При этом осуществляется пере-
вод амплитуд сигналов в децибелы с числом 2∗Level, т. е. уровнем начала полезных
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Рис. 2. Скошенный рельсовый стык и прямой рельсовый стык
Fig. 2. Two types of rail bolted joints

сигналов (в каждом канале свой уровень), в качестве опорной/исходной величины.
Полученное значение проецируется на шкалу 0–255 простым умножением на 10 и
присваиванием 255 всем элементам, которые превосходят это число.

Построчное сжатие. Заключительный шаг – построчное сжатие графического
образа отметки до размера 20 строк на 39 столбцов. Для этого в каждой строке
из каждых идущих подряд четырех элементов (по направлению от концов строки
к середине) выбирается максимальный, который и будет являться элементом в но-
вой битовой матрице. Единственное исключение – центральные элементы строки.
В этом случае максимальное значение выбирается из пяти центральных элементов.

Ниже приведена функция на языке Python 3, формирующая графический об-
раз отметки в виде bmp-матрицы размером 20 строк на 157 столбцов в градации
серого цвета. В этой функции EC[0:49999,0:9] – текущий фрагмент анализируемых
исходных вихретоковых данных, т. е. фрагмент дефектограммы длиной 50 метров
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Рис. 3. Электроконтактная и алюмотермитная сварки рельсов
Fig. 3. Flash butt weld and aluminothermic weld

с данными от 10 каналов, Threshold[0:9,0:1] – массив пороговых значений ампли-
туд полезных сигналов для 10 каналов в соответствии с направлением отклонения
от среднего значения, centr – координата (номер строки в EC) середины текущей
отметки, A[0:19,0:156] – искомая (изначально состоящая полностью из нулей) bmp-
матрица размером 20 строк на 157 столбцов в градации серого цвета, которая воз-
вращается в качестве результата работы функции.

def Image_Preparation(EC, Threshold, centr, A):

(ec_row, ec_col) = EC.shape

start = int(centr - 78)

finis = int(centr + 78)

for i in range(1, 10 + 1):

n = int(0)

for j in range(start, finis + 1):

n = int(n + 1)

if j >= 1 and j <= ec_row:
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Рис. 4. Дефекты на поверхности головки рельса
Fig. 4. Defects of a rail head surface

if EC[j - 1, i - 1] > Threshold[i - 1, 1 - 1]:

mu = (Threshold[i - 1, 1 - 1] + Threshold[i - 1, 2 - 1]) / 2

rslt = (EC[j - 1, i - 1] - mu) / (Threshold[i - 1, 1 - 1] - mu)

rslt = 20 * math.log10(rslt)

rslt = 10 * rslt

rslt = min(rslt, 255)

rslt = max(rslt, 1)

A[i * 2 - 1 - 1, n - 1] = int(rslt + 0.5)

if EC[j - 1, i - 1] < Threshold[i - 1, 2 - 1]:

mu = (Threshold[i - 1, 1 - 1] + Threshold[i - 1, 2 - 1]) / 2

rslt = (EC[j - 1, i - 1] - mu) / (Threshold[i - 1, 2 - 1] - mu)

rslt = 20 * math.log10(rslt)

rslt = 10 * rslt

rslt = min(rslt, 255)

rslt = max(rslt, 1)

A[i * 2 - 1, n - 1] = int(rslt + 0.5)
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Рис. 5. Сжатые графические образы конструктивных элементов и дефектов
Fig. 5. Shrunk graphic images of structural elements and defects

Следующая функция на языке Python 3 сжимает графический образ отметки
(bmp-матрицу A) до размера 20 строк на 39 столбцов. Происходит подготовка ито-
говой матрицы B (сжатого в четыре раза по строкам графического образа отметки,
полученного на предыдущей стадии).

def Image_Compression(A, B):

for i in range(1, 20 + 1):

mxA = 0

mxA = max(mxA, A[i - 1, 77 - 1])

mxA = max(mxA, A[i - 1, 78 - 1])

mxA = max(mxA, A[i - 1, 79 - 1])

mxA = max(mxA, A[i - 1, 80 - 1])

mxA = max(mxA, A[i - 1, 81 - 1])

B[i - 1, 20 - 1, 1 - 1] = int(mxA)

for j in range(1, 19 + 1):

mxA = 0

mxA = max(mxA, A[i - 1, j * 4 - 3 - 1])

mxA = max(mxA, A[i - 1, j * 4 - 2 - 1])

mxA = max(mxA, A[i - 1, j * 4 - 1 - 1])

mxA = max(mxA, A[i - 1, j * 4 - 0 - 1])

B[i - 1, j - 1, 1 - 1] = int(mxA)

mxA = 0

mxA = max(mxA, A[i - 1, (40 - j) * 4 - 2 - 1])

mxA = max(mxA, A[i - 1, (40 - j) * 4 - 1 - 1])

mxA = max(mxA, A[i - 1, (40 - j) * 4 - 0 - 1])

mxA = max(mxA, A[i - 1, (40 - j) * 4 + 1 - 1])

B[i - 1, (40 - j) - 1, 1 - 1] = int(mxA)
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На рис. 2, 3, 4 представлены примеры скошенного и прямого болтовых рельсовых
стыков, электроконтактной и алюмотермитной сварок рельсов и дефектов поверх-
ности головки рельса в виде вихретоковых данных (фрагментов выхретоковых де-
фектограмм) и построенных графических образов (bmp-матриц в градации серого
цвета) соответственно. На этих рисунках в графических образах отметок интен-
сивность серого цвета возрастает с увеличением значения элемента bmp-матрицы,
т. е. от 0 (чистый белый цвет) до 255 (полный черный цвет). Рис. 5 содержит сжа-
тые построчно (в четыре раза) графические образы приведенных конструктивных
элементов и дефектов.

2. Построение и применение нейронной сети

Подготовка данных для обучения нейронной сети. Для обучения нейронной сети
был подготовлен набор данных, состоящий из 48028 графических образов (файлов
в формате bmp) размером 20 строк на 39 столбцов в градации серого цвета. Этот
набор данных содержит в себе следующие три выборки, каждая из которых разбита
на четыре класса – три класса файлов для конструктивных элементов и один для
условных дефектов. Обучающая выборка (training set) используется непосредствен-
но для обучения нейронной сети. С помощью проверочной выборки (validation set)
в процессе обучения сети осуществляется оценка его качества. Итоговая оценка ка-
чества обучения сети после завершения процесса обучения проводится на тестовой
выборке (test set).

В подготовленном наборе данных наряду с bmp-файлами, которые были созда-
ны по реальным образам конструктивных элементов и условных дефектов, пред-
ставленным на вихретоковых дефектограммах, содержатся также и искусственные
образцы, сгенерированные на основе реальных по принципу симметрии. При по-
строении искусственного образца в графическом образе реальной отметки (bmp-
матрице) меняются местами четные и нечетные строки соответствующих каналов,
а их данные (элементы строк) переписываются в обратном порядке.

В обучающей выборке находятся 16287 реальных и 8323 сгенерированных об-
разца конструктивных элементов трех классов и 11417 реальных образцов услов-
ных дефектов. Проверочная выборка содержит 4098 сгенерированных образцов кон-
структивных элементов трех классов и 1903 реальных образца условных дефектов.
Тестовая выборка составлена из 4098 сгенерированных образцов конструктивных
элементов трех классов и 1902 реальных образцов условных дефектов. Таким об-
разом, проверочная и тестовые выборки занимают лишь по 12,5% от общего числа
подготовленных для обучения графических файлов. А все входящие в них образ-
цы конструктивных элементов являются сгенерированными. Наличие в обучающей
выборке почти всех реальных образцов связано с необходимостью «запоминания»
нейронной сетью всех подтвержденных экспертами образов конструктивных эле-
ментов, которые были найдены на реальных вихретоковых дефектограммах.

Создание нейронной сети. Следующий код на языке Python 3 с опорой на биб-
лиотеки TensorFlow и Keras позволяет сформировать нейронную сеть, состоящую из
трех слоев, расположенных последовательно друг за другом. Входной слой содер-
жит 780 входных нейронов, внутренний слой имеет 800 нейронов и выходной слой
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состоит всего лишь из 4-x нейронов (по числу классов распознавания). Все нейроны
внутреннего слоя соединяются со всеми нейронами входного слоя, а все нейроны
выходного слоя – со всеми нейронами внутреннего слоя. Начальные значения ве-
совых коэффициентов нейронов назначаются случайным образом в соответствии
с нормальным распределением вероятностей. Функция активации нейронов внут-
реннего слоя – ReLu (Rectified Linear Unit f(x) = max(0, x)). В качестве функции
активации нейронов выходного слоя используется нормализованная экспоненциаль-
ная функция SoftMax, при которой сумма значений всех выходных нейронов рав-
няется 1. Эта функция позволяет выдавать результат в виде набора вероятностей
принадлежности распознаваемого объекта тому или иному классу (искомый класс
определяется по большему значению из набора).

Слой регуляризации служит для борьбы с проблемой переобучения сети (адапта-
ции весов только к обучающей выборке), который выключает нейроны внутреннего
слоя из процесса обучения с вероятностью 0,25 (на один нейрон) при каждом новом
объекте, подаваемом на сеть для обучения.

Метод обучения сети – метод стохастического градиентного спуска в модифи-
кации Adam. Мера ошибки при обучении – перекрестная энтропия (для четырех
категорий). Метрика оценки результатов обучения – точность (accuracy, отношение
количества правильно классифицированных объектов к общему числу классифици-
руемых объектов).

from tensorflow.python.keras.models import Sequential

from tensorflow.python.keras.layers import Dropout, Flatten, Dense

img_width, img_height = 39, 20 # Размеры изображения

input_shape = (img_height, img_width, 1) # Размерность тензора

model = Sequential() # создание последовательной модели нейронной сети

model.add(Flatten(input_shape=input_shape)) # добавление входного слоя нейронов

# добавление полносвязного внутреннего слоя нейронов

model.add(Dense(800, input_dim=780, activation=’relu’, kernel_initializer=’normal’))

model.add(Dropout(0.25)) # добавление слоя регуляризации

# добавление выходного слоя из четырех нейронов

model.add(Dense(4, activation=’softmax’, kernel_initializer=’normal’))

# компиляция модели

model.compile(loss=’categorical_crossentropy’,optimizer=’adam’,metrics=[’accuracy’])

Обучение нейронной сети. Ниже приводится код на языке Python 3, с помощью
которого происходит обучение нейронной сети для распознавания конструктивных
элементов и условных дефектов. Данные для обучения, проверки и тестирования
подаются порциями по 32 изображения из соответствующих каталогов (для этого за-
действованы генераторы изображений библиотеки Keros с размером мини-выборки,
равным 32). При этом осуществляется нормализация данных – значения элемен-
тов bmp-матриц делятся на 255 (приводятся к вещественным числам от 0 до 1).
Количество эпох обучения – 400.

Время, затраченное на обучение описанной модели нейронной сети, составило
около 3-х часов. Обучение сети проводилось на компьютере с центральным процес-
сором Intel Core i7-4770K CPU 3.50 GHz и оперативной памятью 8 GB. В результате
обучения была достигнута следующая точность (accuracy):

на данных для обучения – 99,83%,
на данных для проверки – 99,45%,
на тестовых данных – 99,23%.
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from tensorflow.python.keras.preprocessing.image import ImageDataGenerator

epochs = 400 # количество эпох обучения

batch_size = 32 # размер мини-выборки

nb_train_samples = (8112 + 11417 + 6640 + 9858) # количество изображений для обучения

nb_validation_samples = (1352 + 1903 + 1104 + 1642) # кол-во изображений для проверки

nb_test_samples = (1352 + 1902 + 1104 + 1642) # кол-во изображений для тестирования

# создание генератора изображений с нормализацией данных

datagen = ImageDataGenerator(rescale=1. / 255)

# генерация данных для обучения (на основе изображений из каталога)

train_generator = datagen.flow_from_directory(

train_dir, # каталог с данными для обучения

target_size=(img_height, img_width), # размер изображения

color_mode=’grayscale’, # изображение в градации серого цвета

batch_size=batch_size, # размер мини-выборки

class_mode=’categorical’)

# генерация данных для проверки (на основе изображений из каталога)

val_generator = datagen.flow_from_directory(

val_dir, # каталог с данными для проверки

target_size=(img_height, img_width), # размер изображения

color_mode=’grayscale’, # изображение в градации серого цвета

batch_size=batch_size, # размер мини-выборки

class_mode=’categorical’)

# генерация данных для тестирования (на основе изображений из каталога)

test_generator = datagen.flow_from_directory(

test_dir, # каталог с данными для тестирования

target_size=(img_height, img_width), # размер изображения

color_mode=’grayscale’, # изображение в градации серого цвета

batch_size=batch_size, # размер мини-выборки

class_mode=’categorical’)

# обучение модели нейронной сети с помощью генераторов данных

model.fit_generator(

train_generator,

steps_per_epoch=nb_train_samples // batch_size,

epochs=epochs, # количество эпох обучения

validation_data=val_generator,

validation_steps=nb_validation_samples // batch_size)

# оценка качества обучения на тестовых данных

scores = model.evaluate_generator(test_generator, nb_test_samples // batch_size)

Распознавание графических образов конструктивных элементов. Отметим, что
в каждом из каталогов train_dir, val_dir и test_dir данные (картинки) четырех
классов находились в соответствующих папках: для графических образов алюмо-
термитной сварки была отведена папка Alt, для образов электроконтактной свар-
ки – папка Wfb, для болтовых стыков – Gap, а для условных дефектов – Def. Поэто-
му при обучении нейронной сети классы образцов получили имена в соответствии
с названиями этих папок.

С применением следующего кода на языке Python 3 происходит распознава-
ние графических образов четырех классов с помощью обученной нейронной сети.
На вход сети подается подготовленный и нормализованный графический образ B
найденной на дефектограмме отметки, выходом является название класса, к ко-
торому принадлежит исследуемый образ. Нейронная сеть выдает набор значений
вероятностей принадлежности объекта к соответствующему классу. Класс объекта
выбирается по максимальному значению из этого набора.
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import numpy

classes = [’alt’, ’def’, ’gap’, ’wfb’]

B /= 255 # нормализация матрицы B

B = numpy.expand_dims(B, axis=0) # переход к ’линейному’ массиву данных

preds = model.predict(B) # классификация входного объекта

if classes[preds.argmax()] == ’def’: # расшифровка результата классификации

mark_result = ’условный дефект’

if classes[preds.argmax()] == ’wfb’: # расшифровка результата классификации

mark_result = ’электроконтактная сварка’

if classes[preds.argmax()] == ’alt’: # расшифровка результата классификации

mark_result = ’алюмотермитная сварка’

if classes[preds.argmax()] == ’gap’: # расшифровка результата классификации

mark_result = ’болтовой стык’

Заключение. По результатам обучения можно сделать вывод, что выбранная кон-
фигурация модели нейронной сети является удачной и вполне достаточной для ре-
шения поставленной задачи распознавания конструктивных элементов. Построение
глубоких (сверточных) нейронных сетей не требуется, так как, с одной стороны,
удалось провести явное сжатие исходного графического образа отметки до относи-
тельно небольшого размера без существенного влияния на результат распознава-
ния отметок, с другой стороны, образы конструктивных элементов имеют жесткую
простую структуру и характерный рисунок, четко выраженный для соответству-
ющего класса. При этом ни масштабирования, ни поворота, ни сдвигов ключевых
признаков на изображении не происходит, что делает простую последовательную
полносвязную 3-слойную модель нейронной сети достаточной для решения данной
задачи распознавания.
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Abstract. To ensure traffic safety of railway transport, non-destructive test of rails is regularly
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methods. An automatic analysis of large data sets (defectgrams) that come from the corresponding
equipment is an actual problem. The analysis means a process of determining the presence of defective
sections along with identifying structural elements of railway tracks on defectograms. This article is
devoted to the problem of recognition of rail structural element images in magnetic and eddy current
defectograms. Three classes of rail track structural elements are considered: 1) a bolted joint with
straight or beveled connection of rails, 2) a butt weld of rails, and 3) an aluminothermic weld of rails.
Images that cannot be assigned to these three classes are conditionally considered as defects and are
placed in a separate fourth class. For image recognition of structural elements in defectograms a neural
network is applied. The neural network is implemented by using the open library TensorFlow. To this
purpose each selected (picked out) area of a defectogram is converted into a graphic image in a grayscale
with size of 20 x 39 pixels.
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Аннотация. Пусть C — выпуклое тело, S невырожденный симплекс в Rn. Через τS обозна-
чим образ S при гомотетии относительно центра тяжести S с коэффициентом τ . Под ξ(C;S)
понимается минимальное τ > 0, для которого C является подмножеством симплекса τS. По
определению, α(C;S) есть минимальное τ > 0, такое что C принадлежит трансляту симплекса
τS. Ранее автор доказал, что справедливы равенства ξ(C;S) = (n + 1) max

1≤j≤n+1
max
x∈C

(−λj(x)) + 1

(если C 6⊂ S), α(C;S) =
n+1∑
j=1

max
x∈C

(−λj(x)) + 1. Здесь λj — линейные функции, называемые базис-

ными многочленами Лагранжа симплекса S. Они таковы, что числа λj(x), . . . , λn+1(x) являются
барицентрическими координатами точки x ∈ Rn. В предыдущих работах автора указанные форму-
лы исследовались в ситуации, когда C представляет собой n-мерный единичный куб Qn = [0, 1]n.
В статье рассматривается случай, когда C есть единичный евклидов шар Bn = {x : ‖x‖ ≤ 1},

где ‖x‖ =

(
n∑

i=1

x2i

)1/2

. Устанавливаются различные соотношения для ξ(Bn;S) и α(Bn;S), а также

приводится их геометрическая интерпретация. Например, если λj(x) = l1jx1 + . . .+ lnjxn + ln+1,j ,

то α(Bn;S) =
n+1∑
j=1

(
n∑

i=1

l2ij

)1/2

. Минимальное возможное значение каждой из величин ξ(Bn;S),

α(Bn;S) для S ⊂ Bn равно n и соответствует правильному симплексу, вписанному в Bn. Даётся
сравнение с результатами, полученными ранее для C = Qn.
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1. Определения и предварительные сведения
Начнём с основных определений и обозначений. Всюду далее n ∈ N. Элемент x ∈ Rn

будем записывать в виде x = (x1, . . . , xn). Положим

‖x‖ =
√

(x, x) =

(
n∑
i=1

x2i

)1/2

,

B
(
x(0); %

)
:= {x ∈ Rn : ‖x− x(0)‖ ≤ %}

(
x(0) ∈ Rn, % > 0

)
,

Bn := B(0; 1), Qn := [0, 1]n, Q′n := [−1, 1]n.

Пусть C — выпуклое тело в Rn. Через τC обозначим результат гомотетии C
относительно центра тяжести с коэффициентом τ. Для невырожденного n-мерного
симплекса S введём в рассмотрение величину ξ(C;S) := min{σ ≥ 1 : C ⊂ σS}. Эту
величину мы называем коэффициентом поглощения (absorption index) выпуклого
тела C симплексом S. Обозначим через α(C;S) минимальное τ > 0, для которого
выпуклое тело C принадлежит трансляту симплекса τS. Под ver(G) будем понимать
совокупность вершин выпуклого многогранника G.

Обозначим вершины симплекса S через x(j) =
(
x
(j)
1 , . . . , x

(j)
n

)
, 1 ≤ j ≤ n + 1.

Матрица

A :=


x
(1)
1 . . . x

(1)
n 1

x
(2)
1 . . . x

(2)
n 1

...
...

...
...

x
(n+1)
1 . . . x

(n+1)
n 1


является невырожденной. Пусть A−1 = (lij). Линейные многочлены λj(x) = l1jx1 +
. . .+ lnjxn+ ln+1,j, коэффициенты которых составляют столбцы A−1, обладают свой-
ством λj

(
x(k)
)

= δkj , где δkj — символ Кронекера. Мы называем λj базисными много-
членами Лагранжа, соответствующими S. Числа λj(x) являются баpицентpиче-
скими кооpдинатами точки x ∈ Rn относительно S. Симплекс S задаётся системой
линейных неравенств λj(x) ≥ 0. Подробнее о многочленах λj см. [3, гл. 1].

Равенство ξ(C;S) = 1 эквивалентно включению C ⊂ S. В [2] (см. также [3, § 1.3])
установлено, что если C 6⊂ S, то

ξ(C;S) = (n+ 1) max
1≤j≤n+1

max
x∈C

(−λj(x)) + 1. (1)

Соотношение
max
x∈C

(−λ1(x)) = . . . = max
x∈C

(−λn+1(x)) (2)

эквивалентно тому, что симплекс ξ(C;S)S описан вокруг C. В случае C = Qn ра-
венство (1) приводится к виду

ξ(Qn;S) = (n+ 1) max
1≤j≤n+1

max
x∈ver(Qn)

(−λj(x)) + 1,

а (2) сводится к соотношению

max
x∈ver(Qn)

(−λ1(x)) = . . . = max
x∈ver(Qn)

(−λn+1(x)) . (3)
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Для любых C и S выполняется ξ(C;S) ≥ α(C;S). При этом ξ(C;S) = α(C;S)
тогда и только тогда, когда симплекс ξ(C;S)S описан вокруг выпуклого тела C.
Последнее равносильно соотношению (2), а для C = Qn — соотношению (3).

В [4] (см. также [3, § 1.4]) доказано равенство

α(C;S) =
n+1∑
j=1

max
x∈C

(−λj(x)) + 1, (4)

Если C = Qn, то эта формула может быть записана в более геометрическом виде:

α(Qn;S) =
n∑
i=1

1

di(S)
. (5)

Здесь di(S) — i-й осевой диаметр симплекса S, представляющий собой максималь-
ную длину отрезка, содержащегося в S и параллельного i-й координатной оси. Ра-
венство (5) установлено в [11]. Если S ⊂ Qn, то di(S) ≤ 1, поэтому для таких
симплексов (5) даёт

ξ(Qn;S) ≥ α(Qn;S) =
n∑
i=1

1

di(S)
≥ n. (6)

Как ранее доказал автор (см. [2]),

1

di(S)
=

1

2

n+1∑
j=1

|lij|. (7)

Из (5) и (7) следует соотношение

α(Qn;S) =
1

2

n∑
i=1

n+1∑
j=1

|lij|. (8)

Заметим, что α(C;S) не меняется при параллельном переносе множеств и при τ > 0
верно α(τC;S) = τα(C;S). Поскольку куб Q′n = [−1, 1]n есть транслят куба 2Qn, то
при замене Qn на Q′n из (8) получается ещё более простая формула:

α(Q′n;S) =
n∑
i=1

n+1∑
j=1

|lij|. (9)

Положим

ξn := min{ξ(Qn;S) : S — n-мерный симплекс,S ⊂ Qn, vol(S) 6= 0}.

Оценкам чисел ξn посвящены многие работы автора, а также автора и А.Ю. Уха-
лова (см., например, статьи [1], [2], [5], [6], [7], [8], [12] и монографию [3]). Все-
гда n ≤ ξn < n + 1. Точные значения ξn к настоящему моменту известны для
n = 2, 5, 9 и бесконечной совокупности нечётных n, для каждого из которых суще-
ствует матрица Адамара порядка n + 1. При n 6= 2 каждое известное ξn равно n, а
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ξ2 = 1 + 3
√
5

5
= 2.34 . . . До сих пор неизвестно, существует ли хотя бы одно чётное n

со свойством ξn = n. Относительно чисел ξn есть и другие открытые вопросы.
В настоящей статье обсуждаются аналоги введённых выше характеристик и со-

отношений для симплекса и евклидова шара. Замена куба на шар делает многие
рассматриваемые вопросы существенно более простыми. Однако геометрическая ин-
терпретация отмеченных общих результатов и в этом частном случае имеет опреде-
лённый интерес. Кроме того, мы отметим новые приложения базисных многочленов
Лагранжа.

Числовые характеристики, связывающие симплексы с подмножествами Rn, име-
ют важные приложения к оцениванию норм проекторов, возникающих при поли-
номиальной интерполяции функций многих переменных. Этот подход и соответ-
ствующая методология подробно описаны в [3]. В последнее время в круге этих
вопросов удалось эффективно применить, кроме аналитических, и компьютерные
методы (см., например, [5], [6], [8], [12]).

2. Величина α(Bn;S)

Инрадиусом n-мерного симплекса S (inradius) называется максимальный радиус ша-
ра, содержащегося в S. Центр этого единственного максимального шара называет-
ся инцентром S (incenter). Граница максимального в симплексе шара — сфера,
которая имеет с каждой (n − 1)-мерной гранью единственную общую точку. Под
внешним радиусом, или циркумрадиусом S (circumradius), будем понимать мини-
мальный радиус шара, содержащего S. Граница этого единственного минимально-
го шара не обязательно содержит все вершины S. Это имеет место тогда и только
тогда, когда центр минимального шара принадлежит S.

Инрадиус r и внешний радиус R симплекса S связаны неравенством Эйлера

R ≥ nr. (10)

Равенство в (10) имеет место тогда и только тогда, когда S — правильный сим-
плекс. По поводу доказательств n-мерного неравенства Эйлера, а также его истории
и обобщений см., например, [10], [13], [14].

По поводу неравенства (10) отметим аналог следующего свойства, справедливого
для параллелепипедов (см. [11], [3, § 1.8]). Пусть S — невырожденный симплекс, D,
D∗ — параллелепипеды в Rn. Предположим, что D∗ есть результат гомотетии
D с коэффициентом τ > 1. Если D ⊂ S ⊂ D∗, то τ ≥ n. Это утверждение верно
и для шаров. Нетрудно видеть, что неравенство Эйлера эквивалентно следующему
свойству. Если B — шар радиуса r1, B∗ — шар радиуса r2 и B ⊂ S ⊂ B∗, то r1 ≤ nr2.
Равенство выполняется тогда и только тогда, когда S — правильный симплекс,
вписанный в B∗, а B — шар, вписанный в S. Другая эквивалентная форма этих
утверждений — приводимая ниже теорема 2 (см. замечание после её доказатель-
ства).

Пусть x(1), . . . , x(n+1) — вершины, λ1, . . . , λn+1 — базисные многочлены Лагранжа
невырожденного симплекса S ⊂ Rn (см. п. 1). Через Γj обозначим (n − 1)-мерную
гиперплоскость, задаваемую уравнением λj(x) = 0, через Σj — (n−1)-мерную грань
симплекса, содержащуюся в Γj, через hj — высоту, опущенную из вершины x(j)
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на Γj, через r — инрадиус S. Пусть σj — (n − 1)-мера Σj и σ :=
n+1∑
j=1

σj. Обозначим

aj := {l1j, . . . , lnj}. Этот вектор ортогонален Γj и направлен в полупространство,
содержащее вершину x(j). Ясно, что

λj(x) = l1jx1 + . . .+ lnjxn + ln+1,j = (aj, x) + ln+1,j = (aj, x) + λj(0).

Теорема 1. Cправедливы равенства

α(Bn;S) =
n+1∑
j=1

(
n∑
i=1

l2ij

)1/2

, (11)

α(Bn;S) =
n+1∑
j=1

1

hj
, (12)

α(Bn;S) =
1

r
, (13)

α(Bn;S) =
σ

nvol(S)
. (14)

Доказательство. Получим эти попарно эквивалентные равенства, двигаясь сверху
вниз. Сначала запишем

α(Bn;S) =
n+1∑
j=1

max
x∈B

(−λj(x)) + 1. (15)

Формула (15) есть частный случай (4) в ситуации C = Bn. По неравенству Коши
имеем |(aj, x)| ≤ ‖aj‖‖x‖, откуда

− ‖aj‖‖x‖ ≤ (aj, x) ≤ ‖aj‖‖x‖, (16)

−‖aj‖‖x‖ − λj(0) ≤ −λj(x) ≤ ‖aj‖‖x‖ − λj(0).

Так как верхняя и нижняя границы в неравенстве (16) достигаются, то

max
x∈Bn

(−λj(x)) = max
‖x‖≤1

(−λj(x)) = ‖aj‖ − λj(0).

Поэтому

α(Bn;S) =
n+1∑
j=1

max
x∈Bn

(−λj(x)) + 1 =
n+1∑
j=1

‖aj‖ −
n+1∑
j=1

λj(0) + 1 =
n+1∑
j=1

(
n∑
i=1

l2ij

)1/2

.

Мы воспользовались тем, что
n+1∑
j=1

λj(0) = 1. Поскольку λj
(
x(j)
)

= 1, имеем

hj = dist
(
x(j); Γj

)
=

∣∣λj (x(j))∣∣
‖aj‖

=
1

‖aj‖
=

1(
n∑
i=1

l2ij

)1/2
.
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Следовательно,

α(Bn;S) =
n+1∑
j=1

(
n∑
i=1

l2ij

)1/2

=
n+1∑
j=1

1

hj
.

Итак, мы получили (11) и (12).
Докажем (13). Шар B есть подмножество транслята симплекса α(Bn;S)S. Зна-

чит, транслят шара 1
α(Bn;S)

Bn содержится в S. Так как максимальный радиус шара,
принадлежащего S, равен r, то 1

α(Bn;S)
≤ r, т. е. α(Bn;S) ≥ 1

r
. Для получения проти-

воположного неравенства обозначим через B′ шар радиуса r, вписанный в S. Тогда
шар Bn = 1

r
B′ содержится в некотором трансляте симплекса 1

r
S. По определению

α(Bn;S) это даёт α(Bn;S) ≤ 1
r
. Стало быть, верно равенство α(Bn;S) = 1

r
.

Наконец, для установления (14) достаточно привлечь (13) и формулу vol(S) =
1
n
σr. Последнее равенство получается из обычной формулы для объёма симплекса

после разбиения S на n+ 1 симплекс, каждый из которых имеет вершину в центре
вписанного шара и опирается на одну из граней Σj.

Следствие 1. Имеет место равенство

1

r
=

n+1∑
j=1

1

hj
.

Для доказательства достаточно применить (12) и (13). Представляется интерес-
ным, что это красивое геометрическое соотношение, которое может быть получено
и непосредственно, оказывается эквивалентным общей формуле для α(C;S) в слу-
чае, когда выпуклое тело C является евклидовым единичным шаром.

Следствие 2. Инрадиус r и инцентр z симплекса S могут быть вычислены по
формулам

r =
1

n+1∑
j=1

(
n∑
i=1

l2ij

)1/2
, (17)

z =
1

n+1∑
j=1

(
n∑
i=1

l2ij

)1/2

n+1∑
j=1

(
n∑
i=1

l2ij

)1/2

x(j). (18)

Точка касания шара B(z; r) c (n− 1)-мерной гранью Σk симплекса S имеет вид

y(k) =
1

n+1∑
j=1

(
n∑
i=1

l2ij

)1/2


n+1∑
j=1

(
n∑
i=1

l2ij

)1/2

x(j) − 1(
n∑
i=1

l2ik

)1/2
(l1k, . . . , lnk)

 . (19)

Доказательство. Равенство (17) немедленно следует из (11) и (13). Для получения
(18) заметим, что

r = dist(z; Γj) =
|λj(z)|
‖aj‖

.
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Так как точка z лежит строго внутри S, каждая её барицентрическая координата
λj(z) положительна. Поэтому λj(z) = r‖aj‖. Следовательно,

z =
n+1∑
j=1

λj(z)x(j) = r

n+1∑
j=1

‖aj‖x(j),

что совпадает с (18). Наконец, поскольку вектор ak = {l1k, . . . , lnk} ортогонален
грани Σk и направлен от неё внутрь симплекса, единственная общая точка шара
B(z; r) и этой грани имеет вид

y(k) = z − r

‖ak‖
ak = r

(
n+1∑
j=1

‖aj‖x(j) −
1

‖ak‖
ak

)
.

Последнее равенство равносильно (19).

Формулу (11) интересно сравнить с формулой (9) для α(Q′n;S). Так как шар Bn

есть подмножество куба Q′n = [−1, 1]n, то α(Bn;S) ≤ α(Q′n;S). Аналитически же это
неравенство следует из оценки(

n∑
i=1

l2ij

)1/2

≤
n∑
i=1

|lij|.

Для произвольных x(0) и % > 0 величина α
(
B(x(0); %);S

)
может быть вычислена

с помощью формул теоремы 1 и равенства α(B(x(0); %);S) = %α(Bn;S).
Если S ⊂ Qn, то все осевые диаметры di(S) ≤ 1. Формула (5) немедленно даёт

α(Qn;S) ≥ n. Если же для некоторого S выполняется α(Qn;S) = n, то каждый
осевой диаметр S равен 1. Следующая теорема даёт аналоги этих утверждений для
симплексов, содержащихся в шаре.

Теорема 2. Если S ⊂ Bn, то α(Bn;S) ≥ n. Равенство α(Bn;S) = n выполняется
тогда и только тогда, когда S — правильный симплекс, вписанный в Bn.

Доказательство. По определению α(Bn;S), шар Bn содержится в трансляте сим-
плекса α(Bn;S)S. Поэтому некоторый транслят B′ шара 1

α(Bn;S)
Bn есть подмноже-

ство S. Итак, B′ ⊂ S ⊂ Bn. Так как радиус B′ равен 1
α(Bn;S)

, то для инрадиуса r
и внешнего радиуса R симплекса S справедливы неравенства 1

α(Bn;S)
≤ r, R ≤ 1.

Применяя неравенство Эйлера R ≥ nr, запишем

1

α(Bn;S)
≤ r ≤ R

n
≤ 1

n
, (20)

откуда α(Bn;S) ≥ n.
Если же α(Bn;S) = n, то левая величина в (20) совпадает с правой, значит, все

неравенства в этой цепочке обращаются в равенства. Это даёт R = 1, r = 1
n
. Так

как в этом случае неравенство Эйлера (10) обращается в равенство, S является пра-
вильным симплексом, вписанным в Bn. Наоборот, если S — правильный симплекс,
вписанный в Bn, то для него, очевидно, r = 1

n
, поэтому α(Bn;S) = 1

r
= n.
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Итак, теорема 2 следует из неравенства Эйлера (10). Фактически же эти утвер-
ждения эквивалентны. Действительно, пусть S — произвольный n-мерный сим-
плекс, r — инрадиус, R — внешний радиус S. Обозначим через B шар радиуса
R, содержащий S. Тогда некоторый транслят S ′ симплекса 1

R
S содержится в шаре

1
R
B = Bn. По теореме 1, α(Bn;S ′) есть величина, обратная инрадиусу S ′, т. е. равна

R
r
. Предположим теперь, что теорема 2 верна, и применим её к симплексу S ′ ⊂ Bn.

Это даст α(Bn;S ′) = R
r
≥ n, т. е. неравенство (10). Если же R = nr, то α(Bn;S ′) = n.

Из теоремы 2 получаем, что в этом случае S ′, а с ним и S являются правильными
симплексами.

Как следует из (6), минимальное значение α(Qn;S) для S ⊂ Qn также равно n.
Это минимальное значение достигается на тех и только тех S ⊂ Qn, для которых
каждый осевой диаметр di(S) равен 1. Указанным свойством обладают, например,
симплексы максимального объёма в Qn (подробнее см. [3]), но при n > 2 не только
они.

3. Величина ξ(Bn;S)

В этом пункте приводится формула для коэффициента поглощения симплексом
евклидова шара. Мы применяем предыдущие обозначения.

Теорема 3. Пусть S — невырожденный симплекс в Rn, x(0) ∈ Rn, % > 0. Если
B
(
x(0); %

)
6⊂ S, то

ξ
(
B
(
x(0); %

)
;S
)

= (n+ 1) max
1≤j≤n+1

%( n∑
i=1

l2ij

)1/2

−
n∑
i=1

lijx
(0)
i − ln+1,j

+ 1. (21)

В частности, если Bn 6⊂ S, то

ξ(Bn;S) = (n+ 1) max
1≤j≤n+1

( n∑
i=1

l2ij

)1/2

− ln+1,j

+ 1. (22)

Доказательство. Применим общую формулу (1) для случая C = B
(
x(0); %

)
. Нера-

венство Коши даёт

− ‖aj‖‖x− x(0)‖ ≤ (aj, x− x(0)) ≤ ‖aj‖‖x− x(0)‖. (23)

Для ‖x− x(0)‖ ≤ % имеем

−%‖aj‖ ≤ (aj, x)− (aj, x
(0)) ≤ %‖aj‖,

−λj(x) = −(aj, x)− ln+1,j ≤ %‖aj‖ − (aj, x
(0))− ln+1,j.

Так как верхняя и нижняя границы в неравенстве (23) достигаются, то

max
‖x−x(0)‖≤%

(−λ(x)) = %

(
n∑
i=1

l2ij

)1/2

−
n∑
i=1

lijx
(0)
i − ln+1,j.
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С учётом этого

ξ
(
B
(
x(0); %

)
;S
)

= (n+ 1) max
1≤j≤n+1,‖x−x(0)‖≤%

(−λj(x)) + 1 =

= (n+ 1) max
1≤j≤n+1

%( n∑
i=1

l2ij

)1/2

−
n∑
i=1

lijx
(0)
i − ln+1,j

+ 1,

и мы пришли к (21). Равенство (22) получается из (21) при x(0) = 0, % = 1.

4. Равенство βn = n. Комментарии
Теорема 4. Если S ⊂ Bn, то ξ(Bn;S) ≥ n. Равенство ξ(Bn;S) = n выполняется
тогда и только тогда, когда S — правильный симплекс, вписанный в Bn.

Доказательство. Утверждение теоремы немедленно следует из теоремы 2 и нера-
венства ξ(Bn;S) ≥ α(Bn;S). Приведём непосредственное доказательство без приме-
нения неравенства Эйлера, с помощью которого получена оценка α(Bn;S) ≥ n.

Пусть сначала S — правильный симплекс, вписанный в Bn. Тогда α(Bn;S) = n,
что равносильно тому, что инрадиус S равен 1

n
. Так как симплекс ξ(Bn;S)S описан

вокруг Bn, то ξ(S;Bn) = α(S;Bn) = n и выполняется соотношение (2), в котором
надо взять C = Bn. Из (1) следует, что при любом j = 1, . . . , n+ 1

max
x∈Bn

(−λj(x)) =
n− 1

n+ 1
,

где λj — базисные многочлены Лагранжа симплекса S.
Пусть теперь симплекс S содержится в Bn, но не является правильным сим-

плексом или не вписан в этот шар. Его многочлены Лагранжа обозначим через µj.
Найдётся такой правильный симплекс S∗, вписанный в Bn, и такое k, что S при-
надлежит полосе 0 ≤ λk(x) ≤ 1, k-e (n − 1)-мерные грани S и S∗ параллельны
и при этом S не имеет общих точек хотя бы с одной граничной гиперплоскостью
этой полосы. Здесь λj — базисные многочлены Лагранжа симплекса S∗. Вершина
x(k) симплекса S∗ не принадлежит его k-й грани. Пусть u есть точка границы ша-
ра, наиболее удалённая от x(k), тогда u есть точка максимума многочлена −λk(x),
т. е. −λj(u) = n−1

n+1
. Рассмотрим прямую, соединяющую x(k) и u. Обозначим через

y, z и t точки пересечения этой прямой с попарно параллельными гиперплоскостя-
ми µk(x) = 1, µk = 0 и λk(x) = 0 соответственно. Выполняются неравенства

‖x(k) − t‖ ≥ ‖y − z‖, ‖t− u‖ ≤ ‖z − u‖, (24)

хотя бы одно из которых наверняка строгое. В силу линейности базисных много-
членов Лагранжа справедливы соотношения

µk(z)− µk(u)

µk(y)− µk(z)
=
‖z − u‖
‖y − z‖

,
λk(t)− λk(u)

λk (x(k))− λk(t)
=
‖t− u‖
‖x(k) − t‖

.

Поскольку µk(y) = 1, µk(z) = 0, λk
(
x(k)
)

= 1, λk(t) = 0, имеем

−µk(u) =
‖z − u‖
‖y − z‖

>
‖t− u‖
‖x(k) − t‖

= −λk(u) =
n− 1

n+ 1
.
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Мы применили неравенства (24) и учли, что хотя бы одно из них является строгим.
По формуле (1)

ξ(Bn;S) = (n+ 1) max
1≤j≤n+1

max
x∈Bn

(−µj(x)) + 1 ≥ (n+ 1)(−µk(u)) + 1 > n.

Значит, если S не является правильным симплексом, вписанным в Bn, то имеет
место строгое неравенство ξ(Bn;S) > n.

Таким образом, для любого симплекса S ⊂ Bn выполняется ξ(Bn;S) ≥ n. Равен-
ство здесь эквивалентно тому, что S — правильный симплекс, вписанный в Bn.

По аналогии с величиной ξn = min{ξ(Qn;S) : S ⊂ Qn}, определяемой через
единичный куб Qn = [0, 1]n, введём в рассмотрение числовую характеристику, за-
даваемую единичным шаром:

βn := min{ξ(Bn;S) : S — n-мерный симплекс,S ⊂ Bn, vol(S) 6= 0}.

Многие задачи о числах ξn ещё не решены. Например, единственным точным зна-
чением ξn для чётного n до сих пор остаётся ξ2 = 1 + 3

√
5

5
, да и оно было найдено

весьма непростым способом (см. [3, гл. 2]). По сравненению с ξn задача о числах βn
оказывается тривиальной.

Следствие 3. Для любого n справедливо βn = n. Экстремальным относительно
βn симплексом S ⊂ Bn является любой правильный симплекс, вписанный в Bn.
Других экстремальных симплексов нет.

Достаточно применить теорему 4. Техника, связанная с шаром, позволяет про-
иллюстрировать некоторые результаты, полученные ранее для куба. Отметим здесь
доказательство следующего известного утверждения, отличное от приведённых
в [3, § 3.2] и [12].

Следствие 4. Пусть существует матрица Адамара порядка n+ 1. Тогда ξn = n.

Доказательство. Известно (см., например, [9]), что для такого и только такого n
в Qn можно вписать правильный симплекс S так, что вершины симплекса будут
находиться в вершинах куба. Обозначим через B шар с центром в центре куба и ра-
диусом

√
n
2
. Очевидно, куб Qn вписан в B, поэтому и симплекс S вписан в этот шар.

Так как S является правильным, то по теореме 4 и из соображений подобия имеем
ξ(B;S) = n. Включение Qn ⊂ B означает, что ξ(Qn;S) ≤ ξ(B;S), т. е. ξ(Qn;S) ≤
n. В силу (6) выполнено и противоположное неравенство ξ(Qn;S) ≥ n, поэтому
ξ(Qn;S) = n. Одновременно из (6) следует, что ξn = ξ(Qn;S) = n.

Это рассуждение базируется на том, что если S — правильный симплекс, вер-
шины которого находятся в вершинах Qn, то симплекс nS поглощает не только Qn,
но и шар B, описанный вокруг куба. При этом коэффициент поглощения n оказы-
вается минимально возможным и для куба, и для шара. Дополнительно отметим
такое свойство.

Следствие 5. Пусть S ⊂ Qn ⊂ nS, причём симплекс S не является правильным.
Тогда B 6⊂ nS.
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Доказательство. Включение B ⊂ nS означало бы, что ξ(B;S) = n. Тогда S был
бы правильным симплексом, вписанным в шар B, однако это не так. Поэтому B
не является подмножеством nS.

Симплексы, удовлетворяющие условию следствия 5, существуют по крайней ме-
ре при n = 3, 5 и 9 (см. [12]).

Соотношения (6) означают, что всегда ξn ≥ n. Поскольку ξ2 = 1 + 3
√
5

5
> 2,

существуют n, для которых ξn > n. Кроме ситуаций, когда n + 1 есть число Ада-
мара, равенство ξn = n установлено при n = 5 и n = 9 (экстремальные симплексы
в R5 и R9 найдены в [12]). Для всех таких размерностей ξn = βn, т. е. c точки зре-
ния минимального коэффициента поглощения находящимся внутри симплексом оба
множества — n-мерный куб и n-мерный шар — ведут себя одинаково.

Равенство ξn = n равносильно существованию симплексов, удовлетворяющих
включениям S ⊂ Qn ⊂ nS. Некоторые свойства таких симплексов (например,
то, что центр тяжести S совпадает с центром куба) аналогичны свойствам правиль-
ных симплексов, вписанных в Bn (см. [7]). Однако вопрос о полном описании тех
размерностей n, для которых существуют симплексы с таким условием, является
весьма трудным и пока далёк от решения.
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Abstract. Let C be a convex body and let S be a nondegenerate simplex in Rn. Denote by τS
the image of S under homothety with a center of homothety in the center of gravity of S and the ratio
τ . We mean by ξ(C;S) the minimal τ > 0 such that C is a subset of the simplex τS. Define α(C;S)
as the minimal τ > 0 such that C is contained in a translate of τS. Earlier the author has proved the

equalities ξ(C;S) = (n + 1) max
1≤j≤n+1

max
x∈C

(−λj(x)) + 1 (if C 6⊂ S), α(C;S) =
n+1∑
j=1

max
x∈C

(−λj(x)) + 1.

Here λj are the linear functions that are called the basic Lagrange polynomials corresponding to S.
The numbers λj(x), . . . , λn+1(x) are the barycentric coordinates of a point x ∈ Rn. In his previous
papers, the author investigated these formulae in the case when C is the n-dimensional unit cube
Qn = [0, 1]n. The present paper is related to the case when C coincides with the unit Euclidean ball

Bn = {x : ‖x‖ ≤ 1}, where ‖x‖ =

(
n∑

i=1

x2i

)1/2

. We establish various relations for ξ(Bn;S) and α(Bn;S),

as well as we give their geometric interpretation. For example, if λj(x) = l1jx1+. . .+lnjxn+ln+1,j , then

α(Bn;S) =
n+1∑
j=1

(
n∑

i=1

l2ij

)1/2

. The minimal possible value of each characteristics ξ(Bn;S) and α(Bn;S)

for S ⊂ Bn is equal to n. This value corresponds to a regular simplex inscribed into Bn. Also we
compare our results with those obtained in the case C = Qn.

Keywords: n-dimensional simplex, n-dimensional ball, homothety, absorption index

On the authors:
Mikhail V. Nevskii, orcid.org/0000-0002-6392-7618, Doctor of Science,
P.G. Demidov Yaroslavl State University,
14 Sovetskaya str., Yaroslavl 150003, Russia, e-mail: mnevsk55@yandex.ru



Моделирование и анализ информационных систем. Т. 25, №6 (2018), с. 692–710
Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 25, No 6 (2018), pp. 692–710

c©Уваров А.Д., 2018

DOI: 10.18255/1818-1015-2018-6-692-710

УДК 517.9

Особые точки кривых

Уваров А.Д.

Поступила в редакцию 3 сентября 2018
После доработки 30 октября 2018
Принята к публикации 10 ноября 2018

Аннотация. В данной работе затрагивается ключевая проблема геометрического моделиро-
вания, связанная с построением кривых пересечения поверхностей. Найдены способы построения
кривых пересечения в сложных случаях: при касании и при прохождении через особые точки по-
верхностей. В первой части работы рассматривается проблема определения линии касания двух
поверхностей, заданных в параметрическом виде. Анализируется несколько подходов к решению
задачи. Выявляются достоинства и недостатки приведенных подходов. Описываются итерацион-
ные алгоритмы поиска точки на линии касания. Вторая часть работы посвящена методам пре-
одоления возникающих трудностей решения задачи для сингулярных точек кривых пересечения,
в которых нарушается регулярный итерационный процесс. В зависимости от типа поставленной
задачи автор останавливается на двух методах. Первый из них предполагает находить особые точ-
ки кривых без использования итерационных методов, что уменьшает время работы алгоритма по
построению кривой пересечения. Второй метод, рассматриваемый в заключительной части статьи,
относится к численным методам. В этой части автор вводит функцию, достигающую глобально-
го минимума только в особых точках кривых пересечения, и решает задачу минимизации этой
функции. Применение этого метода является весьма эффективным в некоторых частных случаях,
накладывающих ограничения на поверхности и их расположение. В заключение рассматривается
использование этого метода в случае, когда функция имеет такой рельеф, что в окрестности точ-
ки минимума поверхности уровня являются сильно вытянутыми эллипсоидами. Все изображения,
приведенные в данной статье, являются результатом работы алгоритмов по методам, предложен-
ным автором. Изображения получены с помощью авторской программной среды.
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Введение
Сложные геометрические объекты, например, поверхности, ограниченные конту-
рами, являются результатом некоторых операций над более простыми объектами.
Базовыми логическими операциями над геометрическими объектами можно счи-
тать их пересечение, объединение и вычитание. Для применения этих операций
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требуется определение еще одного геометрического объекта – линии пересечения
исходных поверхностей. Алгоритм построения такого объекта хорошо известен и
описан в литературе (см., например, [1], [2], [3] ). На каждом шаге итерационного
процесса требуется информация о точке, лежащей на кривой пересечения, о на-
правлении касательного вектора к этой кривой в этой точке и о величине шага
вдоль касательного вектора. Этот вектор определяется как вектор, ортогональный
двум нормалям к обеим поверхностям, проведенным из точки, лежащей на кри-
вой пересечения. Частным случаем пересечения поверхностей является их полное
или частичное касание (частичное касание предполагает, что поверхности касают-
ся в конечном числе точек). В двух последних случаях невозможно применение
традиционных алгоритмов, поскольку в случае касания поверхностей их нормали,
построенные в точках касания – коллинеарны. Однако в некоторых специальных
случаях касания поверхностей, накладывающих ограничения на их взаимное рас-
положение, можно построить касательную кривую, используя узко направленные
алгоритмы. Стоит заметить, что сами поверхности и касательная кривая должны
быть гладкими. Первая часть статьи посвящена анализу таких алгоритмов.

В случае частичного касания поверхностей кривая пересечения содержит осо-
бенности – точки самопересечения или самокасания. При "подходе" к особой точке
кривой пересечения традиционный алгоритм становится мало пригодным, посколь-
ку на каждом шаге итерационного процесса он предполагает численное решение
системы линейных уравнений, которая становится плохо обусловленной в особой
точке. Общим подходом для решения этой проблемы является применение сингу-
лярного разложения (см. [4], [5]). Однако такой метод требует больших вычисли-
тельных затрат. В случае, когда не требуется высокая точность координат особой
точки и важна скорость работы алгоритма, возможно определить особую точку как
барицентр концов ветвей кривой пересечения, сходящихся в этой точке. Плюсы и
минусы этого метода рассматриваются во второй части статьи.

Задачу о пересечении поверхностей можно рассматривать как задачу миними-
зации. В случае параметрического задания поверхностей она была решена Баттер-
фильдом (см. [6]), но только для функции трех переменных. Если поверхности обо-
значить r(u, v) и s(a, b), то необходимо найти минимум функции |r(u, v) − s(a, b)|.
Однако в этом случае один из параметров должен быть фиксирован. Если глобаль-
ный минимум последняя функция достигает в особой точке кривой пересечения,
то фиксировать какой-либо параметр не представляется возможным. В третей ча-
сти статьи вводится функция f(u, v, a, b) которая достигает глобального минимума
только в особых точках кривых пересечения. При этом для некоторых частных
случаев минимум функции ищется через решение системы линейных уравнений.
В общем случае, не накладывая на поверхности и их расположение дополнитель-
ных ограничений, глобальный минимум находится с помощью метода "оврагов" и
покоординатного спуска [7].

1. Гладкие кривые

В статье [8] для поиска точки пересечения поверхностей авторы предлагают исполь-
зовать метод градиентного спуска вместо метода, в котором используется закрепле-
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ние одной из параметрических координат. Предполагается, что кривая пересечения
поверхностей – гладкая.

Пересекающиеся поверхности обозначаются r(u, v) и s(a, b). Искомая точка пе-
ресечения обозначается p∗, при этом

p∗ =


u
v
a
b

 . (1)

Точка пересечения ищется из следующего векторного уравнения:

r(u, v)− s(a, b) = 0. (2)

Обозначим через

pk =


u
v
a
b


некоторую точку исходного параметрического пространства. А через F(pk) вектор
невязки векторного уравнения (2). Тогда

F(pk) =

Fx(pk)
Fy(pk)
Fx(pk)

 . (3)

Фиксировав одну из параметрических координат, мы приходим к необходимости
решения следующей системы уравнений методом Ньютона:

J(pk)∆k = −F(pk), (4)

где

J(pk) =

∇Fx

∇Fy

∇Fz

 (5)

– матрица Якоби, вычисленная в точке pk. При этом ∇Fx,∇Fy,∇Fz – градиен-
ты функций Fx, Fy, Fz. При фиксированной координате последние функции есть
функции трех переменных, a ∆k – трехкомпонентный вектор. В этом случае вектор
приращения ∆k ищется из следующего уравнения:

∆k = −J−1(pk)F(pk), (6)

то есть pk+1 = pk + ∆k.
Система (4) является вырожденной (плохо согласованной) в том случае, когда

det J(pk) = 0. (7)

В общем виде матрица Якоби – это прямоугольная матрица размера 3 × 4, а
именно:
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J(pk) =
[
∂r
∂u

∂r
∂v
− ∂s

∂a
−∂s

∂b

]
, (8)

отсюда следует,что равенство (7) возможно в том случае, когда векторы ∂r
∂u
, ∂r
∂v
, ∂s
∂a
, ∂s
∂b

лежат в одной плоскости. Последняя ситуация возможна в предельном случае пе-
ресечения – касании поверхностей, например, когда искомая кривая вся состоит из
точек касания двух поверхностей. Заметим, что в случае, когда кривая – плоская
и нормаль в каждой ее точке параллельна какой-либо координатной оси, равенство
(7) возникает из-за того, что один из градиентов ∇Fx,∇Fy,∇Fz становится равным
нулю, то есть строка матрицы (5) зануляется. При этом ни один из столбцов этой
матрицы не будет равным нулю. Шаг по методу Ньютона в этом случае выпол-
нить нельзя. Также, например, равенство (7) может возникать в точках, принадле-
жащих параллельным участкам параметрических линий двух семейств, в которых
касательные к параметрическим линиям коллинеарные. При этом первый столбец
матрицы (5) подобен третьему, а второй подобен четвертому.

В обоих случаях применение метода Ньютона не дает необходимой точности
поэтому целесообразней использовать метод градиентного спуска, который является
более стабильным по отношению к последним двум случаям.

В случае, когда кривая не содержит особых точек, представим решение уравне-
ния (2) в пространстве новых четырех координат. Три оси направим параллельно
векторам градиентов компонент невязки в точке pk. Вектор t, задающий направ-
ление четвертой оси, выберем ортогональным градиентам. Возможность такого пе-
рехода обосновывается в работе [9]. Решение уравнения (2) в новых координатах
примет вид

∆k = αkt + βk∇Fx + γk∇Fy + δk∇Fz. (9)

В окрестности неособой точки pk шаг в направлении t приводит к незначитель-
ному изменению величины F. Поэтому координата αk = 0. С учетом последнего
равенства имеем

∆k = JT (pk)∆′k, (10)

где

∆′k =

βkγk
δk


– шаг в новом пространстве. В формуле (10) ∆k – трехкомпонентный вектор, ко-
торый может быть найден из уравнения (4). Действительно, подставим равенство
(10) в равенство (4) и выразим ∆′k :

∆′k = −(J ′(pk))−1F(pk),

где

J ′ = JJT =

∇Fx∇Fx ∇Fx∇Fy ∇Fx∇Fz

∇Fy∇Fx ∇Fy∇Fy ∇Fy∇Fz

∇Fz∇Fx ∇Fz∇Fy ∇Fz∇Fz

 . (11)

Рассмотрим ситуации, в которых матрица J ′ вырождается.



696
Моделирование и анализ информационных систем. Т. 25, №6 (2018)

Modeling and Analysis of Information Systems. Vol. 25, No 6 (2018)

1. Один из градиентов ∇Fx,∇Fy,∇Fz становится равным нулю. При этом один
из столбцов матрицы (11) также будет равен нулю, поскольку эта матрица сим-
метричная. Вычеркиванием строки и столбца приходим к квадратной матрице, из
которой определяется шаг.

2. Подобие строк матрицы J ′ влечет за собой подобие столбцов. При этом вы-
черкивание подобных строк и столбцов снова приводит к квадратной матрице, из
которой также определяется шаг.

Далее рассмотрим систему

(r(u, v)− s(a, b)) · ∂r
∂u

= 0
(r(u, v)− s(a, b)) · ∂r

∂v
= 0

(s(a, b)− r(u, v)) · ∂s
∂a

= 0
(s(a, b)− r(u, v)) · ∂s

∂b
= 0,

(12)

приведенную в книге [1] на странице 251. Если ввести обозначения:

a = |∂r
∂u
|2 + ρ · ∂

2r

∂u2
; b = |∂r

∂v
|2 + ρ · ∂

2r

∂v2
; c = |∂s

∂a
|2 + ρ · ∂

2s

∂a2
; d = −|∂s

∂b
|2 + ρ · ∂

2s

∂b2
;

e =
∂r

∂v
· ∂r
∂u

+ ρ · ∂
2r

∂u∂v
; f =

∂s

∂a
· ∂r
∂u

; g =
∂s

∂b
· ∂r
∂u

;h =
∂s

∂a
· ∂r
∂v

;

i =
∂s

∂b
· ∂r
∂v

; k = −∂s
∂b
· ∂s
∂a

+ ρ · ∂
2s

∂a∂b
,

где ρ = r(u, v) − s(a, b), то шаг ∆k находится из решения системы (4), при этом
матрица J(pk) имеет вид

J =


a e f g
e b h i
f h c k
g i k d

 . (13)

Последняя матрица хорошо подходит для выполнения шага в предельном случае
пересечения – касании поверхностей. При этом нужно учитывать, что кривая пере-
сечения – гладкая.

Можно показать, что если кривая содержит особую точку, то в ней матрица
(13) вырождается (строки становятся подобными). Поскольку последняя матрица
является симметрической, подобие строк приводит к подобию столбцов, а значит,
можно вычеркиванием строки и столбца снова прийти к квадратной матрице мень-
шего ранга и вычислить шаг.

Вывод: если по условию задачи предполагается, что касание поверхностей при-
водит только к гладкой кривой и при этом нормаль коллинеарна одной из осей
координат, то целесообразно выполнять шаг с помощью матрицы (11), поскольку
мы приходим к матрице ранга ≤ 2. Если же кривая касания остается гладкой, но
нормаль не предполагается коллинеарной какой-либо оси, то можно использовать
матрицу (13).
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2. Кривые с особенностями
В статье [8] в качестве общего подхода для численного решения плохо обуслов-
ленных систем предлагается использовать метод сингулярного разложения. В этом
случае с помощью итерационного процесса матрицу (8) можно привести к виду

J = UOD,

где U – ортогональная матрица размера 4× 4, O – ортогональная матрица размера
4× 3, а D – диагональная матрица размера 3× 3. Однако в случае полного вырож-
дения матрицы J , то есть когда Rank(J) = 0, невозможно получить шаг с помощью
сингулярной матрицы. В статье предлагается преодолеть данную ситуацию с по-
мощью малого возмущения начального приближения. Очевидно, что такой метод
обладает рядом недостатков. Во-первых, он неточен, во-вторых, он не стабилен.

В качестве альтернативы предлагается использовать следующий подход.
1. Подойти к особой точке достаточно близко. Например, пока |t| ≤ ε, где t –

касательный вектор к кривой в точке A(p∗) = r(u∗,v∗)+s(a∗,b∗)
2

, при этом p∗ – точка из
(1).

1.1. В случае перехода через особую точку отбросить последний сегмент кривой,
затем к точке, полученной на предыдущем шаге, прибавить касательный вектор,
длина которого уменьшилась в два раза. Переход через особую точку определяется
тем, что угол между касательными векторами в текущей и предыдущей точках
близок к 1800.

1.2. В том случае, когда при переходе через особую точку угол между касатель-
ными векторами в текущей и предыдущей точках больше 900, необходимо просто
отбросить последний сегмент кривой.

На следующих рисунках под буквой (a) изображены кривые пересечения, а под
буквой (b) – увеличенная область вокруг особой точки.

(a) (b)

Рис. 1: z = x3 − x2 + y2 ∩ z = 0
Fig. 1: z = x3 − x2 + y2 ∩ z = 0
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(a) (b)

Рис. 2: z = 2x4 − 3x2y + y2 − 2y3 + y4 ∩ z = 0
Fig. 2: z = 2x4 − 3x2y + y2 − 2y3 + y4 ∩ z = 0

(a) (b)

Рис. 3: z = x4 + x2y2 − 2x2y − xy2 + y2 ∩ z = 0
Fig. 3: z = x4 + x2y2 − 2x2y − xy2 + y2 ∩ z = 0

2. Приближенно вычислить особую точку.
Несложно видеть, что если особая точка алгебраической кривой есть точка само-

пересечения кратности p (см. рис. 1), то число ветвей, сходящихся к данной точке,
равно 2p. Поэтому характер сходимости решения к особой точке при движении к ней
с противоположных сторон должен быть один и тот же, то есть особая точка должна
быть равноудалена от последних сегментов противоположных ветвей. В связи с
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этим фактом в качестве особой точки можно взять центр симметрии концов каждой
ветви, сходящейся к этой точке. В роли центра симметрии выступает барицентр.

(a) (b)

Рис. 4: z = (x2 + y2)3 − 4x2y2 ∩ z = 0
Fig. 4: z = (x2 + y2)3 − 4x2y2 ∩ z = 0

В случае точки самокасания (см. рис. 2) можно поступить так же, как с точкой
самопересечения, однако точность будет несколько хуже.

(a) (b)

Рис. 5: z = 2x4 − 3x2y + y2 − 2y3 + y4 ∩ z = 0
Fig. 5: z = 2x4 − 3x2y + y2 − 2y3 + y4 ∩ z = 0

Если предполагается, что кривые используются в качестве наглядного материа-
ла или в методических целях, то данной точности будет достаточно.
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Вычисление координат особой точки типа "острие" (см. рис. 3) плохо укладыва-
ется в рамки предыдущего алгоритма, однако если одна из ветвей подошла к особой
точке намного ближе другой ветви, то последний алгоритм тоже применим.

Рис. 6: z = x4 + x2y2 − 2x2y − xy2 + y2 ∩ z = 0
Fig. 6: z = x4 + x2y2 − 2x2y − xy2 + y2 ∩ z = 0

Все типы особых точек плоских алгебраических кривых возникают и на про-
странственных кривых, поскольку локально их можно рассматривать как плоские.

Рис. 7: Пересечение двух цилиндров
Fig. 7: Intersection of two cylinders

Вывод: можно считать, что при решении технических задач метод поиска и вы-
числения особых точек кривых пересечения, предложенный в статье, не совсем при-
емлем из-за своей низкой точности. Последний метод хорошо подходит для решения
методических задач, связанных с наглядным моделированием.

3. Численные методы нахождения особых точек

Система (12) возникает при попытке минимизировать следующую функцию :

g(u, v, a, b) = |r(u, v)− s(a, b)|2.



Уваров А.Д.
Особые точки кривых 701

Поиск локального минимума функции g сводится к нахождению нуля градиента
функции g. А именно, к решению уравнения ∇g = 0. Если ввести обозначения

∆k =


∆u

∆v

∆a

∆b

 , (14)

где ∆u,∆v,∆a,∆b – приращения аргументов функции g на k-м шаге итерационного
процесса, то

∆k = H−1∇g,
где H – матрица Гессе функции g.

Решение последней системы методом Ньютона–Рафсона невозможно, поскольку
detH = 0. Докажем последнее равенство.

Доказательство. Градиент ∇g имеет вид:

∇g =


2t · ∂r

∂u

2t · ∂r
∂v

−2t · ∂s
∂a

−2t · ∂s
∂b

 , (15)

где t = r(u, v)− s(a, b). Обозначим координаты вектора ∇g через gu, gv, ga, gb. Тогда
матрица Гессе H(g) функции g примет вид:

H(g) =


∇gu
∇gv
∇ga
∇gb

 . (16)

Покажем, что векторы ∇gu и ∇gv линейно зависят от векторов ∇ga и ∇gb. Дей-
ствительно, полагая, что |t| ≈ 0, слагаемым, содержащим t, можно пренебречь.
Учитывая этот факт и вектор (15), матрицу (16) можно записать так:

H(g) =


2t′u · ∂r∂u 2t′v · ∂r∂u 2t′a · ∂r∂u 2t′b · ∂r∂u
2t′u · ∂r∂v 2t′v · ∂r∂v 2t′a · ∂r∂v 2t′b · ∂r∂v
−2t′u · ∂s∂a −2t′v · ∂s∂a −2t′a · ∂s∂a −2t′b · ∂s∂a
−2t′u · ∂s∂b −2t′v · ∂s∂b −2t′a · ∂s∂b −2t′b · ∂s∂b

 . (17)

В особой точке нормали обеих поверхностей коллинеарны и, соответственно, ка-
сательные плоскости этих поверхностей совпадают, то есть векторы ∂r

∂u
, ∂r
∂v
, ∂s
∂a
, ∂s
∂b

линейно зависимы. Отсюда следует, что ∂r
∂u

= a1 ∗ ∂s
∂a

+ b1 ∗ ∂s
∂b

и ∂r
∂v

= a2 ∗ ∂s
∂a

+ b2 ∗ ∂s
∂b
,

где a21 + b21 + a22 + b22 6= 0. Учитывая последние равенства, билинейность скалярно-
го произведения и матрицу (17), легко видеть, что ∇gu = a1 ∗ ∇ga + b1 ∗ ∇gb и
∇gv = a2 ∗ ∇ga + b2 ∗ ∇gb, то есть rankH = 2 и, соответственно, detH = 0.

Поставим следующую задачу: какова должна быть функция от переменных
u, v, a, b, чтобы ее глобальный минимум достигался только в особых точках кри-
вых пересечения. Для ее решения рассмотрим следующую функцию:

f(u, v, a, b) = |r− s|2 + 1− |nr · ns|, (18)
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где r = r(u, v), s = s(a, b), а nr и ns – нормали к поверхностям r и s . Функция
(18) достигает глобального минимума только в особых точках кривых пересече-
ния, при этом min f = 0. Отсюда получаем, что из равенства ∇f = 0 немед-
ленно следует равенство f = 0, учитывая, что нулевое приближение u0, v0, a0, b0
является достаточно "хорошим". Последнее словосочетание означает следующее:
пусть pm(um, vm, am, bm) – точка глобального минимума, при этом существует ε-
окрестность точки pm такая, что для любой точки p, лежащей внутри этой окрест-
ности, выполняется неравенство f(pm) − f(p) ≤ 0. Полагаем, что
|pm − p(u0, v0, a0, b0)| ≤ ε. Несложно показать, что для любой точки p такой, что
|pm − p| ≤ ε, скалярное произведение nr · ns имеет определенный знак (f = 0 ⇔
|r − s|2 = 0 и |nr · ns| − 1 = 0 ⇒ nr · ns = ±1), поэтому модуль, встречающийся в
функции f , при численном дифференцировании не учитывается. В дальнейшем для
определенности будем полагать, что nr · ns ≥ 0 и поэтому функция f приобретает
вид

f(u, v, a, b) = |r− s|2 + 1− nr · ns. (19)
Обозначим через f1(u, v, a, b) = |r − s|2 и через f2(u, v, a, b) = 1 − nr · ns. С учетом
введенных обозначений имеем: ∇f = ∇f1 +∇f2 и, соответственно, H(f) = H(f1) +
H(f2). Матрица Гессе H(f1) имеет вид (17), а матрица Гессе H(f2) может быть
получена аналогично матрице H(f1).

Покажем это. Градиент ∇f2 имеет вид:

∇f2 = −


ns · ∂nr

∂u

ns · ∂nr

∂v

nr · ∂ns

∂a

nr · ∂ns

∂b

 . (20)

Пусть в особой точке nr · ns = 1, то есть nr = ns. С учетом этого факта и того,
что вектор градиента ∇f2 имеет вид (20), матрица Гессе H(f2) примет следующий
вид:

H(f2) = −


ns · ∂

2nr

∂u2 ns · ∂
2nr

∂u∂v
∂nr

∂u
· ∂ns

∂a
∂nr

∂u
· ∂ns

∂b

ns · ∂
2nr

∂u∂v
ns · ∂

2nr

∂v2
∂nr

∂v
· ∂ns

∂a
∂nr

∂v
· ∂ns

∂b
∂nr

∂u
· ∂ns

∂a
∂nr

∂v
· ∂ns

∂a
ns · ∂

2ns

∂a2
ns · ∂

2ns

∂a∂b
∂nr

∂u
· ∂ns

∂b
∂nr

∂v
· ∂ns

∂b
ns · ∂

2ns

∂a∂b
ns · ∂

2ns

∂b2

 . (21)

Нельзя утверждать, что Гессиан матрицы H(f2) всегда равен нулю. Однако в
некоторых случаях detH(f2) = 0. Например, когда одна из поверхностей является
плоскостью.

Пусть это будет поверхность s(a, b). В этом случае все частные производные от
ns равны нулю, и матрица (21) примет вид

H(f2) = −


ns · ∂

2nr

∂u2 ns · ∂
2nr

∂u∂v
0 0

ns · ∂
2nr

∂u∂v
ns · ∂

2nr

∂v2
0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 . (22)

Замечание. Предполагается, что хотя бы один элемент матрицы (22) как в пер-
вой, так и во второй строке не равен нулю. Для этого, например, потребуем, чтобы

ns ·
∂2nr

∂u∂v
6= 0. (23)
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Рис. 8: Касание конуса и плоскости
Fig. 8: A cone and a plane touching

Это означает, что вектор ∂2nr

∂u∂v
не лежит в касательной плоскости, образованной

векторами ∂r
∂u

и ∂r
∂v
. Матрцу H(f2) c учетом (22) и последнего замечания можно

записать следующим образом:

H(f2) = −


∇f2u
∇f2v

0
0

 , (24)

где f2u, f2v, 0, 0 – координаты вектора ∇f2 градиента функции f2.
Покажем, что в этом случае detH(f) 6= 0, где H(f) = H(f1) + H(f2). В наших

обозначениях H(f1) = H(g) и, как мы ранее доказали, detH(f1) = 0, поскольку пер-
вая и вторая строки в матрице (17) являются линейными комбинациями третьей и
четвертой строки этой матрицы. Таким образом, с учетом равенства (24) остается
показать, что векторы ∇f2u и ∇f2v не являются линейными комбинациями третьей
и четвертой строки матрицы (17). Действительно, предположим противное. Пусть,
например, ∇f2u = γ1 ∗∇ga + ε1 ∗∇gb, где ∇ga и ∇gb – обозначения, введенные в ра-
венстве (16). Тогда с учетом (17) и (22) получаем следующую систему относительно
γ1 и ε1 : {

γ1 ∗ −2t′a · ∂s∂a + ε1 ∗ −2t′b · ∂s∂a = 0

γ1 ∗ −2t′a · ∂s∂b + ε1 ∗ −2t′b · ∂s∂b = 0.
(25)

Ненулевые решения этой системы возможны только в том случае, когда ее опре-
делитель равен нулю. То есть∣∣∣∣−2t′a · ∂s∂a −2t′b · ∂s∂a

−2t′a · ∂s∂b −2t′b · ∂s∂b

∣∣∣∣ = 0.

Последний определитель, очевидно, может быть равен нулю только в случае,
когда векторы ∂s

∂a
и ∂s

∂b
линейно зависимы, что невозможно, поскольку поверхность

s(a, b) является гладкой в особой точке кривой пересечения. Отсюда получаем, что
наше предположение неверно и вектор ∇f2u не выражается через векторы ∇ga и
∇gb. Аналогично можно показать, что вектор ∇f2v также не выражается через век-
торы ∇ga и ∇gb. На основе двух последних утверждений можно сделать вывод, что
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detH(f) 6= 0 и, соответственно, для поиска глобального минимума функции (18)
можно методом Ньютона–Рафсона решить систему

∆k = H−1(f)∇f, (26)

где ∆k – вектор приращений аргументов функции f на k-м шаге итерационного
процесса. Этот вектор определен в формуле (14).

Недостатком метода, описанного выше, является использование дополнительно-
го условия (23), наложенного на поверхность r(u, v), что сужает разнообразие по-
верхностей, используемых в пересечении. Однако если предполагается, что r(u, v)
является графиком явной функции и его пересечение c плоскостью z = 0 есть алгеб-
раическая кривая с особой точкой кратности не менее трех, то условие (23) является
излишним.

Рис. 9: z = (x2 + y2)2 + 3x2y − y3 ∩ z = 0
Fig. 9: z = (x2 + y2)2 + 3x2y − y3 ∩ z = 0

Действительно, пусть r(u, v) = (u, v, f(u, v)), а s(a, b) = (a, b, 0). При этом ∂r
∂u

=

(1, 0, ∂f
∂u

) и ∂r
∂v

= (0, 1, ∂f
∂v

). С другой стороны, nr = 1√
∂f
∂u

2
+ ∂f

∂v

2
+1

(∂f
∂u
, ∂f
∂v
,−1) = (0, 0,−1)

и, соответственно, ∂f
∂u

= ∂f
∂v

= 0. C учетом последних замечаний матрица H(f1) имеет
вид

H(f1) = 2


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 . (27)

Матрица H(f2) полностью вырождается, а именно:

H(f2) =


(∂

2nr

∂u2 )z ( ∂2nr

∂u∂v
)z 0 0

( ∂2nr

∂u∂v
)z (∂

2nr

∂v2
)z 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , (28)
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поскольку все смешанные частные производные второго порядка от функции

(nr)z = − 1√
∂f
∂u

2
+ ∂f

∂v

2
+ 1

,

как несложно видеть, равны нулю в силу следующего условия: ∂2f
∂u2 = ∂2f

∂v2
= ∂2f

∂u∂v
= 0.

В данном случае можно положить, что a = u и b = v. Таким образом, матрица
H(f) примет вид

H(f) = 2

[
1 0
0 1

]
, (29)

и система (26) решается методом Ньютона–Рафсона (как система двух уравнений с
двумя неизвестными).

Если на поверхности r(u, v) и s(a, b) не накладываются дополнительные усло-
вия, то задача о поиске особых точек кривой пересечения поверхностей может быть
решена одним из следующих способов.

Первый способ предполагает использование псевдообратной матрицыH(f)+ для
матрицы H(f), где f – функция, определенная в (18). Соответственно, наилучшее
приближенное решение ∆̃k имеет вид

∆̃k = H(f)+∇f.

Однако и этот метод не лишен недостатков. Во-первых, если rankH(f) = 0, то
псевдообратная матрица H(f)+ не определена. Во-вторых, если rankH(f) > 0, то
матрицу H(f) можно представить в виде H(f) = UΛV T , где U и V – ортогональные
матрицы, а Λ – диагональная матрица, состоящая из собственных чисел матрицы
H(f). При этом H(f)+ = V Λ−1UT . Для поиска диагональной матрицы Λ использу-
ется спектральное разложение, которое строится итерационными методами. B слу-
чае, когда r(u, v) = (u, v, f(u, v)) – график явной функции, а s(a, b) = (a, b, 0) –
координатная плоскость z = 0, вместо функции f можно рассматривать функцию
f̃ :

f̃(u, v, a, b) = 1− |nr · ns|. (30)

Последняя функция является упрощенным вариантом функции (18). Как уже
говорилось, функция (18) достигает глобального минимума только в особых точках
кривых пересечения, при этом min f = 0. Функция (30) также достигает глобаль-
ного минимума в особых точках кривых пересечения и при этом min f̃ = 0. Однако
f̃ может достигать глобального минимума и в других точках из области опреде-
ления (в случае, когда r(u, v) – график функции, а s(a, b) – плоскость, множество
таких точек – конечно). Пусть (us, vs, as, bs) – особая точка кривой пересечения и
(u0, v0, a0, b0) – точка нулевого приближения. Обозначим через

ε =
√

(u0 − us)2 + (v0 − vs)2 + (a0 − as)2 + (b0 − bs)2

расстояние между этими точками. Тогда, если полагать, что точка нулевого прибли-
жения (u0, v0, a0, b0) выбрана достаточно близко к особой точке кривой пересечения,
то можно быть уверенным, что ε-окрестность точки (us, vs, as, bs) не содержит дру-
гих точек глобального минимума. Соответственно, при решении задачи минимиза-
ции вместо функции (18) можно использовать функцию (30). В качестве нулевого
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приближения можно использовать точку барицентра, о которой подробно написано
во второй части статьи.

Второй способ также основан на использовании псевдообратной матрицы. Пусть
f – функция, определенная равенством (19). Тогда

f = 0⇔

{
|r− s|2 = 0

1− nr · ns = 0
⇔


rx − sx = 0

ry − sy = 0

rz − sz = 0

1− nr · ns = 0

. (31)

Решение последний системы находится с помощью матрицы Af , где

Af =


∂rx
∂u

∂rx
∂v
−∂sx

∂a
−∂sx

∂b
∂ry
∂u

∂ry
∂v
−∂sy

∂a
−∂sy

∂b
∂rz
∂u

∂rz
∂v
−∂sz

∂a
−∂sz

∂b
∂p
∂u

∂p
∂v

∂p
∂a

∂p
∂b

 , (32)

где p = p(u, v, a, b) = 1−nr ·ns. Нельзя утверждать, что rankAf = 4 (например, когда
совпавшие касательные плоскости в особой точке кривой пересечения параллельны
координатным плоскостям).

Рис. 10: Параллельность нормалей осям координат
Fig. 10: The normals parallel to the coordinate axes

В этом случае какая-то из первых трех строк матрицы (32) становится нулевой.
Также rankAf < 4 в случае, когда r(u, v) = (u, v, f(u, v)) – график явной функции,
а s(a, b) = (a, b, 0) – координатная плоскость z = 0 . В этом случае матрица Af

примет вид

Af =


1 0 −1 0
0 1 0 −1
∂f
∂u

∂f
∂v

0 0
∂p
∂u

∂p
∂v

0 0

 =


1 0 −1 0
0 1 0 −1
0 0 0 0
∂p
∂u

∂p
∂v

0 0

 . (33)

Очевидно, однако, что rankAf > 0, поскольку в противном случае ∂r
∂u

= 0, ∂r
∂v

=
0, ∂s

∂a
= 0, ∂s

∂b
= 0, что невозможно в силу гладкости поверхностей. Отсюда следует,

что псевдообратная матрица A+
f существует. По своей структуре матрица (32) проще
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матрицы H(f), поэтому при компьютерной реализации алгоритма поиска особой
точки кривой пересечения ее использование более предпочтительно.

К недостатком первого и второго способа можно отнести тот факт, что они не
являются универсальными. Третий способ поиска глобального минимума функции
(18) основан на комбинировании методов покоординатного спуска и оврагов. Этот
способ вполне можно считать универсальным, поскольку он применим к любым
гладким поверхностям.

Будем предполагать, что rankH(f) > 0, в противном случае для решения зада-
чи минимизации рационально применить второй способ, описанный выше. В силу
последнего допущения, функция f , определенная в формуле (18), в окрестности
глобального минимума раскладывается в ряд Тейлора следующим образом:

f(u, v, a, b) = f(pm) +
∂2f

∂u2
∆u2 +

∂2f

∂v2
∆v2 +

∂2f

∂a2
∆a2 +

∂2f

∂b2
∆b2 +

∂2f

∂u∂v
∆u∆v+

∂2f

∂a∂b
∆a∆b+

∂2f

∂a∂v
∆a∆v +

∂2f

∂b∂v
∆b∆v +

∂2f

∂a∂u
∆a∆u+

∂2f

∂b∂u
∆b∆u+ ..., (34)

где pm(um, vm, am, bm) – точка глобального минимума. Коэффициенты ряда Тейло-
ра (34) при вторых степенях переменных есть в точности элементы матрицы H(f),
которая в окрестности точки pm является положительно определенной (pm – точка
минимума). Пользуясь положительной определенностью матрицы H(f), пренебре-
гая членами порядка≥ 3 и учитывая, что rankH(f) > 0, можно сделать вывод,
что поверхности уровня функции f в окрестности точки pm есть трехмерные эл-
липсоиды. Поверхности уровня определяют рельеф функции в окрестности точки
pm. Рельеф является овражным, если эллипсоиды сильно вытянуты вдоль какой-то
полуоси. Поскольку rankH(f) > 0 матрицу H(f) можно перевести в диагональную
матрицу Λ, составленную из собственных чисел матрицы H(f). Тогда в базисе, со-
ставленном из собственных векторов матрицы H(f), разложение (34) примет вид

f(u′, v′, a′, b′) = f(p′m) +
∂2f

∂u′2
∆u′2 +

∂2f

∂v′2
∆v′2 +

∂2f

∂a′2
∆a′2 +

∂2f

∂b′2
∆b′2 + ..., (35)

где u′, v′, a′, b′ – координаты точек в новом базисе, а p′m – точка глобального мини-
мума. Разложение (35) задает канонические представления эллипсоидов. При этом,
если rankH(f) < 4 , как минимум один из коэффициентов разложения (35) равен
нулю и, тем самым, эллипсоиды вырождаются, определяя овражный рельеф вблизи
точки глобального минимума. В связи с этим в случае, когда 0 < rankH(f) ≤ 4,
для минимизации функции f можно использовать метод "оврагов".

Суть метода заключается в следующем. Выбирается точка p0(u0, v0, a0, b0), до-
статочно близкая к глобальному минимуму (например точка барицентра (см. вто-
рую часть статьи)). Из нее производится покоординатный спуск. То есть решается
задача одномерной минимизации функции f(p(t)) = f(u(t), v0, a0, b0) c помощью ме-
тода Ньютона. Пусть t0 – найденное решение. Далее решается задача, аналогичная
предыдущей, но для второй координаты, а именно, f(p(t)) = f(u(t0), v(t), a0, b0). По-
сле поочередного прохождения всех координат точка p0 имеет координаты
(u(t0), v(t1), a(t2), b(t3)) и расположена на дне оврага. Следует заметить, что если
поверхности уровня ориентированы по осям координат, то покоординатный спуск
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за четыре шага дает достаточно "хорошее" приближение к точке глобального ми-
нимума.

Рис. 11: Кривые уровня ориентированы по осям координат
Fig. 11: The level curves are oriented along the coordinate axes

Однако заранее неизвестна ориентация эллипсоидов, поэтому выполняется еще
один покоординатный спуск из точки p1(u1, v1, a1, b1). В качестве точки p1 можно
взять конец одной из ветвей кривой пересечения вблизи особой точки (см. вторую
часть статьи). Наконец, для того чтобы продвинуться по дну оврага к точке гло-
бального минимума, решается задача одномерной минимизации для функции

f(p1 ± (p1 − p0)h) (36)

как функции от параметра h с помощью метода Ньютона. В формуле (36) ставится
знак плюс, если f(p1) < f(p0), и минус в противном случае.

Два покоординатных спуска из точек p0 и p1 вместе с минимизацией функции
(36) составляют один цикл работы алгоритма. Приближение определяется как до-
статочно "хорошее", если число циклов ≥ c, где c – некоторая константа (например
c = 20) или |f(p1) − f(p0)| ≤ ε , где ε – также некоторая константа (например
ε = 10−6).

Рис. 12: Особые точки кривых как результаты работы циклов длины 4 и 5
Fig. 12: Singular points of curves as the results of operation of cycles of lengths 4 and 5
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Аннотация. Поиск редакционного расстояния между графовыми моделями (определение
схожести графовых моделей) является важной задачей в различных областях компьютерных на-
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в адаптации существующих методов сравнения графовых моделей для анализа моделей процес-
сов (аннотированных графов), извлекаемых из логов событий информационных систем. Методы
нахождения минимального редакционного расстояния между графами могут быть использованы
для обнаружения шаблонов (подпроцессов), а также для сравнения извлекаемых моделей процес-
сов. Как было показано экспериментально и теоретически обосновано, точные методы нахождения
минимального редакционного расстояния между извлекаемыми моделями процессов (и графами в
общем случае) имеют большую временную сложность и могут быть применены лишь к небольшим
моделям процессов. В этой статье мы оцениваем точность и временные характеристики генетиче-
ского алгоритма, применяемого для нахождения расстояний между моделями процессов, извле-
каемых из логов событий. В частности мы находим расстояния между BPMN (Business Process
Model and Notation) моделями, извлекаемыми из логов событий с помощью различных алгорит-
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Введение

Информационные системы, автоматизирующие рабочие процессы в различных об-
ластях, таких как медицина, образование, предоставление государственных услуг,
финансы, сохраняют историю своей работы в виде логов событий. Технологии из-
влечения и анализа процессов (известные также как process mining) позволяют стро-
ить модели процессов, обобщающие поведение систем, представленное в логах собы-
тий [1]. Несмотря на то что извлекаемые модели, как правило, достаточно наглядно
визуализируют процесс, их структура также может быть более детально проанали-
зирована. Так, например, шаблоны моделирования процессов, такие как «последова-
тельность», «выбор», «параллельное исполнение», «цикл» и другие более сложные
структуры, могут быть обнаружены и выделены автоматически. Кроме того, извле-
каемые модели процессов могут быть сопоставлены с моделями, определяющими
эталонное (ожидаемое) поведение, и, таким образом, отклонения в поведении (ис-
пользовании) системы могут быть явно определены. В работах [4,6] было предложе-
но использовать редакционное расстояние между графами для сопоставления моде-
лей процессов, извлекаемых из логов событий. Редакционное расстояние показывает
степень схожести/различия двух графов. Более точно оно определяется как коли-
чество элементарных шагов (добавление/удаление вершины, добавление/удаление
дуги), которые необходимо выполнить, чтобы преобразовать один граф в другой.
Рассматривая модели процессов как ориентированные графы, методы нахождения
минимального редакционного расстояния можно адаптировать для их сопоставле-
ния. В этом случае названия вершин и дуг, а также их типы должны быть до-
полнительно учтены. Точный алгоритм поиска A* [7] был реализован в инструмен-
те [6] для сопоставления BPMN (Business Process Model and Notation) [8] моделей
процессов. Этот инструмент был использован для сопоставления BPMN моделей,
извлеченных из логов событий сервисов предоставления государственных услуг [4].
Несмотря на то что для сокращения времени нахождения минимального редакцион-
ного расстояния были использованы некоторые процессно-ориентированные эври-
стики [4], точный алгоритм нахождения минимального расстояния был применим
лишь к небольшим моделям процессов. Это может быть объяснено в том числе тем
обстоятельством, что задача нахождения минимального редакционного расстояния
между графами является NP-полной [5].

В этой работе мы исследуем возможность нахождения минимального редакци-
онного расстояния между моделями процессов с помощью генетического алгорит-
ма. Методы нахождения минимального редакционного расстояния между моделями
процессов, основанные на использовании генетических алгоритмов, были описаны
в [9]. Генетические алгоритмы были также использованы в комбинации с другими
алгоритмами нахождения минимального редакционного расстояния в [10]. В отли-
чие от работы [9] мы предлагаем алгоритм, который также учитывает специфику
графовых моделей процессов (названия и типы вершин). Для оценки времени и
точности предложенного алгоритма мы сравниваем модели процессов, извлеченные
из логов событий с помощью альфа алгоритма [2] и индукционного алгоритма [3],
используя методы приведения извлекаемых моделей к BPMN формату [11].

Статья имеет следующую структуру. В разделе 1 представлены основные поня-
тия и определения, использующиеся в тексте статьи. Раздел 2 содержит описание
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точного алгоритма сопоставления BPMN моделей процессов. В разделе 3 представ-
лен новый метод сопоставления BPMN моделей, основанный на принципах генети-
ческого алгоритма. Раздел 4 содержит результаты экспериментов (точность и время
работы предложенного алгоритма).

1. Основные определения

В этом разделе вводится понятие плоских BPMN (Business Process Model and Nota-
tion) моделей, также даются определения графов бизнес-процессов и расстояний
между ними. Эти понятия используются далее в статье.

Несмотря на большое количество классов BPMN моделей, предложенных Object
Management Group (OMG) в формальной спецификации [8], мы рассматриваем
только плоские модели процессов, формализующие поток управления. Эти модели
могут быть получены из логов событий в два шага: (1) низкоуровневая модель про-
цесса (сеть Петри, дерево процесса, каузальная сеть) синтезируется из лога событий;
(2) эта модель конвертируется в высокоуровневую модель с помощью алгоритмов,
предложенных в работе [11].

Плоские BPMN модели, формализующие поток управления и полученные с по-
мощью алгоритмов преобразования из сетей Петри, деревьев процессов и каузаль-
ных сетей, представлены следующим базовым набором элементов: действия, исклю-
чающие и параллельные маршрутизаторы, начальные и конечные события, потоки
управления (Рис. 1).

a. b. c.

e.

f.

d.

Рис. 1. Элементы плоских BPMN моделей
Fig. 1. Elements of flat BPMN models

Начальные (Рис. 1 a) и конечные события (Рис. 1 b) обозначают начало и завер-
шение процесса соответственно. Действия (Рис. 1 c) моделируют атомарные шаги
процесса. Параллельные (Рис. 1 d) и исключающие маршрутизаторы (Рис. 1 e) ис-
пользуются для моделирования ветвей процесса, исполняющихся параллельно или
взаимоисключающих друг друга.

Пример BPMN модели, описывающей простую процедуру бронирования, приве-
ден на Рис. 2. Сначала пользователь регистрируется, бронирует самолет и гостиницу
(эти действия выполняются параллельно и каждое из них может быть пропущено)
и оплачивает заказ.
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Рис. 2. BPMN модель, описывающая процедуру бронирования
Fig. 2. A BPMN model of a booking procedure

Плоские BPMN модели могут быть рассмотрены как ориентированные графы с
типами и именами вершин. Мы будем называть их графы бизнес-процессов. Дадим
их формальное определение.

Графом бизнес-процесса называется кортеж G = (N,E, t, l), в котором N – это
множество вершин, E ⊆ (N × N) – множество направленных дуг, t : N → T , где
T = {start event, end event, task, exclusive gateway, parallel gateway} – функция, опре-
деляющая типы вершин, l : N → L – функция, задающая имена вершин, L – мно-
жество имен.

Рассмотрим два графа бизнес-процессов: Gk = (Nk, Ek, tk, lk), k = 1, 2. Рас-
стояние между ними вычисляется путем построения редакционного отношения
R ⊆ (N1 ∪ E1 ∪ {ε, δ}) × (N2 ∪ E2 ∪ {ε, δ}), где ε, δ /∈ N1 ∪ N2 ∪ E1 ∪ E2, такого,
что выполняются следующие условия:

1. для каждого элемента i1 ∈ N1 ∪ E1 (i2 ∈ N2 ∪ E2) существует один и только
один элемент i2 ∈ N2 ∪E2 ∪ {ε, δ} (i1 ∈ N1 ∪E1 ∪ {ε, δ}), такой что (i1, i2) ∈ R;

2. если i1 ∈ {ε, δ} (i2 ∈ {ε, δ}), тогда i2 /∈ {ε, δ} (i1 /∈ {ε, δ});

3. если i1 ∈ N1 и (i1, i2) ∈ R, тогда i2 ∈ N2 ∪{ε, δ}, и если при этом i2 ∈ N2, тогда
типы вершин совпадают, т.е. t1(i1) = t2(i2);

4. если i1 ∈ E1 и (i1, i2) ∈ R, тогда i2 ∈ E2 ∪ {ε, δ};

5. для двух любых дуг (i1, i
′
1) ∈ E1, (i2, i

′
2) ∈ E2 условие ((i1, i

′
1), (i2, i

′
2)) ∈ R

выполняется тогда и только тогда, когда (i1, i2) ∈ R и (i′1, i
′
2) ∈ R.

Если для некоторого элемента i выполняется (i, ε) ∈ R ((ε, i) ∈ R), то мы го-
ворим, что элемент i удаляется (добавляется). Если (i, δ) ∈ R ((δ, i) ∈ R), то мы
говорим, что для i не существует соответствующего элемента (это будет использо-
вано для представления промежуточных результатов сравнения).

Сравним два графа бизнес-процессов Gk = (Nk, Ek, tk, lk), k = 1, 2, построив ре-
дакционное отношение R. Для каждого r = (i1, i2) ∈ R стоимость будет определена
следующим образом:
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cost(r) =



lev(l1(i1), l2(i2)) · clev, i1 ∈ N1, i2 ∈ N2,

0, i1 ∈ E1, i2 ∈ E2,

cdelete, i2 = ε,

cinsert, i1 = ε,

0, i1 = δ ∨ i2 = δ.

Функция lev будет определять расстояние Левенштейна [12] между двумя строка-
ми, clev – специальный коэффициент; cdelete и cinsert обозначают стоимости операций
удаления и добавления соответственно.

Общая стоимость редакционного отношения R определяется как сумма стоимо-
стей всех пар, принадлежащих этому отношению: cost(R) =

∑
r∈R cost(r).

Минимальное редакционное отношение между двумя графами бизнес-процессов –
это редакционное отношение между этими графами, имеющее минимальную стои-
мость, такое, что оно не содержит пар с элементом δ (соответствия для всех элемен-
тов определены). Стоимость этого отношения называется минимальным расстоя-
нием редактирования.

2. Точный алгоритм нахождения минимального
редакционного расстояния

В этом разделе приведено описание точного алгоритма нахождения минимального
редакционного расстояния между графами бизнес-процессов (Алгоритм 1).

На каждом шаге алгоритм берет из очереди редакционное отношение с мини-
мальной стоимостью, затем из этого отношения создаются все возможные новые
отношения, в которых некоторой вершине, пока не имеющей соответствия (соответ-
ствующей δ), подбираются в соответствие элементы другой модели того же типа
или ε. Инцидентные дуги этой вершины также обрабатываются. После этого все
новые редакционные отношения добавляются в очередь. Алгоритм останавливает
свою работу, когда минимальное по стоимости редакционное отношение не имеет
пар, содержащих δ, то есть для всех элементов моделей определены соответствия.
Стоимость этого редакционного отношения является минимальным редакционным
расстоянием между графами бизнес-процессов, и она возвращается алгоритмом в
качестве результата.

На Рис. 3 приведен пример сопоставления графов бизнес-процессов, моделирую-
щих процедуру бронирования. Граф бизнес-процесса, представленный на Рис. 3 a,
моделирует процедуру бронирования, представленную ранее (Рис. 2). Модель, пред-
ставленная на Рис. 3 b, предполагает возможность сброса. Для того чтобы преоб-
разовать первый граф бизнес-процесса (Рис. 3 a) во второй (Рис. 3 b), необходимо
удалить две дуги и добавить структуру, соответствующую сбросу. Сама процедура
бронирования является единой для обеих графовых моделей.

Для того чтобы сделать поиск минимального редакционного расстояния более
быстрым, может быть использована так называемая эвристическая функция.
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Data: G1 = (N1, E1, t1, l1) и G2 = (N2, E2, t2, l2) – графы бизнес-процессов;
Result: минимальное редакционное расстояние между G1 и G2;
\\Rinit – начальное редакционное отношение ;
Rinit ← {};
for i1 ∈ N1 ∪ E1 do

Rinit ← Rinit ∪ {(i1, δ)};
end
for i2 ∈ N2 ∪ E2 do

Rinit ← Rinit ∪ {(δ, i2)};
end
\\Q - очередь редакционных отношений, отсортированных по стоимости ;
Q← 〈Rinit〉;
while true do

\\взять редакционное отношение с наименьшей стоимостью;
Rmin ← takeMinCostRelation(Q);
if (Rmin содержит пары с δ) then

i← takeNodeRelatedtoDelta(Rmin);
Q.remove(Rmin);
\\добавить все возможные пары для элементы i в отношении Rmin;
Q.add(expand(Rmin, i));

else
return cost(Rmin);

end
end

Алгоритм 1: Нахождение минимального редакционного расстояния между гра-
фами бизнес-процессов.

Она определяется на множестве редакционных отношений и задается следую-
щим образом:

H(R) =
∑

t∈T

{
|I t1| − |I t2| · cdelete, |I t1| ≥ |I t2|,
|I t2| − |I t1| · cinsert, |I t2| > |I t1|.

I t1 ⊆ N1 и I t2 ⊆ N2 обозначают множества вершин моделей типа t, для которых
еще не были определены соответствия.

Тогда общая стоимость определяется как: cost(R) =
∑

r∈R cost(r) + H(R). Дей-
ствительно, используя эвристическую функцию, можно "предугадать" количество
вершин, для которых не будет найдено соответствующих вершин в другом графе,
поэтому они гарантированно будут удалены или добавлены. Этот подход, основан-
ный на использовании эвристической функции, также известен как алгоритм поис-
ка A* [7].

Другая эвристика, которая может быть использована при реализации алгоритма,
заключается в том, что мы сначала можем рассматривать те вершины, которые
соединены дугами с вершинами, для которых уже определено соответствие. Эта
эвристика позволяет быстрее находить решение при сопоставлении схожих моделей
процессов.
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Рис. 3. Результат сопоставления графов бизнес-процессов,
моделирующих процедуру бронирования

Fig. 3. A result of the comparison of business process graphs,
modeling the booking procedure

Предложенные эвристики были реализованы [6] и протестированы при сопостав-
лении графов бизнес-процессов, синтезированных по реальным логам событий ин-
формационных систем [4]. Несмотря на то что они позволяют сделать процесс срав-
нения графовых моделей быстрее, сложность задачи, связанная с ее NP-полнотой,
остается. Это обусловливает необходимость разработки неточных, но быстрых ме-
тодов, которые позволят находить минимальное редакционное расстояние между
моделями процессов произвольного размера.

3. Применение генетического алгоритма
для нахождения минимального
редакционного расстояния

В этом разделе будет представлено описание генетического алгоритма [13], позво-
ляющего находить минимальное редакционное расстояние между графами бизнес-
процессов.

3.1. Базовый алгоритм и структура гена

Генетический алгоритм основан на идее естественного отбора в природе. Имеется
популяция – множество особей, каждая особь однозначно определяется своим ге-
ном. Пары особей дают потомство, тем самым порождают новую популяцию. Гены
потомков являются продуктом перемешивания генов родителей. Из полученного
множества особей выживают только сильнейшие, после чего процесс размножения
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продолжается. Таким образом в популяции закрепляются те генетические признаки,
которые способствуют выживанию особи.

Предположим, что нам необходимо найти минимальное редакционное рассто-
яние между графами бизнес-процессов G1 = (N1, E1, t1, l1) и G2 = (N2, E2, t2, l2).
Каждое решение (ген) будет определяться некоторым редакционным отношени-
ем R между этими графами бизнес-процессов. При этом мы будем рассматривать
только те редакционные отношения, в которых для каждого элемента есть соот-
ветствие, то есть эти редакционные отношения не содержат пар с δ. Структура
и стоимость редакционного отношения однозначно определяются соответствиями
элементов первой модели, поэтому в качестве гена возьмем проекцию некоторого
редакционного отношения R на первый граф бизнес-процесса. Она будет определе-
на как: R̄ = {(i1, i2)|(i1, i2) ∈ R, i1 ∈ N1}. Далее мы будем называть эту проекцию
также редакционным отношением.

Основная структура генетического алгоритма (Алгоритм 2) приведена ниже.
Сначала генерируется начальная популяция особей, представленных редакционны-
ми отношениями между графами бизнес-процессов, затем выбираются особи из те-
кущей популяции, они скрещиваются, потомство добавляется в новую популяцию.
Далее происходит отбор, и в популяции остаются только наиболее сильные особи
(отношения с наименьшей стоимостью). В ходе отбора используется специальный
коэффициент selectionFactor, который определяет, какую часть от всей популяции
особей необходимо оставить. Алгоритм продолжает работу до тех пор, пока в попу-
ляции не останется одна особь.

Data: G1 = (N1, E1, t1, l1) и G2 = (N2, E2, t2, l2) – графы бизнес-процессов;
Result: редакционное отношение между G1 и G2;
population← generatrePopulation(G1, G2);
while population.size()! = 1 do

while !population.empty() do
parent1 ← population.get(); parent2 ← population.get();
children ← crossingover(parent1, parent2);
newpopulation.add(children);

end
newpopulation.sort(); \\сортировка по стоимости;
newpopulation.resize(newpopulation.size()∗ selectionFactor); \\отбор;
population ← newpopulation;

end
return population.get();

Алгоритм 2: Нахождение редакционного отношения между графами бизнес-
процессов с помощью генетического алгоритма

3.2. Генерация начальной популяции

Приведем алгоритм генерации начальной популяции редакционных отношений меж-
ду графами бизнес-процессов (Алгоритм 3).
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Data: G1 = (N1, E1, t1, l1) и G2 = (N2, E2, t2, l2) – графы бизнес-процессов;
Result: популяция редакционных отношений между G1 и G2;
R̄0 ← {};
for ii ∈ N1 do

R̄0 ← R̄0 ∪ {(i1, ε)};
end
population.add(R̄0);
for i1 ∈ N1 do

for i2 ∈ N2 do
if t1(i1) = t2(i2) then

R̄i1,i2 ← R̄0\{(i1, ε)} ∪ {(i1, i2)};
population.add(R̄i1,i2);

else

end
end

end
return population;

Алгоритм 3: Генерация начальной популяции

Сначала создается редакционное отношение R̄0, которое подразумевает удаление
всех элементов первой модели и как следствие добавление всех элементов второй
модели. Это редакционное отношение добавляется в начальную популяцию. Далее,
для каждой вершины первой модели i1 и для каждой вершины второй модели i2,
если их типы совпадают, создается новая особь R̄i1,i2 такая, что она отличается
от R̄0 лишь тем, что в ней между элементами i1 и i2 устанавливается соответствие.
Это редакционное отношение также добавляется в начальную популяцию. Для всех
особей начальной популяции вычисляется их стоимость и выполняется сортировка
начальной популяции.

3.3. Генерация потомков

Кроссинговер – процесс обмена генетической информацией предков, в результате
которого получаются гены потомков (Рис. 4).

Из пары генов предков создаются два оппозитных гена потомков. Происходит
одновременный перебор редакционных отношений по первому и второму предку.
Фактически перебираются вершины первого графа бизнес-процессов i1 ∈ N1. Каж-
дая пара (i1, i2) ∈ R̄1 первого предка и каждая соответствующая пара (i1, i

′
2) ∈ R̄2

второго предка случайным образом распределяются между двумя потомками. При
этом, если в результате кроссинговера некоторому потомку принадлежат две раз-
личные пары (i1, i2) и (i′1, i2), где i2 6= ε и i′2 6= ε (одной вершине второго графа
бизнес-процесса соответствуют две различные вершины первого графа), то также
случайным образом выбирается одна из них и преобразуется в (i1, ε) (или (i′1, ε) соот-
ветственно). После этого вычисляются стоимости новых полученных редакционных
отношений.
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Рисунок 2. 

child1 = emptyChild(model1, model2) // Создание пустого гена. 

child2 = emptyChild(model1, model2) // Создание пустого гена. 

for(i from 1 to parent1.size)       // По всем хромосомам родителей. 

    if (random() < 0.5) 

        child1[i] = parent1[i] // Первому ребенку из первого родителя. 

        child2[i] = parent2[i] // Второму ребенку из второго родителя. 

    else 

        child2[i] = parent1[i] // Второму ребенку из первого родителя. 

        child1[i] = parent2[i] // Первому ребенку из второго родителя. 

return offspring(child1, child2) 

 

Время работы алгоритма оценивается, как O (N+M), где M – кол-во элементов первой 

модели, N – кол-во элементов второй модели. 

 

3.2.5. Параметры алгоритма 

Генетический алгоритм имеет набор внутренних параметров, которые отвечают за 

качество его работы. Наиболее эффективная конфигурация определяется 

эмпирическим путем. Рассмотрим следующие параметры: 

 Коэффициент отбора популяции. Процент, на который сокращается 

популяция после каждой итерации размножения. Исследуем следующие 

значения: 0.6, 0.7, 0.8, 0.9; 

 Метод образования пар предков, т.е. алгоритмы выбора пар генов из 

отсортированного массива популяции. Рассмотрим три основных метода:  

 

   

(i1,i2) 1 (i1,i'2)

Рис. 4. Кроссинговер
Fig. 4. Crossover

3.4. Параметры генетического алгоритма

Генетический алгоритм имеет набор внутренних параметров, которые отвечают за
качество его работы. Далее в ходе экспериментов нами будут рассмотрены следую-
щие параметры: (1) коэффициент отбора популяции (selectionFactor), определяю-
щий степень сокращения популяции после каждой итерации размножения; (2) ме-
тод выбора из отсортированного массива популяции пар предков для скрещивания.
Рассмотрим три основных метода формирования пар из множества предков:

1. Алгоритм первый-второй (FS). Пары образуются последовательно в порядке
возрастания стоимости (Рис. 5).
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1. Первый-второй алгоритм (FS). Пары образуются последовательно по 

направлению возрастания (см. рис. 3). 

 

Рисунок 3. 

2. Первый-середина алгоритм (FM). В пару гену, стоящему на i-ом месте в 

массиве, ставится ген с номером i+size /2, где size – размер массива (см. рис. 4). 

 

Рисунок 4. 

 

 

 

 

Рис. 5. Алгоритм первый-второй образования пар предков
Fig. 5. An algorithm of first-second parent matching strategy

2. Алгоритм первый-середина (FM). В пару предку, находящемуся в i-й позиции
(i ∈ [1, bsize/2c]) отсортированного по стоимости массива, ставится предок с
номером позиции i+ bsize/2c], где size – размер массива (Рис. 6).
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Рис. 6. Алгоритм первый-середина образования пар предков
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3. Алгоритм первый-последний (FL). Предку, находящемуся в i-й позиции (i ∈
[1, size − 1]) отсортированного массива, ставится в пару предок с номером
позиции size - i, size – размер массива (Рис. 7).
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Рис. 7. Алгоритм первый-последний образования пар предков
Fig. 7. An algorithm of first-last parent matching strategy

4. Результаты экспериментов
В этом разделе представлены результаты экспериментов по нахождению минималь-
ного редакционного расстояния между BPMN моделями, синтезированными разны-
ми алгоритмами [2,3] из одних и тех же логов событий1. Были установлены единич-
ные стоимости удаления и добавления элементов, а также символов их названий, т.е.
cdelete = 1, cinsert = 1 и clev = 1. Только стоимости добавления и удаления действий
были определены как 10 для того, чтобы переименования могли конкурировать с
удалением и добавлением действий.

1http://www.processmining.org.

http://www.processmining.org.
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Все эксперименты были проведены на компьютере Acer Aspire V3, обладающем
следующими характеристиками: процессор Intel i5-5200U 2.20GZ, объем оператив-
ной памяти – 8ГБ.

На Рис. 8 показаны зависимости точности решения от размера модели для каж-
дого коэффициента отбора и метода образования пар. Алгоритм A* дает точное
минимальное редакционное расстояние. Следует отметить, что нет необходимости
сравнивать между собой методы образования пар для одного коэффициента по вре-
мени, так как все они имеют одинаковое время работы.

Рис. 8. Зависимость точности результата от характеристик алгоритма
Fig. 8. A dependence of a result accuracy from the characteristics of the algorithm

Как видно из Рис. 8, на небольших размерах моделей разные методы образова-
ния пар дают примерно одинаковый результат, а для больших размеров наиболее
близкий к точному ответу результат получен для метода FS независимо от коэф-
фициента отбора. Далее будем анализировать только алгоритм FS.

На Рис. 9 видна зависимость точности решения от значения коэффициента от-
бора: чем больше коэффициент, тем точнее ответ. Действительно, при «строгом»
отборе вероятность того, что «полезные качества» успеют зафиксироваться в реше-
нии, намного меньше, чем при большем коэффициенте отбора.

Наконец, проанализируем время работы алгоритма для различных коэффици-
ентов (Рис. 10).

Как видно из Рис. 10, коэффициент отбора влияет на время работы алгорит-
ма. При большем значении коэффициента популяция сокращается медленнее, что
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Рис. 9. Зависимость точности результата от коэффициента отбора
Fig. 9. A dependence of a result accuracy from the selection factor

Рис. 10. Зависимость времени работы алгоритма от коэффициента отбора
Fig. 10. A dependence of a computation time from the selection factor

сказывается на времени работы. Следует заметить, что алгоритм A* работает на
порядок медленнее.

Итак, наиболее эффективным является метод образования пар первый-второй.
Обнаружилась прямая зависимость времени работы и точности алгоритма от ко-
эффициента отбора, его значение устанавливается в зависимости от необходимых
пользователю критериев.
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Заключение

В настоящее время большую популярность приобретают алгоритмы анализа моде-
лей процессов по логам событий информационных систем (process mining). Суще-
ствует множество коммерческих программ построения и анализа моделей процессов
по логам событий информационных систем, которые широко используются в инду-
стрии, в том числе в крупных компаниях. В связи с развитием теории process mining
задача сопоставления модель-модель становится крайне актуальной и важной, так
как не только помогает найти различия в ожидаемом и реальном поведении, но и
наглядно визуализировать результат (это качество алгоритмов анализа процессов
особенно ценится пользователями). В силу того что в общем случае задача сопостав-
ления графовых моделей процессов является NP-полной и точное сравнение моделей
занимает значительное время, эвристические методы сопоставления моделей про-
цессов становятся особенно ценными. В этой работе мы адаптировали генетический
алгоритм сравнения графов для задачи сопоставления моделей процессов, извлека-
емых из логов событий. Этот алгоритм был реализован и протестирован на BPMN
моделях, синтезированных по логам событий. Была проведена как оценка точности
алгоритма в зависимости от параметров, так и его временных характеристик.
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process models. As it was shown experimentally and theoretically justified, exact methods for finding
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models discovered from event logs. In particular, we find distances between BPMN (Business Process
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Аннотация. Возможность идентификации семантической близости между словами сдела-
ла модель word2vec широко используемой в NLP-задачах. Идея word2vec основана на контекст-
ной близости слов. Каждое слово может быть представлено в виде вектора, близкие координаты
векторов могут быть интерпретированы как близкие по смыслу слова. Таким образом, извлече-
ние семантических отношений (отношение синонимии, родо-видовые отношения и другие) может
быть автоматизировано. Установление семантических отношений вручную считается трудоемкой
и необъективной задачей, требующей большого количества времени и привлечения экспертов. Но
среди ассоциативных слов, сформированных с использованием модели word2vec, встречаются сло-
ва, не представляющие никаких отношений с главным словом, для которого был представлен
ассоциативный ряд. В работе рассматриваются дополнительные критерии, которые могут быть
применимы для решения данной проблемы. Наблюдения и проведенные эксперименты с обще-
известными характеристиками, такими как частота слов, позиция в ассоциативном ряду, могут
быть использованы для улучшения результатов при работе с векторным представлением слов в
части определения семантических отношений для русского языка. В экспериментах используется
обученная на корпусах Флибусты модель word2vec и размеченные данные Викисловаря в качестве
образцовых примеров, в которых отражены семантические отношения. Семантически связанные
слова (или термины) нашли свое применение в тезаурусах, онтологиях, интеллектуальных систе-
мах для обработки естественного языка.
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Введение

Изменение метода распознания семантических ролей на основе нейронной сети [1],
разработанного в 2013 году Томасом Миколовым, привело к разработке подхода
векторного представления слов word2vec1, который является на сегодняшний день
одним из самых распространенных методов семантического моделирования при ра-
боте с текстовой информацией. Векторное представление слов применяется в ши-
роком спектре задач [2], [3], [4], [5] обработки естественного языка. На вход алго-
ритму word2vec подается корпус текстов, после обучения модели с определенными
параметрами на выходе формируются векторные представления слов, которые от-
ражают их семантику. Для оценки полученных пар часто используют метрику –
косинусная мера близости, которая является оптимальной для отображения семан-
тического сходства слов.

Представление слов в виде векторов позволяет применять математические опе-
рации. В большинстве примеров можно встретить вычитание векторов, когда ре-
зультат вычисления vec(’Madrid’) - vec(’Spain’) + vec(’France’) будет ближе к
vec(’Paris’), чем к другим векторам из распределения. Таким образом, разница век-
торов может быть использована для поиска семантических отношений между сло-
вами.

Word2vec не возвращает напрямую семантические отношения между словами. В
ассоциативном ряду, который может быть возвращен в качестве близких слов к за-
прашиваемому (главному) слову, отражаются слова, которые часто употребляются
рядом в контексте. Бесспорно, в ассоциативном ряду встречаются синонимы, ан-
тонимы, гипонимы, гиперонимы, холонимы, меронимы, ассоциации и другие типы,
которые могут быть определены как семантические отношения.

Наиболее популярным и эффективным методом для извлечения семантических
отношений были [7] и остаются [8], [9], [10] лексико-синтаксические шаблоны. Наша
работа не перекрывает полученные результаты использованием векторных пред-
ставлений слов, в данном исследовании мы стремимся поделиться наблюдениями и
закономерностями, которые могут быть полезны при работе с word2vec.

1. Связанные работы

Обучение модели с использованием word2vec строится по принципу наличия семан-
тических отношений между словами в схожих контекстах. Получение связанных
слов с оценкой может послужить базой для поиска связей между терминами при
автоматическом создании тезауруса.

Исследование [6], посвященное задачам семантической близости, показало, что
морфология русского языка не является препятствием для обучения модели с ис-
пользованием word2vec на русских корпусах, в частности был рассмотрен Нацио-
нальный корпус русского языка (НКРЯ).

В основу исследования [12] положена идея поиска пар гипоним-гипероним на ос-
нове векторного представления: сначала разности векторов кластеризуются, после
этого для каждого кластера обучается отдельная проекция вектора на основе обуча-

1https://code.google.com/p/word2vec/

https://code.google.com/p/word2vec/
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ющей выборки, полученной из тезауруса. В результате пара слов, соответствующих
векторам, может быть классифицирована как “род-вид”. Данная работа послужи-
ла фундаментом для поиска семантических отношений с применением word2vec. В
работе [13] дополнительно к применению концепции [12] было изучено негативное
влияние примеров на прогнозирование наличия родо-видовых отношений.

Кроме родо-видовых отношений, с помощью word2vec возможно извлечение си-
нонимии. В работе [14] были проведены эксперименты по автоматическому поиску
синонимов в сфере медицины. Данное исследование не только демонстрирует жиз-
неспособность извлечения синонимов с использованием word2vec, но и подтверждает
применимость векторного представления слов в предметных областях.

2. Векторное представление слов
Примеры ассоциативных рядов (выборка) с указанием метрики близости представ-
лены в Таблице 1. Полужирным шрифтом выделены слова-ассоциаты, которые свя-
заны с главным словом отношением род-вид. Среди слов-ассоциатов встречаются
слова, характеризующие главное слово: голос хрипловатый, спокойный и т.д. Та-
ким образом, существует вероятность благоприятного результата при использова-
нии векторного представления слов для извлечения пар-кандидатов, имеющих се-
мантические отношения с главным словом, в данном случае родо-видовые.

Таблица 1. Примеры векторных представлений
с оценкой близости (косинусная мера)

Table 1. Some examples of pairs with semantic relations
and their scores of cosine similarity

голос оружие лук
хрипловатый 0.80 огнестрельное 0.71 луком 0.72
голосок 0.76 стрелковое 0.66 порей 0.65
звучал 0.72 ружье 0.62 колчан 0.65
баритон 0.72 пистолет 0.61 репчатый 0.62
бас 0.64 метательное 0.61 чеснок 0.59
женский 0.61 копье 0.58 шинкованный 0.58
спокойный 0.56 лучеметы 0.52 зелень 0.57

Кандидат из ассоциативного ряда с главным словом, для которого был автома-
тически сгенерирован ассоциативный ряд, не является симметричным относительно
позиции кандидата в ассоциативном ряду. Другими словами, если заранее предпо-
ложить, что между X и Y есть семантические отношения, а затем для слова X сге-
нерировать ассоциативный ряд и найти в нем позицию слова Y, то данная позиция
не будет равна той позиции, которая установлена при проведении поиска кандидата
X в ассоциативном ряду, построенном для Y как главного слова.

Власть – диктатура (31-е место в ассоциативном ряду),
Диктатура – власть (6-е место в ассоциативном ряду).
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Следовательно, при поиске семантических несимметричных отношений необ-
ходимо определить вертикаль главного слова и кандидата. Например, для родо-
видовых отношений определить – гипонимом или гиперонимом будет являться глав-
ное слово.

В данной работе для экспериментов с родо-видовыми отношениями главное сло-
во является видом, а искомый кандидат ассоциативного ряда – родом.

3. Данные

3.1. Флибуста

Обучение модели word2vec на корпусе Флибусты показало следующие результаты:
сгенерировано 931 896 векторных представлений в виде главного слова и слов-
ассоциатов с оценкой близости, которая представлена косинусной мерой между
векторами главного слова и рассматриваемого ассоциата. Среди слов-ассоциатов
встречаются как слова окружения, характеризующие главное слово, так и слова,
имеющие семантические отношения с главным словом.

3.2. Викисловарь

Викисловарь2 (общий объем – более 173 тыс. словарных входов) как лексикографи-
ческий проект с прямым указанием семантических свойств слов (в том числе ссыл-
ками на гипонимы и гиперонимы) подходит для тестирования данных и получения
автоматической оценки извлеченных пар-кандидатов. Для проведения эксперимен-
тов использовался дамп Викисловаря, содержащий 59 582 родо-видовых пар.

3.3. НКРЯ

Частотные списки Национального корпуса русского языка3 были использованы для
определения частоты встречаемости слов.

4. Экспериментальные результаты

4.1. Определение границы

В работе [15] приводится сравнительный анализ метрик близости с целью векторно-
го представления слов для поиска семантических отношений. Наилучший результат
показала косинусная мера близости. Изучение результатов распределения косинус-
ной меры близости может быть полезно с точки зрения сужения границ ассоци-
ативного ряда для увеличения вероятности нахождения кандидата родо-видовых
отношений. В данном эксперименте в качестве данных были использованы пары из
Википедии с родо-видовыми отношениями, для них были сформированы векторные

2https://ru.wiktionary.org/
3http://www.ruscorpora.ru/

https://ru.wiktionary.org/
http://www.ruscorpora.ru/
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представления и определена косинусная мера близости. Главное слово представлено
видом, а слово из ассоциативного списка – родом.

На рис. 1 изображено распределение, позволяющее детектировать границы, в ко-
торых могут быть найдены семантические отношения. Анализируя распределение
можно с уверенностью сказать, что вероятность встретить кандидата в ассоциатив-
ном ряду с высокой или низкой косинусной мерой близости очень низка. Основная
концентрация потенциальных кандидатов будет расположена в пределах 0.53–0.63.

Рис. 1. Распределение значения косинусной меры
по парам вид-род из Викисловаря (1 688 пар)

Fig. 1. Cosine similarity score distribution for hyponym/hypernym pairs
(1 688 pairs) from Wiktionary

4.2. Ассоциативный ряд

Был проведен эксперимент, который показал, что расстояние от главного слова до
слова-кандидата является наименьшим, если главное слово представлено видом,
а слово-кандидат – родом. Данное расстояние измеряется не косинусной мерой, а
количеством слов-ассоциатов, упорядоченных по косинусной мере и стоящих выше
потенциального кандидата.

Для примера рассмотрим пару мясо-конина. Для слова мясо составим прону-
мерованный ряд слов-ассоциатов в порядке убывания косинусной меры. Таким об-
разом, в ряду слов-ассоциатов конина окажется на 64-м месте. Аналогично для
главного слова конина в ряду слов-ассоциатов найдем мясо, которое оказалось на
5-й позиции от главного слова.

Мясо – жареное, . . . , говядина, баранина, вареное, копченое, . . . , нарезанное,
зажаренное, вяленое, курятина, полусырое, . . . , ягнятина, . . . , конина, . . .

Конина – говядина, свинина, баранина, конину, мясо, козлятина, . . .
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Для подтверждения гипотезы был проведен следующий эксперимент. Имена соб-
ственные были удалены из пар дампа Викисловаря, таким образом, работа произво-
дилась с 39,5 тыс. пар. В результате поиска данных пар в векторном представлении
были получены 1 688 пары. Из них:

• 52% пар, где позиция рода в списке слов-ассоциатов меньше позиции вида в
списке слов-ассоциатов;

• 36% пар, где позиция рода в списке слов-ассоциатов больше позиции вида в
списке слов-ассоциатов;

• 12% пар, где позиция рода в списке слов-ассоциатов равна позиции вида в
списке слов-ассоциатов.

Результат второго места (36%) можно объяснить наличием вида с высокой ча-
стотностью, как, например, в паре ‘мясо-говядина’. Тем не менее, таких часто встре-
чающихся пар оказывается не так много.

4.3. Частотность слов

Информация о частоте встречаемости слов является одной из ключевых характе-
ристик в задачах компьютерной лингвистики. Опираясь на успешный опыт при-
менения статистики использования слов [16], [17], мы рассмотрели зависимость –
частотность рода и вида среди пар Викисловаря, которые имеют векторное пред-
ставление. Примеры пар род-вид с частотностью:

Игра – 5 815, прятки – 306, жмурки – 122.
Мясо – 4 900, говядина – 231, свинина – 157, конина – 29, курятина – 25.

88% составляют пары, где частотность рода больше, чем частотность вида, на-
пример: песня (29 220) – баллада (900). Остальные 12% составляют пары, где ча-
стотность вида больше, чем частотность рода. Такие пары можно отнести к исклю-
чениям, поскольку они отображают: слабую родо-видовую связь: директор (27 442) –
начальник (40 352); смещение рода к виду или вида к роду: помещение (14 659) –
коридор (17 507)

На рис. 2 приведены графики распределения частоты от встречаемости отдельно
для рода и вида.

5. Заключение

Работа с векторным представлением слов предоставляет огромный спектр исследо-
ваний как с точки зрения лингвистики, так и статистики. Поиск закономерностей
и эвристик, полученных таким образом, позволит улучшать качество извлекаемых
сущностей. Представленные в данной работе заключения могут служить допол-
нительными критериями для устранения избыточных кандидатов при извлечении
семантических отношений.
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Рис. 2. Распределение частоты от встречаемости (количества пар)
Fig. 2. Word frequency distribution and their occurrence
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Abstract. The ability to identify semantic relations between words has made a word2vec model
widely used in NLP tasks. The idea of word2vec is based on a simple rule that a higher similarity
can be reached if two words have a similar context. Each word can be represented as a vector, so
the closest coordinates of vectors can be interpreted as similar words. It allows to establish semantic
relations (synonymy, relations of hypernymy and hyponymy and other semantic relations) by applying
an automatic extraction. The extraction of semantic relations by hand is considered as a time-consuming
and biased task, requiring a large amount of time and some help of experts. Unfortunately, the word2vec
model provides an associative list of words which does not consist of relative words only. In this paper,
we show some additional criteria that may be applicable to solve this problem. Observations and
experiments with well-known characteristics, such as word frequency, a position in an associative list,
might be useful for improving results for the task of extraction of semantic relations for the Russian
language by using word embedding. In the experiments, the word2vec model trained on the Flibusta and
pairs from Wiktionary are used as examples with semantic relationships. Semantically related words
are applicable to thesauri, ontologies and intelligent systems for natural language processing.

Keywords: word embedding, word2vec, semantic relations, thesaurus, hyponymy, hypernymy, syn-

onymy
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